Koxxuvouovpa Aévtpo !

"Exovue der é1i éva duadixd dévtpo avalftnong Gdouc h emTpeRel TNy EXTEAECY, TWV A&L-
toupyldv g Eioaywyic, e Alxypaghc xo e Avaldtnong o O(h) ypbévo. Zuverdc,
brav 10 Ypog Tou dEvipou elvar wxpd, ol dduaoleg autés exterobvion ypfiyope. Otav
buws to GWog tou dévtpou slvan geydho, ou Sladuaoles avtée unopel vo elvon to (Blo ypovo-
Bopeg 600 xon oL avilotoiyes Stadinaoles yio ypouuxés Moteg, dnhadh, vo anatody ypbvo
yoaupxd oto nhifos Twv x6uPwv g Motag % tou dévipov.

Ta dévrpa mou Bu pehethioouue 6’ auté TO XePdAato aviprouv oty xatnyople Twv “wo-
Cuyiopévey” duadudv dévipwy avalhtnone. Ta dévtpa autd envtpénouy )y extéhean twv
TopUTEVE AELTOLPYLGY ot Ypdvo hovaplBuud ate mhifog twv xéuPuv tou dévipou ot yeu-
pétepn weplnTwon,

1 ISdtntes TV XOXXLVOUIUReY dEVIpLY

"Fva xoxsxtvépaupo dévtpo (red-black tree) slvan éva Suadind Sévipo avalitnong ue dva
emmAéov otolyelo minpogopluc avd x6ufo: to ypdua tou xbéuPou, tou uropel va elvon elte
x6xxLvo eite padpo. Me v emiBolr} TEPLOPLOUGY GTOV TEOTO TOU UTOPOUY VI YPWHATIOTOUY
ot x6uPot, to xoxxvépavpa Sévrpa e€aapohilovy Gt xopla dlabdpour) and tn plla o xénoo
pUikAo Bev £yel phxog mou urepPalvel To SimAdoLo Tou Pxous onolrsdiitote dAhng TéTowxg
Sradpopnc, xon Etot o dévipo elvan oxeddv tooluyiopévo (balanced).

Kébe »xoufog evic xowuvopoaupou dEvtpou mepthauBdvel ta nedla color, key, p, left xou
right mou xataywpoly 10 Ypdua, To xAewdl, xo Selxtec otov ratépa, 610 APLOTEPS XAL GTO
de&l moudl tou xdufou, avilotoya. Edv xdnoro moudl evée xdufou Sev urdpyel, o avilotow-
yoc< delxtng elvan NIL. O Bewprjooupe autoly toug delxteg NIL wg deixteg o edwtepunols
NIL-x6uPouc {plilha) tou Suadixol dévtpou avalftnorng o Toug xavovxols xouboug mou
anobnuetouy ¥Aedid wg eowtepiods x6ufoug Tou dévtpou.

"Bve duadixé Sévipo avalitnong elvan xoxavéuoupo dévigo edv mhnpol g axdhoubeg
Buotteg ot onoleg ot ouvéyew Ba avagépoviar wg KM-Idudtntes:

1. Kébe xéuBoc €yel elte xdrouvo elte padpo ypdua.
2. Kdfe NIL-x6uBog €yelL pabpo ypdua.
3. Edv évag xouBog £yl wbroavo xpdua, tHTe 2o To duo Taldld tou éyouy Lalpo Yeouo.

4, Kdbe orhii Swdpopn and évay xbuPo os évay NIL-xbuPo nou elvar andyovés tou nepiéyst
10 (8o mAhBog padpwv xouPwy.
"Eva nopdderypo evog xoxxivéuaupou Sévtpou napovoldletal oto Lyfue 1.
To mhfflog Twv padpwv xduPev ot onowdfinote dadpopt| and evav xoubo 2 (uon ywels va
tov ouunepthaufaver) ot évav NIL-x6ufo nou elvon andyovog tou 2 ovoudletol pabpo Gdog
(black height) Tou xéufou xu oupPollerton pe bh(z). Liugwva pe v Ihbtyta 4, 1) édvvow

" Mevdgpaon and To xepdhato 14 Tou BfMou Introduction to Algorithms twv T.H. Cormen, C.E. Leiserson
son R.L. Rivest.
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Tyfwe 1. Eve noxavéuoaupo 8€vtpo oto onolo ol padpor xéuPor Selyvovrtar oxaopévol
%o oL xduxvol xéuPol hevxol. Kdbe wdufoc oe éva noxuvduaupo dévipo €yel slte x6xxnivo
elte podpo ypodua, xdbe NIL-wépBog éyel padpo ypodue, to mowdid evée xbravou xéuPou
éxouv xat ta dbo uadpo ypodua, xon xdbe arhy Sladpour| and évay x6ubo e évav NIL-x6ufo
nou elval ardyovée Tou meptéyel To (do mhhfog padpwy xbufev. Alrka ot xdbe eowtepnd
x6uPo onuerdvetan o padpo Gdog tour ol NIL-xdufol éyouy uabpo tdoc 0.

Tou padpou Ghoug elval xahd optopévn, agol éhec oL dadpoués and tov xoufo x oroug NIL-
anoybvoug Tov €xouv to (Bio mAhBog padpwy x6uBuv. To padpo VPog evée xoxxLVGLALEOY
dévtpov oplletal we To padpo Vog tng pllag Tou.

To axdroubo Mppa detyvel yiatl Ta xoxxvdpavpa dévrpa elvar dévrpa avalftnone ora
omolo ot Suadixacies Bwoaywyhs, Awrypoaprc xoar Avalhmone ylvovtal mohd anoteheopatixd.

Adppa 1

"Eva x0xx1vépovpo devipo ue 1 eowtepeols xépuPoug éyet dog to nodd 2log(n + 1).
Andderdy. Qo delloupe npdta dtL to unodévipo ue pllu évay xoufo, €otw T, TepLEYEL TOU~
Moprotoy 292 — 1 eowtepixot #éuPoug. Oo anodetfoupe Tov LWoYVPORS AUTH UE ERAYOYH
oto Gdoc? tou x6uBou z. Edv to Goc Tou stven 0, t61e 0 T mpérer vo elvan NIL-x6ufos.
‘Apo bh(z) = 0 xou 0 dévipo pe pllo tov = mpaypatxd éxel 2P — 1 = 20— 1 =
eowTepXos xouPous. D to emaywywd Biua, Bewpolue étt o xdufog x €xel Betind Odoc.
Bovende, 0 z elvan évog eowtepndg x6uPog ue dlo taudid. Kébe roudl €yer padpo Oog loo
ue bh(z) % bh(z) — 1, avdhoyo UE T0 B4V To Ypdua Tou  elvar xéxivo B padpo, avtioTouya.
Agob 1o dog twv naududy tou z elvar puxpdtepo arnd to Yhog tou (Blou tou z, puropodue
VOl EPAPUOTOVUE THY ENoY@YW) UréBear xow vor suurepdvouue 6TL xdfe mondl £yl TouRdy-
otov 20P(@)=1 1 gowtepiotc x6uBous. Apa, To Unodévipo e plla Tov  ExeL TOUNGYLOTOV
(2072) =1 1) o (2PR(2) -1 1) 41 = 2P2{®) 1 gowtepurotic xbuBoug, Tpdyua Tou amodeucviet
TOV LOYUPLOUO.

T va ohoxhnpdoouue Ty anddely, Bewpolue 6t o Pog Tou dévipou elvar b Llppwva
ue v Idbtyra 3, toukdyiotov ot ool xéuPol ot onowdrrote anhy dadpour arnd tn elCa
ot €vay NIL-x6uPo, un ovunepthapfovopévne tne pllog, éxouy padpo ypduor. Luvenog, to
patpo Vdog g pllag npérel va elvon touldylotov h/2, ondte

n> o2 1,

Metagégoviag 1o 1 oto aplotepd géhog g aviadtnrag xa unohoyilovrag toug hoyoplfuoug
(pe Bdon to 2) v 800 uekdy Peloxovpe log(n +1) > /2 % h < 2log(n 4 1). 1

2Ebé mpdxeitan via to Ghog Tou x6uPou oto Sévipo xor dyt To padpo Bdog Tou.
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‘Auecr ouvénel Tou tepandve AMupatog elval 6L ot Swdoles g Bioaywyic (TREE-
INSERT), tng Awrypeghc (TREE-DELETE) xou trg Avalftone (TREE-SEARCH) yia duadixd
dévtpa avalhrnone anatody O(logn) ypévo drav extehestody o8 Eva X0XNLYGUALEO BEVTEO,
dedopévou bt anantoby O(R) ypovo oe éva duadud dévtpo avelitnong Goug h. Qotdoo, ot
xoxxvducues Sévpa, evd v hudiwaole TREE-SEARCH apxel yia Avalhtnor, ot diaduaocieg
TREE-INSERT ot TREE-DELETE Sev elvon emapxelc and 46veg TOUS Yo ELO0YYY] Mol Slo-
yeagh x6uPwy, vt dev sEac@oiilovy dtL to Suadd dévtpo wou Ba mpoxldel Bu elval éva
®oxxwOUaLpo dévipo. [Enueidveton dtu ov Swdixaoieg Eioaywyhe xau Awrypughc x6ufov
ot xoxuvbpoupe dévtpa extehodvon npdyuatt ot Ologn) ypdvo, énwg neplypdgetal otig
Hupoaypdpoue 3 seon 4 avtioTouyo.]

Aoxioelg

1-1

Syedidote 1o nhhpec Buadixd Bévtpo avalftnong Gdoug 3 pe xhedrnd {1,2,...,15} xou wpo-
cbéore touc NIL-xbuPoue. Xpwuatiote toug xéufouc pe tpeig dragpopetinols tpdnoug érol
Hote o pobpa G0 Ty xoxavduoupwy 3Evipwy mou Bu npoxddouy va elvar 2, 3 xou 4.

1-2
"Botw bt i pila evée xaxouvbuoaupou dévtpou €ysl xbuvo yodua. Alkdlouye 1o ypod-

ua g ond xéxxwvo ot padpo. To dévipo mou mpoxlntel and v oAAAYT oUTH REPUUEVEL
HOHKLVOUAURO;

1-3
Aelle oty péyioty anhy Sedpout and évav xéuPo x oe évay NIL-andyovo €xel wixoc to
1oAD dxhdolo tou phxous TNe erdyLotng anhic dwdpoufc and tov x oe évav NIL-anbyovo.

1-4
oo elvan to péyioto duvartd TAfBog eowtepxdy xOuBV 68 évd xOXXVOUAURO JEVTPO UE
padpo Glog k; Tlow elvor To shdytoto Suvatd thifoc;

1-5

Hepuypddre £va x0xvOpaLPo SEVTPO HE N XAELE TTOU EMTUYYXEVEL TOV PéyioTo Buvatd Adyo
XXV TROS Padpous sowtepuods xdufous. Iolog elvar autdg o héyog; Tlowo dévrpo éyel
Tov eEAyioTO duvortd Adyo, xon molog etval autés o AGYog;

2 Hepiotpogis

O duadueaoiee e Ewoayoyhc xon Awypaghc x6uPwy og Suabud dévipa avalitnong
amartotv O(log n) ypbvo, 6tav auté EXTEAEGTOUV 08 Evet XOXXLVOUOUPO BEVTEO [E 1 XAEWBL.
Enredf) oL Sadixaoleg autés tporonowody to dévipo, to Sévipo tov mpoxdntel unopel va pny
rinpol théov g KM-IBlétnree mou napovoidotmay oty Hopdypago 1. T va enavagépouys
oe wyb autée T Wubtrtes, Bu mpéner vo adidZoupe 600 T douh Tou Sévipou (ehheyt
BeTdV TPOG BUYKEXPUEVOUS 16uBoug) 600 Xa 1o YPdUM XAnowy ard Toug xépSous Tou.



RIGHT-ROTATE(T, y)

bl

tf; o
LEFT-ROTATE(T, x)

Tyduer 2. Ta 30 eldn neprotpopdy ot éva Juadixé dévipo avalftnone. H dwducuola
RIGHT-ROTATE(T, ) uetaoynuatiler tov cuvduaopud tov ddo xéufov ato aplotepd otov
ouvdvaousd x6uBev ota defud ahhdlovrac éva otabepsd Thibog dewtdv. O ouvduaoude xbu-
Buv ote Selid umopel va petaoynuatiotel otov ouvduaocud x6uPuy ota apiotepd pécw tng
avtlotpogne daduaoiac LEFT-ROTATE(T, y). Ou %o xéufol bu unopodoay va Poloxovral
omoud¥rote oto dévipo avalftnorne. To ypdupata @, f xou ¥y aVIIPOGWREVOLY TuX6VTY
urodévrpa. Onowdinote ané tig dbo nepiotpopés Swrtnpel Ty evBodlatetayuévy oepd twv
AeWdv: o xhedid oto @ mponyolvia tov keylz], to onolo mponyeltal Twv xAewdidy oto
B, T omola mporyyodvial Tou keyly], To onolo téhog rponyeital tov xhedidy oto ¥.

H edhoyd tne Sopds tou dévipou emtuyydveTat ¥prowloroudvias neplotpopés (rota-
tions): autég elvan tominég doués petaforée oe éva Sevipo avalfitnong rou Sltnpoly Tny
evdoduotetaypévny ospd tev xieWdudy. To Iydua 2 nopovoidlel ta dto eldn nepiotpo@iv:
Tig oprotepée meptotpopée (left rotations) xan tig deliée neprotpogés (right rotations). "Otay
exteholuE QLo aploteph TeploTpogt ot evay xouPo , unobBétouue ot 1o Bel muudl Tov, foTw
y, dev etvar NIL-xéufoc. H upiotept] tepiotpogi] exteleltan vopw ard v axpt nou ouvdéet
Toug x6uPouc T xou y. H neplotpogt) auth Béter tov x6uBo ¥ we ) véa plla tou urodévrpov,
Tov xOuBo z we aplotepd Tadl Tou ¥ xon To aplatepd mudl Tou ¥ wg Se&l madl tov .

Ltov drudoxddxe v Ty aplotepl neplotpogt ~LEFT-ROTATE~ nou axohoufet utobé-
toupe 6Tt to Bl noudl rightlz] Tou z dev elvon NIL-x6uBoc.

LEFT-ROTATE(T, 2)

1 y <« rightiz] > avéfeon otov y
2 rightlz] « leftly} > 1o aplotepd LTOdEvTpo Tou ¥ yivetan el umodévipo Tou
3 if leftly] # NIL
4 then pllefilyl] « =
5 ply] « plzl B 0 Matépas TOU T GUVBEETOL ME TOV ¥
6 if plz] = NIL
7  then root[T]«—y
8 else if z = leftlplz]]
9 then leftlp[z]] — ¥
10 else right[plz]] « y
11 leftly] «— z B oz ouvdéeton wg aptotepd Toudl Tou y
12 pla} —y

To Dyfua 3 delyver to Prpara me ddurolog LEFT-ROTATE. H Swwduacio deidg
replotpogic (RIGHT-ROTATE) elvon mapdpowa. Téoo n duaducacla LEFT-ROTATE 600 xou v



Yyhue 3. ‘Eva nopdderypo e Sopne metaforfic mou 1 Swadiaoie LEFT-ROTATE(T, z)
empeper oe éva duadind dévipo avalfmong. O NIL-x6ufor £xouv mapohelpfel. O evdodia-

TeTaypéveg dlaoyloslg Tou apyeod XL Tou petaoynuatiouévoy Sévipou mapdyouy v B
OELE HAELBLGV.

RIGHT-ROTATE exteheital o O(1) ypbévo. Katd v neplotpoph, ohrdlouv o Tpég dewtdv
uévov, eved ta undrotna nedla TV xOUBWY Tapaévouy we EYouv.

Aocxiicelg

2-1

Yyeddote 10 x00avéunupo 38vipo oy npoxdntel petd and Ty extéheon e Sadixaoliog Ei-
oaywyhc xouPou ae duadnd dévtpo avalftnong oo dvtpo Touv Lyfuatog 1 v 1o xhewdl 36.
Eivow 1o 3évtpo auté xoxouvbuaupo, €@y o xoufoc nou ewedyetan ypwpatiotsl ue xdoavo
yoouw; Tu ovpBatvel edv o xéuBoc ypwuatiotel ue podpo ypduo;

2-2

Doddre deudondduna yio tn draduaala de€ide neplatpogiic RIGHT-ROTATE.

2-3
Acl&te bt 1 aplotepn] xon v dedid neplaTeoyn oe Eva Suadind deEvipo datnpody Ty eviodia-
TETAYMEVT) OELpd TV XAELBLBY.

2-4

Ocwpelote o aplotepd dévipo tou Lyfuatoc 2 xou €otw a, b xou ¢ tuyalol xéuBol Ty
urnodévipwy a, B xa ¥ avilotouyo. T1d¢ ahhdlel to Babog twv a, b xw ¢ dtay exteheotel pia
opLoTERY) MEPLOTEOPY GTOV XGUBO T TOU GYNUATOS;



2-5

Aelfre b1 évo tuyalo dévipo e n x6ufous unopel v petatparel ot éva orolodfinote diko
8évtpo pe n xéuPous yenowonowdvtas O(n) reprotpogés. (Ymdderln: Aelite npdta d1u
Eva onolodrote Sévipo pnopel vo petaoynuatiotel o wa “defid aluolda” aund xduPoug
EXTEAGVTOS TO TOAD 11—~ 1 TEPLOTPOPES. )

3 Ewooyoy

H swoaywy) xépfou oe éva xoxxivépaupo dévtpo 1 pe n xdufous propel vo emteuy el oe
O(logn) yebvo. Xpnowornowdue 1) daduaoia eoaywyc xdufou ot duadind dévtpa avo-
{imone (TREE-INSERT) vl vo lodyoude tov x6pPo = ovo dévipo T bénwg edv autd frav
Eva amhé duadud dévrpo avalhmong xon wetd ypouatifouus tov & ue xéxxwvo ypoua. T
va eacparicovps 6t or KM-ISubtreg s€axoroufolv va woydouy, tpononoweipe 1o Sévipo
70U el npoxUdel aANGLovTag 1O YPOUA CUYHEXPWEVKDV XOUPwY Xol eEXTERDVTAS TEQLOTEO-
pec. To peyohlrepo pépog tou xdduxe yia 1) didixasio sloaywyfs xéuPouv RB-INSERT ot
xoxxuvbpoueo dévtoo yewptletol Tig Sudpopsg TepLITdoels oL Unopel Vo TopoLcLGTOdY XuTd
™V tponoroinon Tou dévtpou.

RB-INSERT{T, z)

1 TREE-INSERT(T,z) B elooywyh ot Suaded Sévipo avalhtnone

2 color|z] « xbxxvo

3 while z # root[T] and color(piz]] = xéxxivo do

4 if pla] = leftlplplz]]]

5 then y «— rightp[p[z]]]
6 if color[y] = x6xxivo
7
8
9

then color|p[z]] — ualtpo > IHeplrtwon 1
color[y] «— padpo > Ieplntwon 1
color|plp[z]]] « xbouvo > IHeplrtwon 1
10 z + plpi]] > Ieplntowon 1
11 else if x = right[p[z]]
12 then z « plz] b Heplntworn 2
13 LEFT-ROTATE(T, z} > Tleplntwon 2
14 color[p[z]] — padpo > Ileplatworn 3
15 coloriplp(z]]] «— »doavo > Ilepintwon 3
16 RiGHT-ROTATE (T, plp[z]]) > Ileplntweon 3
17 else (duoix ue tov geudoxddue Twy Ypauudy 5-16, érou

e wedla “left” avtucablotavion and medlo “right” xat to avilotpogo}
18 color[root[T]] «+ uadpo

H dwdicoola RB-INSERT elvon Aydtepo meplnhoxn and doo guaivetar. Xwplfovpe v
ed€taon Tou Peudoxddia ot tpla xipla Briuata. Tpdrov, Gu npoodioplooupe noleg and tig
KM-I&dtnres nopafiélovean we ouvénewa Twv ypauuoy 1-2 tou feuvdoxddne, ot oroleg
eiodyoupe tov x6uPo T xal tov ypwuatilouhe ye xdouvo ypoua. Aedtepov, Ba mepuypd-
Jovue T npoonabolue va emtiyoupe HE Tov Bpdyo while (ypapués 3-17). Téhog, Hu dolue
TS EMTUYYAVOULE autdy Tov 6Téyo, avarboviag xaleuio and g Tpeg nEpIRTHoEL; IOV GU-
Yxpotoly tov Ppdyo while. To Iyfua 4 Slver éva napddelypa extéleorng e dwduxaalog
RB-INSERT ot éva ev3etTINd X0Xuvouaupo dvipo.



(&)

(b

©)

(d)

Tyfpa 4. Extéheon g dadixaotac RB-INSERT. (o) O x6uPog z petd and v eoaywyy
tou. Agod 1600 o & 600 xu. o murépug plr] Tou T Eyouv xbouve Ypduw, mapoutneeltol
napaflacy tne Idbtnrag 3. Kabie o Belog y tou z éxel enlong xbuvo ypdua, extehela
0 xO¥uag g Meplntwong 1. KéuPor enavaypwuatilovion xow o x6pfog z yetagipetor o€
upmiétepo eniredo oto Sévipo, omdie npoxtnteL To dévipo mov epgaviletor oto (b). K
ndht, 660 0 T 600 XoL 0 TATEPOS TOL £YOUY XOXHWVO Ypduo, dAAd auth T gopd o Belog ¥
Tou z éyeL padpo ypodua. Agod o z elvan to 3l raudl Tou matépa Tou, exTeheiton 0 xWiuxag
e Leplrntwong 2. Extehelron Snhadh pla aplotepr neplotpogy xon 1o 8évipo mov mpoxintel
eppoviletar o7o (€). Auth ™) popd, o T etvan To apLoTERS ToUdL ToL TaTéPO TOU Mo exTERELTOL
o xGduxag e Heplntwone 3. M deid nepiotpogh 0dnyel ato Sévtpo tou (d), o onolo
elvo TAE0Y évar amodextd xoxHVORaLpo BEVTERO.




IToweg ond tic KM-Idubtntee unopel va nepefidlovtal yetd and tny exXTEAEOY) TWV EVIO-
AV onie ypoppée 1-2; H Iddtnra 1, énwg xon i ISdtra 2, e€axolovbolv npoguvide va
oydouy, xubdc o veo-sooybele xdxxivoe xdufBoc éyer v roudid NIL-»xdépPoug. H Idudty-
T 4, olugwve ue Ty onoly to thffog Tev padewy x6ufov elvar o Blog ot xdbe Swdgour and
dobévta xépPo entone wydel, xubds o xéufog z aviixabiotd évay {uabpo) NIL-x6uBo xa
slval xdxxvoe pe roudid NIL-x6uBoug. Tehixd, v wdvr) Widtnra nou mbavév va napafBaleto
elvon 0 I8btnra 3, odugove pe v onola évag x&xnvog x6uBog dev uropel va £xel xdroava
rodid. Suyrexpuéva, dedouévou 6Tl 0 T ypwuatileTon e xb0uvo Yedua oty yeouut 2, 1
ISubtnra 3 ropofileton edv o matépag Tou xduBou = éyer xéxxvo ypdua. To Syfuo 4(x)
delyver pee tétola napaBlaoy uetd and Ty eloaywyy Tou xéufou .

O oxonde nou eEunnpetel o Bpdyog while (ypouuée 3-17) elvan va petagépel tn povadun]
ropoBlaoy e Budtnrag 3 oe vdnhdtepo erlnedo oto dévipo Slatnpdvioag mapdihnia vy
Idwbtnra 4 ot wyd. Ly apyh xéfe emavdingne tou fpdyou, téoo o xbufoc z 600 xal o
TaTépag TOU ExouY X6GxHVO Ypdua ~1) Pévn tapaBlacy oto Sévipo. Yrdpyouv dvo mbavé
evdeyoueva ot x&be ernavédndn tov Bedyou: n mapuBlaoy uetapépetal ot LPNAdTEPO Entredo
010 BéVipo, 1 EXTENOGVTOL XATOES REPLATROYES XL 1} EXTEAEDY) TOU Bpoyou OAOXATRWOVETAL.

Yrépyouv v tny axpifewa €€1 nepintddaeis tou ngénel va eZeTdoouue ooy Jpdyo while:
oL TEELg amb TS Elven GUUETPLXES HE TIg UTGAOLTES Tpetg e ubvy dlapopd 61t o matépag plz]
Tou x6uPou z elvar Bkl avti v aplotepd mandl Tou mamnol piplz]] tou © (yveapus 4). Loy
Jeudoxdduna nov napubécuyue eaTidoope Ty mpocoy uag oty tepintwey nou o plz} elvon
aprotepd moudl. Enlome, xdvape ) onuaving topadoyh 6t v plla tou Sévtpou Exer padpo
xeoua, yeyovée mov sfaocpuhiletar ot ypouuyh 18 ato téhog g Swdixactag RB-INSERT.
"Etot o plz] dev etvan 7 pllot Tou dévipou xou emouévas o plp[x]] undpyet.

H Ieplrtwon 1 Sragpéper and tic Heptntdoeig 2 xal 3 w¢ npog To Ypduw Tou “Belov” tou z,
Snhadh, Tou adepgpot Tou tatépa tou z (rightplp(z]]]). "Eotw y o xéufog autég (yeauus 5).
Edv to yphua tou y elvat xdxxvo, 161e exterelton o xddinag g Meplntwong 1. ANdc, o
éeyyoc uetaPiBdleton g Hepintdoete 2 xon 3. Ko ot tpeig nepuntdosis, o nonrods pipix]|
Tou T el wadpo yeouy, xubde o tatépus plr] Tou z éxer xbxxnvo xpdpa xal 1 IbtrTa 3
napaféletot ubvo avipeoa otous x6uPous = xu piz].

Ta Bhuata Tou Qeudoxnddixa yia tny Ieplntwon 1 (ypaupés 7-10) anaxovilovrar oo
Tyhua 5. Lty Heplrtwon 1, 1600 o natépug plx} 6oo xat o belog y tou z €xouv xbxxvo
yodua. Kafidg o nannolc plplz]] éxe nadpo ypdua, uropolue vo ypwuotloovue toug plz]
xon y e uadpo ypdud, dlopbdvoviag étol to mpdBinua mou ogelldtuv 610 YEYOVOS 6TL ol
z xou plz] elyay xen ol 3o xbwavo yedue. Erlong, xpwpotifovue tov plp[z]] ue xbxxvo
Yooua, Gote va dwtnefoovue v Ihétnta 4. To uévo npdfinua mou uropel vo npoxider
Téhpe elven 6T 0 matépag tou, plplx]], unopel va éyel xbrwnvo Ypdua xou dpo Bu npénet vor
enavohdPoupe tov Bpdyo while yix tov ppz]] wg tov xauvolpyio xéufio .

Tug Hepimrdorg 2 xou 3 (Eyhua 6), 1o xpdpa tou felou y Tou x6pPou o elvar padpo.
Ou S0 nepintioeic Sagépouy we mpog To 6t o T elvon dedl 7 apiotepd mondl tou mutépa
tou. Xy Hepintwon 2 (yooupés 12-13), o xdufog = elvon de€l naudl: téte exteholtye pla
apoTEp) TEpLOTPOYR Gote va avayBotue oty Hepintwon 3 (ypoppés 14-16), émou o x eivan
aplotepd moudl. Ereidf 1600 0 T 660 %nat 0 matépog Tou £x0uv xExHLVO YpOU, T) TEGLOTPOGY
dev emnpedlet ovre To padpo Vdog twv x6uBwy, olte v IBibtnta 4. Aveldprnta and To edv
petoffxaue oty Hepintwon 3 xareubelav § Sur péoou g Hepintwong 2, o Betog y Tou
éxer ualpo ypdue: oe avtifetn neplntowor, 8a petofulvops oty Heplntwon 1. Exterodue
alhayés Ypwpdtwy o ouyxexpulévous x6uBoug (ypaupés 14-15) xon pia Sedid nepLotpogd,
7 onola Sotnpel v I8t 4. ¢ anotéheoua, Sev urdpyouy Théov 8o xboavol xbufol

8



Syhue 5. H Hepintwon 1 g Swducaciag RB-INSERT. H I3ubtnta 3 nopafidletor, agod
1660 0 T 660 xut 0 NATéEOC TOU Exouv xbouvo yedue. Ta (S Bhuata extelodvral elte (a)
o z elvon 8¢l naudl elte (b) o x elvor aprotepd noudl. Kabéva ond to unodévipa a, B, v, 8
xat € éyer wadpn pilo xou To 3o padpo Bhog. O xdducag yia v Heplntwon 1 aikdlel to
xodua xémotwy x6puPuv dtatnpdviag v Idbtyta 4: bheg oL dodgoués and Evav xdpPo oe
évay NIL-anéyovo €youy to {Bio mhifog padpwy xéufuv. O Pedyoc while Lavaextehelto,
émov T elvor Tdpa o mommote plplz]] tou @ Tuydy napaPlaoy g Idbtrrag 3 unopel thdov
va tepouclecBel uévo aviueoa o6Tov véo x6ufo z, rou €xEl xS0UV0 YPOUL, XL OTOV TUTERN
ToU, £dv £xeL enlong xE0ave Ypoio.

Eyhua 6. O Heprnrdosis 2 xan 3 g dadixaolac RB-INSERT. Ko otig Sbo mepirtdoeig
(6mw xon oty Heplrtwon 1), v IBubtnta 3 rapaPidletar, agol o  xul o ratépog ToU €Y0uV
xal oL 800 u6xxvo ypdpe. Kubéva ané ta vrodévipa @, B, ¥ xon & éyer pader pila xe
0 (3o patpo Gog. H Iepintwon 2 avéyetar oty Heplntwon 3 pe v exxéheon wlog
aptotephc mepLotpoptic mou Statneel Ty Idibtyra 4 Gheg ou dadpopic and Evay xéufo oe
évay NIL-anéyovo mepiéyouv to 3o mhfog patpwv xéuBwy. H Iepintwoy 3 nepihapBdvel
v ohhoy) XpduoTog cuyxexpuévey xouBuy xat pla dekild replotpoyi rou exlong Slortnpet
v Iwdoqra 4. O Pebyog while dev Lovaexteheltal, xubdg uiavonoeiven 7 Ihidtra 3: dev
urdpyouv nhéov 800 xbxoavol xéufol oty oepd.




oty ogpd xon 1 Swdaole ohoxhnedvetal. O Ppdyog while dev Lavaexteheltan xabde 1o
Yoo tou totépa Tou z elvo TAéov pudpo.

Mow elvor M molumhoxdtyta ypdvou e Swdixaolas RB-INSERT; Kafde to Odog evig
®OXXWEPApou BEvipou ue n xduBoug elvan O(log n), n xhijon trg daduaciag TREE-INSERT
arantel Ologn) ypévo. O Ppbyoc while emovehopBavetan pévo oty Ieplntwon 1 xat ot
x&be exavddndm o x6pPoc = uetwaveltar o vPnhdtepo entnedo oto dévipo. To ouvolud
mhifog emavaliewy tou Ppdyou while eivar cuvende O(logn). Erouéveg, 1 Sladucsio
RB-INSERT anawtel ouvoixd O(logn) ypévo. Eivon evduagipov va napatnprhost xavels 6t
%ot Ty eloayeyh evée xoubou exteholvton To TOAG dVo neplotpopés, xabde o Bpdyog
while Sev Zavaexrterelran edy mpoxtiouv o Hlepintdoeis 2 xon 3.

Aoxvioeg

3-1

Ty ypopu 2 g Swduoolag RB-INSERT, ypouatilovge e xbxxivo ypdud tov xéubo x
nou Wohg swoayayope. Ilapatnpfiote 6t edy tov elyope ypwuotios: pe padpo yedud, 1
I36trta 3 tev xoxavbuaupny dévipwy dev Bu napaPraldtay. Dot howdy dev emhéZaye vo
yewpotlcoups Tov T Ue Hadpo Ypou;

3-2

Y yveouu 18 g Swuduasiag RB-INSERT, ypopatiCoupge ) plla Tou dévigou ue padpo
yooua. Ilowo elval o TAeoVEXTRUN QUTHC TG EVERYEWIC;

3-3
Dyedidote ta xoxavouaupa SEVTpa nou BpoxdTtouy xotd TN Sdoyixt ELeay Y Ty XAel-
dudv 41, 38, 31, 12, 19 xou 8 oe éva apyixd xevd xoxxvduavpo Sévpo.

3-4

'Eotw 61 t0 padpo Vdog xabevée and to unodévipa o, B, v, & %o £ ota Lyfuata & xa 6
ebvouw k. Tonobfetiote oe xdfe x6pPo tov 800 autdv oynudrwey to padpo Gog Tou dote vo
emPefondoete v Iddtnra 4 e€ancohoubel va toydel xatd Tov EXTENOOUEVO UETUGY NUATIOUS.

3-5

Oewpelote Eva x0xVEUEVP0 JEVTPO ToU KpoudTTEL and TNV eloaywYh n x6uPuv pe T yeron
The dedixaoiog RB-INSERT. Anodelfte bt edv n > 1, 161¢ 10 3évTpo €xeL TOUAdYLOTOY Evay
x&rnvo xépfo.

3-6
Hpoteivete évav anoteheopatind tebno vhomoinong g duadixactiag RB-INSERT vy tny we-

plrtwor mov 1) mapdotaoy tev xoxavépaupey dévipny dev nepthauBdvel nedlo delxtn mpog
Tov Ratépa Tou xdubou.

4. Avaypagy

'Onwg %ot ot dhheg Puoude dwdixaoleg oe éva xoavéuaugo dévipo pe n xduPouc,
7 Sraypoagr evée xopubou amontel O(logn) ypdvo. Elvar épwg Myo mo meplahoxn and
Sadueaoia g eloaywyns x6uBou.
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M va amhomothooude Ti¢ ouvlifixeg eléyyou otov Yeudoxddixa, YENoULOTOLOUUE Evary
x6ufo-wpouvpd (sentinel) nil[T] i va avanapacthoouye toug NIL-x6uBous evig xoxxivé-
naugou dévtpou T'. O xduPog-gpoupde éyet to (Bla axpPie nedla bdnwg évag auvnbiopévog
x6ufoc tou T to ypdua Tou elval padpo, eved oL téc twv dhhwv redlov p, left, right,
xat key hapfdvouy aubalpetee tée. H yphon tou xéuPou-gpoupol cuverdyetal 6tL dhol
o delxteg NIL Tou xoxouvbuaugou dévipou T’ avuxabotdvion and detxtes otov %bufo-
ppovpd nil[T].

O sdpPoc-ppoupde ube envtpénet va yewpildpaote to NIL nadid xdnotou x6ufou x o
wavoved moudié tou z. Ou unopodoupe va ntpoclicouue Evay Eexwplotéd xouBo-ppoupd aty
Béon xéBe NIL-x6uPou oto dévipo, Gote o natépag xéfe tétolou xbufou va elvan xahd opt-
ouévog, uhhd auté ankd Ba odnyoloe oe onutdhy pviung. Avtifeta, yenouonowolue povov
dvay xéuPo-pgoups, tov nil{T], yia va avanapaoticoups Ghoug toug NIL-x6pfoug. oté-
o0, 6Tav embupoldue v yeigrotobue to NIL noaedl xdmorou wbufou x, mpénel va gpoviicouus
redta va avabéoouue oto p[nil{l]] tnv Ty Tou .

H Ssduxaola Swaypogiic RB-DELETE ané éva xoxxvbuaupo Sévtpo etval puo eAagpld
nopahheryh T Swdixaotag TREE-DELETE tou enttuyydvel tn diarypagih xAewdlol and duadixs
dévrpo avalitnone. Agol agopéoovye tov avilotolyo x6uPo and to dévipo, xUAGOUE (a
BonBntud dwadixasia RB-DELETE-FIXUP v) onola tpononotel o ypdua xdnouwwy x6pfuv xo
extehel neptotpogés Yo va anoxatacthoel Tig KM-I3ubtnreg.

RB-DELETE(T, 2)
1 if leftlz] = nil[T} or rightlz] = nil[T]

2 then y+«z
3 else y« delxtng otov x6ufo pe To aptows pxpdtepo xhewl and autéd Tou z
4 if leftly] # nil]T|
5 then z « leftly]
6 else xz «— rightly]
7 plr] < ply]
8 if ply] = nil{T]
9  then 7oot[T] +
10 else if y=leftip[yl]
11 then leftp[y]l — z
12 else right[ply]] — =
13 if y# =% .
14  then key[z] « keyly]
15 > E&v o y éyel xot dhhat redla, avtiypadé ta enlong.

16 if coloriy] = podpo
17  then RB-DELETE-FIXUP(T,z)
18 return y

H RB-DeLETE-FIXUP xohelton pbvov edv o y éyel padpo ypdua. Bav o y £xst xbdwouvo
yooue, oo KM-ISiétnte nopopévouy o oyl uetd and v agaigeon tou y ané to Sévipo,
xofde to padpa Ugm Tov x6uPov dev petaBdihoviol xal dev undpyouy yertovxol xbxxvol
népPor. O xéuPog z mou nalpvel wg Spopa vy RB-DELETE-FIXUP elven elte to povadud
nondt Tou ¥ ety v agalpear Tou i oty neplntwon Tou o Y elye Eva noudl mov dev frav NIL,
eite o xépBoc-ppovpde nil[T] oy neplrtwon nou xot ta dlo mudid tou y frav NIL. Ty
dettepy meplntwon, 1 avéfeon ot yeuuuh 7 euoeuiller 6T o motépag Tou z elven tpat 0
wduBoc mou fTaty mponyouuEves o ToTépag Tov Y, aveldpTyta and o dv 0 Z ey xavovxdg
cowTepLGS x6UBoc Tou dévtpou o xéuBog-gpovpds nil[T].
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Ac eZetdooupe 1dpa tog 1 Sudixacla RB-DELETE-FIXUP anoxabiotd g KM-I8ibtreg
070 SEVTPO TOU MPOXUTTEL UET& and TNV agalpeon Tou y.

RB-DeLETE-FIXUP{T, z)
1 while z#root[T] and color|r] = padpo do

2 if z = left[p]z]]

3 then w «— right[p(z]]

4 if color[w] = xboavo

5 then colorjw] « padpo > Iepintwon 1

6 color[plz]] + xbxxivo > Iepintwon 1

7 LEFT-ROTATE(T, p[x]) > Ieplntwon 1

8 w « right[plz]} > Ileplrtwon 1

9 if color[left[w]] = patpo and color[rightjw]] = padpo
10 then color[w] «— ubrouvo > Heplntwon 2
11 T« plz] > Ieplntwon 2
12 else if color[right|w]] = padgo
13 then color[leftw]] «— padpo > Ileplrtwon 3
14 coloriw] « xudrxvo > Ileplnrwon 3
15 RIGHT-ROTATE(T, w) > Ilepintwon 3
i6 w «— right[p[z]] > Ilepintwon 3
17 color|w] + colorlp[z]] > Hepintwon 4
18 color[plz]] «— padpo > Tleplrtwon 4
19 colorirightjw]] «— padeo > Ieplrntwon 4
20 LEPT-ROTATE(T, p[z]) > IHeplntwon 4
21 : x — root[T > Ieplntwon 4
22 else (duoir ue Tov Peudoxddixa Twv ypauudy 3-21, érov

o medlo “left” avruabiotavrar and redla “right” xat to aviiotpogo)
23 color{z] « patpo

Eév o x6puBoc y {otyy RB-DELETE) o onolog agorpelton éyet podpo ypdua, n agalpeot
Tou ané To Sévtpo xdver x&le Sladpout rou rponyolueva teplhdufave Tov xépPo ¥ vo repLEEL
Tdhpo Evav Padpo xéufo Mydtepo. Luvende, 1 Idtdtrta 4 nhéov napafidletal and bhoug toug
TpoY6voUS Tou ¥ oto dévrpo. Mropolue va Stopbdoouue autd to mpdPhnua Bewpdvroag 61t
0 x6uBoc z éyer pla ennhéov “wovdda pudpou ypdpatos.” Anhadd, n IBtbra 4 wydel, av
Bewpfoouue bTu onowadinote unkh Siadgop nou nepthopfdvel Tov T TEPEYEL £VOY EMTAEOV
pedpo x6uBo. 'Otay agaipolye 1oy pabpo xépfo y, avabéroupe ) povdda padpou ypduaTog
rou éyeL oo naudl tou. To pévo npdPinua elvan bt tdpa 0 x6uPog = pnogel va glvat “Gurhd
patpog” napafidlovrag érol Ty IdbtyTa 1.

H dwducocta RB-DELETE-FIXUP rpoonafel va anoxataothoel tyv oyl e Idbttog 1.
Me Tov Bpdyo while otig ypopués 1-22 ppovtifoupe va yetasaviooupe Ty emmiéov “Lovdda
uolipou ypoduatoc” dnidtepa oo dévipo péypls btou

o) elte 0 z éyeL x6xxvo Ypdua, ondte tov ypwpotilovue pe palpo ypdua (vpauwl 23),

B8) elre o z elvon % ptla Tou Bévipou, orbte v emmhéoy povdda pabpou ypduatog propel
amhd vo ayvonet,

¥} % téhoc uropolie va exterécoupes XUTEAANAOUC ETUVOLYPOUOTIONOUS KOl TEPLOTEOPEC.

Ynueidote 6L ot xdfe extéheon tou Bpdyou while, o z elvon évag padpos xéufog Tou
dev etvar 1 pllo Tou dévtpou non pépet pla emmiéoy povada padpou ypdpatog. Ttn Yo 2
ehéyyoups €4y 0 o elvan apiotepd M Se&l moudl tou matépa tou (pfz]). ('Exovue mapabéoet
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Tov ®BG3xo YL Ty neplnTeon oty onold 6 z elvan aplaTepd moudl: 1 reptntwon bnov o T
stvan Sefl roudl ~ypopuy 22— elven ovpuetpuat.) 'Eotw w o adehpés tou xbufov z. Ko
0 x6uBog = elval “Bunhd podpoc”, o x6uPog w dev urnopel va stvon ndl[T], adhtis To Thfbog
twv podpey x6pBuy ot Sudpopd and tov pla] otov NIL-xbufo w Ba fitay pxpdtepo and to
avtictoiyo mAffoc ot Sadpopr) and tov plz} otov z.

OL Téooepig TepLnTOoELS 0ToY x@dixe arewxovilovion oto Tyfua 7. Tlpw va e€etdooupe
v xdfe meplntwon pe hentopépeia, ac Solue o YeVxd tog uropodue vo emPeludoovpe
6t o petaoynuotiopds dwrnpel Ty Idubtnta 4 oe xéfe neplntwon. H Pucu Wéa elven 61
ot xdfe meplrtwon To ThHfog TeV padpey x6uBev and (xal ovunepthapBavopévrg) g pllog
Tou Uodévtpou mou amewoviletan wéyet xabéva and ta unodévipa a, B, . ..,  Srtnpeltan and
Tov petaoynuetiopd. D napddetypa, oto Dyfua 7(a), nou arewxoviler mv Hepintwoy 1, 1o
maifog Twy padpwy x6uPev and tn pila 670 unodévipo a bnwg xa ato f elval 3 7600 npLY
600 nou petéd ané tov petaoynuations. (Yrevbupiletar 6t o x6pBog z gépe ula emmhéov
Hovéde patpou ypduatos.) 'Ouow, to Thiflog Twy padpwy x6pBev and el oe xabéva
amé e v, 8, € xan { elvon 2 1600 Tpty 600 oL UETE and Tov peTaoyNpatious. Lto Dyhua 7(b),
o avtlototyog unohoylopée tpénel vo MdBer urd(m tou To Ypdpa ¢, To onoto unopel va elvar
elte x6rwavo elte padpo. Bév oploouye Tig Tée count(xérwxvo) = 0 xon count(padpo) = 1,
té1e 0 TAHfog TV padpwy xouPwv aré T plla oto @ elvon 2 + count(c) téoo mpLy oo
o et and tov petaoynuatiopd. Ot urbhounes mepintdoeig propotv va emPefoimlody e
rapbuolo teéno (‘Aoxnen 4-5).

H Ieplnrwon 1 {(ypouwés 5-8 te RB-DELETE-FIXUP xaw Eyfue 7(a)) npoxdntel Grav
0 xéuPoc w, o adergds Tou xbufou x, éxeL xbxxwvo xpdue. Kabde o w mpénel 16Te vor Exer
wodpy Toudld, umopolue vo svelhdEovpe To Ypdiata Twv w xon plr] xon va exteAEcoupe
ula aploteph TepoTpogy, otov plz] ywels va napufidooupe xapla end g KM-Idwbmres. O
véog ubehgds Tou T, éva omd Tar ToudLd Tou w, Exel Thpa kalpo Ypdud, Xolt EXOUUE CUVETEGS
uetateédel Ty eplntwon 1 ot pla and ¢ Meputdoe 2, 3, % 4.

O Lepunrdoete 2, 3, xa 4 npoxintouy 6tav 0 x6ufog w €xEL Babpo XPOUL 0L REPLITHOELS
Blopépouy we mpog Ta Ypduata Twy Roudédv Tou w. Ty Ileplnrwon 2 {ypupués 10-11
e RB-DELETE-FIXUP xat Zyfuer (b)), xon ta ddo mnaudid tov w éyouv padpo xpdia.
KaBde o w éyet podpo yeduw erlong, agaipolue ple povéde pabpou ypduatos téoo and
Tov 660 XL amd Tov w, APAVOVTAC Tov T HE pévo ula povddy palpou YeduaTog
Yowpati{oviag Tov w x6xxvo, xat npoctétouue plo emimhéov povida padpou ypouaTog oTov
plz]. Katémy exavarepBdvoupe tov Ppdyo while pe tov plz] g tov xawvodpylo xéufo z.
Hopatnphiote 6T eav xararifouue oty Ieplntwon 2 péow g Heplnrwone 1, to yedua ¢
10U véou x6uPou T elvar xéxxwvo, xabds o apyxde pla] elye xéxxvo Ypbue oUVERNDS O
Bpbyoc dev Eavaextehetton.

H Hepintwon 3 (vpuupée 13-16 xan Tyhua T(c)) mpoxdmter 6ty o w xon 10 degl noudt
tou éyouv palpo yedue, evé to aplotepd Toudl tou w €xel xdxxwvo ypopa. Mropolpe
vo evalhGEouUE To YpOUATE TOV W %ot To aplotepod Tou tudiol, left[w], xou xatdmy
vo extehdooupe o Sefild meplotpogh otov w ywplc va mopafidoovue xeple and g KM-
I3ubtnieg. O véog adehgde w tou o elvan Tdpa évag pabpos xdufog pe éva xdxxivo de&l moudl
xo ouvende éyoupe petaoynpotios my Heplntwen 3 oty Heplntwon 4.

H Iepintwon 4 (vpeupée 17-21 ot Dyfpa 7(d)) npoxdnter 61av o adehde w 10U %0~
Bou z éxeL podpo ypdue xut to Se&l noudl Tou w ExeL AOHHLVO YPOUA. Kévovtag xénoieg
ahhayée ypwudtov xar exteldvrag ula aplotepy mepLoTpogy) oTOY plz], uropolus va apui-
péooupe Ty emmhéov povédo paltpou ypdpwtog and tov T ywpls va ropofidoovus xoplo
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Heplrrwon 1

(a) X

{(b)

{c}

(d)

véoc z = root[T]

Yyhua 7. Ou repuntdioeig tou Bpoyou while tne Sadiaolog RB-DELETE-Fixup. O x6pu-
Pot mou amewcovilovrar pe podpo ypdua sivan padpol xéuBol Tou xoxxvéuaupoy SEVTEOU, 0t
ehappd orwopévol x6uPol elvar x6xxivol x6uBot Tou dévtpou, evdd ou heuxol xbufol propel

vo gtvon elte podpol elte xboavor xon onpedvovion pe ¢ | ¢, To ypdupora o, 5, ...,

avanapioToly TuydvTa unodivipn. Le xdfe mepintwon, o ouvduaopés x6uPev ot apLoTE-
pbé petooynuatiletor otov ouvduooud x6uBwv ata delid pe aAlay TOU XPOMATOL XETOLWY
x6uPov xat /1 ula nepiotpopy. Kdébe xbuBoc x @épel pla emmhéov “povdde paldpoyu ypouc-
tog.” H pévy nepintwon rouv odnyel oe enovddndn tou Bpbyou elvar i Ieplntwon 2. {a) H
Mepintwon 1 peraoynuatileta otg Hepintdoeig 2, 3 1 4 e evahhayy TeV XPORATOY TGV
xopuPwv B xou D xou pe extéreon plag apiotepis neprotpogrc. (b) Xtny Ieplntwon 2, pe-
Tapépoups Ty emuhéov “uovida padpou yeduatog” (tnv onola pépet o x6uPog x) Jmhdtepa
oo Bévipo ypwuatilovtag tov x6ubo D xdraxnvo xon xdvoviag tov xéufo = va delyvel oTov
xéuPo B. Eév avaybolue oty Heplrrwon 2 péow e Heplntworng 1, o Bpdyog while dev
Eavaexteretton agod to xpdua ¢ elvon xboavo. {c) H Mepintwon 3 yetaoynuotiletal oty
Hepintwon 4 ye evahhayh) TV Ypopdtoy Tav x6uwy C xa D xal 1y extéleon plag delide
nepotpophc. (d) Lty Heplrtwon 4, n emmhéov “povéda padpov yedpatog”, tny onola -
pet 0 x6ufBog z, propet va agoupebel pe ahhoyés xdrowwy Ypwudtey xa ™V extéreon plag
aploTeptic Teplotpophc (ywplc va napaPurobel xapla axé g KM-Idibtrreg), xow o Spbyoc
dev Lavaexteheltal.
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and wg KM-Idt6tntec. H avébeon @ +— root{T] odnyel otov tepuatiopd e extéheone tou
Bedyou while orov enduevo éheyyo g ouvbiine tou Bebyou.

o slvon 1 roAurhoxbrnta ypbvou g RB-DELETE; Kabdc to o evic xoxavépau-
pou Sévtpou ue n xduBoug elvor O(logn}, o ouvolude ypbvoe tou arentel v Saduaola ywplc
v xhfon g RB-DELETE-FIXUP elvan O(logn). Ttnv RB-DELETE-FIXUP, ot xafeulu
aré ¢ Hepuntdosic 1, 3, xat 4 exteholue €va atalfepd aAfog aAhaydy YpOUATOC XL TO
ROAD TEELS MEPLOTPOQES aL o Ppdyog dev Eavaextehetton. H Iepintwon 2 elvon 1 uévr rept-
TTwoY) Tou odryel ot enavdindy tou Bpdyov while, xaw xdbe gopd o T petaxuvelton og x6ufo
gmidrepa oto dévipo (dnhadi, To okl O(log n) gopéc), evad dev extereltan xouio neploTpog.
Duvende, 7 dwduole RB-DELETE-FIXUP anattel O(logn) ypbvo xat extehel to nokd tpelg
replotpogés. Enouéves, o cuvohixde ypdvog i tnv RB-DELETE eivon extong Olog n).

Aoxioelg

4-1.
Aelre 6t plla evég xoxavépaupou dévigou £yel ndvrote padpo yedus uetd and Tny
extéieor) ¢ RB-DELETE.

4-2.
Xinv doxnon 3-3 Beirate 10 XOXXWVOULEO BEVTEo Rou mpoximter and T dudoyixh elou-
Yoy Tov xhedidy 41, 38, 31, 12, 19, 8 oe éva apywd xevd dévipo. Tdpo oyeddote o

HONUVOLLALPY BEVTEN TTOU RPOXURTOVY HETd and Tic Stadoywxés Stuypagés twv xieldidy 8, 12,
19, 31, 38, 41 xutd oeipd.

4-3.
e roweg ypauuéc tou Yeudoxnddixa tng RB-DELETE-FIXUP elvar mbavdv va edetdooupe 1
v ahhGEovue Tiés ot Tedla Tou xopBou-gpovpol nil[Tl;

4-4.
Armhomouiote tov Peudoxdduxa yia v LEFT-ROTATE yprnowponowdviag evay xoufo-gpoupd

v Toug NIL-x6pBoug xou €vay dAho xoufo-gpoupd mou anolrpelel évay delxtn ot plla tou
dEvtpou.

4-5,

e xafepla and g nepuntdoelg Tou Lyfuatog 7, Berite to mAibog twv palpwy x0ufoy otig
Sadpopréc and t plla tou exxoviléuevou unodévipou oe xabéva and to utodévipa @, S, ...,
, »non emPBeforcdote 6T to nhiBoc autéd dev adhdler petd and xébe petacynuationd. e
TEPINTWOY TOL Evag xdpPog onueidveTtal pe ¢ ) ¢, ypnooroote cuuBolxd tig toodtrteg
count(c} xaL count{c’) otoug urohoyiopols oug.

4-6.

'Eotw 61 0 xépPoc z ewodyetan o8 Eva x0300vopavpo 3évtpo ue v RB-INSERT xou auéong
uetd Swypdoeton ye v RB-DELETE. Elvar 1o xoxxvéponpo 86vipo mou npoxUntel tehind
B e to apyd xoxwuvbuaLpo Sévipo; Awatohoyfiote v andvinoy cug.
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