
Ðñüëïãïò

Ïé ìÝèïäïé âåëôéóôïðïßçóçò åöáñìüæïíôáé óÞìåñá óå ðïëëÜ åðéóôçìïíéêÜ, ôå-
÷íïëïãéêÜ êáé ðñáêôéêÜ ðñïâëÞìáôá. Ãéá ðáñÜäåéãìá áíáöÝñïõìå ôçí äéá-
÷åßñéóç áìïéâáßùí êåöáëáßùí (âåëôéóôïðïßçóç ÷áñôïöõëáêßïõ), ôçí ìåëÝôç
óýíèåôùí ìïñßùí ìå ôçí ìÝèïäï ôçò \ÌïñéáêÞò Ìç÷áíéêÞò" ðïõ åëá÷éóôï-
ðïéåß ôçí äõíáìéêÞ åíÝñãåéá ôïõ ìïñßïõ, ôçí ðñïóáñìïãÞ ðáñáìåôñéêþí ìï-
íôÝëùí óå äåäïìÝíá, ôçí åêðáßäåõóç \Íåõñùíéêþí Äéêôýùí", ôçí ñýèìéóç
ëåéôïõñãßáò åñãïóôáóéáêþí ìïíÜäùí, ôçí åðßëõóç óõóôçìÜôùí áëãåâñéêþí
êáé äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êëð. ÕðÜñ÷ïõí äéÜöïñåò êáôçãïñßåò ðñïâëçìÜôùí
êáé áíôßóôïé÷á äéÜöïñåò êáôçãïñßåò ìåèüäùí âåëôéóôïðïßçóçò. ÕðÜñ÷ïõí ðå-
ñéðôþóåéò üðïõ ïé åðéôñåðôÝò ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí åßíáé äéáêñéôÝò Þ áêÝñáéåò,
Üëëåò üðïõ ïé ðáñÜìåôñïé åßíáé óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò, ìéêôÜ ðñïâëÞìáôá üðïõ
ìåñéêÝò ðáñÜìåôñïé ðáßñíïõí äéáêñéôÝò êáé ïé õðüëïéðåò óõíå÷åßò ôéìÝò. Ãéá
ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïßçóçò óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí, åðéðëÝïí óõíèÞêåò üðùò
ç ýðáñîç ðñþôùí Þ êáé äåýôåñùí ðáñáãþãùí åðéôñÝðïõí ôçí áíÜðôõîç áðïôå-
ëåóìáôéêþí ìåèüäùí õøçëþí åðéäüóåùí.

Óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá áðáéôåßôáé ç âåëôéóôïðïßçóç ìéáò óõíÜñôçóçò üðïõ
ïé ðáñÜìåôñïé äåí åßíáé ìåôáîý ôïõò áíåîÜñôçôïé, áëëÜ óõíäÝïíôáé ìÝóù êÜ-
ðïéùí óõíáñôçóéáêþí ó÷Ýóåùí, éóïôÞôùí Þ êáé áíéóïôÞôùí. Ïé ó÷Ýóåéò áõ-
ôÝò ïíïìÜæïíôáé ðåñéïñéóìïß êáé ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá \Âåëôéóôïðïßçóç ìå
ðåñéïñéóìïýò". Ôï ðáñüí êåßìåíï ðñáãìáôåýåôáé ôçí áíÜëõóç ìåèüäùí ãéá
ðñïâëÞìáôá óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí ÷ùñßò Þ ìå áðëïýò ðåñéïñéóìïýò. Ôñåéò
êáôçãïñßåò ìåèüäùí áíáëýïíôáé: ÷ùñßò ÷ñÞóç ðáñáãþãùí, ìå ÷ñÞóç ìüíï
ðñþôùí êáé ìå ÷ñÞóç ðñþôùí êáé äåýôåñùí ðáñáãþãùí. Ãéá ðñïâëÞìáôá
ìå ðåñéïñéóìïýò áíáëýïíôáé ðñïóåããßóåéò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ìåèüäïõò âåëôé-
óôïðïßçóçò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò, ìå êáôÜëëçëá ôñïðïðïéçìÝíç ôçí áíôéêåéìå-
íéêÞ (õðü åëá÷éóôïðïßçóç) óõíÜñôçóç. ÓõãêåêñéìÝíá ìåëåôïýíôáé ïé ìÝèïäïé
\ôéìùñßáò" (penalty) ãéá éóïôéêïýò ðåñéïñéóìïýò êáé ïé ìÝèïäïé \åìðïäßùí"
(barrier) ãéá áíéóïôéêïýò ðåñéïñéóìïýò.
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Äýï ðñïâëÞìáôá Ý÷ïõí îå÷ùñéóôü ñüëï. Ôï Ýíá åßíáé ôï ðñüâëçìá ôçò
âåëôéóôïðïßçóçò óå ìßá äéÜóôáóç. Ôï Üëëï åßíáé ç âåëôéóôïðïßçóç ìéáò êõñôÞò
ôåôñáãùíéêÞò óõíÜñôçóçò ðïëëþí ìåôáâëçôþí. Ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ åðéëýï-
íôáé ìå ó÷åôéêÞ åõêïëßá, ôï ìåí Ýíá äéüôé Ý÷åé ìüíï ìßá ðáñÜìåôñï íá åíôïðßóåé
ôï äå Üëëï äéüôé áíÜãåôáé óôçí åðßëõóç åíüò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò áëãåâñé-
êþí åîéóþóåùí. Êáé ôá äýï åìöáíßæïíôáé ùò åðéìÝñïõò ðñïâëÞìáôá êáôÜ ôçí
åðßëõóç ôïõ ãåíéêïý ðñïâëÞìáôïò ôçò âåëôéóôïðïßçóçò. Ïé ìÝèïäïé ðïõ âá-
óßæïíôáé óôçí ìïíïäéÜóôáôç åëá÷éóôïðïßçóç ïíïìÜæïíôáé \ÌÝèïäïé ìå ãñáì-
ìéêÞ áíáæÞôçóç", åíþ ïé ìÝèïäïé ðïõ âáóßæïíôáé óôçí âåëôéóôïðïßçóç êõñôþí
ôåôñáãùíéêþí óõíáñôÞóåùí ïíïìÜæïíôáé \ÌÝèïäïé ðåñéï÷þí åìðéóôïóýíçò".

Ç âåëôéóôïðïßçóç ãíþñéóå ìåãÜëç Üíèçóç ìå ôçí áíÜðôõîç êáé ôçí äéáèå-
óéìüôçôá éó÷õñþí õðïëïãéóôéêþí óõóôçìÜôùí. Ôá ðåñéóóüôåñá ðñïâëÞìáôá
âåëôéóôïðïßçóçò äåí åðéäÝ÷ïíôáé áíáëõôéêÝò ëýóåéò. Ïé ìÝèïäïé åßíáé áíá-
ãêáóôéêÜ áñéèìçôéêÝò. Ç áêñßâåéá ôùí ëýóåùí óõíåðþò ðåñéïñßæåôáé áðü ôçí
áêñßâåéá ôçò \ìç÷áíÞò" êáé ôá áñéèìçôéêÜ óöÜëìáôá. Ïé áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé
åßíáé óõíõöáóìÝíåò ìå ëïãéóìéêü ôï ïðïßï åìðéðôåé óå äýï ãåíéêÝò êáôçãïñßåò:

• ÂéâëéïèÞêåò õðïðñïãñáììÜôùí âåëôéóôïðïßçóçò

• ÏëïêëçñùìÝíá ðåñéâÜëëïíôá âåëôéóôïðïßçóçò

Ïé âéâëéïèÞêåò åßíáé áñêåôÜ åõÝëéêôåò áëëÜ ï ÷ñÞóôçò ðñÝðåé áðü ôï äéêü
ôïõ êõñßùò ðñüãñáììá íá êáëåß ôá êáôÜëëçëá õðïðñïãñÜììáôá êáé ðéèáíþò
íá óõíäõÜóåé äýï (Þ êáé ðåñéóóüôåñåò) ìåèüäïõò êáé íá äéá÷åéñéóôåß ôá åí-
äéÜìåóá áðïôåëÝóìáôá ìå äéêü ôïõ êþäéêá. Ôá ïëïêëçñùìÝíá ðåñéâÜëëïíôá
áðáéôïýí áðü ôïí ÷ñÞóôç ìüíï ôçí êùäéêïðïßçóç ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñ-
ôçóçò, êáé ðñïóöÝñïõí åý÷ñçóôá åñãáëåßá äéá÷åßñéóçò ÷ùñßò ôçí áðáßôçóç
óõããñáöÞò åðéðëÝïí êþäéêá. Ôá ïëïêëçñùìÝíá ðåñéâÜëëïíôá ðñïôéìïýíôáé
üôáí ï êýñéïò óôü÷ïò åßíáé ç âåëôéóôïðïßçóç ìéáò óõíÜñôçóçò. Áíôßèåôá ïé
âéâëéïèÞêåò ðñïãñáììÜôùí ðñïôéìïýíôáé üôáí ç âåëôéóôïðïßçóç åìöáíßæåôáé
ùò Ýíá åðéìÝñïõò ðñüâëçìá êáé äåí áðïôåëåß ôïí êýñéï êáé áðïêëåéóôéêü óôü÷ï
ôïõ õðïëïãéóìïý.

Ôï ðáñüí âéâëßï ðñïÞëèå áðü ôéò óçìåéþóåéò ôïõ åîáìçíéáßïõ ìáèÞìáôïò
åðéëïãÞò ôïõ ÔìÞìáôïò ÐëçñïöïñéêÞò ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Éùáííßíùí ìå ôßôëï
\Âåëôéóôïðïßçóç", óõíïäåýåôáé äå áðü ôï åã÷åéñßäéï ôïõ ëïãéóìéêïý ðïõ ÷ñç-
óéìïðïéåßôáé óôï åñãáóôÞñéï êáé áðïôåëåß óçìáíôéêü êáé áíáðüóðáóôï ìÝñïò
ôïõ ìáèÞìáôïò. Ôï ëïãéóìéêü åìðßðôåé óôçí êáôçãïñßá ôïõ ïëïêëçñùìÝ-
íïõ ðåñéâÜëëïíôïò, Ý÷åé áíáðôõ÷èåß óôï ÐáíåðéóôÞìéï Éùáííßíùí êáé öÝñåé
ôï üíïìá Merlin. Ç áíÜðôõîÞ ôïõ Üñ÷éóå ôï 1984 êáé Ýêôïôå ðñïêýðôïõí
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ôáêôéêÜ íÝåò åêäüóåéò. Ôï ëïãéóìéêü äéáôßèåôáé åëåýèåñá áðü ôïí äéêôõáêü
ôüðï: http://merlin.cs.uoi.gr.
Ç ìåëÝôç ôïõ ðçãáßïõ êþäéêá (óå ANSI Fortran-77) âïçèÜ óôçí êáôáíüçóç
ôùí áëãïñßèìùí êáé ôùí ôå÷íéêþí õëïðïßçóÞò ôïõò. Ç ÷ñçóéìïðïßçóç ôïõ
ëïãéóìéêïý ãéá ôçí åðßëõóç åíüò ðñïóåêôéêÜ åðéëåãìÝíïõ óõíüëïõ áóêÞóåùí,
ðñïóöÝñåé óçìáíôéêÞ åìðåéñßá êáé âïçèÜ óôï íá áðïêôçèåß ìéá áßóèçóç ãéá
ôçí óõìðåñéöïñÜ ôùí ìåèüäùí óôéò äéÜöïñåò êáôçãïñßåò ðñïâëçìÜôùí.

Èá èÝëáìå íá åõ÷áñéóôÞóïõìå èåñìÜ üëïõò üóïõò Ý÷ïõí óõíäñÜìåé óôçí
áíÜðôõîç ôïõ êåéìÝíïõ, ôùí áóêÞóåùí êáé ôïõ ëïãéóìéêïý êáé íá áíáëÜâïõìå
ôçí åõèýíç ôùí ëáèþí ðïõ áíáìÝíåôáé íá õðÜñ÷ïõí.

ÉùÜííéíá, 26-04-2008
É. Ç. ËáãáñÞò, Ä. Ã. Ðáðáãåùñãßïõ, Ê. Âüãêëçò
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Èåùñßá Âåëôéóôïðïßçóçò
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

Ç âåëôéóôïðïßçóç åßíáé ç åðéóôÞìç ôïõ åíôïðéóìïý ôùí \âÝëôéóôùí ëýóåùí"
óå ìéá óåéñÜ åðéóôçìïíéêþí êáé ðñáêôéêþí ðñïâëçìÜôùí ðïõ Ý÷ïõí ôçí êáôÜë-
ëçëç ìáèçìáôéêÞ äéáôýðùóç. Ç âåëôéóôïðïßçóç üôáí áöïñÜ ðïóüôçôåò üðùò
ð.÷. êÝñäïò, áðüäïóç êëð, áíôéóôïé÷åß óå ìåãéóôïðïßçóç, åíþ üôáí áöïñÜ
ðïóüôçôåò üðùò óöÜëìá, Ýëëåéììá êëð, áíôéóôïé÷åß óå åëá÷éóôïðïßçóç. Óôï
óçìåßï üðïõ ìéá óõíÜñôçóç f(x) Ý÷åé ìÝãéóôï, ç óõíÜñôçóç −f(x) Ý÷åé åëÜ-
÷éóôï. Éó÷ýåé äçëáäÞ üôé:

max
x
{f(x)} = −min

x
{−f(x)} (1.1)

Ôï ðñüâëçìá ôçò ôïðéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò, ìðïñåß íá äéá-
ôõðùèåß ùò åîÞò:
Íá åõñåèåß Ýíá óçìåßï x∗ ∈ R(n) ôÝôïéï þóôå:

f(x∗) ≤ f(x); ∀x ∈ R(n) ìå ôçí éäéüôçôá: ‖x− x∗‖ < � (1.2)

ãéá êÜðïéï � > 0 ïóïíäÞðïôå ìéêñü.
Ãéá ôïí åíôïðéóìü áðïìïíùìÝíùí åëá÷ßóôùí ç äéáôýðùóç åßíáé åëáöñÜ äéá-
öïñåôéêÞ, ùò åîÞò:
Íá åõñåèåß Ýíá óçìåßï x∗ ∈ R(n) ôÝôïéï þóôå:

f(x∗) < f(x); ∀x ∈ R(n) ìå ôçí éäéüôçôá: ‖x− x∗‖ < � (1.3)

ãéá êÜðïéï � > 0 ïóïíäÞðïôå ìéêñü.
Ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò ôïõ êáèïëéêïý åëá÷ßóôïõ ìéáò óõíÜñôçóçò ÷ùñßò
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10 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÇ

ðåñéïñéóìïýò, ðáñüôé ðïëý ðéï äýóêïëï Ý÷åé áðëïýóôåñç äéáôýðùóç: 1

f(x∗) < f(x); ∀x ∈ R(n) (1.4)

ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÜ êáé êáëÜ âéâëßá óôï èÝìá ôçò âåëôéóôïðïßçóçò. ÏñéóìÝíá áðü
áõôÜ óõóôÞíïíôáé ãéá ðåñáéôÝñù ìåëÝôç, âëÝðå ð.÷. [Fle95, Ber95, GMW97,
DS96, NW99].

1.1 Áíáãêáßåò óõíèÞêåò
Ïé áíáãêáßåò óõíèÞêåò ðïõ åðéêñáôïýí óôï óçìåßï ôïõ åëá÷ßóôïõ êáé ðïõ
ðñïêýðôïõí áðü ôïí ïñéóìü ôïõ åëá÷ßóôïõ Ý÷ïõí ùò åîçò:

∇f(x∗) = 0 (1.5)
∇2f(x∗) ≥ 0 (1.6)

¼ðïõ ç Ýííïéá ôçò ó÷Ýóçò (1.6) åßíáé üôé ï Åóóéáíüò ðßíáêáò G ìå óôïé÷åßá
Gij = @2f(x∗)

@xi@xj
åßíáé èåôéêÜ çìéïñéóìÝíïò.

Óçìåéþóôå üôé

@f(x∗)
@xi

= lim
a→0+

f(x∗ + aei)− f(x∗)
a

≥ 0

óõíåðåßá ôçò (1.2). (ei åßíáé ôï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá óôçí êáôåýèõíóç i). ¼ìùò
åðßóçò éó÷ýåé üôé:

@f(x∗)
@xi

= lim
a→0+

f(x∗)− f(x∗ − aei)
a

≤ 0

ðÜëé óõíåðåßá ôçò (1.2). ÓõíåðÜãåôáé åê ôùí áíùôÝñù üôé @f(x∗)
@xi

= 0 êáé
óõíåðþò êáé ç óõíèÞêç (1.5). Ç óõíèÞêç áõôÞ ïíïìÜæåôáé áíáãêáßá óõíèÞêç
ðñþôçò ôÜîåùò.
Åðßóçò óçìåéþóôå üôé:

f(x∗ + ah) = f(x∗) +
a2

2
hTGh+O(a3)

1Ôï ðñüâëçìá ôçò êáèïëéêÞò âåëôéóôïðïßçóçò áðïôåëåß Ýíá îå÷ùñéóôü åñåõíçôéêü ðå-
äßï ìå ôåñÜóôéï åíäéáöÝñïí, åßíáé üìùò ðÝñáí ôïõ óêïðïý áõôïý ôïõ âéâëßïõ êáé äåí èá
êáëõöèåß óôçí óõíÝ÷åéá.



1.2. ÉÊÁÍÅÓ ÓÕÍÈÇÊÅÓ 11

Ìå áðëÞ åðåîåñãáóßá, ÷ñÞóç ôçò (1.2) êáé ðáßñíïíôáò üñéá Ý÷ïõìå:

lim
á→0

f(x∗ + ah)− f(x∗)
a2

=
1

2
hTGh+ lim

a→0
O(a) =

1

2
hTGh ≥ 0

ãéá ïðïéïäÞðïôå äéÜíõóìá h 6= 0, ó÷Ýóç áðü ôçí ïðïßá áðïññÝåé ç áíáãêáßá
óõíèÞêç äåõôÝñáò ôÜîåùò (1.6).
Ôá óçìåßá y ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé ∇f(y) = 0, ïíïìÜæïíôáé áêñüôáôá ôçò f . Ãéá
üóá åî' áõôþí ï Åóóéáíüò ðßíáêáò åßíáé èåôéêÜ çìéïñéóìÝíïò, áñíçôéêÜ çìéïñé-
óìÝíïò, Þ áüñéóôïò, ïíïìÜæïíôáé áíôßóôïé÷á åëÜ÷éóôá, ìÝãéóôá Þ óáãìïåéäÞ
.

1.2 ÉêáíÝò óõíèÞêåò
ÅÜí ôï óçìåßï x∗ ðëçñïß ôéò óõíèÞêåò:

∇f(x∗) = 0 (1.7)
∇2f(x∗) > 0 (1.8)

ôüôå åßíáé áðïìïíùìÝíï åëÜ÷éóôï. ¼ðïõ ç Ýííïéá ôçò (1.8) åßíáé üôé ï Åó-
óéáíüò ðßíáêáò åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò.
Èåùñåßóôå ôçí áíÜðôõîç êáôá Taylor:

f(x∗ + h) = f(x∗) + hT∇f(x∗) +
1

2
hT∇2f(x∗)h+O(||h||3) (1.9)

Ï Åóóéáíüò ðßíáêáò åßíáé óõììåôñéêüò êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, ïðüôå Ý÷åé ðñáã-
ìáôéêÝò éäéïôéìÝò ìåãáëýôåñåò ôïõ ìçäåíüò. ÅÜí �0 > 0 åßíáé ç åëá÷ßóôç ôùí
éäéïôéìþí ôüôå éó÷ýåé üôé:

hT∇2f(x∗)h
hTh

≥ �0 > 0 (1.10)

Åê ôùí (1.7), (1.9) êáé (1.10) óõíÜãåôáé üôé:

lim
||h||→0

f(x∗ + h)− f(x∗)
||h||2 ≥ 1

2
�0 > 0 (1.11)

êáé åî' áõôÞò üôé f(x∗ + h) > f(x∗), ãéá ||h|| áñêïýíôùò ìéêñïý.
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1.3 ÔåôñáãùíéêÝò óõíáñôÞóåéò

Ïé ôåôñáãùíéêÝò óõíáñôÞóåéò ðáßæïõí óçìáíôéêü ñüëï óôçí áíÜðôõîç ìåèü-
äùí åëá÷éóôïðïßçóçò. Áõôü äåí åßíáé ôõ÷áßï, áöïý ïé ôñåßò ðñþôïé üñïé ôçò
áíÜðôõîçò Taylor (âëÝðå (1.9)) ãéá ôçí ðñïóÝããéóç ìéáò óõíÜñôçóçò ãýñù
áðü Ýíá óçìåßï, áðáñôßæïõí ìéá ôåôñáãùíéêÞ óõíÜñôçóç. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ
ìéáò ôåôñáãùíéêÞò óõíÜñôçóçò áðïôåëåßôáé áðü ôñåßò üñïõò:

q(x) =
1

2
xTQx+ pTx+ c (1.12)

üðïõ c ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ, x; p ∈ R(n) êáé Q ∈ R(n×n). ÊÜèå ôåôñáãùíéêüò
ðßíáêáò Q ìðïñåß íá ãñáöåß ùò:

Q =
Q+QT

2
+
Q−QT

2

üðïõ ï ðñþôïò üñïò åßíáé Ýíáò óõììåôñéêüò ðßíáêáò, êáé ï äåýôåñïò áíôéóõì-
ìåôñéêüò. Ç óõíåéóöïñÜ ôïõ áíôéóõììåôñéêïý üñïõ óôçí q(x) åßíáé ìçäåíéêÞ
äéüôé:

xT (Q−QT )x = xTQx− xTQTx = xT (Qx)− (Qx)Tx = 0

êáé Üñá óôï åîÞò èá èåùñïýìå üôé ï ðßíáêáò Q åßíáé óõììåôñéêüò. Ç êëßóç ôçò
ôåôñáãùíéêÞò óõíÜñôçóçò êáé ï Åóóéáíüò ðßíáêáò äßäïíôáé áíôßóôïé÷á áðü ôéò
ðáñáêÜôù åêöñÜóåéò:

∇q(x) = Qx+ p (1.13)
∇2q(x) = Q (1.14)

ÅÜí ï Q åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, ôüôå ôï áêñüôáôï x∗ = −Q−1p õðÜñ÷åé êáé
åßíáé åëÜ÷éóôï. Áðü ôçí (1.13) óõíåðÜãåôáé üôé:

∇q(x2)−∇q(x1) = Q(x2 − x1) (1.15)

Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç, üðïõ ï ðßíáêáò Q óõíäÝåé ôç äéáöïñÜ ôùí èÝóåùí ìå ôçí
äéáöïñÜ ôùí êëßóåùí, Ý÷åé ðáßîåé óçìáíôéêü ñüëï óôçí áíÜðôõîç ôùí ìåèüäùí
\ÌåôáâëçôÞò ÌåôñéêÞò" ãíùóôÝò êáé ùò \Quasi-Newton".
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1.4 ÃñáììéêÞ áíáæÞôçóç
Ç åîßóùóç ðïõ ðåñéãñÜöåé ìéá åõèåßá óôïí Rn êáé ðïõ ïñßæåôáé áðü äýï óçìåßá
x1; x2 áðü ôá ïðïßá êáé ðåñíÜ äßäåôáé áðü:

x(�) = x1 + �(x2 − x1) (1.16)

Åðßóçò ç åõèåßá ðïõ ðåñíÜ áðü Ýíá óçìåßï x1 êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò Ýíá
äéÜíõóìá s äßäåôáé ðáñïìïßùò áðü:

x(�) = x1 + �s (1.17)

Ç äéáäéêáóßá
min
�
f(x1 + �s) (1.18)

ïíïìÜæåôáé ãñáììéêÞ áíáæÞôçóç êáé åëá÷éóôïðïéåß ôçí f(:) êáôÜ ìÞêïò ôçò
åõèåßáò ðïõ ðåñíÜ áðü ôï óçìåßï x1 êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôï äéÜíõóìá s.
Áíáðôýóóïíôáò êáôÜ Taylor Ý÷ïõìå:

f(x1 + �s) = f(x1) + �sT∇f(x1) +
1

2
�2sT∇2f(x1)s+O(�3) (1.19)

Ç ðáñÜãùãïò êáôåýèõíóçò ïñßæåôáé ùò:
d
d�
f(x1 + �s)|�=0 = sT∇f(x1) (1.20)

êáé åßíáé ç ðáñÜãùãïò ôçò f(:) óôï óçìåßï x1 êáôÜ ìÞêïò ôçò êáôåýèõíóçò s.
ÅÜí ç ðáñÜãùãïò êáôåýèõíóçò åßíáé áñíçôéêÞ, äçëáäÞ éó÷ýåé

sT∇f(x1) < 0 (1.21)

ôüôå ç óõíÜñôçóç óôï óçìåßï x1 åßíáé öèßíïõóá êáôÜ ìÞêïò ôçò s. Óå áõôÞ
ôçí ðåñßðôùóç ç s ïíïìÜæåôáé \öèßíïõóá êáôåýèõíóç".
Ïé öèßíïõóåò êáôåõèýíóåéò ðáßæïõí óçìáíôéêü ñüëï óôéò ôå÷íéêÝò åëá÷éóôï-
ðïßçóçò êáé ï ôñüðïò åðéëïãÞò ôïõò ÷áñáêôçñßæåé ïõóéáóôéêÜ ôéò ìåèüäïõò. Ç
êáôåýèõíóç

s = −∇f(x1)

åßíáé öèßíïõóá óôï x1 äéüôé

sT∇f(x1) = −∇f(x1)
T∇f(x1) < 0

Åðßóçò ç êáôåýèõíóç s = −H∇f(x1), üðïõ H ∈ Rn×n åßíáé ðßíáêáò óõììå-
ôñéêüò êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, åßíáé öèßíïõóá äéüôé

sT∇f(x1) = −∇f(x1)
TH∇f(x1) < 0

åî' õðïèÝóåùò.
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1.5 Áèñïßóìáôá ôåôñáãþíùí
¸íá áðü ôá óõ÷íÜ áíôéìåôùðéæüìåíá ðñïâëÞìáôá åßíáé ç ðñïóáñìïãÞ äåäï-
ìÝíùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá Ýóôù üôé õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï (ti; yi); i = 1; 2; · · · ;M
äåäïìÝíùí, êáé Ýíá êáôÜëëçëï ìïíôÝëï f(t; x) ìå ðáñáìÝôñïõò x1; x2; · · · ; xn.
Æçôåßôáé íá åíôïðéóèïýí ïé ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí áõôþí, Ýôóé þóôå ç ðñïóÝã-
ãéóç f(ti; x) ≈ yi íá åßíáé âÝëôéóôç óôá åðéôñåðüìåíá áðü ôï ìïíôÝëï ðëáßóéá.
Áõôü éóïäõíáìåß ìå ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôçò óõíÜñôçóçò:

F (x) =
M∑
i=1

[f(ti; x)− yi]2 (1.22)

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ùò Üíù óõíÜñôçóç Ý÷åé ìéá óõãêåêñéìÝíç äïìÞ, åßíáé Üèñïé-
óìá ôåôñáãùíéêþí üñùí. Ïé óõíáñôÞóåéò ìå ôÝôïéá äïìÞ, åðéôñÝðïõí ôçí
åöáñìïãÞ åéäéêþí ìåèüäùí ðïõ ðëåïíåêôïýí Ýíáíôé ôùí ìåèüäùí \ãåíéêÞò
÷ñÞóçò". Ç êáôçãïñßá áõôþí ôùí óõíáñôÞóåùí åßíáé óçìáíôéêÞ äéüôé ðïëëÜ
ðñáêôéêÜ ðñïâëÞìáôá (üðùò ç ðñïóáñìïãÞ äåäïìÝíùí, ç åêðáßäåõóç íåõñùíé-
êþí äéêôýùí, êëð) áíÜãïíôáé óôçí åëá÷éóôïðïßçóç ìéáò óõíÜñôçóçò ôÝôïéáò
ìïñöÞò êáé ãéá áõôü ôï ëüãï ïé áíôßóôïé÷åò åéäéêÝò ìÝèïäïé èá ìåëåôçèïýí
åêôåíþò.

1.6 ÐñïâëÞìáôá ìå ðåñéïñéóìïýò
Óôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ðùò ìÝèïäïé ðïõ äåí ëáì-
âÜíïõí õðüøç ðåñéïñéóìïýò, äýíáíôáé íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôçí åðßëõóç
ðñïâëçìÜôùí ìå ðåñéïñéóìïýò. Ïé ðåñéïñéóìïß äéáêñßíïíôáé óå äýï êáôçãï-
ñßåò, óå éóïôéêïýò üôáí Ý÷ïõí ôçí ìïñöÞ åîéóþóåùí êáé áíéóïôéêïýò üôáí
ðåñéãñÜöïíôáé áðü áíéóþóåéò. Ç éäÝá åßíáé íá åíóùìáôùèïýí ïé ðåñéïñéóìïß
óôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç Ýôóé þóôå íá ìåôáó÷çìáôéóèåß ôï áñ÷éêü ðñü-
âëçìá ìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò óå Ýíá Üëëï ðñüâëçìá ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò. Ïé
éóïôéêïß ðåñéïñéóìïß áíôéìåôùðßæïíôáé ìå ìåèüäïõò \ôéìùñßáò" (penalty), ïé
äå áíéóïôéêïß ìå ìåèüäïõò \ôéìùñßáò" áëëÜ êáé ìå ìåèüäïõò \åìðïäßùí" (bar-
rier). Ôá óçìåßá ôïõ ÷þñïõ áíáæÞôçóçò üðùò áõôüò äéáìïñöþíåôáé áðü ôïõò
ðåñéïñéóìïýò ïíïìÜæïíôáé \åöéêôÜ" óçìåßá. Ïé ìÝèïäïé \ôéìùñßáò" ÷ñçóéìï-
ðïéïýí óçìåßá åßôå åöéêôÜ åßôå ü÷é, åí áíôéèÝóåé ìå ôéò ìåèüäïõò \åìðïäßùí"
ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ìüíïí åöéêôÜ óçìåßá êáé ãéá ôïí ëüãï áõôü ðïëëÝò öïñÝò
áíáöÝñïíôáé êáé ùò \ìÝèïäïé åóùôåñéêþí óçìåßùí".
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1.6.1 ÌÝèïäïé ôéìùñßáò

Éóïôéêïß ðåñéïñéóìïß: Ôï ðñüâëçìá ôßèåôáé ùò:

min{f(x)} (1.23)
õðü ôïí ðåñéïñéóìü: c(x) = 0

êáé áíôéìåôùðßæåôáé ùò åîÞò:
ÊáôáóêåõÜæåôáé ç óõíÜñôçóç [Cou43]

F (x; �(k)) = f(x) + �(k)c(x)2 (1.24)

ðïõ åßíáé ôï Üèñïéóìá ôçò áñ÷éêÞò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò êáé ôçò
óõíÜñôçóçò \ôéìùñßáò" 2. Ç ðáñÜìåôñïò � ïíïìÜæåôáé ðáñÜìåôñïò ôé-
ìùñßáò êáé äéáëÝãåôáé Ýôóé þóôå 0 < �(k) < �(k+1) →∞.
Óå êÜèå åðáíÜëçøç (k) åëá÷éóôïðïéåßôáé ùò ðñïò x ç F (x; �(k)) êáé
ôï áíôßóôïé÷ï åëÜ÷éóôï x∗(k) ÷ñçóéìïðïéåßôáé ùò áñ÷éêü óçìåßï ãéá ôçí
åëá÷éóôïðïßçóç ôçò F (x; �(k+1)). Ç äéáäéêáóßá áõôÞ ìçäåíßæåé ôçí c(x),
ïðüôå êáé èåùñïýìå üôé ôï ðñüâëçìá ëýèçêå.
Ãéá ðáñÜäåéãìá ôï ðñüâëçìá:

min f(x) = x2
1 + x2

2; ìå ax1 + bx2 = 1

ìðïñåß íá ëõèåß ìå áíôéêáôÜóôáóç:

x2 =
1− ax1

b
; ïðüôå f = x2

1 + (
1− ax1

b
)2

Ôþñá ç f åßíáé óõíÜñôçóç ìéÜò ìåôáâëçôÞò. Ìçäåíßæïíôáò ôçí ðáñÜ-
ãùãï Ý÷ïõìå:

x1 =
a

a2 + b2
êáé x2 =

b
a2 + b2

Ôï ðñüâëçìá ìðïñåß åðßóçò íá åðéëõèåß ìå ôçí ìÝèïäï ôéìùñßáò. Êáôá-
óêåõÜæïõìå ôçí óõíÜñôçóç

F (x; �) = x2
1 + x2

2 + �(ax1 + bx2 − 1)2

2ÅÜí õðÜñ÷ïõí ðåñéóóüôåñïé ôïõ åíüò ðåñéïñéóìïß ci(x) = 0; i = 1; 2; · · · ;M , ôüôå ç
áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç ôéìùñßáò áëëÜæåé áðü c(x)2 óå cT (x)c(x) ≡ ∑M

i=1 ci(x)
2
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Ìçäåíßæïíôáò ôéò ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ëýíïíôáò ôï ðñïêý-
ðôïí ãñáììéêü óýóôçìá Ý÷ïõìå:

x1 =
�a

1 + �(a2 + b2)
êáé x2 =

�b
1 + �(a2 + b2)

ÈÝôïíôáò �→∞ ðáßñíïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç ëýóç.

ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç
Ç åëá÷éóôïðïßçóç ìéáò êõñôÞò ôåôñáãùíéêÞò óõíÜñôçóçò 1

2
xTQx+ pTx

ìå Ýíáí ãñáììéêü éóïôéêü ðåñéïñéóìü cTx = a, åðéäÝ÷åôáé áíáëõôéêÞ
ëýóç ðïõ åßíáé äõíáôüí íá ðñïêýøåé äéá ôçò ìåèüäïõ ôçò ôéìùñßáò. ÈÝ-
ôïõìå:

F (x; �) =
1

2
xTQx+ pTx+

1

2
�(cTx− a)2 (1.25)

Ìçäåíßæïíôáò ôçí êëßóç Ý÷ïõìå: [Q + �ccT ]x = −p + a�c. ÁíôéóôñÝ-
öïíôáò ôïí ðßíáêá óôéò áãêýëåò ìå ôçí âïÞèåéá ôçò ó÷Ýóçò Sherman{
Morrison{Woodbury 3 ëáìâÜíïõìå:

x∗(�) = −Q−1p+
�

1 + �cTQ−1c
(aQ−1c+Q−1ccTQ−1p)

êáé ãéá �→∞

x∗ = −[Q−1 − Q−1ccTQ−1

cTQ−1c
]p+ a

Q−1c
cTQ−1c

Áíéóïôéêïß ðåñéïñéóìïß: Ôï ðñüâëçìá ôßèåôáé ùò:

min{f(x)} (1.26)
õðü ôïí ðåñéïñéóìü: h(x) ≥ 0

êáé áíôéìåôùðßæåôáé ùò åîÞò:
ÊáôáóêåõÜæåôáé ç óõíÜñôçóç

F (x; �(k)) = f(x) + �(k) min{0; h(x)}2 (1.27)

êáé áêïëïõèåßôáé ç ßäéá ôáêôéêÞ üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò.

3[A+ uvT ]−1 = A−1 − A−1uvTA−1

1+vTA−1u üðïõ u; v ∈ R(n) êáé A ∈ R(n×n).
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1.6.2 ÌÝèïäïé åìðïäßùí

ÅíáëëáêôéêÜ ãéá ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ õðüêåéíôáé óå áíéóïôéêïýò ðåñéï-
ñéóìïýò õðÜñ÷ïõí ïé ìÝèïäïé ôùí \åìðïäßùí" ðïõ áíôéìåôùðßæïõí ôï
ðñüâëçìá [1.26] ùò åîÞò:

1. ÊáôáóêåõÜæåôáé åßôå ç óõíÜñôçóç [Car61]

F (x; r(k)) = f(x) + r(k) 1

h(x)

2. åßôå ç [Fri55]

F (x; r(k)) = f(x)− r(k) ln(h(x))

ðïõ åßíáé ôï Üèñïéóìá ôçò áñ÷éêÞò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò êáé
ôçò óõíÜñôçóçò \åìðïäßïõ" 4, üðïõ r(k) > 0 öèßíïõóá áêïëïõèßá
ôåßíïõóá óôï ìçäÝí, r(k) → 0. Óçìåéþóôå üôé ôï áñ÷éêü óçìåßï
ðñÝðåé íá åßíáé åöéêôü êáé óôçí óõíÝ÷åéá üëá ôá óçìåßá ðáñáìÝ-
íïõí åöéêôÜ. Óå êÜèå åðáíÜëçøç (k) åëá÷éóôïðïéåßôáé ùò ðñïò x
ç F (x; r(k)) êáé ôï áíôßóôïé÷ï åëÜ÷éóôï x∗(k) ÷ñçóéìïðïéåßôáé ùò
áñ÷éêü óçìåßï ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôçò F (x; �(k+1)). Åðßóçò
áðü ôçí ìéÜ åðáíÜëçøç óôçí åðüìåíç äéï÷åôåýïíôáé åðéðëÝïí ðëç-
ñïöïñßåò, üðùò ð.÷. ï Åóóéáíüò ðßíáêáò, ç ðåñéï÷Þ åìðéóôïóýíçò,
êëð.

Ôï ãåíéêü ðñüâëçìá ìå éóïôéêïýò êáé áíéóïôéêïýò ðåñéïñéóìïýò:

min{f(x)} (1.28)
õðü : ci(x) = 0; ∀i = 1; · · · ;M
êáé : hi(x) ≥ 0; ∀i = 1; · · · ; K

áíôéìåôùðßæåôáé ìå óõíäõáóìü óõíáñôÞóåùí ôéìùñßáò Þ êáé åìðïäßùí ìå
áðåõèåßáò åðÝêôáóç ôùí ðáñáðÜíù éäåþí.

4ÅÜí õðÜñ÷ïõí ðåñéóóüôåñïé ôïõ åíüò ðåñéïñéóìïß hi(x) ≥ 0; i = 1; 2; · · · ;K, ôüôå
ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç åìðïäßïõ áëëÜæåé åßôå áðü 1=h(x) óå

∑Ê
i=1 1=hi(x), åßôå áðü

− ln(h(x)) óå −∑Ê
i=1 ln(hi(x))
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1.7 ÐñïâëÞìáôá

1. ¸óôù óõììåôñéêüò n× n ðñáãìáôéêüò ðßíáêáò S. Äåßîôå üôé:

(a) Ï S Ý÷åé ðñáãìáôéêÝò éäéïôéìÝò.

(b) ÅÜí �0 ç åëá÷ßóôç ôùí éäéïôéìþí ôïõ, ôüôå éó÷ýåé

∀x ∈ Rn xTSx
xTx

≥ �0

2. Äßäåôáé ç óõíÜñôçóç f(x1; x2) = (x1 − x2
2)

2 + (x1 − x2)
2.

(a) ÅîåôÜóôå åÜí êÜðïéá áðü ôéò êáôåõèýíóåéò s1 = (2; 1)T ; s2 = (1; 1)T

åßíáé öèßíïõóá óôï óçìåßï x = (−1; 1)T .

(b) Äßäåôáé ôï óçìåßï x0 = (3;−1)T . Áðü ôï óçìåßï áõôü åöáñìüóôå
ãñáììéêÞ áíáæÞôçóç óôçí êáôåýèõíóç ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò
ôçí −∇f(x0).

(c) Óôï óçìåßï ðïõ êáôÝëçîå ç áíáæÞôçóç, åîåôÜóôå åÜí ï Åóóéáíüò
ðßíáêáò åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò.

(d) Áíáðôýîôå ôçí f óå óåéñÜ Taylor ãýñù áðü ôï óçìåßï x = (−1; 1)T

êáé êñáôÞóôå ôïõò ôñåßò ðñþôïõò üñïõò ôçò óåéñÜò ðïõ áðïôåëïýí
Ýíá ôïðéêü ôåôñáãùíéêü ìïíôÝëï. Âñåßôå ôï åëÜ÷éóôï ôïõ ìïíôÝëïõ
êáé óõãêñßíáôÝ ôï ìå ôï åëÜ÷éóôï ôçò f ðïõ åßíáé óôï x∗ = (1; 1)T .

3. Áðïäåßîôå üôé ï ðßíáêáò B =

(
9 3
3 2

)
åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, ÷ñçóé-

ìïðïéþíôáò ôïí ïñéóìü: xTBx > 0, ∀x 6= 0, üðïõ x = (x1; x2)
T .

4. Äßäïíôáé Ýíá óçìåßï p = (p1; p2)
T êáé ç åõèåßá (�) : x1 − x2 = d. Íá

åõñåèåß ôï óçìåßï x∗ ðïõ áíÞêåé óôçí åõèåßá (�) êáé Ý÷åé ôçí åëá÷ßóôç
áðüóôáóç áðü ôï óçìåßï p.

5. Ëïãéóìüò ìåôáâïëþí.
Èåùñåßóôå ôï ïëïêëÞñùìá:

I[y] =

∫ b

a
F (x; y; y′)dx
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üðïõ y = y(x); y′ = d
dxy(x). Æçôåßôáé íá åõñåèåß ìéá óõíÜñôçóç y∗(x)

ðïõ íá éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò:

y∗(a) = y1 êáé y∗(b) = y2 (1.29)

ôÝôïéá þóôå ôï ïëïêëÞñùìá I[y∗] íá åßíáé åëÜ÷éóôï. Ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞ-
ìáôïò áõôïý áíÜãåôáé óôçí åðßëõóç ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí \Euler{
Lagrange" ïé ïðïßåò ðñïêýðôïõí áðü ôçí åîÞò èåþñçóç. ¸óôù üôé ç
ëýóç åßíáé ç y∗ êáé Ýóôù �(x) ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ìå �(a) = �(b) = 0.
Ôüôå ç óõíÜñôçóç y(x) = y∗(x) + �(x) åßíáé ìéá õðïøÞöéá ëýóç. Èá
ðñÝðåé ôï ïëïêëÞñùìá

É [] =

∫ b

a
F (x; y∗ + �; y∗′ + �′)dx

íá Ý÷åé åëÜ÷éóôï óôï  = 0. Èá ðñÝðåé äçëáäÞ íá éó÷ýåé: d
d I[]|=0 = 0.

Äåßîôå üôé Ýôóé ðñïêýðôåé ç åîßóùóç Euler-Lagrange :

@F
@y∗

− d
dx

(
@F
@y∗′

)
= 0
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ÊåöÜëáéï 2

Óýãêëéóç

Ãéá ôçí ìåëÝôç ôùí ìåèüäùí åëá÷éóôïðïßçóçò, ç Ýííïéá ôçò óýãêëéóçò åß-
íáé êåöáëáéþäïõò óçìáóßáò. Ðüôå ìéá ìÝèïäïò óõãêëßíåé êáé ðüóï ãñÞãïñá
óõãêëßíåé, åßíáé åñùôÞóåéò ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí óôï ðáñüí êåöÜëáéï.
Åðßóçò èá ìåëåôçèïýí ïé éäéüôçôåò óýãêëéóçò ìéáò óçìáíôéêÞò ìåèüäïõ åðßëõ-
óçò ìç-ãñáììéêþí åîéóþóåùí óå ìéá äéÜóôáóç, ôçò ìåèüäïõ Newton, ãíùóôÞò
êáé ùò ìåèüäïõ Newton-Raphson.

2.1 Óýãêëéóç áêïëïõèéþí
¸óôù ìéá áêïëïõèßá ðñáãìáôéêþí áñéèìþí: xk; k = 0; 1; 2; · · · . Èá ëÝìå üôé
ç áêïëïõèßá xk óõãêëßíåé óôï x∗ üôáí éó÷ýåé

lim
k→∞

|xk − x∗| = 0

ÅÜí ç áêïëïõèßá xk óõãêëßíåé óôï x∗ êáé õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ c ∈ [0; 1) ôÝôïéá
þóôå íá éó÷ýåé

|xk+1 − x∗| ≤ c|xk − x∗|; ∀k ≥ k0

üðïõ k0 ïéïóäÞðïôå ðåðåñáóìÝíïò èåôéêüò áêÝñáéïò, ôüôå ëÝìå üôé ç áêïëïõèßá
xk óõãêëßíåé q-ãñáììéêÜ óôï x∗ . ÅÜí åíáëëáêôéêÜ éó÷ýåé

|xk+1 − x∗| ≤ c|xk − x∗|p

ôüôå ëÝìå üôé ç áêïëïõèßá xk óõãêëßíåé óôï x∗ ìå q-ôÜîç 1 ôïõëÜ÷éóôïí p.
Ãéá p = 2 Ý÷ïõìå q-ôåôñáãùíéêÞ êáé ãéá p = 3 q-êõâéêÞ óýãêëéóç. Ìéá

1Ôï ðñüèåìá q ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí ëÝîç quotient (=ëüãïò)

21
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óçìáíôéêÞ ôÜîç óýãêëéóçò åßíáé ç q-õðåñãñáììéêÞ ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé

|xk+1 − x∗| ≤ ck|xk − x∗|
üðïõ ck áêïëïõèßá óõãêëßíïõóá óôï ìçäÝí.

2.1.1 Ðáñáäåßãìáôá
Ãéá íá êáôáíïÞóïõìå ôçí ôÜîç óýãêëéóçò èá ìåëåôÞóïõìå ìåñéêÝò ÷áñáêôç-
ñéóôéêÝò ðåñéðôþóåéò.

1. q-ãñáììéêÞ óýãêëéóç

xk = 1 + 2−k (2.1)
Óõãêëßíåé óôï x∗ = lim

k→∞
xk = 1 ïðüôå Ý÷ïõìå üôé:

|xk+1 − 1|
|xk − 1| =

2−(k+1)

2−k
=

1

2

2. q-õðåñãñáììéêÞ óýãêëéóç

xk =
xk−1

k − 1
+ 1− 1

k − 1
; ìå x1 = 1=2 (2.2)

Óõãêëßíåé óôï x∗ = lim
k→∞

xk = 1 ïðüôå Ý÷ïõìå üôé:
|xk+1 − 1|
|xk − 1| =

|xk=k − 1=k|
|xk − 1| =

1

k
→ 0

3. q-ôåôñáãùíéêÞ óýãêëéóç

xk = 1 + 2−2k (2.3)
Óõãêëßíåé óôï x∗ = lim

k→∞
xk = 1 ïðüôå Ý÷ïõìå üôé:

|xk+1 − 1|
|xk − 1|2 =

2−2k+1

(2−2k)2
= 1

Óôïí ðßíáêá 2.1 ðáñáôßèåíôáé ïé ôéìÝò ôùí |xi − x∗| ôùí 10 ðñþôùí åðáíáëÞ-
øåùí ãéá ôéò áêïëïõèßåò (2.1), (2.2) êáé (2.3). Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðéï áñãÞ
óýãêëéóç åßíáé ç q-ãñáììéêÞ êáé ç ôá÷ýôåñç ç q-ôåôñáãùíéêÞ. Áëãüñéèìïé ìå
q-ãñáììéêÞ óýãêëéóç áðïöåýãïíôáé óôçí ðñÜîç ùò áíáðïôåëåóìáôéêïß 2.

2Ïé áëãüñéèìïé âåëôéóôïðïßçóçò èåùñïýíôáé áðïôåëåóìáôéêïß üôáí åðéôõã÷Üíïõí
q-õðåñãñáììéêÞ, Þ óýãêëéóç õøçëüôåñçò ôÜîçò.
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i Áê. (2.1) Áê. (2.2) Áê. (2.3)
1 0.5000000 0.5000000 0.2500000
2 0.2500000 0.5000000 0.0625000
3 0.1250000 0.2500000 0.0039063
4 0.0625000 0.0833333 0.0000153
5 0.0312500 0.0208333 0.0000000
6 0.0156250 0.0041667 0.0000000
7 0.0078125 0.0006944 0.0000000
8 0.0039063 0.0000992 0.0000000
9 0.0019531 0.0000124 0.0000000
10 0.0009766 0.0000014 0.0000000

Ðßíáêáò 2.1: Äéáäï÷éêÝò ôéìÝò |xi − x∗| ãéá ôéò áêïëïõèßåò (2.1), (2.2) êáé
(2.3). Åýêïëá óõãêñßíïíôáé ïé ôá÷ýôçôåò óýãêëéóçò.

2.2 Ç ìÝèïäïò Newton-Raphson
Ç åðßëõóç ìéáò ìç-ãñáììéêÞò åîßóùóçò f(x) = 0, åßíáé Ýíá óõ÷íÜ åìöáíéæü-
ìåíï ðñüâëçìá êáé ãéá ôïí ëüãï áõôü Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß áñêåôÝò áñéèìçôéêÝò
ìÝèïäïé ãéá ôçí áíôéìåôþðéóÞ ôïõ. ¼ôáí ç ðáñÜãùãïò ôçò óõíÜñôçóçò f ′(x)
õðÜñ÷åé êáé åßíáé óõíå÷Þò, ôüôå ìßá áðü ôéò ðéï ðåôõ÷çìÝíåò ìåèüäïõò åßíáé
áõôÞ ôùí Newton-Raphson. Ç åí ëüãù ìÝèïäïò ðñïóåããßæåé ôçí óõíÜñôçóç
óôçí ðåñéï÷Þ åíüò óçìåßïõ x0 ìå Ýíá ãñáììéêü ìïíôÝëï L(x; x0), ðïõ ðñïêý-
ðôåé áðü ôçí êáôÜ Taylor áíÜðôõîç:

f(x) ≈ L(x; x0) = f(x0) + (x− x0)f ′(x0); ãéá x óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ x0 (2.4)

Ëýíïíôáò ôçí åîßóùóç L(x; x0) = 0, Ý÷ïõìå ìéá ðñïóÝããéóç ôçò ñßæáò

x̂ = x0 − f(x0)

f ′(x0)

Ç äéáäéêáóßá åðáíáëáìâÜíåôáé, ìå ôï x̂ íá ðáßñíåé ôçí èÝóç ôïõ x0, Ýùò üôïõ
éêáíïðïéçèåß ìéá óõíèÞêç ôåñìáôéóìïý. Äýï åßíáé ïé óõíÞèåéò óõíèÞêåò ôåñ-
ìáôéóìïý:

åßôå |f(x̂)| ≤ �→ 0; åßôå |x̂− x0| ≤ � → 0

Ìéá âÞìá ðñïò âÞìá ðåñéãñáöÞ äßíåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï 2.2.1.
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Áëãüñéèìïò 2.2.1
ÌÝèïäïò Newton-Raphson

1. ÄåäïìÝíùí ôùí x0 êáé åíüò ìéêñïý � > 0

2. Õðïëïãßóôå f(x0); f ′(x0)

3. ÅÜí |f(x0)| ≤ �, ôï x0 åßíáé ñßæá; ÔÅËÏÓ.

4. Õðïëïãßóôå x̂ = x0 − f(x0)
f ′(x0)

5. x0 ← x̂ êáé óõíÝ÷éóå áðü ôï âÞìá 2.

Ìéá õëïðïßçóç ôïõ ùò Üíù áëãïñßèìïõ óå Fortran-77, ðáñáôßèåôáé óôïí ðß-
íáêá 2.2 óôçí óåëßäá 27. Óôï ðáñÜäåéãìá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç óõíÜñôçóç f(x) =
x2 − 2 ìå f ′(x) = 2x. Ç ñßæá åßíáé ðñïöáíþò x0 =

√
2.

2.2.1 Óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ Newton

Ç ìÝèïäïò Newton óõãêëßíåé õðü ðñïûðïèÝóåéò êáé üðùò èá äïýìå ç ôÜîç ôçò
óýãêëéóçò åßíáé q-ôåôñáãùíéêÞ, ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëý åðéèõìçôü ãéá ôÝôïéïõ
åßäïõò ìåèüäïõò.
Ìéá óõíÜñôçóç g(x); x ∈ D ⊂ R ëÝãåôáé üôé åßíáé óõíå÷Þò êáôÜ Lipschitz,
üôáí õðÜñ÷åé êÜðïéá èåôéêÞ óôáèåñÜ  ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé:

|g(x)− g(y)| ≤ |x− y|; ∀ x; y ∈ D (2.5)

Ï óõìâïëéóìüò g ∈ Lip(D) ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá äçëþóåé ôçí êáôÜ Lip-
schitz óõíÝ÷åéá ôçò g(:).
ÅÜí f ′(x) ∈ Lip(D) ôüôå, ∀x < y ∈ D éó÷ýåé: |f ′(x) − f ′(y)|=|x − y| ≤ .
Áðü ôï èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò Ý÷ïõìå üôé: |f ′(x)− f ′(y)|=|x− y| = |f ′′(�)|
üðïõ � ∈ [x; y] êáé ùò åê ôïýôïõ óõìðåñáßíåôáé üôé |f ′′(x)| ≤ ; ∀x ∈ D.
Åðßóçò éó÷ýåé üôé:

|f(y)− f(x)− (y − x)f ′(x)| = |1
2
(y − x)2f ′′(�)| ≤ 1

2
(y − x)2

Ç ìÝèïäïò ôïõ Newton ðáñÜãåé ôçí áêïëïõèßá xk+1 = xk − f(xk)=f ′(xk).
ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé f ′ ∈ Lip(D) êáé |f ′(x)| > � > 0;∀x ∈ D, êáé Ýóôù üôé
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õðÜñ÷åé ñßæá x∗ ∈ D; ìå f(x∗) = 0 ôüôå Ý÷ïõìå:

|xk+1 − x∗| = |xk − x∗ − f(xk)
f ′(xk)

| = |xk − x∗ − f(xk)− f(x∗)
f ′(xk)

| =
1

|f ′(xk)| |f(x∗)− f(xk)− (x∗ − xk)f ′(xk)| ≤ 1

2�
|x∗ − xk|2

áðü üðïõ êáé ðñïêýðôåé ç q-ôåôñáãùíéêÞ ôÜîç, |xk+1 − x∗|=|xk − x∗|2 ≤ 
2� .

¢ñá åÜí ç ìÝèïäïò óõãêëßíåé ôüôå ç ôÜîç ôçò åßíáé q-ôåôñáãùíéêÞ.
Ãéá ôçí óýãêëéóç ðñÝðåé åðéëÝïí íá áðïäåé÷èåß üôé:

|xk+1 − x∗| < |xk − x∗|; ∀k > k0

¸óôù üôé õðÜñ÷åé áñéèìüò �, ôÝôïéïò þóôå íá éó÷ýåé: |x0 − x∗| < � ≤ 2�
 .

Ôüôå Ý÷ïõìå:
|x1 − x∗|
|x0 − x∗| ≤ |x0 − x∗| 

2�
< �


2�
≤ 1

áðü üðïõ êáé óõíÜãåôáé üôé |x1 − x∗| ≤ |x0 − x∗| < �.
Ç óýãêëéóç áðïññÝåé åðáãùãéêÜ ìå ôçí åðáíáëáìâáíüìåíç åöáñìïãÞ ôïõ ðá-
ñáðÜíù âÞìáôïò. Ç ðñïûðüèåóç ëïéðüí ãéá ôçí óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ åßíáé üôé
ç áñ÷éêÞ åêôßìçóç x0 ãéá ôçí ñßæá, éêáíïðïéåß ôçí óõíèÞêç |x0 − x∗| < 2�=.
Óå ðåñéðôþóåéò üðïõ ç óôáèåñÜ 2�= åßíáé ðïëý ìéêñÞ, ôüôå ç áñ÷éêÞ åêôß-
ìçóç ðñÝðåé íá åßíáé Þäç ðïëý êïíôÜ óôçí ñßæá x∗, åéäÜëëùò ç ìÝèïäïò äåí èá
óõãêëßíåé.

2.3 ÐñïâëÞìáôá
1. ÅÜí ç ñßæá x∗ ôçò f(x) åßíáé åðßóçò ñßæá ôçò ðáñáãþãïõ f ′(x), äçëáäÞ

åÜí éó÷ýåé üôé f(x∗) = f ′(x∗) = 0 êáé åðéðëÝïí f ′′(x∗) 6= 0, ôüôå íá áðï-
äåé÷èåß üôé ç ìÝèïäïò ôïõ Newton óõãêëßíåé q-ãñáììéêÜ óôçí ñßæá x∗.

2. ÅÜí éó÷ýïõí f(x∗) = f ′(x∗) = 0 êáé åðéðëÝïí f ′′(x∗) 6= 0, ôüôå íá
ôñïðïðïéçèåß ç ìÝèïäïò ôïõ Newton Ýôóé þóôå íá åðéôåõ÷èåß óýãêëéóç
q-ôåôñáãùíéêÞò ôÜîçò.

3. Íá åðéíïçèåß ìéÜ åðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäïò (ðïõ íá âáóßæåôáé óôçí ìÝèïäï
Newton), ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ áíôéóôñüöïõ 1

a åíüò áñéèìïý a, ðïõ
äåí ÷ñçóéìïðïéåß ôçí ðñÜîç ôçò äéáßñåóçò, ðáñÜ ìüíï ðñüóèåóç, áöáß-
ñåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü. Íá åêôåëåóèïýí ïé ôñåßò ðñþôåò åðáíáëÞøåéò
ãéá a = 9 êáé x0 = 0:1. Íá ó÷ïëéáóôåß ç ôÜîç ôçò óýãêëéóçò.
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4. Íá áðïäåé÷ôåß üôé åÜí f(x∗) = f ′′(x∗) = 0 êáé f ′(x∗)f ′′′(x∗) 6= 0, ôüôå ç
ìÝèïäïò ôïõ Newton óõãêëßíåé q-êõâéêÜ óôçí ñßæá x∗.

5. Íá ìåëåôçèåß áñéèìçôéêÜ ç ìÝèïäïò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ìÝèïäï New-
ton üôáí ç ðáñÜãùãïò f ′(xk) ðñïóåããéóôåß þò: f ′(xk) ≈ f(xk)−f(xk−1

xk−xk−1
.

Íá óõãêñéèåß ç áðüäïóÞ ôçò ìå áõôÞ ôçò Newton ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò
f(x) = x2 − 2; f(x) = e−x − x êáé f(x) = 1

x2+1
− x

30
.
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program newrap
* Newton Raphson method

implicit double precision (a-h,o-z)
x0 = 1.
eps = 1.d-9

1 continue
f0 = f(x0)
write(*,*) x0,f0
if (abs(f0) .lt. eps ) then

write(*,*) £Ç ñßæá åßíáé: ',x0
stop

endif
fp0 = fp(x0)
if(fp0 .ne.0.) then

x = x0-f0/fp0
else

write(*,*) 'ÄéÜëåîå Üëëï áñ÷éêü óçìåßï x0'
stop

endif
x0 = x
go to 1
end

function f(x)
implicit double precision (a-h,o-z)
f = x**2-2
end

function fp(x)
implicit double precision (a-h,o-z)
fp = 2*x
end

Ðßíáêáò 2.2: Ç ìÝèïäïò N/R ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò
√

2
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ÊåöÜëáéï 3

ÌÝèïäïé óå ìßá äéÜóôáóç

Ç åëá÷éóôïðïßçóç óõíáñôÞóåùí ìéáò ìåôáâëçôÞò åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ,
äéüôé åìöáíßæåôáé óõ÷íÜ ùò åíäéÜìåóç äéáäéêáóßá êáôÜ ôçí åëá÷éóôïðïßçóç
óõíáñôÞóåùí ðïëëþí ìåôáâëçôþí. ÐñïôñÝ÷ïíôáò, ðáñáèÝôïõìå ìéá åðáíÜ-
ëçøç åíüò ôõðéêïý áëãïñßèìïõ áõôïý ôïõ ôýðïõ, ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ìéáò
ðïëõäéÜóôáôçò óõíÜñôçóçò f(x); x ∈ R(n), ãéá ôçí êáôáíüçóç ôçò ÷ñçóéìü-
ôçôáò ôùí ìïíïäéÜóôáôùí ìåèüäùí.

Áëãüñéèìïò 3.0.1
ÃåíéêÞ äïìÞ åðáíÜëçøçò ìåèüäïõ ìå ãñáììéêÞ áíáæÞôçóç

1. ÄåäïìÝíïõ ôïõ ôñÝ÷ïíôïò óçìåßïõ x(k)

2. Õðïëïãßæåôáé ìéá öèßíïõóá êáôåýèõíóç s(k)

3. Åëá÷éóôïðïéåßôáé ùò ðñïò � (ìå � > 0) ç óõíÜñôçóç:

�(�) ≡ f(x(k) + �s(k)) (3.1)

êáé åíôïðßæåôáé ç èÝóç ôïõ åëá÷ßóôïõ �(k)

4. Ôßèåôáé x(k+1) = x(k) + �(k)s(k)

Óôï âÞìá 3 åðéëýåôáé Ýíá ðñüâëçìá ìïíïäéÜóôáôçò (ùò ðñïò � ) åëá÷éóôï-
ðïßçóçò, äéáäéêáóßá ðïõ åßíáé ãíùóôÞ ùò \ãñáììéêÞ áíáæÞôçóç".

29
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3.1 Ìïíüôñïðåò óõíáñôÞóåéò
Óôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï èá ìåëåôÞóïõìå ìåèüäïõò ãéá áðëÜ ðñïâëÞìáôá
üðïõ ç óõíÜñôçóç f(x) åßíáé ìïíüôñïðç, äçëáäÞ Ý÷åé ìüíï Ýíá åëÜ÷éóôï x∗ óå
Ýíá äåäïìÝíï äéÜóôçìá x ∈ [a; b], êáé åðéðëÝïí åÜí a ≤ x1 < x2 ≤ b ôüôå
éó÷ýåé üôé:

x2 ≤ x∗ ⇐⇒ f(x1) > f(x2) (3.2)
x∗ ≤ x1 ⇐⇒ f(x2) > f(x1) (3.3)

Ôï ðñüâëçìá äéáôõðþíåôáé ùò åîÞò:

min
x∈[a;b]

f(x) (3.4)

Ôï äéÜóôçìá [a; b] ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí èÝóç ôïõ åëá÷ßóôïõ, ïíïìÜæåôáé äéÜóôçìá
áâåâáéüôçôáò . Ôï åýñïò ôïõ äéáóôÞìáôïò ïñßæåôáé ùò d ≡ b − a. ÅÜí ôï
åýñïò ôïõ äéáóôÞìáôïò áâåâáéüôçôáò åßíáé ìéêñü, ôüôå Þäç Ý÷ïõìå ìéá êáëÞ
ðñïóÝããéóç ãéá ôçí èÝóç ôïõ åëá÷ßóôïõ x∗ ≈ (b + a)=2 ± d=2. ÐÜíù óå
áõôÞ ôçí áðëÞ ðáñáôÞñçóç âáóßæåôáé Ýíá óýíïëï ìåèüäùí ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ùò
óôü÷ï íá óõññéêíþíïõí äéáäï÷éêÜ ôï äéÜóôçìá áâåâáéüôçôáò. Ç áðüäïóç ôùí
ìåèüäùí áõôïý ôïõ ôýðïõ âáèìïëïãåßôáé áðü ôïí ëüãï

rN ≡ bN − aN
b− a

≡ dN
d

(3.5)

ôïõ ôåëéêïý åýñïõò ðñïò ôï áñ÷éêü, êáé üðïõ N åßíáé ï áñéèìüò ôùí áðï-
ôéìÞóåùí ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò f(:). Ïé ìç÷áíéóìïß óõññßêíùóçò
ðïéêßëïõí, ç âáóéêÞ éäÝá üìùò åßíáé ìßá. ÄéáëÝãïíôáé äýï óçìåßá x1; x2

ìå a < x1 < x2 < b êáé õðïëïãßæåôáé ç óõíÜñôçóç óôá äýï áõôÜ óçìåßá
f1 = f(x1); f2 = f(x2). ÅÜí f1 < f2 ôüôå ôï äéÜóôçìá ðïõ öñÜóóåé ôï åëÜ-
÷éóôï åßíáé ôï [a; x2] áëëïéþò åÜí f1 > f2 ôüôå ôï áíôßóôïé÷ï äéÜóôçìá åßíáé
ôï [x1; b]. Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ôï äéÜóôçìá áâåâáéüôçôáò Ý÷åé óõññéêíù-
èåß. Ç äéáäéêáóßá óõíå÷ßæåôáé Ýùò üôïõ ôï åýñïò ôïõ äéáóôÞìáôïò áâåâáéü-
ôçôáò ìåéùèåß ðÝñáí êÜðïéïõ ðñïêáèïñéóìÝíïõ ïñßïõ. Ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï
äéáëÝãïíôáé ôá åíäéÜìåóá óçìåßá åßíáé óçìáíôéêüò êáé äéáöïñåôéêïß ôñüðïé
áíôéóôïé÷ïýí óå äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò.

3.1.1 Ç ìÝèïäïò ôçò \×ñõóÞò ÔïìÞò"
Ôá óçìåßá x1 < x2 äéáëÝãïíôáé Ýôóé þóôå íá éóáðÝ÷ïõí áðü ôá Üêñá a; b.
Éó÷ýåé äçëáäÞ x1 − a = b − x2. Ôá äýï åðüìåíá ðéèáíÜ äéáóôÞìáôá åßíáé ôá
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[a; x2] åÜí f2 > f1, êáé [x1; b] åÜí f1 > f2, ìå ôï ßäéï åýñïò d1 = x2−a = b−x1.
Åßíáé èåìéôü åÜí ôï íÝï äéÜóôçìá åßíáé ôï [a; x2], ôï óçìåßï x1 íá ÷ñçóéìïðïéç-
èåß ùò Ýíá åê ôùí äýï åíäéÜìåóùí óçìåßùí, äéüôé Ýôóé áðïöåýãåôáé ç åê íÝïõ
áðïôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôá åíäéÜìåóá óçìåßá èá
åßíáé ôá x3; x1 ìå a < x3 < x1 < x2. Áò èåùñÞóïõìå äéáäï÷éêÜ ìåñéêÝò ôåôñÜ-
äåò óçìåßùí, üðùò áõôÝò ðñïêýðôïõí áðü ôçí ðáñáðÜíù èåþñçóç, åðéëÝãïíôáò
(÷ùñßò íá èßãåôáé ç ãåíéêüôçôá) ðÜíôá ôï áñéóôåñü ùò íÝï äéÜóôçìá.

1. [a; x1; x2; b] ìå åýñïò d = b− a êáé ìå b− x2 = x1 − a ≡ w

2. [a; x3; x1; x2] ìå åýñïò d1 = x2−a = d−w êáé ìå x3−a = x2−x1 = d−2w
Þ x3 = b− 2w

3. [a; x4; x3; x1] ìå åýñïò d2 = w êáé ìå x4 − a = x1 − x3 = 3w − d Þ
x4 = a− d+ 3w

4. [a; x5; x4; x3] ìå åýñïò d3 = d − 2w êáé ìå x5 − a = x3 − x4 Þ x5 =
b+ d− 5w

Ðáñáôçñåßóôå üôé d1 + d2 = x2 − a + w = b− w − a + w = d, êáé åðßóçò üôé
d1 = d2 + d3. ÅðáãùãéêÜ äå:

dk = dk+1 + dk+2 (3.6)

ÅÜí ï ëüãïò áíáãùãÞò ôïõ äéáóôÞìáôïò áâåâáéüôçôáò r áðáéôçèåß íá åßíáé
óôáèåñüò, äçëáäÞ åÜí

d1 = rd; d2 = rd1 = r2d; d3 = rd2 = r3d; · · ·

åê ôçò (3.6) ðñïêýðôåé üôé r2+r−1 = 0. ÄåäïìÝíïõ äå üôé r > 0, óõíåðÜãåôáé:

r =

√
5− 1

2
≈ 0:618

ðïõ åßíáé ï ãíùóôüò ëüãïò ôçò \×ñõóÞò ÔïìÞò".
Ï ðëÞñçò áëãüñéèìïò ðåñéãñÜöåôáé ìå Ýíá äéÜãñáììá ñïÞò óôï ó÷Þìá 3.1, óôç
óåëßäá 38. Ç õëïðïßçóç ôïõ áëãïñßèìïõ óå ìéá ãëþóóá ðñïãñáììáôéóìïý
åßíáé ôåôñéììÝíç êáé óå ðëÞñç áíôéóôïé÷ßá ìå ôï äéÜãñáììá. Óôï ó÷Þìá 3.2
ðáñáôßèåôáé ìéá õëïðïßçóç óå Fortran-77. Åðßóçò óôï ó÷Þìá 3.3 ðáñáôßèåôáé
ç õëïðïßçóç ìéáò áðëÞò óõíÜñôçóçò äïêéìÞò f(x) = (x2− 4x+5)2 +(x− 2)4,
ìå åëÜ÷éóôï óôï x∗ = 2.
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3.1.2 Ç ìÝèïäïò Fibonacci
Ç öéëïóïößá ôçò ìåèüäïõ Fibonacci åßíáé ðáñüìïéá ìå áõôÞ ôçò \×ñõóÞò Ôï-
ìÞò". Ç êýñéá äéáöïñÜ ôïõò åßíáé üôé åíþ ï ëüãïò áíáãùãÞò ôïõ äéáóôÞìáôïò
áâåâáéüôçôáò óôçí \×ñõóÞ ÔïìÞ" åßíáé óôáèåñüò óå êÜèå åðáíÜëçøç, óôçí
ìÝèïäï Fibonacci åîáñôÜôáé áðü ôïí äåßêôç ôçò åðáíÜëçøçò. Åðßóçò, óå ðñá-
êôéêü åðßðåäï, ï áñéèìüò ôùí åðáíáëÞøåùí ðñÝðåé íá åßíáé åê ôùí ðñïôÝñùí
ãíùóôüò, óå áíôéäéáóôïëÞ ìå ôçí ìÝèïäï ôçò \×ñõóÞò ÔïìÞò".
Ç áêïëïõèßá Fibonacci äßäåôáé áðü ôïõò áñéèìïýò:

1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; · · · (3.7)

êáé ðáñÜãïíôáé áðü ôçí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç (ðïõ ìïéÜæåé ìå ôçí(3.6)):

Fk = Fk−1 + Fk−2 ìå F0 = F1 = 1 (3.8)

Ç áíáäñïìÞ (3.8) åðéëýåôáé áíáëõôéêÜ, êáé ïé áñéèìïß Fibonacci äßäïíôáé áðü
ôçí êëåéóôÞ ìïñöÞ:

Fk =
(1 +

√
5)k+1 − (1−√5)k+1

2k+1
√

5
; k = 0; 1; 2; · · · (3.9)

ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ôï éêáíïðïéçôéêü åýñïò ôïõ ôåëéêïý äéáóôÞìáôïò áâåâáéü-
ôçôáò åßíáé ßóï Þ ìéñüôåñï ôïõ h, áðü ôçí (3.6) Ý÷ïõìå üôé: dN−2 = dN−1+dN .
ÅÜí äå áðáéôÞóïõìå üôé dN−1 = dN = h ôüôå Ý÷ïõìå:

dN = h = F0h
dN−1 = h = F1h
dN−2 = 2h = F2h

· · ·
dN−k = Fkh (3.10)

· · ·
d1 = FN−1h
d = FNh

Ï Í åðéëÝãåôáé ùò ï ìéêñüôåñïò áêÝñáéïò ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé:
d
h
≤ FN , êáé

äåäïìÝíïõ ðëÝïí ôïõ Í , åðáíáðñïóäéïñßæåôáé ôï ôåëéêü äéÜóôçìá h = d=FN ,
êáé õðïëïãßæïíôáé ôá d1; d2; d3; · · · áðü ôçí (3.10).
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Ôï áñ÷éêü äéÜóôçìá [a; b] äéáìåñßæåôáé ùò: [a; x1; x2; b] ìå x1 = b − FN−1h
êáé x2 = a + FN−1h. ÅÜí äå f(x1) < f(x2), ôï äéÜóôçìá [a; x2] äéáìåñßæåôáé
þò: [a; x3; x4; x2], üðïõ x3 = x2 − FN−2h êáé x4 = a + FN−2h. Åýêïëá
ìðïñåß êáíåßò íá äéáðéóôþóåé üôé x4 = x1, ïðüôå êáé áðïöåýãåôáé ç åðéðëÝïí
áðïôßìçóç ôçò óõíÜñôçóçò, üðùò Üëëùóôå êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò \×ñõóÞò
ÔïìÞò". Ðáñüìïéá åßíáé ç äéáäéêáóßá üôáí f(x1) > f(x2).
Ï ëüãïò áíáãùãÞò ôïõ äéáóôÞìáôïò óôçí åðáíÜëçøç m äßäåôáé áðü:

rm ≡ dm+1

dm
=
FN−m−1

FN−m
−→

N−m→∞

√
5− 1

2

ÂëÝðïõìå üôé áóõìðôùôéêÜ ï ëüãïò áíáãùãÞò ôçò Fibonacci ðñïóåããßæåé ôïí
óôáèåñü ëüãï ôçò \×ñõóÞò ÔïìÞò".

3.1.3 ÌÝèïäïò ðáñáâïëéêÞò ðáñåìâïëÞò
ÄåäïìÝíùí ôùí Üêñùí ôïõ äéáóôÞìáôïò áâåâáéüôçôáò a; b, ç éäÝá åßíáé íá âñå-
èåß Ýíá åíäéÜìåóï óçìåßï xm ∈ [a; b] ìå f(xm) < min(f(a); f(b)), êáé åí óõíå-
÷åßá íá åõñåèåß Ýíá ôÝôáñôï óçìåßï xs ôÝôïéï þóôå íá åëá÷éóôïðïéåß ôçí ìïíá-
äéêÞ ðáñáâïëÞ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá ôñßá óçìåßá (a; f(a)); (xm; f(xm)); (b; f((b)).

xs =
a+ b

2
− 1

2

f(b)−f(a)
b−a

f(xm)−f(a)
xm−a − f(b)−f(a)

b−a
xm−b

(3.11)

Ç ðåñáéôÝñù äéáäéêáóßá åßíáé áõôÞ ðïõ áêïëïõèåßôáé ãéá ôéò ìïíüôñïðåò óõ-
íáñôÞóåéò ìå êÜðïéåò ìéêñÝò ðáñáëëáãÝò, ðïõ öáßíïíôáé óôï äéÜãñáììá ñïÞò
óôï ó÷Þìá 3.4 óôç óåëßäá 41.

3.1.4 Ç ìÝèïäïò ôçò äé÷ïôüìçóçò
Ç ìÝèïäïò ôçò äé÷ïôüìçóçò ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå, áðáéôåß ôïí õðïëïãéóìü ôçò
ðáñáãþãïõ f ′(x) ≡ df(x)

dx êáé åðßóçò üôé óôá Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò áâåâáéü-
ôçôáò éó÷ýåé f ′(a) < 0; f ′(b) > 0. Ç ìÝèïäïò äåí ÷ñçóéìïðïéåß ôéìÝò ôçò
óõíÜñôçóçò üôáí ðñüêåéôáé ãéá ìïíüôñïðåò óõíáñôÞóåéò êáé âáóßæåôáé ìüíï
óôï ðñüóçìï ôçò ðáñáãþãïõ. Óôçí åðáíÜëçøç k, äåäïìÝíïõ ôïõ äéáóôÞìáôïò
[ak; bk] ìå f ′(ak) < 0 êáé f ′(bk) > 0 åðéëÝãåôáé ôï óçìåßï óôï ìÝóïí ôïõ äéá-
óôÞìáôïò ck = ak+bk

2
êáé õðïëïãßæåôáé ç ðáñÜãùãïò f ′(ck). ÅÜí f ′(ck) > 0

ôüôå ôï íÝï äéÜóôçìá åßíáé ôï [ak+1; bk+1] = [ak; ck]. ÅÜí f ′(ck) < 0 ôüôå
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ôï íÝï äéÜóôçìá åßíáé ôï [ak+1; bk+1] = [ck; bk]. Ç ìÝèïäïò ôçò äé÷ïôüìçóçò
áíÜãåé óå êÜèå åðáíÜëçøç ôï äéÜóôçìá áâåâáéüôçôáò êáôÜ 50%, ïðüôå óå Í
åðáíáëÞøåéò Ý÷ïõìå: dN = 1

2N
d. Åí ðñþôïéò óõìðåñáßíåôáé üôé ç äé÷ïôüìçóç

åßíáé ôá÷ýôåñç áðü ôçí ìÝèïäï ôçò \×ñõóÞò ÔïìÞò", äéüôé áðáéôåß ìéêñüôåñï
áñéèìü åðáíáëÞøåùí. Ï õðïëïãéóôéêüò öüñôïò áíÜ åðáíÜëçøç åßíáé üìùò
äéáöïñåôéêüò, äåäïìÝíïõ üôé óôçí äé÷ïôüìçóç áðáéôåßôáé ï õðïëïãéóìüò ôçò
ðáñáãþãïõ êáé ü÷é ôçò óõíÜñôçóçò êáé ãéá íá åßíáé åöéêôÞ ìéá óýãêñéóç ðñÝðåé
êáé áõôü íá ëçöèåß õðüøç. ÅÜí �f ; �g åßíáé ïé áðáéôïýìåíïé ÷ñüíïé õðïëïãé-
óìïý ãéá ôçí óõíÜñôçóç êáé ôçí ðáñÜãùãï, êáé tf ; tg ïé áðáéôïýìåíïé ÷ñüíïé
ãéá ôçí \×ñõóÞ ÔïìÞ" êáé ôçí äé÷ïôüìçóç ôÝôïéïé þóôå ôá ôåëéêÜ äéáóôÞìáôá
áâåâáéüôçôáò íá åßíáé ßóá, ôüôå

tf
tg

=
log(1=2)

log(:618)

�f
�g
≈ 1:44

�f
�g

Åßíáé ðëÝïí ðñïöáíÝò ðüôå ðñÝðåé íá ðñïôéìçèåß ç \×ñõóÞ ÔïìÞ" êáé ðüôå ç
äé÷ïôüìçóç.
ÕðÜñ÷ïõí êáé Üëëá ó÷Þìáôá ãéá ôçí ìïíïäéÜóôáôç åëá÷éóôïðïßçóç, üðùò ð.÷.
ðáñåìâïëÞ ìå ðïëõþíõìï ôñßôïõ âáèìïý, üðïõ ïé ôéìÝò ôçò óõíÜñôçóçò êáé
ôçò ðáñáãþãïõ óôá Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôïí êáèï-
ñéóìü ôùí ôåóóÜñùí ðáñáìÝôñùí ôïõ ðïëõùíýìïõ, ôï ïðïßï óôçí óõíÝ÷åéá
åëá÷éóôïðïéåßôáé áíáëõôéêÜ êáé áêïëïõèåßôáé áíôßóôïé÷ç äéáäéêáóßá üðùò êáé
óôçí ìÝèïäï ôçò ðáñáâïëéêÞò ðáñåìâïëÞò.
Ãéá ôçí óõíÜñôçóç ðïõ åìöáíßæåôáé óôï ó÷Þìá 3.3, êáé ãéá áñ÷éêü äéÜóôçìá
áâåâáéüôçôáò [−5; 30] ç áðüäïóç ôùí ìåèüäùí ôçò \×ñõóÞò ÔïìÞò" êáé ôçò
ðáñáâïëéêÞò ðáñåìâïëÞò ðáñáôßèåôáé óôïí ðßíáêá 3.1, üðïõ Í ï áñéèìüò ôùí
åðáíáëÞøåùí, xN ôï åêôéìþìåíï åëÜ÷éóôï êáé ∆ ôï Þìéóõ ôïõ åýñïõò ôïõ
ôåëéêïý äéáóôÞìáôïò áâåâáéüôçôáò.

\×ñõóÞ ÔïìÞ" ÐáñáâïëéêÞ ðáñåìâïëÞ
N xN ∆ N xN ∆
17 1.9824 0:0340 14 1.9960 0:0070
21 2.0007 0:0050 16 1.9995 0:0008
26 1.9999 0:0004 18 1.9999 0:0001
50 2.0000 10−8 27 2.0000 10−8

Ðßíáêáò 3.1: Áðüäïóç ôùí ìåèüäùí ôçò \×ñõóÞò ÔïìÞò" êáé ÐáñáâïëéêÞò
ðáñåìâïëÞò ãéá ôçí óõíÜñôçóç ôïõ ó÷Þìáôïò 3.3
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3.2 ÃñáììéêÞ ÁíáæÞôçóç
Ï åðáêñéâÞò åíôïðéóìüò ôïõ åëá÷ßóôïõ åßíáé õðïëïãéóôéêÜ äáðáíçñüò, üðùò
Üëëùóôå öáßíåôáé áðü ôá óôïé÷åßá ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïí ðßíáêá 3.1. Ãéá
ôéò áíÜãêåò ôçò ðïëõäéÜóôáôçò åëá÷éóôïðïßçóçò üìùò ï áêñéâÞò åíôïðéóìüò
ôïõ åëá÷ßóôïõ äåí åßíáé áíáãêáßïò. Ðáñüëá áõôÜ õðÜñ÷ïõí êÜðïéåò óõíèÞêåò
ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýíôáé áðü ôçí ìïíïäéÜóôáôç åëá÷éóôïðïßçóç þóôå ï
áëãüñéèìïò 3.0.1 íá åßíáé áðïôåëåóìáôéêüò. Ç äéáäéêáóßá ôïõ ðñïóåããéóôéêïý
åíôïðéóìïý ôïõ åëá÷ßóôïõ, ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ùò Üíù óõíèÞêåò ïíïìÜæåôáé
\ãñáììéêÞ áíáæÞôçóç" (ÃÁ).

Ç ÃÁ ðñÝðåé íá åîáóöáëßæåé âÞìáôá:

1. ÔÝôïéá þóôå íá ìåéþíåôáé óçìáíôéêÜ ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò.

2. ÐåðåñáóìÝíïõ (ìç áðåéñïóôïý) ìåãÝèïõò ãéá ôá÷åßá óýãêëéóç.

Ç ðñþôç áðáßôçóç åêöñÜæåôáé ìÝóù ôçò óõíèÞêçò Armijo [Arm66], ðïõ äéá-
ôõðþíåôáé ùò åîÞò:

f(x+ �s) ≤ f(x) + c1�sT∇f(x) (3.12)

üðïõ s öèßíïõóá êáôåýèõíóç óôï óçìåßï x, � ≥ 0 êáé c1 ∈ (0; 1). Ïé åðéôñåðôÝò
ôéìÝò ôïõ � åßíáé ìüíïí üóåò éêáíïðïéïýí ôçí (3.12), üðùò öáßíåôáé êáé óôï
ó÷Þìá 3.5.
Ç äåýôåñç áðáßôçóç åêöñÜæåôáé ìÝóù ôçò óõíèÞêçò Wolfe [Wol69]:

sT∇f(x+ �s) ≥ c2sT∇f(x) (3.13)

ìå c2 ∈ (c1; 1). Óôï ó÷Þìá 3.6 (óåëßäá 43), öáßíåôáé ï ôñüðïò ðïõ áðïöåýãï-
íôáé ïé ðïëý ìéêñÝò ôéìÝò ãéá ôï âÞìá �. Ç óõíèÞêç Wolfe äåí åßíáé ìïíáäéêÞ.
¸÷ïõí ðñïôáèåß åíáëëáêôéêÝò óõíèÞêåò ãéá ôçí éêáíïðïßçóç ôçò äåýôåñçò
áðáßôçóçò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç óõíèÞêç:

f(x+ �s) ≥ (1− c1)�sT∇f(x) (3.14)

ãíùóôÞ ùò óõíèÞêç Goldstein [Gol65]. Ç óõíèÞêç (3.14) áðïêëåßåé óå ðïëëÝò
ðåñéðôþóåéò êáé áõôü êáèåáõôü ôï åëÜ÷éóôï êáé ùò åê ôïýôïõ áðïöåýãåôáé
áðü ôéò ðåñéóóüôåñåò õëïðïéÞóåéò. Ç óõíèÞêç ðïõ áðïäßäåé êáëýôåñá óôçí
ðñÜîç êáé ðïõ èÝôåé Ýíá Üíù öñÜãìá ãéá ôï âÞìá �, åßíáé ç ôñïðïðïéçìÝíç
óõíèÞêç Wolfe:

|sT∇f(x+ �s)| ≤ c2|sT∇f(x)| (3.15)
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Ïé óõíèÞêåò (3.12, 3.15) åßíáé ãíùóôÝò ìå ôï üíïìá \Éó÷õñÝò óõíèÞêåò Wolfe"
Þ \Éó÷õñÝò óõíèÞêåò Wolfe-Powell", ïé äå óõíèÞêåò (3.12, 3.13), óå áíôéäéá-
óôïëÞ, \Áóèåíåßò óõíèÞêåò Wolfe" Þ \Áóèåíåßò óõíèÞêåò Wolfe-Powell".

3.2.1 Armijo êáé ïðéóèï÷þñçóç

Ãéá ìåèüäïõò ôýðïõ Newton (ðïõ èá ìåëåôçèïýí óå Üëëç åíüôçôá) ç åðéëïãÞ
� = 1, åßíáé óõ÷íÜ ç âÝëôéóôç. Ãéá áõôü ôï ëüãï áíôß íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç
óõíèÞêç Wolfe (3.13), ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìüíï ç óõíèÞêç Armijo (3.12) ìå ôçí
áíáæÞôçóç íá îåêéíÜ áðü ôçí ôéìÞ � = 1 êáé íá ìåéþíåôáé äéáäï÷éêÜ Ýùò üôïõ
éêáíïðïéçèåß ç óõíèÞêç Armijo.

Áëãüñéèìïò 3.2.1
ÌÝèïäïò ÃÁ ìå ïðéóèï÷þñçóç

1. Ôßèåíôáé � = 1; c1 ∈ (0; 1); � ∈ (0; 1)

2. ÅÜí f(x+ �s) ≤ f(x) + c1�sT∇f(x) ôüôå:
Ôåñìáôßæåôáé ç äéáäéêáóßá ìå �∗ = �
ÅéäÜëëùò:
Ôßèåôáé � = �� êáé åðáíáëáìâÜíåôáé ôï âÞìá 2.

Ìå ôïí ôñüðï áõôü åîáóöáëßæåôáé ç óçìáíôéêÞ ìåßùóç ôçò ôéìÞò ôçò óõíÜñôç-
óçò ìÝóù ôçò óõíèÞêçò Armijo, êáèþò êáé ôï ðåðåñáóìÝíï ôïõ âÞìáôïò ìÝóù
ôçò ïðéóèï÷þñçóçò.
Óôá âéâëßá ôïõ R. Fletcher [Fle95] êáé ôùí Dennis & Schnabel [DS96], õðÜñ-
÷ïõí ëåðôïìåñåßò ðåñéãñáöÝò áëãïñßèìùí ãéá ôçí ãñáììéêÞ áíáæÞôçóç.

3.3 ÐñïâëÞìáôá
1. ÄåäïìÝíïõ üôé ç óõíÜñôçóç f(x) ìå x ∈ R, åßíáé óõíå÷Þò, ðáñáãùãßóéìç

êáé ìïíüôñïðç óôï äéÜóôçìá [a; b]:

(a) Ó÷åäéÜóôå Ýíá äéÜãñáììá ñïÞò ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ìå ôçí ìÝ-
èïäï ôçò äé÷ïôüìçóçò.

(b) ÊáôáóêåõÜóôå ôçí áíôßóôïé÷ç õëïðïßçóç óå Fortran-77.

2. ÄåäïìÝíùí ôùí ðñïûðïèÝóåùí ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò:
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(a) Áíáðôýîôå ìéá ìÝèïäï \êõâéêÞò ðáñåìâïëÞò", êáô' áíáëïãßá ìå
ôçí ìÝèïäï ôçò \ðáñáâïëéêÞò ðáñåìâïëÞò", üðïõ ôï ðáñåìâÜëïí
ðïëõþíõìï p(x) åßíáé ôñßôïõ âáèìïý êáé éêáíïðïéåß:
p(a) = f(a); p′(a) = f ′(a); p(b) = f(b); p′(b) = f ′(b).

(b) Ó÷åäéÜóôå ôï äéÜãñáììá ñïÞò.

(c) ÊáôáóêåõÜóôå ôçí áíôßóôïé÷ç õëïðïßçóç óå Fortran-77.

3. Áðïäåßîôå üôé ïé áóèåíåßò Wolfe-Powell óõíèÞêåò, äåäïìÝíïõ üôé ç åõèåßá
f(x)+c1�sT∇f(x) ôÝìíåé ôçí f(x+�s) óôï � = �′, åããõþíôáé üôé åßíáé
õðáñêôü Ýíá äéÜóôçìá ôéìþí ðåðåñáóìÝíïõ åýñïõò ãéá ôï âÞìá �.

4. Áêïëïõèþíôáò ôï äéÜãñáììá ñïÞò ôïõ ó÷Þìáôïò 3.4, õëïðïéÞóôå ôïí
áëãüñéèìï ôçò ðáñáâïëéêÞò ðáñåìâïëÞò óå Fortran-77.
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f, a, b, η

r  =(51/2-1)/2
p  = 1-r
fa = f(a)
fb = f(b) a
x1 = a + p(b-a)
x2 = a + r(b-a)
f1 = f(x1)
f2 = f(x2)




f1 < f2
   ?

b  = x2
fb = f2
x2 = x1
f2 = f1
x1 = a + p(b-a)
f1 = f(x1)

a  = x1
fa = f1
x1 = x2
f1 = f2
x2 = a + r(b-a)
f2 = f(x2)

NAI OXI

 b-a < tol  
     ?

NAI OXI

x = 
a+b
2

b-a
2

+
-

Ó÷Þìá 3.1: ÄéÜãñáììá ñïÞò ãéá ôïí áëãüñéèìï ôçò \×ñõóÞò ÔïìÞò"
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program golden
implicit double precision (a-h,o-z)
tol = 1.d-2
r = 0.5d0*(sqrt(5.d0)-1.d0)
p =1.d0 - r
a= -4.d0
b= 27.d0
fa = f(a)
fb = f(b)
x2 = a + r*(b-a)
x1 = a + p*(b-a)
f1 = f(x1)
f2 = f(x2)
icount = 4

30 continue
write(*,90) a,b

90 format(2x,'[a , b] = [',e14.7,' , 'e14.7,' ]')
if (f1 .lt. f2 ) then

b = x2
fb = f2
x2 = x1
f2 = f1
x1 = a + p*(b-a)
f1 = f(x1)

else
a = x1
fa = f1
x1 = x2
f1 = f2
x2 = a + r*(b-a)
f2 = f(x2)

endif
icount = icount +1
if (b-a .le. tol ) then

write(*,91) (a+b)/2,(b-a)/2,icount
91 format(' Golden Section: ',t25,d21.14,' +/- ',d21.14,2x,i)

stop
endif
go to 30
end

Ó÷Þìá 3.2: Õëïðïßçóç ôïõ áëãïñßèìïõ ôçò \×ñõóÞò ÔïìÞò" óå Fortran-77
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function f(x)
implicit double precision (a-h,o-z)
f = (x**2-4*x+5)**2 +(x-2)**4
end

Ó÷Þìá 3.3: Õëïðïßçóç ôçò f(x) = (x2 − 4x+ 5)2 + (x− 2)4 óå Fortran-77
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a, b,  tol

fa=f(a), fb=f(b), h=(b-a)/2

fa < fb

xm=a+h

fm=f(xm)

fm > min{fa,fb}

xm=b-h

fm=f(xm)

fm > min{fa,fb}

h=h/2

b=xm

fb=fm

h=h/2

a=xm

fa=fm

'''

(a,fa), (xm,fm), (b,fb)

''

xs

fs=f(xs)

xm < xs

x1=xm, f1=fm

x2=xs, f2=fs

x1=xs, f1=fs

x2=xm, f2=fm

f1 < f2

b=x2, fb=f2

xm=x1, fm=f1

a=x1, fa=f1

xm=x2, fm=f2

'''

(a,fa), (xm,fx), (b,fb)

''

xs

xs-a > 2(b-xs)

xs=(a+2b)/3 b-xs > 2(xs-a)

xs=(2a+b)/3

fs=f(xs)

b-a < tol

x*= 



(b+a)  (b-a)+
-2 2

Ó÷Þìá 3.4: ÄéÜãñáììá ñïÞò ãéá ôïí áëãüñéèìï ôçò ôåôñáãùíéêÞò ðáñåìâïëÞò
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’ ’



Ó÷Þìá 3.5: ÃñáöéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò óõíèÞêçò Armijo (3.12)
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λ



-

Ó÷Þìá 3.6: ÃñáöéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò óõíèÞêçò Wolfe (3.13)
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ÊåöÜëáéï 4

Åëá÷éóôïðïßçóç ôåôñáãùíéêþí
óõíáñôÞóåùí

Ç åëá÷éóôïðïßçóç ôåôñáãùíéêþí óõíáñôÞóåùí åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ äéáäé-
êáóßá, äéüôé áðïôåëåß åíäéÜìåóï âÞìá ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ðïëõäéÜóôáôùí
ìç-ãñáììéêþí óõíáñôÞóåùí óôï ðëáßóéï ôùí ìåèüäùí \Ðåñéï÷þí Åìðéóôïóý-
íçò (ÐÅ)". Ïé ìÝèïäïé ÐÅ ðñïóåããßæïõí ôçí óõíÜñôçóç óôçí ðåñéï÷Þ åíüò
óçìåßïõ x, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò ðñþôïõò üñïõò ôïõ áíáðôýãìáôïò Taylor:

f(x+ h)− f(x) ≈ hT∇f(x) +
1

2
hT∇2f(x)h

Ç ðáñáðÜíù ðñïóÝããéóç åßíáé áêñéâÞò ìüíïí üôáí ôï âÞìá h áíÞêåé óå ìéÜ
ðåñéïñéóìÝíçò Ýêôáóçò ðåñéï÷Þ, ç ïðïßá áðïêáëåßôáé ðåñéï÷Þ åìðéóôïóýíçò.
ÐáñáèÝôïõìå ìéá åðáíÜëçøç åíüò ãåíéêïý áëãïñßèìïõ áõôïý ôïõ åßäïõò, ãéá
ôçí êáôáíüçóç ôçò ÷ñçóéìüôçôáò ôçò ðáñáðÜíù äéáäéêáóßáò.

Áëãüñéèìïò 4.0.1
ÃåíéêÞ äïìÞ åðáíÜëçøçò ìåèüäïõ ðåñéï÷Þò åìðéóôïóýíçò

1. ÄåäïìÝíùí ôïõ óçìåßïõ x(k) êáé ôçò ÐÅ Ωk:

2. ÊáôáóêåõÜæåôáé Ýíá ôåôñáãùíéêü ìïíôÝëï q(h) ≈ f(x(k) + h)− f(x(k))

3. Åíôïðßæåôáé ôï hk ∈ Ωk ðïõ åëá÷éóôïðïéåß ôï ìïíôÝëï q(h)

4. Ôßèåôáé x(k+1) = x(k) + hk

5. Áíáðñïóáñìüæåôáé ç ðåñéï÷Þ åìðéóôïóýíçò óå Ωk+1

45
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Óôï âÞìá 3 åëá÷éóôïðïéåßôáé ìéá ôåôñáãùíéêÞ óõíÜñôçóç õðü ôïí ðåñéïñé-
óìü: h ∈ Ωk. ÓõíÞèùò ï ðåñéïñéóìüò áõôüò äéáôõðþíåôáé ùò: ||h|| ≤ R êáé
áíôéóôïé÷åß óå ìéá óöáéñéêÞ ðåñéï÷Þ áêôßíáò R. Ôï ðñüâëçìá ðïõ ðñÝðåé íá
áíôéìåôùðéóèåß äéáôõðþíåôáé ùò åîÞò:

min
h
q(h) ≡ 1

2
hTBh+ gTh; õðü ôïí ðåñéïñéóìü: ||h|| ≤ R (4.1)

üðïõ ï ðßíáêáò Â åßíáé ôåôñáãùíéêüò n×n, óõììåôñéêüò êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò.
Ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ÷ùñßò ôïí ðåñéïñéóìü äßäåôáé áðü ôï âÞìá Newton:

hÍ = −B−1g (4.2)

ÅÜí ||hN || ≤ R, ôüôå ôï ðñüâëçìá Ý÷åé åðéëõèåß ìå h∗ = hN . ÅÜí ||hN || > R,
ôüôå ëýíïõìå ôï ðñüâëçìá ìå ôïí éóïôéêü ðåñéïñéóìü:

min
h
q(h) ≡ 1

2
hTBh+ gTh; õðü ôïí ðåñéïñéóìü: ||h|| = R (4.3)

Ôï ùò Üíù ðñüâëçìá (4.3), åðéäÝ÷åôáé åßôå áêñéâÞ åßôå ðñïóåããéóôéêÞ åðß-
ëõóç, ÷ùñßò íá åðçñåÜæåôáé éäéáßôåñá ç äéáäéêáóßá ôïõ áëãïñßèìïõ 4.0.1. Èá
ðåñéãñáöïýí ðáñáêÜôù êáé ïé äýï ðåñéðôþóåéò.

4.1 ÁêñéâÞò åðßëõóç
Ç óõíÞèçò áíôéìåôþðéóç åßíáé ìÝóù ôçò èåùñßáò ôùí ðïëëáðëáóéáóôþí ôïõ
Lagrange. Åäþ èá áêïëïõèÞóïõìå ìéá äéáäéêáóßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ìéá ìÝèïäï
ôéìùñßáò ìå áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç:

Q(h) = q(h) +
1

2
�(||h|| −R)2 (4.4)

Ðáñáãùãßæïíôáò êáé èÝôïíôáò ∇Q(h∗) = 0, Ý÷ïõìå:
(
B + �(1− R

||h∗||)
)
h∗ = −g (4.5)

Óôï üñéï üôáí � → ∞, ôüôå ||h∗|| → R, ïðüôå ôï ãéíüìåíï � ≡ �(1 − R
||h∗||)

åßíáé áüñéóôï. Ôï � äåí ìðïñåß íá åßíáé ìçäÝí, ãéáôß ôüôå ôï ðñïêýðôïí áðü
ôçí (4.5) h∗ = hN , äåí éêáíïðïéåß ôçí áðáßôçóç ||h∗|| = R. Åðßóçò � 6= ∞
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äéüôé ôüôå ||h∗|| = 0. Ôï � áíôéìåôùðßæåôáé ùò ðáñÜìåôñïò êáé ôï ðñüâëçìá
åðéäÝ÷åôáé ôçí ëýóç:

h∗(�) = − (B + �É)−1 g (4.6)

ôï äå � åðéëÝãåôáé Ýôóé þóôå íá éêáíïðïéåßôáé ï ðåñéïñéóìüò:

||h∗(�)|| = R; Þ éóïäõíÜìùò: gT (B + �I)−2g = R2 (4.7)

Ç ôåëåõôáßá åîßóùóç (4.7) ìðïñåß íá åðéëõèåß (ùò ðñïò �) ìå ðïëëïýò ôñüðïõò,
üðùò ð.÷. ìå ôçí ìÝèïäï Newton-Raphson. Óçìåéþóôå üôé óå êÜèå åðáíÜëçøç
ðñÝðåé íá åðéëýåôáé ôï ãñáììéêü óýóôçìá (B + �I)h∗(�) = −g, ãåãïíüò ðïõ
åðéâáñýíåé ôïí õðïëïãéóìü éäéáßôåñá üôáí ðñüêåéôáé ãéá ðñïâëÞìáôá ìåãÜëùí
äéáóôÜóåùí.

4.2 ÐñïóåããéóôéêÞ åðßëõóç
Ðáñáôçñþíôáò ôçí åîßóùóç (4.6) âëÝðïõìå üôé ãéá � → 0 ç ëýóç åßíáé óôçí
êáôåýèõíóç ôïõ âÞìáôïò Newton hÍ = −B−1g, ãéá äå � >> �max, üðïõ
�max ç ìåãßóôç éäéïôéìÞ ôïõ èåôéêÜ ïñéóìÝíïõ ðßíáêá Â, ç ëýóç åßíáé óôçí
êáôåýèõíóç ôçò êëßóçò g. Ãéá åíäéÜìåóåò ôéìÝò ôïõ � ç ëýóç ìðïñåß íá ðñï-
óåããéóôåß áðü Ýíá ãñáììéêü óõíäéáóìü ôùí äéáíõóìÜôùí hN êáé g. Ï Powell
ðñüôåéíå ôçí åîÞò äéáäéêáóßá. Ôï åëÜ÷éóôï ðÜíù óôçí äéåýèõíóç ôïõ −g åßíáé
ôï óçìåßï Cauchy êáé äßäåôáé áðü1:

hC = − gTg
gTBg

g (4.8)

Ç äéáäñïìÞ áðü ôï h = 0 óôï h = hC (h = 0 → hC) åßíáé ìïíïôüíùò
öèßíïõóá, äéüôé ôï óçìåßï Cauchy åßíáé åëÜ÷éóôï. Ç äéáäñïìÞ h = hC → hN
áðïäåéêíýåôáé üôé åßíáé åðßóçò ìïíïôüíùò öèßíïõóá. Ôï óçìåßï ðïõ ç äéáäñïìÞ
h = 0 → hC → hN ôÝìíåé ôçí óöáßñá áêôßíáò R, ïíïìÜæåôáé óçìåßï êõíüðïõò
Þ Dogleg êáôÜ Powell. Ç ùò Üíù ðáñåìâïëÞ åðéäåéêíýåôáé óôï ó÷Þìá 4.1 ãéá
ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ||hC || ≤ R. ÅÜí ||hC || > R, ôüôå äéáëÝãïõìå ôï óçìåßï

hg = − R
||g||g, ðïõ ç äéáäñïìÞ h = 0 → hC ôÝìíåé ôçí óöáßñá.

ÅÜí ||hC || ≤ R, ôüôå ôï äéÜíõóìá \êõíüðïõò" ãñÜöåôáé ùò:

hd(�) = hC + �(hN − hC); � ∈ (0; 1) (4.9)
1Ôïýôï óõíÜãåôáé åýêïëá åÜí èÝóïõìå h = −�g êáé åëá÷éóôïðïéÞóïõìå ôï ìïíôÝëï

q(h) = q(−�g) ùò ðñïò �.
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Newton

Cauchy

Dog-leg

0

h
N

h
C

Ó÷Þìá 4.1: Ç ðñïóÝããéóç \êõíüðïõò"(Dogleg) ôïõ Powell

êáé ôï � äéáëÝãåôáé Ýôóé þóôå íá éêáíïðïéåßôáé ç ||hd(�)|| = R, ç ïðïßá ïäçãåß
óå ìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñïõ âáèìïý. Åê ôùí äýï ñéæþí åðéëÝãåôáé ç
èåôéêÞ, ç ïðïßá åßíáé ìïíáäéêÞ êáé ßóç ðñïò:

� =

√
[hTC(hN − hC)]

2
+ ||hN − hC ||2 [R2 − ||hC ||2]− hTC(hN − hC)

||hN − hC ||2 (4.10)

Ç ðñïóåããéóôéêÞ áíôéìåôþðéóç Ý÷åé ðïëý ìéêñüôåñï õðïëïãéóôéêü êüóôïò êáé
óå ðñïâëÞìáôá ìåãÜëçò äéÜóôáóçò åßíáé ùò åê ôïýôïõ ðñïôéìçôÝá.
Ïé ðåñéï÷Ýò åìðéóôïóýíçò äýíáíôáé íá Ý÷ïõí ïðïéïäÞðïôå ãåùìåôñéêü ó÷Þìá.
Ôï óöáéñéêü ó÷Þìá ðñïôéìÜôáé ëüãù ôçò áðëüôçôáò ôçò ðåñéãñáöÞò ôïõ áðü
ìßá êáé ìüíï ðáñÜìåôñï, ôçí áêôßíá R. Åëëåéøïåéäåßò êáé ïñèïãþíéåò ðåñéï÷Ýò
óå áíôéäéáóôïëÞ, ðåñéãñÜöïíôáé áðü n êáé 2× n ðáñáìÝôñïõò áíôßóôïé÷á.

4.3 ÐñïâëÞìáôá
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ÌÝèïäïé åëá÷éóôïðïßçóçò

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï èá áíáðôõ÷èïýí ïé áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìï-
ðïéïýíôáé ãéá ôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí åëá÷éóôïðïßçóçò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò.
Ïé ìÝèïäïé áíÜëïãá ìå ôçí ðëçñïöïñßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí êáôáôÜóóïíôáé
óôéò åîÞò êáôçãïñßåò.

• ÌÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ìüíï ôéìÝò ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò.
ÓõíÞèùò áíáöÝñïíôáé ùò "Üìåóåò ìÝèïäïé" (direct methods).

• ÌÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ôéìÝò ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò êáé
ôùí ðñþôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ôçò (ôï äéÜíõóìá êëßóçò).

• ÌÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ôéìÝò ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò, ôùí
ðñþôùí êáé åðßóçò ôùí äåýôåñùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ôçò (ôïí Åóóéáíü
ðßíáêá).

Ïé Üìåóåò ìÝèïäïé ðñïôéìïýíôáé ãéá óõíáñôÞóåéò ãéá ôéò ïðïßåò ïé ðáñÜãùãïé
äåí õðÜñ÷ïõí Þ åßíáé áóõíå÷åßò; åðßóçò üôáí äåí õðÜñ÷åé êùäéêïðïßçóç ðáñÜ
ìüíï ãéá ôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç, üðùò óõíÞèùò óõìâáßíåé óå ðñïâëÞ-
ìáôá ðñïåñ÷üìåíá áðü âéïìç÷áíéêÝò åöáñìïãÝò. Åí ãÝíåé ïé Üìåóåò ìÝèïäïé,
üôáí åöáñìüæïíôáé óå áíôéêåéìåíéêÝò óõíáñôÞóåéò ìå óõíå÷åßò ðáñáãþãïõò,
õðïëåßðïíôáé óå áðüäïóç ôùí Üëëùí.
Ïé ìÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ôçí êëßóç åßíáé ßóùò ïé ðëÝïí äéáäåäïìÝíåò. Ç
áðüäïóç êÜðïéùí åî áõôþí åßíáé åîáéñåôéêÞ êáé åðßóçò áðïöåýãïõí ôïí ÷ñï-
íïâüñï õðïëïãéóìü ôïõ ðßíáêá ôùí äåõôÝñùí ðáñáãþãùí.
Óå ðåñéðôþóåéò ðïõ ï Åóóéáíüò ðßíáêáò (Hessian) åßíáé äéáèÝóéìïò Þ äåí åß-
íáé ÷ñïíïâüñïò ï õðïëïãéóìüò ôïõ, ôüôå ðñïôéìçôÝá åßíáé ç ôñßôç êáôçãïñßá
ìåèüäùí.
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5.1 ¢ìåóåò ìÝèïäïé
Óôçí êáôçãïñßá áõôÞ åìðßðôïõí ìåôáîý Üëëùí ç ìÝèïäïò ôïõ "ðïëõôüðïõ"
ãíùóôÞ êáé ùò "ìÝèïäïò Simplex"1, ìÝèïäïé áíáæÞôçóçò ß÷íïõò (pattern
search) êáé óôï÷áóôéêÝò ìÝèïäïé Þ ìÝèïäïé ôõ÷áßáò áíáæÞôçóçò.

5.2 ÌÝèïäïé âáóéóìÝíåò óôï äéÜíõóìá êëßóçò
Óôçí êáôçãïñßá áõôÞ åìðßðôïõí ïé ìÝèïäïé ôçò "ïîýôáôçò ðôþóçò" (steep-
est descent), ôùí óõæõãþí êëßóåùí (conjugate gradients) êáé ôùí ìåèüäùí
"ìåôáâëçôÞò ìåôñéêÞò" (variable metric) ãíùóôÝò êáé ùò ìÝèïäïé "÷ïñäÞò"
(secant methods) Þ êáé ùò "Quasi Íewton"

5.2.1 Ç ìÝèïäïò ôçò ïîýôáôçò ðôþóçò
Ç ìÝèïäïò áõôÞ ãíùóôÞ êáé ùò "ç ìÝèïäïò ôçò êëßóçò", åßíáé ßóùò ç ðá-
ëáéüôåñç ìÝèïäïò âåëôéóôïðïßçóçò áõôÞò ôçò êáôçãïñßáò. Åðßóçò ëüãù ôçò
áðëüôçôáò ôçò õëïðïßçóÞò ôçò Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß åõñýôáôá ðáñüôé äåí åß-
íáé ìÝèïäïò õøçëÞò áðïôåëåóìáôéêüôçôáò. Ç ìÝèïäïò åßíáé åðáíáëçðôéêÞ êáé
åöáñìüæåé óå êÜèå âÞìá ôçí ôå÷íéêÞ ôçò ãñáììéêÞò áíáæÞôçóçò (ôçò ðáñá-
ãñÜöïõ 3.2) óôá ðëáßóéá ôïõ áëãïñßèìïõ 3.0.1. Ç öèßíïõóá êáôåýèõíóç ðïõ
åðéëÝãåôáé áðü ôçí ìÝèïäï óôï äåýôåñï âÞìá ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé:

s(k) = −∇f(x(k)) = −g(x(k)) (5.1)

ÊáôÜ óõíÝðåéá ôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá ðïõ åðéëÝãïíôáé áðü ôçí ìÝèïäï ôçò "ïîý-
ôáôçò ðôþóçò" äßäïíôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

x(k+1) = x(k) − �g(x(k)) (5.2)

ôï äå � êáèïñßæåôáé áðü ôçí ãñáììéêÞ áíáæÞôçóç.
Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ç áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé ôåôñáãùíéêÞ, ïé
éäéüôçôåò óýãêëéóçò ôçò ìåèüäïõ ìðïñïýí íá ìåëåôçèïýí áíáëõôéêÜ. ×Üñéí
áðëüôçôáò êáé ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò èá èåùñÞóïõìå ôçí óõíÜñôçóç:

f(x) =
1

2
xTQx ìå êëßóç: ∇f(x) ≡ g(x) = Qx (5.3)

1Ðñüêåéôáé ãéá äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï áðü ôçí Simplex ôïõ ãñáììéêïý ðñïãñáììáôéóìïý
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ç ïðïßá Ý÷åé åëÜ÷éóôï óôï x = 0. (O ðßíáêáò Q åßíáé óõììåôñéêüò êáé
èåôéêÜ ïñéóìÝíïò). ×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò óõíôïìïãñáößåò f (k) = f(x(k)) êáé
g(k) = g(x(k)) åßíáé ó÷åôéêÜ åýêïëï íá áðïäåé÷èåß üôé:

f (k+1) =

[
1− (g(k)T g(k))2

(g(k)TQg(k))(g(k)TQ−1g(k))

]
f (k) (5.4)

H ðïóüôçôá åíôüò ôùí áãêõëþí, üðùò ðñïêýðôåé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóü-
ôçôá ôïõ Kantorovich, öñÜóóåôáé Üíùèåí áðü ôçí ðáñÜóôáóç:

c =

(
qn − q1
qn + q1

)2

(5.5)

üðïõ qn; q1 ç ìÝãéóôç êáé ç åëÜ÷éóôç éäéïôéìÞ ôïõ Q.
Åßíáé ðñïöáíÝò üôé c < 1 êáé Ýôóé ç áêïëïõèßá f (n) óõãêëßíåé q-ãñáììéêÜ óôï
ìçäÝí. ÅðåéäÞ äå ï ðßíáêáò Q åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, ôï üñéï áõôü åðéôõã÷Ü-
íåôáé ìüíïí üôáí ôï x(n) → 0.

Áíéóüôçôá Kantorovich

ÅÜí ï ðßíáêáòQ, åßíáé óõììåôñéêüò êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, ìå éäéïôéìÝò q1; q2; · · · ; qn
äéáôåôáãìÝíåò êáô´áýîïõóá óåéñÜ, êáé y ∈ Rn éó÷ýåé üôé:

yTQy
yTy

yTQ−1y
yTy

≤ (qn + q1)2

4qnq1
(5.6)

Áðüäåéîç
Ï ðßíáêáò Q äéáãùíïðïéåßôáé ùò Q = STDS üðïõ S ïñèïãþíéïò ðßíáêáò
(STS = SST = I), êáé D äéáãþíéïò ìå óôïé÷åßá q1; q2; : : : ; qn. Ïñßæïíôáò ôï
ìïíáäéáßï äéÜíõóìá p = Sy=

√
yTy, ôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò (5.6) ãñÜöåôáé ùò:

(pTDp)(pTD−1p) = (
n∑

k=1

qkp2
k)(

n∑

k=1

p2
k

qk
) (5.7)

ÅðåéäÞ q1 > 0, óõíåðåßá ôïõ üôé ï Q åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, éó÷ýåé üôé:
(qk − q1)(qk − qn) ≤ 0; ∀k ∈ 1; 2; · · · ; n êáé óõíåðÜãåôáé üôé

n∑

k=1

qkp2
k + q1qn

n∑

k=1

p2
k

qk
≤ (q1 + qn)

n∑

k=1

p2
k = q1 + qn
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Ôåôñáãùíßæïíôáò áìöüôåñá ôá ìÝëç êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ôåôñéììÝíç áíé-
óüôçôá a2 + b2 ≥ 2ab, êáôáëÞãïõìå óôï áðïôÝëåóìá ôçò (5.6).
Ðáñáôçñþíôáò ôï öñÜãìá (5.5), óõìðåñáßíïõìå üôé ãéá ðñïâëÞìáôá üðïõ
q1 ≈ qn êáé Üñá c ≈ 0, ç óýãêëéóç åßíáé ôá÷åßá. ¼ôáí üìùò qn >> q1, ðïõ
åßíáé êáé ç ðëÝïí óõ÷íÞ ðåñßðôùóç, ôüôå c ≈ 1, êáé ç óýãêëéóç åßíáé ðïëý
áñãÞ. Óõíåðþò ç ìÝèïäïò ôçò "ïîýôáôçò ðôþóçò" äåí åßíáé êáôÜëëçëç ãéá
ãåíéêÞ ÷ñÞóç êáé üðùò ðñÜãìáôé èá äïýìå õðÜñ÷ïõí Üëëåò ìÝèïäïé ìå ðïëý
êáëëßôåñåò éäéüôçôåò óýãêëéóçò.

5.3 ÐñïâëÞìáôá



ÊåöÜëáéï 6

Ôå÷íéêÝò ëåðôïìÝñåéåò

6.1 ÐñïóÝããéóç ðáñáãþãùí
Ïé áëãüñéèìïé âåëôéóôïðïßçóçò ãéá óõíáñôÞóåéò óõíå÷åßò êáé ðáñáãùãßóé-
ìåò, óôçí ðëåéïøçößá ôïõò ÷ñçóéìïðïéïýí ðñþôåò Þ êáé äåýôåñåò ðáñáãþãïõò.
¼ôáí äåí õðÜñ÷ïõí äéáèÝóéìåò ïé áíôßóôïé÷åò áíáëõôéêÝò åêöñÜóåéò, ôüôå
åßíáé äõíáôüí íá åêôéìçèïýí áñéèìçôéêÜ. Ç áñéèìçôéêÞ ðñïóÝããéóç ôùí ðáñá-
ãþãùí âáóßæåôáé óôçí áíÜðôõîç Taylor:

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x) + · · ·+ hn

n!
f (n)(x) + : : : (6.1)

êáé óôï èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò:

f(x+h) = f(x)+
n−1∑

k=1

hk

k!
f (k)(x)+

hn

n!
f (n)(�); ãéá êÜðïéï � ∈ (x; x+h) (6.2)

ÄéÜöïñåò åêöñÜóåéò ðñïêýðôïõí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå åíáëëáêôéêÝò ðñïóåã-
ãßóåéò. Áðåõèåßáò Ý÷ïõìå:

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
+O(h): (6.3)

Åðßóçò, åÜí óôçí (6.1) èÝóïõìå üðïõ h ôï −h êáé áöáéñÝóïõìå êáôÜ ìÝëç ôéò
äýï åêöñÜóåéò, ðñïêýðôåé:

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
+O(h2): (6.4)

53
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ÅÜí äå ôéò ðñïóèÝóïõìå êáôÜ ìÝëç, Ý÷ïõìå ìéá ðñïóÝããéóç ãéá ôçí äåýôåñç
ðáñÜãùãï:

f ′′(x) =
f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
+O(h2): (6.5)

Ôï óöÜëìá ôçò ðñïóÝããéóçò (6.3), ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí èåþñçóç ùò áìå-
ëçôÝùí ôùí üñùí õøçëüôåñçò ôÜîçò ôçò áíÜðôõîçò Taylor, åßíáé áíÜëïãï ôïõ
âÞìáôïò h, êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (6.2), äßäåôáé áðü ôçí

Ýêöñáóç �T =
h
2
f ′′(�).

¸íá Üëëï óöÜëìá åßíáé áõôü ðïõ ãßíåôáé êáôÜ ôïí õðïëïãéóìü ôçò f(x). ÅÜí
äçëáäÞ ç ðñáãìáôéêÞ (áêñéâÞò) ôéìÞ åßíáé ~f(x) êáé ç õðïëïãéæüìåíç ôéìÞ åßíáé

ç f(x) = ~f(x) + �c ôüôå ôï óöÜëìá õðïëïãéóìïý óôçí (6.3) åßíáé
2�c
h

ôï äå
óõíïëéêü óöÜëìá äßäåôáé áðü ôï Üèñïéóìá:

2�c
h

+
h|f ′′(�)|

2
(6.6)

Ôï âÞìá ðïõ åëá÷éóôïðïéåß ôï óõíïëéêü ëÜèïò (6.6) åßíáé ôï ðëÝïí êáôÜëëçëï

êáé äßäåôáé áðü: h∗ = 2

√
�c

|f ′′(�)| :
ÐåñáéôÝñù õðïèÝóåéò åßíáé áðáñáßôçôåò ãéá ôçí åêôßìçóç ôïõ âÞìáôïò h∗. Åé-
óÜãïõìå ôï ó÷åôéêü óöÜëìá:

�r =
�c

|f(x)| ; ∀f(x) 6= 0

êáé èåùñïýìå üôé f ′′(�) ≈ f ′′(x). Åðßóçò ðñïóåããßæïõìå óå ìéá ðïëý ìéêñÞ
ãåéôïíéÜ ôïõ x ôçí f(x) = axk; ìå k ≥ 2. Ìå ôéò ðáñáðÜíù õðïèÝóåéò
Ý÷ïõìå:

h∗ = 2

√
x2�r

k(k − 1)
≈ |x|√�r (6.7)

Ôï ó÷åôéêü óöÜëìá (åëëåßøåé Üëëçò ðëçñïöïñßáò) ìðïñåß íá ôåèåß ßóï ìå ôçí
áêñßâåéá ôçò ìç÷áíÞò �. ÓõíÞèùò ôï âÞìá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìå ôçí ðñïóÝã-
ãéóç (6.3) õðïëïãßæåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç h∗ = max{1; |x|}√�, ç ïðïßá ëáìâÜíåé
õðüøç êáé ôçí ðåñßðôùóç x = 0.
Ðáñüìïéá áíÜëõóç ãéá ôéò ðñïóåããßóåéò (6.4) êáé (6.5) êáôáëÞãïõí áíôéóôïß-
÷ùò óôá âÞìáôá h∗ = max{1; |x|}�1=3 êáé h∗ = max{1; |x|}�1=4.
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6.2 Ðáñáãïíôïðïßçóç ðéíÜêùí
Ç áíÜëõóç åíüò ðßíáêá óå ðáñÜãïíôåò åßíáé ÷ñÞóéìç óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò,
üðùò ð.÷. óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí áëëÜ êáé óôéò ìåèüäïõò âåëôé-
óôïðïßçóçò. Åäþ èá áó÷ïëçèïýìå ìå äýï ó÷Þìáôá. Ôçí ðáñáãïíôïðïßçóç
óõììåôñéêþí èåôéêÜ ïñéóìÝíùí ðéíÜêùí êáôÜ Cholesky (LLT êáé LDLT ) êáé
ôçí ðáñáãïíôïðïßçóç QR.

6.2.1 ÁíÜëõóç Cholesky

¸óôù Ýíáò óõììåôñéêüò èåôéêÜ ïñéóìÝíïò n× n ðßíáêáò A. Ç áíÜëõóç:

A = LLT (6.8)

üðïõ L êÜôù ôñéãùíéêüò ðßíáêáò, êáé åðßóçò ç áíÜëõóç:

A = LDLT (6.9)

üðïõ L êÜôù ôñéãùíéêüò ðßíáêáò ìå ìïíÜäåò óôçí äéáãþíéï, êáé D äéáãþíéïò,
ïíïìÜæïíôáé áíáëýóåéò Cholesky LLT êáé LDLT áíôßóôïé÷á. Ï õðïëïãéóìüò
ôùí ðáñáãüíôùí LLT ôçò ðåñßðôùóçò (6.8) ãßíåôáé ìå áðåõèåßáò åîßóùóç ôùí
óôïé÷åßùí ôïõ ãéíïìÝíïõ LLT ìå ôá áíôßóôïé÷á ôïõ ðßíáêá Á êáé ðåñéãñÜöåôáé
áðü ôïí ðáñáêÜôù áëãüñéèìï.

Áëãüñéèìïò 6.2.1
1. L2

11 = A11

∀j = 2; · · · ; n
Lj1 =

Aj1
L11

ÔÝëïò åðáíÜëçøçò j

2. ∀i = 2; · · · ; n
L2
ii = Aii −

i−1∑

k=1

L2
ik

∀j = i+ 1; · · · ; n
Lji =

Aji −
∑i−1

k=1 LjkLik
Lii

ÔÝëïò åðáíÜëçøçò j
ÔÝëïò åðáíÜëçøçò i
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Áíôßóôïé÷á ðáñáôßèåôáé ï áëãüñéèìïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí LDLT ðáñá-
ãüíôùí ôçò ðåñßðôùóçò (6.9):

Áëãüñéèìïò 6.2.2
1. D11 = A11

∀j = 2; · · · ; n
Lj1 =

Aj1
D11

ÔÝëïò åðáíÜëçøçò j

2. ∀i = 2; · · · ; n
Dii = Aii −

i−1∑

k=1

DkkL2
ik

∀j = i+ 1; · · · ; n
Lji =

Aji −
∑i−1

k=1DkkLjkLik
Dii

ÔÝëïò åðáíÜëçøçò j
ÔÝëïò åðáíÜëçøçò i

Êáé ïé äýï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïé åêôåëïýí ðñÜîåéò ôçò ôÜîåùò O(n3). H éäéáß-
ôåñç (êáé ÷ñÞóéìç) ìïñöÞ ðßíáêá Aij = �ij + vivj Þ áëëïéþò A = I + vvT ,
ìðïñåß íá áíáëõèåß êáôÜ Cholesky ìüíï óå O(n2) ðñÜîåéò. Ãéá ôçí ùò Üíù
ìïñöÞ ïé ðáñÜãïíôåò L õðïëïãßæïíôáé ùò åîÞò:

Áëãüñéèìïò 6.2.3
Π0 = 1
∀i = 1; 2; · · · ; n

L2
ii = 1 +

v2
i

Π2
i−1

Πi = Πi−1Lii
∀j = 1; 2; · · · ; i− 1

Lij =
vivj

Π2
i−1Lii

ÔÝëïò åðáíÜëçøçò j
ÔÝëïò åðáíÜëçøçò i

Ç ðáñáðÜíù ôå÷íéêÞ âñßóêåé åöáñìïãÞ óôçí âåëôéóôïðïßçóç óôéò ìåèüäïõò
\Quasi{Newton" üðïõ ç ðñïóÝããéóç ôïõ Åóóéáíïý ðßíáêá (ðïõ äéáôçñåßôáé
ùò ãéíüìåíï LLT ) åíçìåñþíåôáé ìå ôçí ðñüóèåóç åíüò ðßíáêá âáèìïý 1, üðùò
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åßíáé ï ðßíáêáò vvT . ÅÜí ëïéðüí H ′ = H + vvT êáé H = LLT , ôüôå åÜí ï
ðßíáêáò H ′ ãñáöôåß ùò H ′ = L′L′T , Ý÷ïõìå:

L′L′T = LLT + vvT = L(I + wwT )LT üðïõ Lw = v

Óôçí óõíÝ÷åéá áíáëýåôáé ï I + wwT = L′′L′′T , êáé ðñïêýðôåé üôé L′ = LL′′.

6.2.2 Ðáñáãïíôïðïßçóç QR
Ç ðáñáãïíôïðïßçóç åíüò ôåôñáãùíéêïý n× n ðßíáêá Á ùò:

A = QR (6.10)

üðïõ Q ïñèïãþíéïò êáé R ðÜíù ôñéãùíéêüò, ÷ñçóéìïðïéåßôáé óå ðïëëÝò ðå-
ñéðôþóåéò, üðùò ð.÷. óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí, äéáãùíïðïßçóç
ðéíÜêùí êëð. Ç áíÜëõóç óå ðáñÜãïíôåò QR õëïðïéåßôáé ìå äéÜöïñåò ôå÷íé-
êÝò, üðùò ìå ïñèïêáíïíéêïðïßçóç êáôÜ Gram-Schmidt, ìå óôñïöÝò Jacobi-
Givens êáé ìå ôçí ìÝèïäï ôùí ïñèïãþíéùí ðéíÜêùí ôïõ Householder ôçí ïðïßá
êáé èá ðåñéãñÜøïõìå åí óõíôïìßá.
Ïé ðßíáêåò Householder Ý÷ïõí ôçí ìïñöÞ:

H(u) = I − 2uuT

uTu
(6.11)

üðïõ u ∈ R(n) êáé ||u|| 6= 0. Ðáñáôçñåßóôå üôé H(u)HT (u) = I, äçëáäÞ ï
ðßíáêáò H(u) åßíáé ïñèïãþíéïò êáé üôé äåí åîáñôÜôáé áðü ôï ìÝôñï ôïõ u,
áëëÜ ìüíï áðü ôçí êáôåýèõíóÞ ôïõ, äçëáäÞ éó÷ýåé üôé:

H(�u) = H(u);∀ � 6= 0; � ∈ R (6.12)

ÅðåéäÞ ï H(u) åßíáé ïñèïãþíéïò áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé ||H(u)a|| = ||a||.
¸íá êáßñéï åñþôçìá åßíáé åÜí äýï áíýóìáôá a êáé b ìå ||a|| = ||b||, åßíáé
äõíáôüí íá óõó÷åôéóèïýí ìå Ýíáí ìåôáó÷çìáôéóìü Householder H(u)a = b,
êáé åÜí íáé ðïéï åßíáé ôï êáôÜëëçëï Üíõóìá u. ¸÷ïõìå:

(I − 2uuT

uTu
)a = b; êáé óõíåðþò: u = (a− b)

uTu
2uTa

Óõíåðåßá ôçò éäéüôçôïò (6.12), u = a−b, ðïõ åýêïëá ìðïñåß êáíåßò íá ôï åðéâå-
âáéþóåé ëáìâÜíïíôáò õðüøéí üôé ||a|| = ||b||. Ìéá ÷ñÞóéìç éäéáßôåñç ðåñßðôùóç
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åßíáé üôáí Ý÷ïõìå b = re1, üðïõ e1 ôï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá (1; 0; : : : ; 0)T , êáé
r = ±||a|| þóôå íá éó÷ýåé ||a|| = ||b||. Ôï êáôÜëëçëï Householder Üíõóìá
åßíáé u = a− b = a− re1 êáé ï áíôßóôïé÷ïò ðßíáêáò ôïõ Householder åßíáé:

Ç(a− re1) = É − 2
(a− re1)(a− re1)

T

(a− re1)T (a− re1)
(6.13)

Èåùñåßóôå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôùí ðéíÜêùí: H1A, üðïõ Aij = a(j)
i , äç-

ëáäÞ A = [a(1); a(2); : : : ; a(n)] êáé H1 ï Householder ðßíáêáò ðïõ ðáñÜãå-
ôáé áðü ôï Üíõóìá u = a(1) − re1. Ç ðñþôç óôÞëç ôïõ ãéíïìÝíïõ éóïýôáé
ìå H1a(1) = ±||a(1)||e1, ïé äå õðüëïéðåò ìåôáó÷çìáôßæïíôáé âÜóåé ôïõ ðïë-
ëáðëáóéáóìïý ÷ùñßò êÜðïéá éäéáßôåñç äïìÞ. Åöáñìüæïõìå ôçí ßäéá ôáêôéêÞ
óôïí (n− 1)× (n− 1) êÜôù äåîéÜ õðïðßíáêá ôïõ Ç1Á êáé Ý÷ïõìå ôïí íÝï

(n− 1)× (n− 1) ðßíáêá Householder Ýóôù H̄2. Ï ðßíáêáò H2 =

[
1 0
0 H̄2

]

åßíáé ðßíáêáò Householder êáé ï ðßíáêáò Ç2Ç1Á Ý÷åé ìçäåíéêÜ êÜôù áðü ôçí
äéáãþíéï óôéò ðñþôåò äýï óôÞëåò. Ç äéáäéêáóßá áõôÞ óõíå÷ßæåôáé êáé ôåëéêÜ
ï ðßíáêáò Hn−1 : : : H2H1A åßíáé ðÜíù ôñéãùíéêüò. Ôï ãéíüìåíï ôùí ðéíÜêùí
Hn−1 : : : H2H1 åßíáé Ýíáò ïñèïãþíéïò ðßíáêáò, Ýóôù QT , ïðüôå Ý÷ïõìå üôé
QTA = R êáé ç ðáñáãïíôïðïßçóç A = QR Ý÷åé ðñáãìáôïðïéçèåß.
Ìßá éäéáßôåñç ìïñöÞ ðßíáêá åßíáé ç R + wuT , üðïõ R Üíù ôñéãùíéêüò êáé
w; u ∈ R(n). Ç ðáñáãïíôïðïßçóÞ ôïõ ãßíåôáé ìå O(n2) ðñÜîåéò, óçìáíôéêÜ
ëéãüôåñåò áðü ôéò O(n3) ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ðßíáêåò ÷ùñßò êÜðïéá åéäéêÞ
äïìÞ. ÔÝôïéïõ åßäïõò ðßíáêåò ðñïêýðôïõí êáôÜ ôçí åíçìÝñùóç ôïõ Åóóéá-
íïý ðßíáêá ðïõ äéáôçñåßôáé óå ðáñÜãïíôåò QR óôéò ìåèüäïõò Quasi{Newton.
Q′R′ = QR+uuT = Q(R+wuT ) , üðïõ w = QTu. Ç áíÜëõóç ãßíåôáé ìå äéá-
äï÷éêÝò åðßðåäåò óôñïöÝò (óôñïöÝò óôïí ÷þñï äýï äéáóôÜóåùí). Ï ðßíáêáò
óôñïöÞò óôïí äéóäéÜóôáôï ÷þñï êáèïñßæåôáé áðü ìéá ðáñÜìåôñï, ôçí ãùíßá
óôñïöÞò �, êáé äßäåôáé áðü:

S(�) ≡
(
cos(�) −sin(�)
sin(�) cos(�)

)
(6.14)

Óôïí ÷þñï ôùí n äéáóôÜóåùí, ç åðßðåäç óôñïöÞ åßíáé óôñïöÞ ðïõ åðçñåÜ-
æåé ìüíï äýï Üîïíåò Ýóôù ôïõò i êáé j. Ï áíôßóôïé÷ïò ðßíáêáò óôñïöÞò
S(i;j)(�)kl äéáöÝñåé áðü ôïí ðßíáêá ìïíÜäá �kl, ìüíï óôá åîÞò ôÝóóåñá óôïé-
÷åßá ìå äåßêôåò (k; l) = (i; i); (i; j); (j; i); (j; j). Ôá ôÝóóåñá áõôÜ óôïé÷åßá
ðáßñíïõí áíôßóôïé÷á ôéò ôéìÝò cos(�); −sin(�); sin(�); cos(�). Ðáñáôç-
ñïýìå üôé ST (�) = S(−�) = S−1(�) êáé ST (�)S(�) = I, äçëáäÞ ï ðßíá-
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êáò óôñïöÞò åßíáé ïñèïãþíéïò. ¸óôù Ýíá äéÜíõóìá óôïí ÷þñï ôùí äýï äéá-
óôÜóåùí uT = (u1:u2). ÕðÜñ÷åé ðÜíôá Ýíáò ðßíáêáò óôñïöÞò S(�) ôÝôïéïò

þóôå: S(�)

(
u1

u2

)
=

(
v1

0

)
üðïõ v1 = ±||u||. ÄçëáäÞ ìå ìéá êáôÜë-

ëçëç óôñïöÞ ìðïñïýìå íá ìçäåíßóïõìå ôçí ìßá áðü ôéò äýï óõíéóôþóåò. Óôïí
÷þñï ôùí n äéáóôÜóåùí, ç åðßðåäïò óôñïöÞ ðïõ ÷áñáêôçñßæåôáé áðü ôéò êáôåõ-
èýíóåéò i − 1 êáé i, óõìâïëßæåôáé ùò: S(i−1;i)(�). Ãéá êÜèå äéÜíõóìá w ∈ Rn

õðÜñ÷åé êáôÜëëçëç ãùíßá �i ôÝôïéá þóôå ôï äéÜíõóìá S(i−1;i)(�i)w íá Ý÷åé
ìçäåíéêÞ ôçí iïóôÞ óõíéóôþóá. Ç åöáñìïãÞ (n − 1) äéáäï÷éêþí óôñïöþí
S(1;2)(�2) · · ·S(n−2;n−1)(�n−1)S(n−1;n)(�n) ìå êáôÜëëçëåò ãùíßåò �2; · · · ; �n,
ìðïñåß íá ìçäåíßóåé ôéò óõíéóôþóåò n; n−1; · · · ; 3; 2 åíüò äéáíýóìáôïò w ∈ Rn.
Ç åöáñìïãÞ áõôÞò ôçò óôñïöÞò óôïí ðßíáêá R+wuT ìåôáôñÝðåé ôïí ìåí üñï
wuT óå Ýíáí ðßíáêá ìå üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ ìçäåíéêÜ åêôüò áõôþí ôçò ðñþ-
ôçò ãñáììÞò, ôïí äå ðßíáêá R óå Ýíáí ðßíáêá Üíù Hessenberg, äçëáäÞ Ýíá
ðÜíù ôñéãùíéêü ðßíáêá ìå åðéðëÝïí ìç ìçäåíéêÜ óôïé÷åßá óôçí ðñþôç äåõ-
ôåñåýïõóá äéáãþíéï êÜôùèåí ôçò êõñßáò äéáãùíßïõ. Ôï Üèñïéóìá ôùí äýï
üñùí ðáñáìÝíåé íá åßíáé ðßíáêáò Üíù Hessenberg. Óôçí óõíÝ÷åéá åöáñìü-
æïõìå åðéðëÝïí åðßðåäåò óôñïöÝò Ýôóé þóôå íá ìçäåíßóïõìå ôá óôïé÷åßá ôçò
äåõôåñåýïõóáò äéáãùíßïõ êáé íá êáôáëÞîïõìå óå Ýíáí ôñéãùíéêü ðßíáêá. Áõôü
ãßíåôáé åöáñìüæïíôáò äéáäï÷éêÜ åðßðåäåò óôñïöÝò óôéò êáôåõèýíóåéò i− 1 êáé
i ðïõ ìçäåíßæïõí ôï óôïé÷åßï (i; i − 1) ãéá i = 2; 3; · · · ; n. ¸ôóé ï áñ÷éêüò
ðßíáêáò R+wuT ìåôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôùí åðßðåäùí óôñïöþí, ðïõ áíôéóôïé÷åß
ìå ðïëëáðëáóéáóìü ìå Ýíáí ïñèïãþíéï ðßíáêá, ìåôáôñÝðåôáé óå Ýíáí ðÜíù
ôñéãùíéêü. Ç ùò Üíù äéáäéêáóßá áðáéôåß O(n2) ðñÜîåéò.
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ÌÝñïò II

Ëïãéóìéêü Âåëôéóôïðïßçóçò
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ÊåöÜëáéï 7

ÅéóáãùãÞ

Ç õëïðïßçóç ôùí ìåèüäùí âåëôéóôïðïßçóçò êáé ç äçìéïõñãßá ôïõ áíôßóôïé÷ïõ
ëïãéóìéêïý áðïôåëåß Ýíá îå÷ùñéóôü êåöÜëáéï åîßóïõ óçìáíôéêü ìå ôçí áíÜ-
ðôõîç ôùí áëãïñßèìùí. Ç áíÜðôõîç ëïãéóìéêþí ðáêÝôùí ðïéüôçôáò áðïôåëåß
äýóêïëï êáé åðßðïíï Ýñãï êáé åßíáé ìéá ÷ñïíïâüñá äéáäéêáóßá. ÕðÜñ÷ïõí äýï
êýñéåò öéëïóïößåò:

• ÂéâëéïèÞêåò õðïðñïãñáììÜôùí ðïõ õëïðïéïýí äéáöïñåôéêïýò áëãïñßè-
ìïõò âåëôéóôïðïßçóçò.

• ÏëïêëçñùìÝíá ðñïãñÜììáôá ðïõ äéáèÝôïõí êáé Ýíá óýóôçìá åðéêïéíù-
íßáò (äéåðáöÞ ÷ñÞóçò).

Óôçí ðñþôç êáôçãïñßá, ï ÷ñÞóôçò öñïíôßæåé ìÝóá áðü ôï äéêü ôïõ ðñüãñáììá
íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôá êáôÜëëçëá õðïðñïãñÜììáôá ôçò âéâëéïèÞêçò, ôá ïðïßá
óõíÞèùò Ý÷ïõí êÜðïéá ïìïéïìïñößá ùò ðñïò ôïí ôñüðï êëÞóçò ôïõò ãéá åõ-
÷åñÝóôåñç äéá÷åßñéóç. ÅðéðëÝïí êáé ðÝñáí ôïõ êþäéêá ôïõ ó÷åôéæïìÝíïõ ìå
ôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç, öñïíôßæåé íá ðáñÝ÷åé ôçí åßóïäï óôá õðïðñï-
ãñÜììáôá áõôÜ êáé íá äéá÷åéñéóôåß ôçí Ýîïäü ôïõò, ãñÜöïíôáò ôïí åðéðëÝïí
áðáéôïýìåíï êþäéêá.
Áíôßèåôá óôçí äåýôåñç êáôçãïñßá, áðü ôïí ÷ñÞóôç áðáéôåßôáé íá ðáñÝ÷åé ìüíï
ôï ëïãéóìéêü ãéá ôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç êáé ðéèáíþò ãéá ôéò ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ôçò, ç äå äéá÷åßñéóç ãßíåôáé áðü ôï ïëïêëçñùìÝíï ëïãéóìéêü ìå
ôçí ðáñï÷Þ ïäçãéþí óå õøçëüôåñï åðßðåäï.
Óå ðñïâëÞìáôá üðïõ ç âåëôéóôïðïßçóç äåí åßíáé ôï êõñßùò ìÝëçìá, áëëÜ Ýíá
åíäéÜìåóï âÞìá ìéáò ðåñéâÜëëïõóáò äéáäéêáóßáò, ðñïôéìçôÝá êáôçãïñßá åßíáé
ìÜëëïí ç ðñþôç, éäéáßôåñá äå üôáí äåí åßíáé áíáãêáßïò ï óõíäõáóìüò ðïë-
ëþí áëãïñßèìùí. Óôçí Üëëç ðåñßðôùóç ðïõ ç âåëôéóôïðïßçóç åßíáé ôï êõñßùò
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ðñüâëçìá, ðñïôéìçôÝá åßíáé, óôéò ðåñéóóüôåñåò ôùí ðåñéðôþóåùí, ç äåýôåñç
êáôçãïñßá.

ÓÞìåñá õðÜñ÷ïõí áñêåôÝò åîáéñåôéêÝò âéâëéïèÞêåò ðñïãñáììÜôùí ðïõ ðå-
ñéÝ÷ïõí êáé ëïãéóìéêü âåëôéóôïðïßçóçò. Ãéá ðáñÜäåéãìá áíáöÝñïõìå ìåñéêÝò:

• NAG (Numerical Algorithms Group) (http://www.nag.co.uk)

• GALAHAD (http://galahad.rl.ac.uk)

• Lindo (http://www.lindo.com)

• IMSL (http://www.vni.com/products/imsl/)

Åðßóçò ðáñáèÝôïõìå ïñéóìÝíá áðü ôá ïëïêëçñùìÝíá ðáêÝôá ëïãéóìéêïý âåëôé-
óôïðïßçóçò.

• UNCMIN: R. B. Schnabel, J. E. Koontz, and B. E. Weiss, A modu-
lar system of algorithms for unconstrained minimization, ACM Trans.
Math. Software 11 (1985), pp. 419{440.

• MINOS: (http://www.sbsi-sol-optimize.com)

• MINUIT: (http://wwwasdoc.web.cern.ch/wwwasdoc/minuit)

• MERLIN: (http://merlin.cs.uoi.gr/)

Ôï ðáêÝôï Merlin Ý÷åé áíáðôõ÷èåß óôï ÐáíåðéóôÞìéï Éùáííßíùí êáé åßíáé
ôï ðáêÝôï ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá ôçí åñãáóôçñéáêÞ åêðáßäåõóç ôùí öïé-
ôçôþí ìáò. Óôçí óõíÝ÷åéá ðåñéãñÜöïõìå ôï ëïãéóìéêü áõôü êáé ðáñÝ÷ïõìå
ïäçãßåò ÷ñÞóçò, Ýôóé þóôå íá äéåõêïëõíèåß ç ÷ñçóéìïðïßçóÞ ôïõ óôï åñãáóôÞ-
ñéï. Åðßóçò ïé åñãáóôçñéáêÝò áóêÞóåéò áíáìÝíåôáé íá áíôéìåôùðéóôïýí ìå ôï
åí ëüãù ëïãéóìéêü. Ç óåëßäá õðïóôÞñéîÞò ôïõ óôï äéáäßêôõï áíáíåþíåôáé ìå
íÝåò åêäüóåéò, åíçìåñþóåéò êáé óõó÷åôéóìÝíåò Þ åîáñôþìåíåò åöáñìïãÝò.
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