
�ñüëïãïòÏé ìÝèïäïé âåë�éó�ïðïßçóçò åöáñìüæïí�áé óÞìåñá óå ðïëëÜ åðéó�çìïíéêÜ, �å-÷íïëïãéêÜ êáé ðñáê�éêÜ ðñïâëÞìá�á. �éá ðáñÜäåéãìá áíáöÝñïõìå �çí äéá-÷åßñéóç áìïéâáßùí êåöáëáßùí (âåë�éó�ïðïßçóç ÷áñ�ïöõëáêßïõ), �çí ìåëÝ�çóýíèå�ùí ìïñßùí ìå �çí ìÝèïäï �çò \ÌïñéáêÞò Ìç÷áíéêÞò" ðïõ åëá÷éó�ï-ðïéåß �çí äõíáìéêÞ åíÝñãåéá �ïõ ìïñßïõ, �çí ðñïóáñìïãÞ ðáñáìå�ñéêþí ìï-í�Ýëùí óå äåäïìÝíá, �çí åêðáßäåõóç \Íåõñùíéêþí Äéê�ýùí", �çí ñýèìéóçëåé�ïõñãßáò åñãïó�áóéáêþí ìïíÜäùí, �çí åðßëõóç óõó�çìÜ�ùí áëãåâñéêþíêáé äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êëð. ÕðÜñ÷ïõí äéÜöïñåò êá�çãïñßåò ðñïâëçìÜ�ùíêáé áí�ßó�ïé÷á äéÜöïñåò êá�çãïñßåò ìåèüäùí âåë�éó�ïðïßçóçò. ÕðÜñ÷ïõí ðå-ñéð�þóåéò üðïõ ïé åðé�ñåð�Ýò �éìÝò �ùí ðáñáìÝ�ñùí åßíáé äéáêñé�Ýò Þ áêÝñáéåò,Üëëåò üðïõ ïé ðáñÜìå�ñïé åßíáé óõíå÷åßò ìå�áâëç�Ýò, ìéê�Ü ðñïâëÞìá�á üðïõìåñéêÝò ðáñÜìå�ñïé ðáßñíïõí äéáêñé�Ýò êáé ïé õðüëïéðåò óõíå÷åßò �éìÝò. �éáðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò óõíå÷þí óõíáñ�Þóåùí, åðéðëÝïí óõíèÞêåò üðùòç ýðáñîç ðñþ�ùí Þ êáé äåý�åñùí ðáñáãþãùí åðé�ñÝðïõí �çí áíÜð�õîç áðï�å-ëåóìá�éêþí ìåèüäùí õøçëþí åðéäüóåùí.Óå ðïëëÜ ðñïâëÞìá�á áðáé�åß�áé ç âåë�éó�ïðïßçóç ìéáò óõíÜñ�çóçò üðïõïé ðáñÜìå�ñïé äåí åßíáé ìå�áîý �ïõò áíåîÜñ�ç�ïé, áëëÜ óõíäÝïí�áé ìÝóù êÜ-ðïéùí óõíáñ�çóéáêþí ó÷Ýóåùí, éóï�Þ�ùí Þ êáé áíéóï�Þ�ùí. Ïé ó÷Ýóåéò áõ-�Ýò ïíïìÜæïí�áé ðåñéïñéóìïß êáé �ï áí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá \Âåë�éó�ïðïßçóç ìåðåñéïñéóìïýò". Ôï ðáñüí êåßìåíï ðñáãìá�åýå�áé �çí áíÜëõóç ìåèüäùí ãéáðñïâëÞìá�á óõíå÷þí óõíáñ�Þóåùí ÷ùñßò Þ ìå áðëïýò ðåñéïñéóìïýò. Ôñåéòêá�çãïñßåò ìåèüäùí áíáëýïí�áé: ÷ùñßò ÷ñÞóç ðáñáãþãùí, ìå ÷ñÞóç ìüíïðñþ�ùí êáé ìå ÷ñÞóç ðñþ�ùí êáé äåý�åñùí ðáñáãþãùí. �éá ðñïâëÞìá�áìå ðåñéïñéóìïýò áíáëýïí�áé ðñïóåããßóåéò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ìåèüäïõò âåë�é-ó�ïðïßçóçò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò, ìå êá�Üëëçëá �ñïðïðïéçìÝíç �çí áí�éêåéìå-íéêÞ (õðü åëá÷éó�ïðïßçóç) óõíÜñ�çóç. ÓõãêåêñéìÝíá ìåëå�ïýí�áé ïé ìÝèïäïé\�éìùñßáò" (penalty) ãéá éóï�éêïýò ðåñéïñéóìïýò êáé ïé ìÝèïäïé \åìðïäßùí"(barrier) ãéá áíéóï�éêïýò ðåñéïñéóìïýò.1



2 Äýï ðñïâëÞìá�á Ý÷ïõí îå÷ùñéó�ü ñüëï. Ôï Ýíá åßíáé �ï ðñüâëçìá �çòâåë�éó�ïðïßçóçò óå ìßá äéÜó�áóç. Ôï Üëëï åßíáé ç âåë�éó�ïðïßçóç ìéáò êõñ�Þò�å�ñáãùíéêÞò óõíÜñ�çóçò ðïëëþí ìå�áâëç�þí. Ôá ðñïâëÞìá�á áõ�Ü åðéëýï-í�áé ìå ó÷å�éêÞ åõêïëßá, �ï ìåí Ýíá äéü�é Ý÷åé ìüíï ìßá ðáñÜìå�ñï íá åí�ïðßóåé�ï äå Üëëï äéü�é áíÜãå�áé ó�çí åðßëõóç åíüò ãñáììéêïý óõó�Þìá�ïò áëãåâñé-êþí åîéóþóåùí. Êáé �á äýï åìöáíßæïí�áé ùò åðéìÝñïõò ðñïâëÞìá�á êá�Ü �çíåðßëõóç �ïõ ãåíéêïý ðñïâëÞìá�ïò �çò âåë�éó�ïðïßçóçò. Ïé ìÝèïäïé ðïõ âá-óßæïí�áé ó�çí ìïíïäéÜó�á�ç åëá÷éó�ïðïßçóç ïíïìÜæïí�áé \ÌÝèïäïé ìå ãñáì-ìéêÞ áíáæÞ�çóç", åíþ ïé ìÝèïäïé ðïõ âáóßæïí�áé ó�çí âåë�éó�ïðïßçóç êõñ�þí�å�ñáãùíéêþí óõíáñ�Þóåùí ïíïìÜæïí�áé \ÌÝèïäïé ðåñéï÷þí åìðéó�ïóýíçò".Ç âåë�éó�ïðïßçóç ãíþñéóå ìåãÜëç Üíèçóç ìå �çí áíÜð�õîç êáé �çí äéáèå-óéìü�ç�á éó÷õñþí õðïëïãéó�éêþí óõó�çìÜ�ùí. Ôá ðåñéóóü�åñá ðñïâëÞìá�áâåë�éó�ïðïßçóçò äåí åðéäÝ÷ïí�áé áíáëõ�éêÝò ëýóåéò. Ïé ìÝèïäïé åßíáé áíá-ãêáó�éêÜ áñéèìç�éêÝò. Ç áêñßâåéá �ùí ëýóåùí óõíåðþò ðåñéïñßæå�áé áðü �çíáêñßâåéá �çò \ìç÷áíÞò" êáé �á áñéèìç�éêÜ óöÜëìá�á. Ïé áñéèìç�éêÝò ìÝèïäïéåßíáé óõíõöáóìÝíåò ìå ëïãéóìéêü �ï ïðïßï åìðéð�åé óå äýï ãåíéêÝò êá�çãïñßåò:
• ÂéâëéïèÞêåò õðïðñïãñáììÜ�ùí âåë�éó�ïðïßçóçò
• ÏëïêëçñùìÝíá ðåñéâÜëëïí�á âåë�éó�ïðïßçóçòÏé âéâëéïèÞêåò åßíáé áñêå�Ü åõÝëéê�åò áëëÜ ï ÷ñÞó�çò ðñÝðåé áðü �ï äéêü�ïõ êõñßùò ðñüãñáììá íá êáëåß �á êá�Üëëçëá õðïðñïãñÜììá�á êáé ðéèáíþòíá óõíäõÜóåé äýï (Þ êáé ðåñéóóü�åñåò) ìåèüäïõò êáé íá äéá÷åéñéó�åß �á åí-äéÜìåóá áðï�åëÝóìá�á ìå äéêü �ïõ êþäéêá. Ôá ïëïêëçñùìÝíá ðåñéâÜëëïí�ááðáé�ïýí áðü �ïí ÷ñÞó�ç ìüíï �çí êùäéêïðïßçóç �çò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ-�çóçò, êáé ðñïóöÝñïõí åý÷ñçó�á åñãáëåßá äéá÷åßñéóçò ÷ùñßò �çí áðáß�çóçóõããñáöÞò åðéðëÝïí êþäéêá. Ôá ïëïêëçñùìÝíá ðåñéâÜëëïí�á ðñï�éìïýí�áéü�áí ï êýñéïò ó�ü÷ïò åßíáé ç âåë�éó�ïðïßçóç ìéáò óõíÜñ�çóçò. Áí�ßèå�á ïéâéâëéïèÞêåò ðñïãñáììÜ�ùí ðñï�éìïýí�áé ü�áí ç âåë�éó�ïðïßçóç åìöáíßæå�áéùò Ýíá åðéìÝñïõò ðñüâëçìá êáé äåí áðï�åëåß �ïí êýñéï êáé áðïêëåéó�éêü ó�ü÷ï�ïõ õðïëïãéóìïý.Ôï ðáñüí âéâëßï ðñïÞëèå áðü �éò óçìåéþóåéò �ïõ åîáìçíéáßïõ ìáèÞìá�ïòåðéëïãÞò �ïõ ÔìÞìá�ïò �ëçñïöïñéêÞò �ïõ �áíåðéó�çìßïõ Éùáííßíùí ìå �ß�ëï\Âåë�éó�ïðïßçóç", óõíïäåýå�áé äå áðü �ï åã÷åéñßäéï �ïõ ëïãéóìéêïý ðïõ ÷ñç-óéìïðïéåß�áé ó�ï åñãáó�Þñéï êáé áðï�åëåß óçìáí�éêü êáé áíáðüóðáó�ï ìÝñïò�ïõ ìáèÞìá�ïò. Ôï ëïãéóìéêü åìðßð�åé ó�çí êá�çãïñßá �ïõ ïëïêëçñùìÝ-íïõ ðåñéâÜëëïí�ïò, Ý÷åé áíáð�õ÷èåß ó�ï �áíåðéó�Þìéï Éùáííßíùí êáé öÝñåé�ï üíïìá Merlin. Ç áíÜð�õîÞ �ïõ Üñ÷éóå �ï 1984 êáé Ýê�ï�å ðñïêýð�ïõí



3�áê�éêÜ íÝåò åêäüóåéò. Ôï ëïãéóìéêü äéá�ßèå�áé åëåýèåñá áðü �ïí äéê�õáêü�üðï: http://merlin.
s.uoi.gr.Ç ìåëÝ�ç �ïõ ðçãáßïõ êþäéêá (óå ANSI Fortran-77) âïçèÜ ó�çí êá�áíüçóç�ùí áëãïñßèìùí êáé �ùí �å÷íéêþí õëïðïßçóÞò �ïõò. Ç ÷ñçóéìïðïßçóç �ïõëïãéóìéêïý ãéá �çí åðßëõóç åíüò ðñïóåê�éêÜ åðéëåãìÝíïõ óõíüëïõ áóêÞóåùí,ðñïóöÝñåé óçìáí�éêÞ åìðåéñßá êáé âïçèÜ ó�ï íá áðïê�çèåß ìéá áßóèçóç ãéá�çí óõìðåñéöïñÜ �ùí ìåèüäùí ó�éò äéÜöïñåò êá�çãïñßåò ðñïâëçìÜ�ùí.Èá èÝëáìå íá åõ÷áñéó�Þóïõìå èåñìÜ üëïõò üóïõò Ý÷ïõí óõíäñÜìåé ó�çíáíÜð�õîç �ïõ êåéìÝíïõ, �ùí áóêÞóåùí êáé �ïõ ëïãéóìéêïý êáé íá áíáëÜâïõìå�çí åõèýíç �ùí ëáèþí ðïõ áíáìÝíå�áé íá õðÜñ÷ïõí.
ÉùÜííéíá, 26-04-2008É. Ç. ËáãáñÞò, Ä. �. �áðáãåùñãßïõ, Ê. Âüãêëçò
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ÊåöÜëáéï 1ÅéóáãùãÞÇ âåë�éó�ïðïßçóç åßíáé ç åðéó�Þìç �ïõ åí�ïðéóìïý �ùí \âÝë�éó�ùí ëýóåùí"óå ìéá óåéñÜ åðéó�çìïíéêþí êáé ðñáê�éêþí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ Ý÷ïõí �çí êá�Üë-ëçëç ìáèçìá�éêÞ äéá�ýðùóç. Ç âåë�éó�ïðïßçóç ü�áí áöïñÜ ðïóü�ç�åò üðùòð.÷. êÝñäïò, áðüäïóç êëð, áí�éó�ïé÷åß óå ìåãéó�ïðïßçóç, åíþ ü�áí áöïñÜðïóü�ç�åò üðùò óöÜëìá, Ýëëåéììá êëð, áí�éó�ïé÷åß óå åëá÷éó�ïðïßçóç. Ó�ïóçìåßï üðïõ ìéá óõíÜñ�çóç f(x) Ý÷åé ìÝãéó�ï, ç óõíÜñ�çóç −f(x) Ý÷åé åëÜ-÷éó�ï. Éó÷ýåé äçëáäÞ ü�é:
maxx {f(x)} = −minx {−f(x)} (1.1)Ôï ðñüâëçìá �çò �ïðéêÞò åëá÷éó�ïðïßçóçò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò, ìðïñåß íá äéá-�õðùèåß ùò åîÞò:Íá åõñåèåß Ýíá óçìåßï x∗ ∈ R(n) �Ý�ïéï þó�å:f(x∗) ≤ f(x); ∀x ∈ R(n) ìå �çí éäéü�ç�á: ‖x− x∗‖ < � (1.2)ãéá êÜðïéï � > 0 ïóïíäÞðï�å ìéêñü.�éá �ïí åí�ïðéóìü áðïìïíùìÝíùí åëá÷ßó�ùí ç äéá�ýðùóç åßíáé åëáöñÜ äéá-öïñå�éêÞ, ùò åîÞò:Íá åõñåèåß Ýíá óçìåßï x∗ ∈ R(n) �Ý�ïéï þó�å:f(x∗) < f(x); ∀x ∈ R(n) ìå �çí éäéü�ç�á: ‖x− x∗‖ < � (1.3)ãéá êÜðïéï � > 0 ïóïíäÞðï�å ìéêñü.Ôï ðñüâëçìá �çò åýñåóçò �ïõ êáèïëéêïý åëá÷ßó�ïõ ìéáò óõíÜñ�çóçò ÷ùñßò9



10 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁ�Ù�Çðåñéïñéóìïýò, ðáñü�é ðïëý ðéï äýóêïëï Ý÷åé áðëïýó�åñç äéá�ýðùóç: 1f(x∗) < f(x); ∀x ∈ R(n) (1.4)ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÜ êáé êáëÜ âéâëßá ó�ï èÝìá �çò âåë�éó�ïðïßçóçò. ÏñéóìÝíá áðüáõ�Ü óõó�Þíïí�áé ãéá ðåñáé�Ýñù ìåëÝ�ç, âëÝðå ð.÷. [Fle95, Ber95, GMW97,DS96, NW99℄.1.1 Áíáãêáßåò óõíèÞêåòÏé áíáãêáßåò óõíèÞêåò ðïõ åðéêñá�ïýí ó�ï óçìåßï �ïõ åëá÷ßó�ïõ êáé ðïõðñïêýð�ïõí áðü �ïí ïñéóìü �ïõ åëá÷ßó�ïõ Ý÷ïõí ùò åîçò:
∇f(x∗) = 0 (1.5)
∇2f(x∗) ≥ 0 (1.6)¼ðïõ ç Ýííïéá �çò ó÷Ýóçò (1.6) åßíáé ü�é ï Åóóéáíüò ðßíáêáò G ìå ó�ïé÷åßáGij = �2f(x∗)�xi�xj åßíáé èå�éêÜ çìéïñéóìÝíïò.Óçìåéþó�å ü�é �f(x∗)�xi = lima→0+

f(x∗ + aei)− f(x∗)a ≥ 0óõíåðåßá �çò (1.2). (ei åßíáé �ï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá ó�çí êá�åýèõíóç i). ¼ìùòåðßóçò éó÷ýåé ü�é: �f(x∗)�xi = lima→0+

f(x∗)− f(x∗ − aei)a ≤ 0ðÜëé óõíåðåßá �çò (1.2). ÓõíåðÜãå�áé åê �ùí áíù�Ýñù ü�é �f(x∗)�xi = 0 êáéóõíåðþò êáé ç óõíèÞêç (1.5). Ç óõíèÞêç áõ�Þ ïíïìÜæå�áé áíáãêáßá óõíèÞêçðñþ�çò �Üîåùò.Åðßóçò óçìåéþó�å ü�é:f(x∗ + ah) = f(x∗) +
a2

2
hTGh +O(a3)1Ôï ðñüâëçìá �çò êáèïëéêÞò âåë�éó�ïðïßçóçò áðï�åëåß Ýíá îå÷ùñéó�ü åñåõíç�éêü ðå-äßï ìå �åñÜó�éï åíäéáöÝñïí, åßíáé üìùò ðÝñáí �ïõ óêïðïý áõ�ïý �ïõ âéâëßïõ êáé äåí èáêáëõöèåß ó�çí óõíÝ÷åéá.



1.2. ÉÊÁÍÅÓ ÓÕÍÈÇÊÅÓ 11Ìå áðëÞ åðåîåñãáóßá, ÷ñÞóç �çò (1.2) êáé ðáßñíïí�áò üñéá Ý÷ïõìå:
limá→0

f(x∗ + ah)− f(x∗)a2
=

1

2
hTGh + lima→0

O(a) =
1

2
hTGh ≥ 0ãéá ïðïéïäÞðï�å äéÜíõóìá h 6= 0, ó÷Ýóç áðü �çí ïðïßá áðïññÝåé ç áíáãêáßáóõíèÞêç äåõ�Ýñáò �Üîåùò (1.6).Ôá óçìåßá y ãéá �á ïðïßá éó÷ýåé ∇f(y) = 0, ïíïìÜæïí�áé áêñü�á�á �çò f . �éáüóá åî' áõ�þí ï Åóóéáíüò ðßíáêáò åßíáé èå�éêÜ çìéïñéóìÝíïò, áñíç�éêÜ çìéïñé-óìÝíïò, Þ áüñéó�ïò, ïíïìÜæïí�áé áí�ßó�ïé÷á åëÜ÷éó�á, ìÝãéó�á Þ óáãìïåéäÞ.1.2 ÉêáíÝò óõíèÞêåòÅÜí �ï óçìåßï x∗ ðëçñïß �éò óõíèÞêåò:

∇f(x∗) = 0 (1.7)
∇2f(x∗) > 0 (1.8)�ü�å åßíáé áðïìïíùìÝíï åëÜ÷éó�ï. ¼ðïõ ç Ýííïéá �çò (1.8) åßíáé ü�é ï Åó-óéáíüò ðßíáêáò åßíáé èå�éêÜ ïñéóìÝíïò.Èåùñåßó�å �çí áíÜð�õîç êá�á Taylor:f(x∗ + h) = f(x∗) + hT∇f(x∗) +

1

2
hT∇2f(x∗)h +O(||h||3) (1.9)Ï Åóóéáíüò ðßíáêáò åßíáé óõììå�ñéêüò êáé èå�éêÜ ïñéóìÝíïò, ïðü�å Ý÷åé ðñáã-ìá�éêÝò éäéï�éìÝò ìåãáëý�åñåò �ïõ ìçäåíüò. ÅÜí �0 > 0 åßíáé ç åëá÷ßó�ç �ùíéäéï�éìþí �ü�å éó÷ýåé ü�é: hT∇2f(x∗)hhTh ≥ �0 > 0 (1.10)Åê �ùí (1.7), (1.9) êáé (1.10) óõíÜãå�áé ü�é:

lim
||h||→0

f(x∗ + h)− f(x∗)
||h||2 ≥ 1

2
�0 > 0 (1.11)êáé åî' áõ�Þò ü�é f(x∗ + h) > f(x∗), ãéá ||h|| áñêïýí�ùò ìéêñïý.



12 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁ�Ù�Ç1.3 Ôå�ñáãùíéêÝò óõíáñ�ÞóåéòÏé �å�ñáãùíéêÝò óõíáñ�Þóåéò ðáßæïõí óçìáí�éêü ñüëï ó�çí áíÜð�õîç ìåèü-äùí åëá÷éó�ïðïßçóçò. Áõ�ü äåí åßíáé �õ÷áßï, áöïý ïé �ñåßò ðñþ�ïé üñïé �çòáíÜð�õîçò Taylor (âëÝðå (1.9)) ãéá �çí ðñïóÝããéóç ìéáò óõíÜñ�çóçò ãýñùáðü Ýíá óçìåßï, áðáñ�ßæïõí ìéá �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞìéáò �å�ñáãùíéêÞò óõíÜñ�çóçò áðï�åëåß�áé áðü �ñåßò üñïõò:q(x) =
1

2
xTQx + pTx + 
 (1.12)üðïõ 
 ðñáãìá�éêÞ ó�áèåñÜ, x; p ∈ R(n) êáé Q ∈ R(n×n). ÊÜèå �å�ñáãùíéêüòðßíáêáò Q ìðïñåß íá ãñáöåß ùò:Q =

Q +QT
2

+
Q−QT

2üðïõ ï ðñþ�ïò üñïò åßíáé Ýíáò óõììå�ñéêüò ðßíáêáò, êáé ï äåý�åñïò áí�éóõì-ìå�ñéêüò. Ç óõíåéóöïñÜ �ïõ áí�éóõììå�ñéêïý üñïõ ó�çí q(x) åßíáé ìçäåíéêÞäéü�é: xT (Q−QT )x = xTQx− xTQTx = xT (Qx)− (Qx)Tx = 0êáé Üñá ó�ï åîÞò èá èåùñïýìå ü�é ï ðßíáêáò Q åßíáé óõììå�ñéêüò. Ç êëßóç �çò�å�ñáãùíéêÞò óõíÜñ�çóçò êáé ï Åóóéáíüò ðßíáêáò äßäïí�áé áí�ßó�ïé÷á áðü �éòðáñáêÜ�ù åêöñÜóåéò:
∇q(x) = Qx + p (1.13)
∇2q(x) = Q (1.14)ÅÜí ï Q åßíáé èå�éêÜ ïñéóìÝíïò, �ü�å �ï áêñü�á�ï x∗ = −Q−1p õðÜñ÷åé êáéåßíáé åëÜ÷éó�ï. Áðü �çí (1.13) óõíåðÜãå�áé ü�é:

∇q(x2)−∇q(x1) = Q(x2 − x1) (1.15)Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç, üðïõ ï ðßíáêáò Q óõíäÝåé �ç äéáöïñÜ �ùí èÝóåùí ìå �çíäéáöïñÜ �ùí êëßóåùí, Ý÷åé ðáßîåé óçìáí�éêü ñüëï ó�çí áíÜð�õîç �ùí ìåèüäùí\Ìå�áâëç�Þò Ìå�ñéêÞò" ãíùó�Ýò êáé ùò \Quasi-Newton".



1.4. �ÑÁÌÌÉÊÇ ÁÍÁÆÇÔÇÓÇ 131.4 �ñáììéêÞ áíáæÞ�çóçÇ åîßóùóç ðïõ ðåñéãñÜöåé ìéá åõèåßá ó�ïí Rn êáé ðïõ ïñßæå�áé áðü äýï óçìåßáx1; x2 áðü �á ïðïßá êáé ðåñíÜ äßäå�áé áðü:x(�) = x1 + �(x2 − x1) (1.16)Åðßóçò ç åõèåßá ðïõ ðåñíÜ áðü Ýíá óçìåßï x1 êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ÝíáäéÜíõóìá s äßäå�áé ðáñïìïßùò áðü:x(�) = x1 + �s (1.17)Ç äéáäéêáóßá
min� f(x1 + �s) (1.18)ïíïìÜæå�áé ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç êáé åëá÷éó�ïðïéåß �çí f(:) êá�Ü ìÞêïò �çòåõèåßáò ðïõ ðåñíÜ áðü �ï óçìåßï x1 êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò �ï äéÜíõóìá s.Áíáð�ýóóïí�áò êá�Ü Taylor Ý÷ïõìå:f(x1 + �s) = f(x1) + �sT∇f(x1) +

1

2
�2sT∇2f(x1)s+O(�3) (1.19)Ç ðáñÜãùãïò êá�åýèõíóçò ïñßæå�áé ùò:dd�f(x1 + �s)|�=0 = sT∇f(x1) (1.20)êáé åßíáé ç ðáñÜãùãïò �çò f(:) ó�ï óçìåßï x1 êá�Ü ìÞêïò �çò êá�åýèõíóçò s.ÅÜí ç ðáñÜãùãïò êá�åýèõíóçò åßíáé áñíç�éêÞ, äçëáäÞ éó÷ýåésT∇f(x1) < 0 (1.21)�ü�å ç óõíÜñ�çóç ó�ï óçìåßï x1 åßíáé öèßíïõóá êá�Ü ìÞêïò �çò s. Óå áõ�Þ�çí ðåñßð�ùóç ç s ïíïìÜæå�áé \öèßíïõóá êá�åýèõíóç".Ïé öèßíïõóåò êá�åõèýíóåéò ðáßæïõí óçìáí�éêü ñüëï ó�éò �å÷íéêÝò åëá÷éó�ï-ðïßçóçò êáé ï �ñüðïò åðéëïãÞò �ïõò ÷áñáê�çñßæåé ïõóéáó�éêÜ �éò ìåèüäïõò. Çêá�åýèõíóç s = −∇f(x1)åßíáé öèßíïõóá ó�ï x1 äéü�ésT∇f(x1) = −∇f(x1)
T∇f(x1) < 0Åðßóçò ç êá�åýèõíóç s = −H∇f(x1), üðïõ H ∈ Rn×n åßíáé ðßíáêáò óõììå-�ñéêüò êáé èå�éêÜ ïñéóìÝíïò, åßíáé öèßíïõóá äéü�ésT∇f(x1) = −∇f(x1)

TH∇f(x1) < 0åî' õðïèÝóåùò.



14 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁ�Ù�Ç1.5 Áèñïßóìá�á �å�ñáãþíùí¸íá áðü �á óõ÷íÜ áí�éìå�ùðéæüìåíá ðñïâëÞìá�á åßíáé ç ðñïóáñìïãÞ äåäï-ìÝíùí. �éá ðáñÜäåéãìá Ýó�ù ü�é õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï (ti; yi); i = 1; 2; · · · ;MäåäïìÝíùí, êáé Ýíá êá�Üëëçëï ìïí�Ýëï f(t; x) ìå ðáñáìÝ�ñïõò x1; x2; · · · ; xn.Æç�åß�áé íá åí�ïðéóèïýí ïé �éìÝò �ùí ðáñáìÝ�ñùí áõ�þí, Ý�óé þó�å ç ðñïóÝã-ãéóç f(ti; x) ≈ yi íá åßíáé âÝë�éó�ç ó�á åðé�ñåðüìåíá áðü �ï ìïí�Ýëï ðëáßóéá.Áõ�ü éóïäõíáìåß ìå �çí åëá÷éó�ïðïßçóç �çò óõíÜñ�çóçò:F (x) =
M

∑i=1

[f(ti; x)− yi]2 (1.22)�áñá�çñïýìå ü�é ç ùò Üíù óõíÜñ�çóç Ý÷åé ìéá óõãêåêñéìÝíç äïìÞ, åßíáé Üèñïé-óìá �å�ñáãùíéêþí üñùí. Ïé óõíáñ�Þóåéò ìå �Ý�ïéá äïìÞ, åðé�ñÝðïõí �çíåöáñìïãÞ åéäéêþí ìåèüäùí ðïõ ðëåïíåê�ïýí Ýíáí�é �ùí ìåèüäùí \ãåíéêÞò÷ñÞóçò". Ç êá�çãïñßá áõ�þí �ùí óõíáñ�Þóåùí åßíáé óçìáí�éêÞ äéü�é ðïëëÜðñáê�éêÜ ðñïâëÞìá�á (üðùò ç ðñïóáñìïãÞ äåäïìÝíùí, ç åêðáßäåõóç íåõñùíé-êþí äéê�ýùí, êëð) áíÜãïí�áé ó�çí åëá÷éó�ïðïßçóç ìéáò óõíÜñ�çóçò �Ý�ïéáòìïñöÞò êáé ãéá áõ�ü �ï ëüãï ïé áí�ßó�ïé÷åò åéäéêÝò ìÝèïäïé èá ìåëå�çèïýíåê�åíþò.1.6 �ñïâëÞìá�á ìå ðåñéïñéóìïýòÓ�çí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï èá áó÷ïëçèïýìå ìå �ï ðùò ìÝèïäïé ðïõ äåí ëáì-âÜíïõí õðüøç ðåñéïñéóìïýò, äýíáí�áé íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá �çí åðßëõóçðñïâëçìÜ�ùí ìå ðåñéïñéóìïýò. Ïé ðåñéïñéóìïß äéáêñßíïí�áé óå äýï êá�çãï-ñßåò, óå éóï�éêïýò ü�áí Ý÷ïõí �çí ìïñöÞ åîéóþóåùí êáé áíéóï�éêïýò ü�áíðåñéãñÜöïí�áé áðü áíéóþóåéò. Ç éäÝá åßíáé íá åíóùìá�ùèïýí ïé ðåñéïñéóìïßó�çí áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç Ý�óé þó�å íá ìå�áó÷çìá�éóèåß �ï áñ÷éêü ðñü-âëçìá ìå �ïõò ðåñéïñéóìïýò óå Ýíá Üëëï ðñüâëçìá ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò. Ïééóï�éêïß ðåñéïñéóìïß áí�éìå�ùðßæïí�áé ìå ìåèüäïõò \�éìùñßáò" (penalty), ïéäå áíéóï�éêïß ìå ìåèüäïõò \�éìùñßáò" áëëÜ êáé ìå ìåèüäïõò \åìðïäßùí" (bar-rier). Ôá óçìåßá �ïõ ÷þñïõ áíáæÞ�çóçò üðùò áõ�üò äéáìïñöþíå�áé áðü �ïõòðåñéïñéóìïýò ïíïìÜæïí�áé \åöéê�Ü" óçìåßá. Ïé ìÝèïäïé \�éìùñßáò" ÷ñçóéìï-ðïéïýí óçìåßá åß�å åöéê�Ü åß�å ü÷é, åí áí�éèÝóåé ìå �éò ìåèüäïõò \åìðïäßùí"ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ìüíïí åöéê�Ü óçìåßá êáé ãéá �ïí ëüãï áõ�ü ðïëëÝò öïñÝòáíáöÝñïí�áé êáé ùò \ìÝèïäïé åóù�åñéêþí óçìåßùí".



1.6. �ÑÏÂËÇÌÁÔÁ ÌÅ �ÅÑÉÏÑÉÓÌÏÕÓ 151.6.1 ÌÝèïäïé �éìùñßáòÉóï�éêïß ðåñéïñéóìïß: Ôï ðñüâëçìá �ßèå�áé ùò:
min{f(x)} (1.23)õðü �ïí ðåñéïñéóìü: 
(x) = 0êáé áí�éìå�ùðßæå�áé ùò åîÞò:Êá�áóêåõÜæå�áé ç óõíÜñ�çóç [Cou43℄F (x; �(k)) = f(x) + �(k)
(x)2 (1.24)ðïõ åßíáé �ï Üèñïéóìá �çò áñ÷éêÞò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò êáé �çòóõíÜñ�çóçò \�éìùñßáò" 2. Ç ðáñÜìå�ñïò � ïíïìÜæå�áé ðáñÜìå�ñïò �é-ìùñßáò êáé äéáëÝãå�áé Ý�óé þó�å 0 < �(k) < �(k+1) →∞.Óå êÜèå åðáíÜëçøç (k) åëá÷éó�ïðïéåß�áé ùò ðñïò x ç F (x; �(k)) êáé�ï áí�ßó�ïé÷ï åëÜ÷éó�ï x∗(k) ÷ñçóéìïðïéåß�áé ùò áñ÷éêü óçìåßï ãéá �çíåëá÷éó�ïðïßçóç �çò F (x; �(k+1)). Ç äéáäéêáóßá áõ�Þ ìçäåíßæåé �çí 
(x),ïðü�å êáé èåùñïýìå ü�é �ï ðñüâëçìá ëýèçêå.�éá ðáñÜäåéãìá �ï ðñüâëçìá:

min f(x) = x2
1 + x2

2; ìå ax1 + bx2 = 1ìðïñåß íá ëõèåß ìå áí�éêá�Üó�áóç:x2 =
1− ax1b ; ïðü�å f = x2

1 + (
1− ax1b )2Ôþñá ç f åßíáé óõíÜñ�çóç ìéÜò ìå�áâëç�Þò. Ìçäåíßæïí�áò �çí ðáñÜ-ãùãï Ý÷ïõìå: x1 =

aa2 + b2 êáé x2 =
ba2 + b2Ôï ðñüâëçìá ìðïñåß åðßóçò íá åðéëõèåß ìå �çí ìÝèïäï �éìùñßáò. Êá�á-óêåõÜæïõìå �çí óõíÜñ�çóçF (x; �) = x2

1 + x2
2 + �(ax1 + bx2 − 1)22ÅÜí õðÜñ÷ïõí ðåñéóóü�åñïé �ïõ åíüò ðåñéïñéóìïß 
i(x) = 0; i = 1; 2; · · · ;M , �ü�å çáí�ßó�ïé÷ç óõíÜñ�çóç �éìùñßáò áëëÜæåé áðü 
(x)2 óå 
T (x)
(x) ≡∑Mi=1 
i(x)2



16 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁ�Ù�ÇÌçäåíßæïí�áò �éò ðñþ�åò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò êáé ëýíïí�áò �ï ðñïêý-ð�ïí ãñáììéêü óýó�çìá Ý÷ïõìå:x1 =
�a

1 + �(a2 + b2) êáé x2 =
�b

1 + �(a2 + b2)ÈÝ�ïí�áò �→∞ ðáßñíïõìå �çí ðñïçãïýìåíç ëýóç.ÅéäéêÞ ðåñßð�ùóçÇ åëá÷éó�ïðïßçóç ìéáò êõñ�Þò �å�ñáãùíéêÞò óõíÜñ�çóçò 1
2
xTQx+ pTxìå Ýíáí ãñáììéêü éóï�éêü ðåñéïñéóìü 
Tx = a, åðéäÝ÷å�áé áíáëõ�éêÞëýóç ðïõ åßíáé äõíá�üí íá ðñïêýøåé äéá �çò ìåèüäïõ �çò �éìùñßáò. ÈÝ-�ïõìå: F (x; �) =

1

2
xTQx + pTx +

1

2
�(
Tx− a)2 (1.25)Ìçäåíßæïí�áò �çí êëßóç Ý÷ïõìå: [Q + �

T ]x = −p + a�
. Áí�éó�ñÝ-öïí�áò �ïí ðßíáêá ó�éò áãêýëåò ìå �çí âïÞèåéá �çò ó÷Ýóçò Sherman{Morrison{Woodbury 3 ëáìâÜíïõìå:x∗(�) = −Q−1p+

�
1 + �
TQ−1
(aQ−1
+Q−1

TQ−1p)êáé ãéá �→∞x∗ = −[Q−1 − Q−1

TQ−1
TQ−1
 ]p+ a Q−1

TQ−1
Áíéóï�éêïß ðåñéïñéóìïß: Ôï ðñüâëçìá �ßèå�áé ùò:

min{f(x)} (1.26)õðü �ïí ðåñéïñéóìü: h(x) ≥ 0êáé áí�éìå�ùðßæå�áé ùò åîÞò:Êá�áóêåõÜæå�áé ç óõíÜñ�çóçF (x; �(k)) = f(x) + �(k) min{0; h(x)}2 (1.27)êáé áêïëïõèåß�áé ç ßäéá �áê�éêÞ üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò.3[A+ uvT ]−1 = A−1 − A−1uvTA−1

1+vTA−1u üðïõ u; v ∈ R(n) êáé A ∈ R(n×n).



1.6. �ÑÏÂËÇÌÁÔÁ ÌÅ �ÅÑÉÏÑÉÓÌÏÕÓ 171.6.2 ÌÝèïäïé åìðïäßùíÅíáëëáê�éêÜ ãéá �á ðñïâëÞìá�á ðïõ õðüêåéí�áé óå áíéóï�éêïýò ðåñéï-ñéóìïýò õðÜñ÷ïõí ïé ìÝèïäïé �ùí \åìðïäßùí" ðïõ áí�éìå�ùðßæïõí �ïðñüâëçìá [1.26℄ ùò åîÞò:1. Êá�áóêåõÜæå�áé åß�å ç óõíÜñ�çóç [Car61℄F (x; r(k)) = f(x) + r(k) 1h(x)2. åß�å ç [Fri55℄ F (x; r(k)) = f(x)− r(k) ln(h(x))ðïõ åßíáé �ï Üèñïéóìá �çò áñ÷éêÞò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò êáé�çò óõíÜñ�çóçò \åìðïäßïõ" 4, üðïõ r(k) > 0 öèßíïõóá áêïëïõèßá�åßíïõóá ó�ï ìçäÝí, r(k) → 0. Óçìåéþó�å ü�é �ï áñ÷éêü óçìåßïðñÝðåé íá åßíáé åöéê�ü êáé ó�çí óõíÝ÷åéá üëá �á óçìåßá ðáñáìÝ-íïõí åöéê�Ü. Óå êÜèå åðáíÜëçøç (k) åëá÷éó�ïðïéåß�áé ùò ðñïò xç F (x; r(k)) êáé �ï áí�ßó�ïé÷ï åëÜ÷éó�ï x∗(k) ÷ñçóéìïðïéåß�áé ùòáñ÷éêü óçìåßï ãéá �çí åëá÷éó�ïðïßçóç �çò F (x; �(k+1)). Åðßóçòáðü �çí ìéÜ åðáíÜëçøç ó�çí åðüìåíç äéï÷å�åýïí�áé åðéðëÝïí ðëç-ñïöïñßåò, üðùò ð.÷. ï Åóóéáíüò ðßíáêáò, ç ðåñéï÷Þ åìðéó�ïóýíçò,êëð.Ôï ãåíéêü ðñüâëçìá ìå éóï�éêïýò êáé áíéóï�éêïýò ðåñéïñéóìïýò:
min{f(x)} (1.28)õðü : 
i(x) = 0; ∀i = 1; · · · ;Mêáé : hi(x) ≥ 0; ∀i = 1; · · · ; Káí�éìå�ùðßæå�áé ìå óõíäõáóìü óõíáñ�Þóåùí �éìùñßáò Þ êáé åìðïäßùí ìåáðåõèåßáò åðÝê�áóç �ùí ðáñáðÜíù éäåþí.4ÅÜí õðÜñ÷ïõí ðåñéóóü�åñïé �ïõ åíüò ðåñéïñéóìïß hi(x) ≥ 0; i = 1; 2; · · · ;K, �ü�åç áí�ßó�ïé÷ç óõíÜñ�çóç åìðïäßïõ áëëÜæåé åß�å áðü 1=h(x) óå ∑Êi=1 1=hi(x), åß�å áðü

− ln(h(x)) óå −∑Êi=1 ln(hi(x))



18 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁ�Ù�Ç1.7 �ñïâëÞìá�á1. ¸ó�ù óõììå�ñéêüò n× n ðñáãìá�éêüò ðßíáêáò S. Äåßî�å ü�é:(a) Ï S Ý÷åé ðñáãìá�éêÝò éäéï�éìÝò.(b) ÅÜí �0 ç åëá÷ßó�ç �ùí éäéï�éìþí �ïõ, �ü�å éó÷ýåé
∀x ∈ Rn xTSxxTx ≥ �02. Äßäå�áé ç óõíÜñ�çóç f(x1; x2) = (x1 − x2

2)
2 + (x1 − x2)

2.(a) Åîå�Üó�å åÜí êÜðïéá áðü �éò êá�åõèýíóåéò s1 = (2; 1)T ; s2 = (1; 1)Tåßíáé öèßíïõóá ó�ï óçìåßï x = (−1; 1)T .(b) Äßäå�áé �ï óçìåßï x0 = (3;−1)T . Áðü �ï óçìåßï áõ�ü åöáñìüó�åãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç ó�çí êá�åýèõíóç ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò�çí −∇f(x0).(
) Ó�ï óçìåßï ðïõ êá�Ýëçîå ç áíáæÞ�çóç, åîå�Üó�å åÜí ï Åóóéáíüòðßíáêáò åßíáé èå�éêÜ ïñéóìÝíïò.(d) Áíáð�ýî�å �çí f óå óåéñÜ Taylor ãýñù áðü �ï óçìåßï x = (−1; 1)Têáé êñá�Þó�å �ïõò �ñåßò ðñþ�ïõò üñïõò �çò óåéñÜò ðïõ áðï�åëïýíÝíá �ïðéêü �å�ñáãùíéêü ìïí�Ýëï. Âñåß�å �ï åëÜ÷éó�ï �ïõ ìïí�Ýëïõêáé óõãêñßíá�Ý �ï ìå �ï åëÜ÷éó�ï �çò f ðïõ åßíáé ó�ï x∗ = (1; 1)T .3. Áðïäåßî�å ü�é ï ðßíáêáò B =

(

9 3
3 2

) åßíáé èå�éêÜ ïñéóìÝíïò, ÷ñçóé-ìïðïéþí�áò �ïí ïñéóìü: xTBx > 0, ∀x 6= 0, üðïõ x = (x1; x2)
T .4. Äßäïí�áé Ýíá óçìåßï p = (p1; p2)

T êáé ç åõèåßá (�) : x1 − x2 = d. Íáåõñåèåß �ï óçìåßï x∗ ðïõ áíÞêåé ó�çí åõèåßá (�) êáé Ý÷åé �çí åëá÷ßó�çáðüó�áóç áðü �ï óçìåßï p.5. Ëïãéóìüò ìå�áâïëþí.Èåùñåßó�å �ï ïëïêëÞñùìá:I[y] =

∫ ba F (x; y; y′)dx



1.7. �ÑÏÂËÇÌÁÔÁ 19üðïõ y = y(x); y′ = ddxy(x). Æç�åß�áé íá åõñåèåß ìéá óõíÜñ�çóç y∗(x)ðïõ íá éêáíïðïéåß �éò óõíèÞêåò:y∗(a) = y1 êáé y∗(b) = y2 (1.29)�Ý�ïéá þó�å �ï ïëïêëÞñùìá I[y∗] íá åßíáé åëÜ÷éó�ï. Ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞ-ìá�ïò áõ�ïý áíÜãå�áé ó�çí åðßëõóç �ùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí \Euler{Lagrange" ïé ïðïßåò ðñïêýð�ïõí áðü �çí åîÞò èåþñçóç. ¸ó�ù ü�é çëýóç åßíáé ç y∗ êáé Ýó�ù �(x) ìéá óõíå÷Þò óõíÜñ�çóç ìå �(a) = �(b) = 0.Ôü�å ç óõíÜñ�çóç y(x) = y∗(x) + 
�(x) åßíáé ìéá õðïøÞöéá ëýóç. ÈáðñÝðåé �ï ïëïêëÞñùìáÉ [
] =

∫ ba F (x; y∗ + 
�; y∗′ + 
�′

)dxíá Ý÷åé åëÜ÷éó�ï ó�ï 
 = 0. Èá ðñÝðåé äçëáäÞ íá éó÷ýåé: dd
 I[
]|
=0 = 0.Äåßî�å ü�é Ý�óé ðñïêýð�åé ç åîßóùóç Euler-Lagrange :�F�y∗ − ddx ( �F�y∗′ ) = 0



20 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁ�Ù�Ç



ÊåöÜëáéï 2Óýãêëéóç�éá �çí ìåëÝ�ç �ùí ìåèüäùí åëá÷éó�ïðïßçóçò, ç Ýííïéá �çò óýãêëéóçò åß-íáé êåöáëáéþäïõò óçìáóßáò. �ü�å ìéá ìÝèïäïò óõãêëßíåé êáé ðüóï ãñÞãïñáóõãêëßíåé, åßíáé åñù�Þóåéò ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí ó�ï ðáñüí êåöÜëáéï.Åðßóçò èá ìåëå�çèïýí ïé éäéü�ç�åò óýãêëéóçò ìéáò óçìáí�éêÞò ìåèüäïõ åðßëõ-óçò ìç-ãñáììéêþí åîéóþóåùí óå ìéá äéÜó�áóç, �çò ìåèüäïõ Newton, ãíùó�Þòêáé ùò ìåèüäïõ Newton-Raphson.2.1 Óýãêëéóç áêïëïõèéþí¸ó�ù ìéá áêïëïõèßá ðñáãìá�éêþí áñéèìþí: xk; k = 0; 1; 2; · · · . Èá ëÝìå ü�éç áêïëïõèßá xk óõãêëßíåé ó�ï x∗ ü�áí éó÷ýåé
limk→∞
|xk − x∗| = 0ÅÜí ç áêïëïõèßá xk óõãêëßíåé ó�ï x∗ êáé õðÜñ÷åé ìéá ó�áèåñÜ 
 ∈ [0; 1) �Ý�ïéáþó�å íá éó÷ýåé

|xk+1 − x∗| ≤ 
|xk − x∗|; ∀k ≥ k0üðïõ k0 ïéïóäÞðï�å ðåðåñáóìÝíïò èå�éêüò áêÝñáéïò, �ü�å ëÝìå ü�é ç áêïëïõèßáxk óõãêëßíåé q-ãñáììéêÜ ó�ï x∗ . ÅÜí åíáëëáê�éêÜ éó÷ýåé
|xk+1 − x∗| ≤ 
|xk − x∗|p�ü�å ëÝìå ü�é ç áêïëïõèßá xk óõãêëßíåé ó�ï x∗ ìå q-�Üîç 1 �ïõëÜ÷éó�ïí p.�éá p = 2 Ý÷ïõìå q-�å�ñáãùíéêÞ êáé ãéá p = 3 q-êõâéêÞ óýãêëéóç. Ìéá1Ôï ðñüèåìá q ðñïÝñ÷å�áé áðü �çí ëÝîç quotient (=ëüãïò)21



22 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. ÓÕ�ÊËÉÓÇóçìáí�éêÞ �Üîç óýãêëéóçò åßíáé ç q-õðåñãñáììéêÞ ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé
|xk+1 − x∗| ≤ 
k|xk − x∗|üðïõ 
k áêïëïõèßá óõãêëßíïõóá ó�ï ìçäÝí.2.1.1 �áñáäåßãìá�á�éá íá êá�áíïÞóïõìå �çí �Üîç óýãêëéóçò èá ìåëå�Þóïõìå ìåñéêÝò ÷áñáê�ç-ñéó�éêÝò ðåñéð�þóåéò.1. q-ãñáììéêÞ óýãêëéóç xk = 1 + 2−k (2.1)Óõãêëßíåé ó�ï x∗ = limk→∞

xk = 1 ïðü�å Ý÷ïõìå ü�é:
|xk+1 − 1|
|xk − 1| =

2−(k+1)

2−k =
1

22. q-õðåñãñáììéêÞ óýãêëéóçxk =
xk−1k − 1

+ 1− 1k − 1
; ìå x1 = 1=2 (2.2)Óõãêëßíåé ó�ï x∗ = limk→∞

xk = 1 ïðü�å Ý÷ïõìå ü�é:
|xk+1 − 1|
|xk − 1| =

|xk=k − 1=k|
|xk − 1| =

1k → 03. q-�å�ñáãùíéêÞ óýãêëéóç xk = 1 + 2−2k (2.3)Óõãêëßíåé ó�ï x∗ = limk→∞
xk = 1 ïðü�å Ý÷ïõìå ü�é:

|xk+1 − 1|
|xk − 1|2 =

2−2k+1

(2−2k)2
= 1Ó�ïí ðßíáêá 2.1 ðáñá�ßèåí�áé ïé �éìÝò �ùí |xi − x∗| �ùí 10 ðñþ�ùí åðáíáëÞ-øåùí ãéá �éò áêïëïõèßåò (2.1), (2.2) êáé (2.3). �áñá�çñïýìå ü�é ç ðéï áñãÞóýãêëéóç åßíáé ç q-ãñáììéêÞ êáé ç �á÷ý�åñç ç q-�å�ñáãùíéêÞ. Áëãüñéèìïé ìåq-ãñáììéêÞ óýãêëéóç áðïöåýãïí�áé ó�çí ðñÜîç ùò áíáðï�åëåóìá�éêïß 2.2Ïé áëãüñéèìïé âåë�éó�ïðïßçóçò èåùñïýí�áé áðï�åëåóìá�éêïß ü�áí åðé�õã÷Üíïõíq-õðåñãñáììéêÞ, Þ óýãêëéóç õøçëü�åñçò �Üîçò.



2.2. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ NEWTON-RAPHSON 23i Áê. (2.1) Áê. (2.2) Áê. (2.3)1 0.5000000 0.5000000 0.25000002 0.2500000 0.5000000 0.06250003 0.1250000 0.2500000 0.00390634 0.0625000 0.0833333 0.00001535 0.0312500 0.0208333 0.00000006 0.0156250 0.0041667 0.00000007 0.0078125 0.0006944 0.00000008 0.0039063 0.0000992 0.00000009 0.0019531 0.0000124 0.000000010 0.0009766 0.0000014 0.0000000�ßíáêáò 2.1: Äéáäï÷éêÝò �éìÝò |xi − x∗| ãéá �éò áêïëïõèßåò (2.1), (2.2) êáé(2.3). Åýêïëá óõãêñßíïí�áé ïé �á÷ý�ç�åò óýãêëéóçò.2.2 Ç ìÝèïäïò Newton-RaphsonÇ åðßëõóç ìéáò ìç-ãñáììéêÞò åîßóùóçò f(x) = 0, åßíáé Ýíá óõ÷íÜ åìöáíéæü-ìåíï ðñüâëçìá êáé ãéá �ïí ëüãï áõ�ü Ý÷ïõí áíáð�õ÷èåß áñêå�Ýò áñéèìç�éêÝòìÝèïäïé ãéá �çí áí�éìå�þðéóÞ �ïõ. ¼�áí ç ðáñÜãùãïò �çò óõíÜñ�çóçò f ′(x)õðÜñ÷åé êáé åßíáé óõíå÷Þò, �ü�å ìßá áðü �éò ðéï ðå�õ÷çìÝíåò ìåèüäïõò åßíáéáõ�Þ �ùí Newton-Raphson. Ç åí ëüãù ìÝèïäïò ðñïóåããßæåé �çí óõíÜñ�çóçó�çí ðåñéï÷Þ åíüò óçìåßïõ x0 ìå Ýíá ãñáììéêü ìïí�Ýëï L(x; x0), ðïõ ðñïêý-ð�åé áðü �çí êá�Ü Taylor áíÜð�õîç:f(x) ≈ L(x; x0) = f(x0) + (x− x0)f ′(x0); ãéá x ó�çí ðåñéï÷Þ �ïõ x0 (2.4)Ëýíïí�áò �çí åîßóùóç L(x; x0) = 0, Ý÷ïõìå ìéá ðñïóÝããéóç �çò ñßæáòx̂ = x0 −
f(x0)f ′(x0)Ç äéáäéêáóßá åðáíáëáìâÜíå�áé, ìå �ï x̂ íá ðáßñíåé �çí èÝóç �ïõ x0, Ýùò ü�ïõéêáíïðïéçèåß ìéá óõíèÞêç �åñìá�éóìïý. Äýï åßíáé ïé óõíÞèåéò óõíèÞêåò �åñ-ìá�éóìïý: åß�å |f(x̂)| ≤ �→ 0; åß�å |x̂− x0| ≤ Æ → 0Ìéá âÞìá ðñïò âÞìá ðåñéãñáöÞ äßíå�áé áðü �ïí áëãüñéèìï 2.2.1.



24 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. ÓÕ�ÊËÉÓÇÁëãüñéèìïò 2.2.1ÌÝèïäïò Newton-Raphson1. ÄåäïìÝíùí �ùí x0 êáé åíüò ìéêñïý � > 02. Õðïëïãßó�å f(x0); f ′(x0)3. ÅÜí |f(x0)| ≤ �, �ï x0 åßíáé ñßæá; ÔÅËÏÓ.4. Õðïëïãßó�å x̂ = x0 − f(x0)f ′(x0)5. x0 ← x̂ êáé óõíÝ÷éóå áðü �ï âÞìá 2.Ìéá õëïðïßçóç �ïõ ùò Üíù áëãïñßèìïõ óå Fortran-77, ðáñá�ßèå�áé ó�ïí ðß-íáêá 2.2 ó�çí óåëßäá 27. Ó�ï ðáñÜäåéãìá ÷ñçóéìïðïéåß�áé ç óõíÜñ�çóç f(x) =x2 − 2 ìå f ′(x) = 2x. Ç ñßæá åßíáé ðñïöáíþò x0 =
√

2.2.2.1 Óýãêëéóç �çò ìåèüäïõ NewtonÇ ìÝèïäïò Newton óõãêëßíåé õðü ðñïûðïèÝóåéò êáé üðùò èá äïýìå ç �Üîç �çòóýãêëéóçò åßíáé q-�å�ñáãùíéêÞ, ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëý åðéèõìç�ü ãéá �Ý�ïéïõåßäïõò ìåèüäïõò.Ìéá óõíÜñ�çóç g(x); x ∈ D ⊂ R ëÝãå�áé ü�é åßíáé óõíå÷Þò êá�Ü Lips
hitz,ü�áí õðÜñ÷åé êÜðïéá èå�éêÞ ó�áèåñÜ 
 ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé:
|g(x)− g(y)| ≤ 
|x− y|; ∀ x; y ∈ D (2.5)Ï óõìâïëéóìüò g ∈ Lip
(D) ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá íá äçëþóåé �çí êá�Ü Lip-s
hitz óõíÝ÷åéá �çò g(:).ÅÜí f ′(x) ∈ Lip
(D) �ü�å, ∀x < y ∈ D éó÷ýåé: |f ′(x) − f ′(y)|=|x − y| ≤ 
.Áðü �ï èåþñçìá �çò ìÝóçò �éìÞò Ý÷ïõìå ü�é: |f ′(x)− f ′(y)|=|x− y| = |f ′′(�)|üðïõ � ∈ [x; y] êáé ùò åê �ïý�ïõ óõìðåñáßíå�áé ü�é |f ′′(x)| ≤ 
; ∀x ∈ D.Åðßóçò éó÷ýåé ü�é:

|f(y)− f(x)− (y − x)f ′(x)| = |1
2
(y − x)2f ′′(�)| ≤ 1

2
(y − x)2
Ç ìÝèïäïò �ïõ Newton ðáñÜãåé �çí áêïëïõèßá xk+1 = xk − f(xk)=f ′(xk).ÅÜí õðïèÝóïõìå ü�é f ′ ∈ Lip
(D) êáé |f ′(x)| > � > 0;∀x ∈ D, êáé Ýó�ù ü�é



2.3. �ÑÏÂËÇÌÁÔÁ 25õðÜñ÷åé ñßæá x∗ ∈ D; ìå f(x∗) = 0 �ü�å Ý÷ïõìå:
|xk+1 − x∗| = |xk − x∗ − f(xk)f ′(xk) | = |xk − x∗ − f(xk)− f(x∗)f ′(xk) | =

1

|f ′(xk)| |f(x∗)− f(xk)− (x∗ − xk)f ′(xk)| ≤ 1

2� |x∗ − xk|2
áðü üðïõ êáé ðñïêýð�åé ç q-�å�ñáãùíéêÞ �Üîç, |xk+1 − x∗|=|xk − x∗|2 ≤ 

2� .¢ñá åÜí ç ìÝèïäïò óõãêëßíåé �ü�å ç �Üîç �çò åßíáé q-�å�ñáãùíéêÞ.�éá �çí óýãêëéóç ðñÝðåé åðéëÝïí íá áðïäåé÷èåß ü�é:

|xk+1 − x∗| < |xk − x∗|; ∀k > k0¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé áñéèìüò �, �Ý�ïéïò þó�å íá éó÷ýåé: |x0 − x∗| < � ≤ 2�
 .Ôü�å Ý÷ïõìå:
|x1 − x∗|
|x0 − x∗| ≤ |x0 − x∗| 


2� < � 

2� ≤ 1áðü üðïõ êáé óõíÜãå�áé ü�é |x1 − x∗| ≤ |x0 − x∗| < �.Ç óýãêëéóç áðïññÝåé åðáãùãéêÜ ìå �çí åðáíáëáìâáíüìåíç åöáñìïãÞ �ïõ ðá-ñáðÜíù âÞìá�ïò. Ç ðñïûðüèåóç ëïéðüí ãéá �çí óýãêëéóç �çò ìåèüäïõ åßíáé ü�éç áñ÷éêÞ åê�ßìçóç x0 ãéá �çí ñßæá, éêáíïðïéåß �çí óõíèÞêç |x0 − x∗| < 2�=
.Óå ðåñéð�þóåéò üðïõ ç ó�áèåñÜ 2�=
 åßíáé ðïëý ìéêñÞ, �ü�å ç áñ÷éêÞ åê�ß-ìçóç ðñÝðåé íá åßíáé Þäç ðïëý êïí�Ü ó�çí ñßæá x∗, åéäÜëëùò ç ìÝèïäïò äåí èáóõãêëßíåé.2.3 �ñïâëÞìá�á1. ÅÜí ç ñßæá x∗ �çò f(x) åßíáé åðßóçò ñßæá �çò ðáñáãþãïõ f ′(x), äçëáäÞåÜí éó÷ýåé ü�é f(x∗) = f ′(x∗) = 0 êáé åðéðëÝïí f ′′(x∗) 6= 0, �ü�å íá áðï-äåé÷èåß ü�é ç ìÝèïäïò �ïõ Newton óõãêëßíåé q-ãñáììéêÜ ó�çí ñßæá x∗.2. ÅÜí éó÷ýïõí f(x∗) = f ′(x∗) = 0 êáé åðéðëÝïí f ′′(x∗) 6= 0, �ü�å íá�ñïðïðïéçèåß ç ìÝèïäïò �ïõ Newton Ý�óé þó�å íá åðé�åõ÷èåß óýãêëéóçq-�å�ñáãùíéêÞò �Üîçò.3. Íá åðéíïçèåß ìéÜ åðáíáëçð�éêÞ ìÝèïäïò (ðïõ íá âáóßæå�áé ó�çí ìÝèïäïNewton), ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ áí�éó�ñüöïõ 1a åíüò áñéèìïý a, ðïõäåí ÷ñçóéìïðïéåß �çí ðñÜîç �çò äéáßñåóçò, ðáñÜ ìüíï ðñüóèåóç, áöáß-ñåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü. Íá åê�åëåóèïýí ïé �ñåßò ðñþ�åò åðáíáëÞøåéòãéá a = 9 êáé x0 = 0:1. Íá ó÷ïëéáó�åß ç �Üîç �çò óýãêëéóçò.



26 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. ÓÕ�ÊËÉÓÇ4. Íá áðïäåé÷�åß ü�é åÜí f(x∗) = f ′′(x∗) = 0 êáé f ′(x∗)f ′′′(x∗) 6= 0, �ü�å çìÝèïäïò �ïõ Newton óõãêëßíåé q-êõâéêÜ ó�çí ñßæá x∗.5. Íá ìåëå�çèåß áñéèìç�éêÜ ç ìÝèïäïò ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí ìÝèïäï New-ton ü�áí ç ðáñÜãùãïò f ′(xk) ðñïóåããéó�åß þò: f ′(xk) ≈ f(xk)−f(xk−1xk−xk−1
.Íá óõãêñéèåß ç áðüäïóÞ �çò ìå áõ�Þ �çò Newton ãéá �éò óõíáñ�Þóåéòf(x) = x2 − 2; f(x) = e−x − x êáé f(x) = 1x2+1

− x
30
.



2.3. �ÑÏÂËÇÌÁÔÁ 27program newrap* Newton Raphson methodimpli
it double pre
ision (a-h,o-z)x0 = 1.eps = 1.d-91 
ontinuef0 = f(x0)write(*,*) x0,f0if (abs(f0) .lt. eps ) thenwrite(*,*) £Ç ñßæá åßíáé: ',x0stopendiffp0 = fp(x0)if(fp0 .ne.0.) thenx = x0-f0/fp0elsewrite(*,*) 'ÄéÜëåîå Üëëï áñ÷éêü óçìåßï x0'stopendifx0 = xgo to 1endfun
tion f(x)impli
it double pre
ision (a-h,o-z)f = x**2-2endfun
tion fp(x)impli
it double pre
ision (a-h,o-z)fp = 2*xend �ßíáêáò 2.2: Ç ìÝèïäïò N/R ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò √2
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ÊåöÜëáéï 3ÌÝèïäïé óå ìßá äéÜó�áóçÇ åëá÷éó�ïðïßçóç óõíáñ�Þóåùí ìéáò ìå�áâëç�Þò åßíáé éäéáß�åñá óçìáí�éêÞ,äéü�é åìöáíßæå�áé óõ÷íÜ ùò åíäéÜìåóç äéáäéêáóßá êá�Ü �çí åëá÷éó�ïðïßçóçóõíáñ�Þóåùí ðïëëþí ìå�áâëç�þí. �ñï�ñÝ÷ïí�áò, ðáñáèÝ�ïõìå ìéá åðáíÜ-ëçøç åíüò �õðéêïý áëãïñßèìïõ áõ�ïý �ïõ �ýðïõ, ãéá �çí åëá÷éó�ïðïßçóç ìéáòðïëõäéÜó�á�çò óõíÜñ�çóçò f(x); x ∈ R(n), ãéá �çí êá�áíüçóç �çò ÷ñçóéìü-�ç�áò �ùí ìïíïäéÜó�á�ùí ìåèüäùí.Áëãüñéèìïò 3.0.1�åíéêÞ äïìÞ åðáíÜëçøçò ìåèüäïõ ìå ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç1. ÄåäïìÝíïõ �ïõ �ñÝ÷ïí�ïò óçìåßïõ x(k)2. Õðïëïãßæå�áé ìéá öèßíïõóá êá�åýèõíóç s(k)3. Åëá÷éó�ïðïéåß�áé ùò ðñïò � (ìå � > 0) ç óõíÜñ�çóç:�(�) ≡ f(x(k) + �s(k)) (3.1)êáé åí�ïðßæå�áé ç èÝóç �ïõ åëá÷ßó�ïõ �(k)4. Ôßèå�áé x(k+1) = x(k) + �(k)s(k)Ó�ï âÞìá 3 åðéëýå�áé Ýíá ðñüâëçìá ìïíïäéÜó�á�çò (ùò ðñïò � ) åëá÷éó�ï-ðïßçóçò, äéáäéêáóßá ðïõ åßíáé ãíùó�Þ ùò \ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç".29



30 ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. ÌÅÈÏÄÏÉ ÓÅ ÌÉÁ ÄÉÁÓÔÁÓÇ3.1 Ìïíü�ñïðåò óõíáñ�ÞóåéòÓ�çí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï èá ìåëå�Þóïõìå ìåèüäïõò ãéá áðëÜ ðñïâëÞìá�áüðïõ ç óõíÜñ�çóç f(x) åßíáé ìïíü�ñïðç, äçëáäÞ Ý÷åé ìüíï Ýíá åëÜ÷éó�ï x∗ óåÝíá äåäïìÝíï äéÜó�çìá x ∈ [a; b], êáé åðéðëÝïí åÜí a ≤ x1 < x2 ≤ b �ü�åéó÷ýåé ü�é: x2 ≤ x∗ ⇐⇒ f(x1) > f(x2) (3.2)x∗ ≤ x1 ⇐⇒ f(x2) > f(x1) (3.3)Ôï ðñüâëçìá äéá�õðþíå�áé ùò åîÞò:
minx∈[a;b] f(x) (3.4)Ôï äéÜó�çìá [a; b] ðïõ ðåñéÝ÷åé �çí èÝóç �ïõ åëá÷ßó�ïõ, ïíïìÜæå�áé äéÜó�çìááâåâáéü�ç�áò . Ôï åýñïò �ïõ äéáó�Þìá�ïò ïñßæå�áé ùò d ≡ b − a. ÅÜí �ïåýñïò �ïõ äéáó�Þìá�ïò áâåâáéü�ç�áò åßíáé ìéêñü, �ü�å Þäç Ý÷ïõìå ìéá êáëÞðñïóÝããéóç ãéá �çí èÝóç �ïõ åëá÷ßó�ïõ x∗ ≈ (b + a)=2 ± d=2. �Üíù óåáõ�Þ �çí áðëÞ ðáñá�Þñçóç âáóßæå�áé Ýíá óýíïëï ìåèüäùí ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ùòó�ü÷ï íá óõññéêíþíïõí äéáäï÷éêÜ �ï äéÜó�çìá áâåâáéü�ç�áò. Ç áðüäïóç �ùíìåèüäùí áõ�ïý �ïõ �ýðïõ âáèìïëïãåß�áé áðü �ïí ëüãïrN ≡ bN − aNb− a ≡ dNd (3.5)�ïõ �åëéêïý åýñïõò ðñïò �ï áñ÷éêü, êáé üðïõ N åßíáé ï áñéèìüò �ùí áðï-�éìÞóåùí �çò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò f(:). Ïé ìç÷áíéóìïß óõññßêíùóçòðïéêßëïõí, ç âáóéêÞ éäÝá üìùò åßíáé ìßá. ÄéáëÝãïí�áé äýï óçìåßá x1; x2ìå a < x1 < x2 < b êáé õðïëïãßæå�áé ç óõíÜñ�çóç ó�á äýï áõ�Ü óçìåßáf1 = f(x1); f2 = f(x2). ÅÜí f1 < f2 �ü�å �ï äéÜó�çìá ðïõ öñÜóóåé �ï åëÜ-÷éó�ï åßíáé �ï [a; x2] áëëïéþò åÜí f1 > f2 �ü�å �ï áí�ßó�ïé÷ï äéÜó�çìá åßíáé�ï [x1; b]. Êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò �ï äéÜó�çìá áâåâáéü�ç�áò Ý÷åé óõññéêíù-èåß. Ç äéáäéêáóßá óõíå÷ßæå�áé Ýùò ü�ïõ �ï åýñïò �ïõ äéáó�Þìá�ïò áâåâáéü-�ç�áò ìåéùèåß ðÝñáí êÜðïéïõ ðñïêáèïñéóìÝíïõ ïñßïõ. Ï �ñüðïò ìå �ïí ïðïßïäéáëÝãïí�áé �á åíäéÜìåóá óçìåßá åßíáé óçìáí�éêüò êáé äéáöïñå�éêïß �ñüðïéáí�éó�ïé÷ïýí óå äéáöïñå�éêÝò ìåèüäïõò.3.1.1 Ç ìÝèïäïò �çò \×ñõóÞò ÔïìÞò"Ôá óçìåßá x1 < x2 äéáëÝãïí�áé Ý�óé þó�å íá éóáðÝ÷ïõí áðü �á Üêñá a; b.Éó÷ýåé äçëáäÞ x1 − a = b − x2. Ôá äýï åðüìåíá ðéèáíÜ äéáó�Þìá�á åßíáé �á
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[a; x2] åÜí f2 > f1, êáé [x1; b] åÜí f1 > f2, ìå �ï ßäéï åýñïò d1 = x2−a = b−x1.Åßíáé èåìé�ü åÜí �ï íÝï äéÜó�çìá åßíáé �ï [a; x2], �ï óçìåßï x1 íá ÷ñçóéìïðïéç-èåß ùò Ýíá åê �ùí äýï åíäéÜìåóùí óçìåßùí, äéü�é Ý�óé áðïöåýãå�áé ç åê íÝïõáðï�ßìçóç �çò óõíÜñ�çóçò. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç �á åíäéÜìåóá óçìåßá èáåßíáé �á x3; x1 ìå a < x3 < x1 < x2. Áò èåùñÞóïõìå äéáäï÷éêÜ ìåñéêÝò �å�ñÜ-äåò óçìåßùí, üðùò áõ�Ýò ðñïêýð�ïõí áðü �çí ðáñáðÜíù èåþñçóç, åðéëÝãïí�áò(÷ùñßò íá èßãå�áé ç ãåíéêü�ç�á) ðÜí�á �ï áñéó�åñü ùò íÝï äéÜó�çìá.1. [a; x1; x2; b] ìå åýñïò d = b− a êáé ìå b− x2 = x1 − a ≡ w2. [a; x3; x1; x2] ìå åýñïò d1 = x2−a = d−w êáé ìå x3−a = x2−x1 = d−2wÞ x3 = b− 2w3. [a; x4; x3; x1] ìå åýñïò d2 = w êáé ìå x4 − a = x1 − x3 = 3w − d Þx4 = a− d+ 3w4. [a; x5; x4; x3] ìå åýñïò d3 = d − 2w êáé ìå x5 − a = x3 − x4 Þ x5 =b + d− 5w�áñá�çñåßó�å ü�é d1 + d2 = x2 − a + w = b − w − a + w = d, êáé åðßóçò ü�éd1 = d2 + d3. ÅðáãùãéêÜ äå: dk = dk+1 + dk+2 (3.6)ÅÜí ï ëüãïò áíáãùãÞò �ïõ äéáó�Þìá�ïò áâåâáéü�ç�áò r áðáé�çèåß íá åßíáéó�áèåñüò, äçëáäÞ åÜíd1 = rd; d2 = rd1 = r2d; d3 = rd2 = r3d; · · ·åê �çò (3.6) ðñïêýð�åé ü�é r2+r−1 = 0. ÄåäïìÝíïõ äå ü�é r > 0, óõíåðÜãå�áé:r =

√
5− 1

2
≈ 0:618ðïõ åßíáé ï ãíùó�üò ëüãïò �çò \×ñõóÞò ÔïìÞò".Ï ðëÞñçò áëãüñéèìïò ðåñéãñÜöå�áé ìå Ýíá äéÜãñáììá ñïÞò ó�ï ó÷Þìá 3.1, ó�çóåëßäá 38. Ç õëïðïßçóç �ïõ áëãïñßèìïõ óå ìéá ãëþóóá ðñïãñáììá�éóìïýåßíáé �å�ñéììÝíç êáé óå ðëÞñç áí�éó�ïé÷ßá ìå �ï äéÜãñáììá. Ó�ï ó÷Þìá 3.2ðáñá�ßèå�áé ìéá õëïðïßçóç óå Fortran-77. Åðßóçò ó�ï ó÷Þìá 3.3 ðáñá�ßèå�áéç õëïðïßçóç ìéáò áðëÞò óõíÜñ�çóçò äïêéìÞò f(x) = (x2− 4x+5)2 +(x− 2)4,ìå åëÜ÷éó�ï ó�ï x∗ = 2.
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iÇ öéëïóïößá �çò ìåèüäïõ Fibona

i åßíáé ðáñüìïéá ìå áõ�Þ �çò \×ñõóÞò Ôï-ìÞò". Ç êýñéá äéáöïñÜ �ïõò åßíáé ü�é åíþ ï ëüãïò áíáãùãÞò �ïõ äéáó�Þìá�ïòáâåâáéü�ç�áò ó�çí \×ñõóÞ ÔïìÞ" åßíáé ó�áèåñüò óå êÜèå åðáíÜëçøç, ó�çíìÝèïäï Fibona

i åîáñ�Ü�áé áðü �ïí äåßê�ç �çò åðáíÜëçøçò. Åðßóçò, óå ðñá-ê�éêü åðßðåäï, ï áñéèìüò �ùí åðáíáëÞøåùí ðñÝðåé íá åßíáé åê �ùí ðñï�Ýñùíãíùó�üò, óå áí�éäéáó�ïëÞ ìå �çí ìÝèïäï �çò \×ñõóÞò ÔïìÞò".Ç áêïëïõèßá Fibona

i äßäå�áé áðü �ïõò áñéèìïýò:
1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; · · · (3.7)êáé ðáñÜãïí�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç (ðïõ ìïéÜæåé ìå �çí(3.6)):Fk = Fk−1 + Fk−2 ìå F0 = F1 = 1 (3.8)Ç áíáäñïìÞ (3.8) åðéëýå�áé áíáëõ�éêÜ, êáé ïé áñéèìïß Fibona

i äßäïí�áé áðü�çí êëåéó�Þ ìïñöÞ:Fk =

(1 +
√

5)k+1 − (1−
√

5)k+1

2k+1
√

5
; k = 0; 1; 2; · · · (3.9)ÅÜí õðïèÝóïõìå ü�é �ï éêáíïðïéç�éêü åýñïò �ïõ �åëéêïý äéáó�Þìá�ïò áâåâáéü-�ç�áò åßíáé ßóï Þ ìéñü�åñï �ïõ h, áðü �çí (3.6) Ý÷ïõìå ü�é: dN−2 = dN−1+dN .ÅÜí äå áðáé�Þóïõìå ü�é dN−1 = dN = h �ü�å Ý÷ïõìå:dN = h = F0hdN−1 = h = F1hdN−2 = 2h = F2h

· · ·dN−k = Fkh (3.10)
· · ·d1 = FN−1hd = FNhÏ Í åðéëÝãå�áé ùò ï ìéêñü�åñïò áêÝñáéïò ãéá �ïí ïðïßï éó÷ýåé: dh ≤ FN , êáéäåäïìÝíïõ ðëÝïí �ïõ Í , åðáíáðñïóäéïñßæå�áé �ï �åëéêü äéÜó�çìá h = d=FN ,êáé õðïëïãßæïí�áé �á d1; d2; d3; · · · áðü �çí (3.10).



3.1. ÌÏÍÏÔÑÏ�ÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ 33Ôï áñ÷éêü äéÜó�çìá [a; b] äéáìåñßæå�áé ùò: [a; x1; x2; b] ìå x1 = b − FN−1hêáé x2 = a + FN−1h. ÅÜí äå f(x1) < f(x2), �ï äéÜó�çìá [a; x2] äéáìåñßæå�áéþò: [a; x3; x4; x2], üðïõ x3 = x2 − FN−2h êáé x4 = a + FN−2h. Åýêïëáìðïñåß êáíåßò íá äéáðéó�þóåé ü�é x4 = x1, ïðü�å êáé áðïöåýãå�áé ç åðéðëÝïíáðï�ßìçóç �çò óõíÜñ�çóçò, üðùò Üëëùó�å êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �çò \×ñõóÞòÔïìÞò". �áñüìïéá åßíáé ç äéáäéêáóßá ü�áí f(x1) > f(x2).Ï ëüãïò áíáãùãÞò �ïõ äéáó�Þìá�ïò ó�çí åðáíÜëçøç m äßäå�áé áðü:rm ≡ dm+1dm =
FN−m−1FN−m −→N−m→∞

√
5− 1

2ÂëÝðïõìå ü�é áóõìð�ù�éêÜ ï ëüãïò áíáãùãÞò �çò Fibona

i ðñïóåããßæåé �ïíó�áèåñü ëüãï �çò \×ñõóÞò ÔïìÞò".3.1.3 ÌÝèïäïò ðáñáâïëéêÞò ðáñåìâïëÞòÄåäïìÝíùí �ùí Üêñùí �ïõ äéáó�Þìá�ïò áâåâáéü�ç�áò a; b, ç éäÝá åßíáé íá âñå-èåß Ýíá åíäéÜìåóï óçìåßï xm ∈ [a; b] ìå f(xm) < min(f(a); f(b)), êáé åí óõíå-÷åßá íá åõñåèåß Ýíá �Ý�áñ�ï óçìåßï xs �Ý�ïéï þó�å íá åëá÷éó�ïðïéåß �çí ìïíá-äéêÞ ðáñáâïëÞ ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �á �ñßá óçìåßá (a; f(a)); (xm; f(xm)); (b; f((b)).xs =
a + b

2
− 1

2

f(b)−f(a)b−af(xm)−f(a)xm−a −
f(b)−f(a)b−axm−b (3.11)Ç ðåñáé�Ýñù äéáäéêáóßá åßíáé áõ�Þ ðïõ áêïëïõèåß�áé ãéá �éò ìïíü�ñïðåò óõ-íáñ�Þóåéò ìå êÜðïéåò ìéêñÝò ðáñáëëáãÝò, ðïõ öáßíïí�áé ó�ï äéÜãñáììá ñïÞòó�ï ó÷Þìá 3.4 ó�ç óåëßäá 41.3.1.4 Ç ìÝèïäïò �çò äé÷ï�üìçóçòÇ ìÝèïäïò �çò äé÷ï�üìçóçò ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå, áðáé�åß �ïí õðïëïãéóìü �çòðáñáãþãïõ f ′(x) ≡ df(x)dx êáé åðßóçò ü�é ó�á Üêñá �ïõ äéáó�Þìá�ïò áâåâáéü-�ç�áò éó÷ýåé f ′(a) < 0; f ′(b) > 0. Ç ìÝèïäïò äåí ÷ñçóéìïðïéåß �éìÝò �çòóõíÜñ�çóçò ü�áí ðñüêåé�áé ãéá ìïíü�ñïðåò óõíáñ�Þóåéò êáé âáóßæå�áé ìüíïó�ï ðñüóçìï �çò ðáñáãþãïõ. Ó�çí åðáíÜëçøç k, äåäïìÝíïõ �ïõ äéáó�Þìá�ïò

[ak; bk] ìå f ′(ak) < 0 êáé f ′(bk) > 0 åðéëÝãå�áé �ï óçìåßï ó�ï ìÝóïí �ïõ äéá-ó�Þìá�ïò 
k = ak+bk
2

êáé õðïëïãßæå�áé ç ðáñÜãùãïò f ′(
k). ÅÜí f ′(
k) > 0�ü�å �ï íÝï äéÜó�çìá åßíáé �ï [ak+1; bk+1] = [ak; 
k]. ÅÜí f ′(
k) < 0 �ü�å



34 ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. ÌÅÈÏÄÏÉ ÓÅ ÌÉÁ ÄÉÁÓÔÁÓÇ�ï íÝï äéÜó�çìá åßíáé �ï [ak+1; bk+1] = [
k; bk]. Ç ìÝèïäïò �çò äé÷ï�üìçóçòáíÜãåé óå êÜèå åðáíÜëçøç �ï äéÜó�çìá áâåâáéü�ç�áò êá�Ü 50%, ïðü�å óå ÍåðáíáëÞøåéò Ý÷ïõìå: dN = 1
2N d. Åí ðñþ�ïéò óõìðåñáßíå�áé ü�é ç äé÷ï�üìçóçåßíáé �á÷ý�åñç áðü �çí ìÝèïäï �çò \×ñõóÞò ÔïìÞò", äéü�é áðáé�åß ìéêñü�åñïáñéèìü åðáíáëÞøåùí. Ï õðïëïãéó�éêüò öüñ�ïò áíÜ åðáíÜëçøç åßíáé üìùòäéáöïñå�éêüò, äåäïìÝíïõ ü�é ó�çí äé÷ï�üìçóç áðáé�åß�áé ï õðïëïãéóìüò �çòðáñáãþãïõ êáé ü÷é �çò óõíÜñ�çóçò êáé ãéá íá åßíáé åöéê�Þ ìéá óýãêñéóç ðñÝðåéêáé áõ�ü íá ëçöèåß õðüøç. ÅÜí �f ; �g åßíáé ïé áðáé�ïýìåíïé ÷ñüíïé õðïëïãé-óìïý ãéá �çí óõíÜñ�çóç êáé �çí ðáñÜãùãï, êáé tf ; tg ïé áðáé�ïýìåíïé ÷ñüíïéãéá �çí \×ñõóÞ ÔïìÞ" êáé �çí äé÷ï�üìçóç �Ý�ïéïé þó�å �á �åëéêÜ äéáó�Þìá�ááâåâáéü�ç�áò íá åßíáé ßóá, �ü�åtftg =

log(1=2)

log(:618)

�f�g ≈ 1:44
�f�gÅßíáé ðëÝïí ðñïöáíÝò ðü�å ðñÝðåé íá ðñï�éìçèåß ç \×ñõóÞ ÔïìÞ" êáé ðü�å çäé÷ï�üìçóç.ÕðÜñ÷ïõí êáé Üëëá ó÷Þìá�á ãéá �çí ìïíïäéÜó�á�ç åëá÷éó�ïðïßçóç, üðùò ð.÷.ðáñåìâïëÞ ìå ðïëõþíõìï �ñß�ïõ âáèìïý, üðïõ ïé �éìÝò �çò óõíÜñ�çóçò êáé�çò ðáñáãþãïõ ó�á Üêñá �ïõ äéáó�Þìá�ïò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �ïí êáèï-ñéóìü �ùí �åóóÜñùí ðáñáìÝ�ñùí �ïõ ðïëõùíýìïõ, �ï ïðïßï ó�çí óõíÝ÷åéáåëá÷éó�ïðïéåß�áé áíáëõ�éêÜ êáé áêïëïõèåß�áé áí�ßó�ïé÷ç äéáäéêáóßá üðùò êáéó�çí ìÝèïäï �çò ðáñáâïëéêÞò ðáñåìâïëÞò.�éá �çí óõíÜñ�çóç ðïõ åìöáíßæå�áé ó�ï ó÷Þìá 3.3, êáé ãéá áñ÷éêü äéÜó�çìááâåâáéü�ç�áò [−5; 30] ç áðüäïóç �ùí ìåèüäùí �çò \×ñõóÞò ÔïìÞò" êáé �çòðáñáâïëéêÞò ðáñåìâïëÞò ðáñá�ßèå�áé ó�ïí ðßíáêá 3.1, üðïõ Í ï áñéèìüò �ùíåðáíáëÞøåùí, xN �ï åê�éìþìåíï åëÜ÷éó�ï êáé ∆ �ï Þìéóõ �ïõ åýñïõò �ïõ�åëéêïý äéáó�Þìá�ïò áâåâáéü�ç�áò.\×ñõóÞ ÔïìÞ" �áñáâïëéêÞ ðáñåìâïëÞN xN ∆ N xN ∆17 1.9824 0:0340 14 1.9960 0:007021 2.0007 0:0050 16 1.9995 0:000826 1.9999 0:0004 18 1.9999 0:000150 2.0000 10−8 27 2.0000 10−8�ßíáêáò 3.1: Áðüäïóç �ùí ìåèüäùí �çò \×ñõóÞò ÔïìÞò" êáé �áñáâïëéêÞòðáñåìâïëÞò ãéá �çí óõíÜñ�çóç �ïõ ó÷Þìá�ïò 3.3



3.2. �ÑÁÌÌÉÊÇ ÁÍÁÆÇÔÇÓÇ 353.2 �ñáììéêÞ ÁíáæÞ�çóçÏ åðáêñéâÞò åí�ïðéóìüò �ïõ åëá÷ßó�ïõ åßíáé õðïëïãéó�éêÜ äáðáíçñüò, üðùòÜëëùó�å öáßíå�áé áðü �á ó�ïé÷åßá ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ïí ðßíáêá 3.1. �éá�éò áíÜãêåò �çò ðïëõäéÜó�á�çò åëá÷éó�ïðïßçóçò üìùò ï áêñéâÞò åí�ïðéóìüò�ïõ åëá÷ßó�ïõ äåí åßíáé áíáãêáßïò. �áñüëá áõ�Ü õðÜñ÷ïõí êÜðïéåò óõíèÞêåòðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí�áé áðü �çí ìïíïäéÜó�á�ç åëá÷éó�ïðïßçóç þó�å ïáëãüñéèìïò 3.0.1 íá åßíáé áðï�åëåóìá�éêüò. Ç äéáäéêáóßá �ïõ ðñïóåããéó�éêïýåí�ïðéóìïý �ïõ åëá÷ßó�ïõ, ðïõ éêáíïðïéåß �éò ùò Üíù óõíèÞêåò ïíïìÜæå�áé\ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç" (�Á).Ç �Á ðñÝðåé íá åîáóöáëßæåé âÞìá�á:1. ÔÝ�ïéá þó�å íá ìåéþíå�áé óçìáí�éêÜ ç �éìÞ �çò óõíÜñ�çóçò.2. �åðåñáóìÝíïõ (ìç áðåéñïó�ïý) ìåãÝèïõò ãéá �á÷åßá óýãêëéóç.Ç ðñþ�ç áðáß�çóç åêöñÜæå�áé ìÝóù �çò óõíèÞêçò Armijo [Arm66℄, ðïõ äéá-�õðþíå�áé ùò åîÞò: f(x + �s) ≤ f(x) + 
1�sT∇f(x) (3.12)üðïõ s öèßíïõóá êá�åýèõíóç ó�ï óçìåßï x, � ≥ 0 êáé 
1 ∈ (0; 1). Ïé åðé�ñåð�Ýò�éìÝò �ïõ � åßíáé ìüíïí üóåò éêáíïðïéïýí �çí (3.12), üðùò öáßíå�áé êáé ó�ïó÷Þìá 3.5.Ç äåý�åñç áðáß�çóç åêöñÜæå�áé ìÝóù �çò óõíèÞêçò Wolfe [Wol69℄:sT∇f(x + �s) ≥ 
2sT∇f(x) (3.13)ìå 
2 ∈ (
1; 1). Ó�ï ó÷Þìá 3.6 (óåëßäá 43), öáßíå�áé ï �ñüðïò ðïõ áðïöåýãï-í�áé ïé ðïëý ìéêñÝò �éìÝò ãéá �ï âÞìá �. Ç óõíèÞêç Wolfe äåí åßíáé ìïíáäéêÞ.¸÷ïõí ðñï�áèåß åíáëëáê�éêÝò óõíèÞêåò ãéá �çí éêáíïðïßçóç �çò äåý�åñçòáðáß�çóçò. �éá ðáñÜäåéãìá ç óõíèÞêç:f(x + �s) ≥ (1− 
1)�sT∇f(x) (3.14)ãíùó�Þ ùò óõíèÞêç Goldstein [Gol65℄. Ç óõíèÞêç (3.14) áðïêëåßåé óå ðïëëÝòðåñéð�þóåéò êáé áõ�ü êáèåáõ�ü �ï åëÜ÷éó�ï êáé ùò åê �ïý�ïõ áðïöåýãå�áéáðü �éò ðåñéóóü�åñåò õëïðïéÞóåéò. Ç óõíèÞêç ðïõ áðïäßäåé êáëý�åñá ó�çíðñÜîç êáé ðïõ èÝ�åé Ýíá Üíù öñÜãìá ãéá �ï âÞìá �, åßíáé ç �ñïðïðïéçìÝíçóõíèÞêç Wolfe:
|sT∇f(x + �s)| ≤ 
2|sT∇f(x)| (3.15)



36 ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. ÌÅÈÏÄÏÉ ÓÅ ÌÉÁ ÄÉÁÓÔÁÓÇÏé óõíèÞêåò (3.12, 3.15) åßíáé ãíùó�Ýò ìå �ï üíïìá \Éó÷õñÝò óõíèÞêåò Wolfe"Þ \Éó÷õñÝò óõíèÞêåò Wolfe-Powell", ïé äå óõíèÞêåò (3.12, 3.13), óå áí�éäéá-ó�ïëÞ, \Áóèåíåßò óõíèÞêåò Wolfe" Þ \Áóèåíåßò óõíèÞêåò Wolfe-Powell".3.2.1 Armijo êáé ïðéóèï÷þñçóç�éá ìåèüäïõò �ýðïõ Newton (ðïõ èá ìåëå�çèïýí óå Üëëç åíü�ç�á) ç åðéëïãÞ� = 1, åßíáé óõ÷íÜ ç âÝë�éó�ç. �éá áõ�ü �ï ëüãï áí�ß íá ÷ñçóéìïðïéåß�áé çóõíèÞêç Wolfe (3.13), ÷ñçóéìïðïéåß�áé ìüíï ç óõíèÞêç Armijo (3.12) ìå �çíáíáæÞ�çóç íá îåêéíÜ áðü �çí �éìÞ � = 1 êáé íá ìåéþíå�áé äéáäï÷éêÜ Ýùò ü�ïõéêáíïðïéçèåß ç óõíèÞêç Armijo.Áëãüñéèìïò 3.2.1ÌÝèïäïò �Á ìå ïðéóèï÷þñçóç1. Ôßèåí�áé � = 1; 
1 ∈ (0; 1); � ∈ (0; 1)2. ÅÜí f(x + �s) ≤ f(x) + 
1�sT∇f(x) �ü�å:Ôåñìá�ßæå�áé ç äéáäéêáóßá ìå �∗ = �ÅéäÜëëùò:Ôßèå�áé � = �� êáé åðáíáëáìâÜíå�áé �ï âÞìá 2.Ìå �ïí �ñüðï áõ�ü åîáóöáëßæå�áé ç óçìáí�éêÞ ìåßùóç �çò �éìÞò �çò óõíÜñ�ç-óçò ìÝóù �çò óõíèÞêçò Armijo, êáèþò êáé �ï ðåðåñáóìÝíï �ïõ âÞìá�ïò ìÝóù�çò ïðéóèï÷þñçóçò.Ó�á âéâëßá �ïõ R. Flet
her [Fle95℄ êáé �ùí Dennis & S
hnabel [DS96℄, õðÜñ-÷ïõí ëåð�ïìåñåßò ðåñéãñáöÝò áëãïñßèìùí ãéá �çí ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç.3.3 �ñïâëÞìá�á1. ÄåäïìÝíïõ ü�é ç óõíÜñ�çóç f(x) ìå x ∈ R, åßíáé óõíå÷Þò, ðáñáãùãßóéìçêáé ìïíü�ñïðç ó�ï äéÜó�çìá [a; b]:(a) Ó÷åäéÜó�å Ýíá äéÜãñáììá ñïÞò ãéá �çí åëá÷éó�ïðïßçóç ìå �çí ìÝ-èïäï �çò äé÷ï�üìçóçò.(b) Êá�áóêåõÜó�å �çí áí�ßó�ïé÷ç õëïðïßçóç óå Fortran-77.2. ÄåäïìÝíùí �ùí ðñïûðïèÝóåùí �ïõ ðñïçãïõìÝíïõ ðñïâëÞìá�ïò:



3.3. �ÑÏÂËÇÌÁÔÁ 37(a) Áíáð�ýî�å ìéá ìÝèïäï \êõâéêÞò ðáñåìâïëÞò", êá�' áíáëïãßá ìå�çí ìÝèïäï �çò \ðáñáâïëéêÞò ðáñåìâïëÞò", üðïõ �ï ðáñåìâÜëïíðïëõþíõìï p(x) åßíáé �ñß�ïõ âáèìïý êáé éêáíïðïéåß:p(a) = f(a); p′(a) = f ′(a); p(b) = f(b); p′(b) = f ′(b).(b) Ó÷åäéÜó�å �ï äéÜãñáììá ñïÞò.(
) Êá�áóêåõÜó�å �çí áí�ßó�ïé÷ç õëïðïßçóç óå Fortran-77.3. Áðïäåßî�å ü�é ïé áóèåíåßò Wolfe-Powell óõíèÞêåò, äåäïìÝíïõ ü�é ç åõèåßáf(x)+
1�sT∇f(x) �Ýìíåé �çí f(x+�s) ó�ï � = �′, åããõþí�áé ü�é åßíáéõðáñê�ü Ýíá äéÜó�çìá �éìþí ðåðåñáóìÝíïõ åýñïõò ãéá �ï âÞìá �.4. Áêïëïõèþí�áò �ï äéÜãñáììá ñïÞò �ïõ ó÷Þìá�ïò 3.4, õëïðïéÞó�å �ïíáëãüñéèìï �çò ðáñáâïëéêÞò ðáñåìâïëÞò óå Fortran-77.
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f, a, b, η

r  =(51/2-1)/2

p  = 1-r

fa = f(a)

fb = f(b) a

x1 = a + p(b-a)

x2 = a + r(b-a)

f1 = f(x1)

f2 = f(x2)






f1 < f2

   ?

b  = x2

fb = f2

x2 = x1

f2 = f1

x1 = a + p(b-a)

f1 = f(x1)

a  = x1

fa = f1

x1 = x2

f1 = f2

x2 = a + r(b-a)

f2 = f(x2)

NAI OXI

 b-a < tol  

     ?

NAI OXI

x = 
a+b
2

b-a
2

+
-

Ó÷Þìá 3.1: ÄéÜãñáììá ñïÞò ãéá �ïí áëãüñéèìï �çò \×ñõóÞò ÔïìÞò"



3.3. �ÑÏÂËÇÌÁÔÁ 39program goldenimpli
it double pre
ision (a-h,o-z)tol = 1.d-2r = 0.5d0*(sqrt(5.d0)-1.d0)p =1.d0 - ra= -4.d0b= 27.d0fa = f(a)fb = f(b)x2 = a + r*(b-a)x1 = a + p*(b-a)f1 = f(x1)f2 = f(x2)i
ount = 430 
ontinuewrite(*,90) a,b90 format(2x,'[a , b℄ = [',e14.7,' , 'e14.7,' ℄')if (f1 .lt. f2 ) thenb = x2fb = f2x2 = x1f2 = f1x1 = a + p*(b-a)f1 = f(x1)elsea = x1fa = f1x1 = x2f1 = f2x2 = a + r*(b-a)f2 = f(x2)endifi
ount = i
ount +1if (b-a .le. tol ) thenwrite(*,91) (a+b)/2,(b-a)/2,i
ount91 format(' Golden Se
tion: ',t25,d21.14,' +/- ',d21.14,2x,i)stopendifgo to 30endÓ÷Þìá 3.2: Õëïðïßçóç �ïõ áëãïñßèìïõ �çò \×ñõóÞò ÔïìÞò" óå Fortran-77
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fun
tion f(x)impli
it double pre
ision (a-h,o-z)f = (x**2-4*x+5)**2 +(x-2)**4endÓ÷Þìá 3.3: Õëïðïßçóç �çò f(x) = (x2 − 4x + 5)2 + (x− 2)4 óå Fortran-77



3.3. �ÑÏÂËÇÌÁÔÁ 41
a, b,  tol


fa=f(a), fb=f(b), h=(b-a)/2

fa < fb

xm=a+h


fm=f(xm)

fm > min{fa,fb}

xm=b-h


fm=f(xm)

fm > min{fa,fb}

h=h/2


b=xm


fb=fm

h=h/2


a=xm


fa=fm

'''

(a,fa), (xm,fm), (b,fb)

''

xs


fs=f(xs)

xm < xs

x1=xm, f1=fm


x2=xs, f2=fs

x1=xs, f1=fs


x2=xm, f2=fm

f1 < f2

b=x2, fb=f2


xm=x1, fm=f1

a=x1, fa=f1


xm=x2, fm=f2

'''

(a,fa), (xm,fx), (b,fb)

''

xs

xs-a > 2(b-xs)

xs=(a+2b)/3 b-xs > 2(xs-a)

xs=(2a+b)/3

fs=f(xs)

b-a < tol

x*= 





(b+a)  (b-a)+
-2 2Ó÷Þìá 3.4: ÄéÜãñáììá ñïÞò ãéá �ïí áëãüñéèìï �çò �å�ñáãùíéêÞò ðáñåìâïëÞò
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’ ’




Ó÷Þìá 3.5: �ñáöéêÞ áíáðáñÜó�áóç �çò óõíèÞêçò Armijo (3.12)



3.3. �ÑÏÂËÇÌÁÔÁ 43

λ




-

Ó÷Þìá 3.6: �ñáöéêÞ áíáðáñÜó�áóç �çò óõíèÞêçò Wolfe (3.13)



44 ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. ÌÅÈÏÄÏÉ ÓÅ ÌÉÁ ÄÉÁÓÔÁÓÇ



ÊåöÜëáéï 4Åëá÷éó�ïðïßçóç �å�ñáãùíéêþíóõíáñ�ÞóåùíÇ åëá÷éó�ïðïßçóç �å�ñáãùíéêþí óõíáñ�Þóåùí åßíáé éäéáß�åñá óçìáí�éêÞ äéáäé-êáóßá, äéü�é áðï�åëåß åíäéÜìåóï âÞìá ãéá �çí åëá÷éó�ïðïßçóç ðïëõäéÜó�á�ùíìç-ãñáììéêþí óõíáñ�Þóåùí ó�ï ðëáßóéï �ùí ìåèüäùí \�åñéï÷þí Åìðéó�ïóý-íçò (�Å)". Ïé ìÝèïäïé �Å ðñïóåããßæïõí �çí óõíÜñ�çóç ó�çí ðåñéï÷Þ åíüòóçìåßïõ x, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïõò ðñþ�ïõò üñïõò �ïõ áíáð�ýãìá�ïò Taylor:f(x + h)− f(x) ≈ hT∇f(x) +
1

2
hT∇2f(x)hÇ ðáñáðÜíù ðñïóÝããéóç åßíáé áêñéâÞò ìüíïí ü�áí �ï âÞìá h áíÞêåé óå ìéÜðåñéïñéóìÝíçò Ýê�áóçò ðåñéï÷Þ, ç ïðïßá áðïêáëåß�áé ðåñéï÷Þ åìðéó�ïóýíçò.�áñáèÝ�ïõìå ìéá åðáíÜëçøç åíüò ãåíéêïý áëãïñßèìïõ áõ�ïý �ïõ åßäïõò, ãéá�çí êá�áíüçóç �çò ÷ñçóéìü�ç�áò �çò ðáñáðÜíù äéáäéêáóßáò.Áëãüñéèìïò 4.0.1�åíéêÞ äïìÞ åðáíÜëçøçò ìåèüäïõ ðåñéï÷Þò åìðéó�ïóýíçò1. ÄåäïìÝíùí �ïõ óçìåßïõ x(k) êáé �çò �Å Ωk:2. Êá�áóêåõÜæå�áé Ýíá �å�ñáãùíéêü ìïí�Ýëï q(h) ≈ f(x(k) + h)− f(x(k))3. Åí�ïðßæå�áé �ï hk ∈ Ωk ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ï ìïí�Ýëï q(h)4. Ôßèå�áé x(k+1) = x(k) + hk5. Áíáðñïóáñìüæå�áé ç ðåñéï÷Þ åìðéó�ïóýíçò óå Ωk+145



46ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÅËÁ×ÉÓÔÏ�ÏÉÇÓÇ ÔÅÔÑÁ�ÙÍÉÊÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍÓ�ï âÞìá 3 åëá÷éó�ïðïéåß�áé ìéá �å�ñáãùíéêÞ óõíÜñ�çóç õðü �ïí ðåñéïñé-óìü: h ∈ Ωk. ÓõíÞèùò ï ðåñéïñéóìüò áõ�üò äéá�õðþíå�áé ùò: ||h|| ≤ R êáéáí�éó�ïé÷åß óå ìéá óöáéñéêÞ ðåñéï÷Þ áê�ßíáò R. Ôï ðñüâëçìá ðïõ ðñÝðåé íááí�éìå�ùðéóèåß äéá�õðþíå�áé ùò åîÞò:
minh q(h) ≡ 1

2
hTBh + gTh; õðü �ïí ðåñéïñéóìü: ||h|| ≤ R (4.1)üðïõ ï ðßíáêáò Â åßíáé �å�ñáãùíéêüò n×n, óõììå�ñéêüò êáé èå�éêÜ ïñéóìÝíïò.Ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ÷ùñßò �ïí ðåñéïñéóìü äßäå�áé áðü �ï âÞìá Newton:hÍ = −B−1g (4.2)ÅÜí ||hN || ≤ R, �ü�å �ï ðñüâëçìá Ý÷åé åðéëõèåß ìå h∗ = hN . ÅÜí ||hN || > R,�ü�å ëýíïõìå �ï ðñüâëçìá ìå �ïí éóï�éêü ðåñéïñéóìü:

minh q(h) ≡ 1

2
hTBh + gTh; õðü �ïí ðåñéïñéóìü: ||h|| = R (4.3)Ôï ùò Üíù ðñüâëçìá (4.3), åðéäÝ÷å�áé åß�å áêñéâÞ åß�å ðñïóåããéó�éêÞ åðß-ëõóç, ÷ùñßò íá åðçñåÜæå�áé éäéáß�åñá ç äéáäéêáóßá �ïõ áëãïñßèìïõ 4.0.1. Èáðåñéãñáöïýí ðáñáêÜ�ù êáé ïé äýï ðåñéð�þóåéò.4.1 ÁêñéâÞò åðßëõóçÇ óõíÞèçò áí�éìå�þðéóç åßíáé ìÝóù �çò èåùñßáò �ùí ðïëëáðëáóéáó�þí �ïõLagrange. Åäþ èá áêïëïõèÞóïõìå ìéá äéáäéêáóßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ìéá ìÝèïäï�éìùñßáò ìå áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç:Q(h) = q(h) +

1

2
�(||h|| −R)2 (4.4)�áñáãùãßæïí�áò êáé èÝ�ïí�áò ∇Q(h∗) = 0, Ý÷ïõìå:

(B + �(1− R
||h∗||)

)h∗ = −g (4.5)Ó�ï üñéï ü�áí � → ∞, �ü�å ||h∗|| → R, ïðü�å �ï ãéíüìåíï � ≡ �(1 − R
||h∗||

)åßíáé áüñéó�ï. Ôï � äåí ìðïñåß íá åßíáé ìçäÝí, ãéá�ß �ü�å �ï ðñïêýð�ïí áðü�çí (4.5) h∗ = hN , äåí éêáíïðïéåß �çí áðáß�çóç ||h∗|| = R. Åðßóçò � 6= ∞



4.2. �ÑÏÓÅ��ÉÓÔÉÊÇ Å�ÉËÕÓÇ 47äéü�é �ü�å ||h∗|| = 0. Ôï � áí�éìå�ùðßæå�áé ùò ðáñÜìå�ñïò êáé �ï ðñüâëçìáåðéäÝ÷å�áé �çí ëýóç: h∗(�) = − (B + �É)−1 g (4.6)�ï äå � åðéëÝãå�áé Ý�óé þó�å íá éêáíïðïéåß�áé ï ðåñéïñéóìüò:
||h∗(�)|| = R; Þ éóïäõíÜìùò: gT (B + �I)−2g = R2 (4.7)Ç �åëåõ�áßá åîßóùóç (4.7) ìðïñåß íá åðéëõèåß (ùò ðñïò �) ìå ðïëëïýò �ñüðïõò,üðùò ð.÷. ìå �çí ìÝèïäï Newton-Raphson. Óçìåéþó�å ü�é óå êÜèå åðáíÜëçøçðñÝðåé íá åðéëýå�áé �ï ãñáììéêü óýó�çìá (B + �I)h∗(�) = −g, ãåãïíüò ðïõåðéâáñýíåé �ïí õðïëïãéóìü éäéáß�åñá ü�áí ðñüêåé�áé ãéá ðñïâëÞìá�á ìåãÜëùíäéáó�Üóåùí.4.2 �ñïóåããéó�éêÞ åðßëõóç�áñá�çñþí�áò �çí åîßóùóç (4.6) âëÝðïõìå ü�é ãéá � → 0 ç ëýóç åßíáé ó�çíêá�åýèõíóç �ïõ âÞìá�ïò Newton hÍ = −B−1g, ãéá äå � >> �max, üðïõ�max ç ìåãßó�ç éäéï�éìÞ �ïõ èå�éêÜ ïñéóìÝíïõ ðßíáêá Â, ç ëýóç åßíáé ó�çíêá�åýèõíóç �çò êëßóçò g. �éá åíäéÜìåóåò �éìÝò �ïõ � ç ëýóç ìðïñåß íá ðñï-óåããéó�åß áðü Ýíá ãñáììéêü óõíäéáóìü �ùí äéáíõóìÜ�ùí hN êáé g. Ï Powellðñü�åéíå �çí åîÞò äéáäéêáóßá. Ôï åëÜ÷éó�ï ðÜíù ó�çí äéåýèõíóç �ïõ −g åßíáé�ï óçìåßï Cau
hy êáé äßäå�áé áðü1:hC = − gTggTBgg (4.8)Ç äéáäñïìÞ áðü �ï h = 0 ó�ï h = hC (h = 0 → hC) åßíáé ìïíï�üíùòöèßíïõóá, äéü�é �ï óçìåßï Cau
hy åßíáé åëÜ÷éó�ï. Ç äéáäñïìÞ h = hC → hNáðïäåéêíýå�áé ü�é åßíáé åðßóçò ìïíï�üíùò öèßíïõóá. Ôï óçìåßï ðïõ ç äéáäñïìÞh = 0→ hC → hN �Ýìíåé �çí óöáßñá áê�ßíáò R, ïíïìÜæå�áé óçìåßï êõíüðïõòÞ Dogleg êá�Ü Powell. Ç ùò Üíù ðáñåìâïëÞ åðéäåéêíýå�áé ó�ï ó÷Þìá 4.1 ãéá�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ||hC || ≤ R. ÅÜí ||hC || > R, �ü�å äéáëÝãïõìå �ï óçìåßïhg = − R

||g||g, ðïõ ç äéáäñïìÞ h = 0→ hC �Ýìíåé �çí óöáßñá.ÅÜí ||hC || ≤ R, �ü�å �ï äéÜíõóìá \êõíüðïõò" ãñÜöå�áé ùò:hd(�) = hC + �(hN − hC); � ∈ (0; 1) (4.9)1Ôïý�ï óõíÜãå�áé åýêïëá åÜí èÝóïõìå h = −�g êáé åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �ï ìïí�Ýëïq(h) = q(−�g) ùò ðñïò �.



48ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÅËÁ×ÉÓÔÏ�ÏÉÇÓÇ ÔÅÔÑÁ�ÙÍÉÊÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ
Newton

Cauchy

Dog-leg

0

h
N

h
C

Ó÷Þìá 4.1: Ç ðñïóÝããéóç \êõíüðïõò"(Dogleg) �ïõ Powellêáé �ï � äéáëÝãå�áé Ý�óé þó�å íá éêáíïðïéåß�áé ç ||hd(�)|| = R, ç ïðïßá ïäçãåßóå ìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç äåõ�Ýñïõ âáèìïý. Åê �ùí äýï ñéæþí åðéëÝãå�áé çèå�éêÞ, ç ïðïßá åßíáé ìïíáäéêÞ êáé ßóç ðñïò:� =

√

[hTC(hN − hC)]
2
+ ||hN − hC ||2 [R2 − ||hC ||2]− hTC(hN − hC)

||hN − hC ||2 (4.10)Ç ðñïóåããéó�éêÞ áí�éìå�þðéóç Ý÷åé ðïëý ìéêñü�åñï õðïëïãéó�éêü êüó�ïò êáéóå ðñïâëÞìá�á ìåãÜëçò äéÜó�áóçò åßíáé ùò åê �ïý�ïõ ðñï�éìç�Ýá.Ïé ðåñéï÷Ýò åìðéó�ïóýíçò äýíáí�áé íá Ý÷ïõí ïðïéïäÞðï�å ãåùìå�ñéêü ó÷Þìá.Ôï óöáéñéêü ó÷Þìá ðñï�éìÜ�áé ëüãù �çò áðëü�ç�áò �çò ðåñéãñáöÞò �ïõ áðüìßá êáé ìüíï ðáñÜìå�ñï, �çí áê�ßíá R. Åëëåéøïåéäåßò êáé ïñèïãþíéåò ðåñéï÷Ýòóå áí�éäéáó�ïëÞ, ðåñéãñÜöïí�áé áðü n êáé 2× n ðáñáìÝ�ñïõò áí�ßó�ïé÷á.4.3 �ñïâëÞìá�á



ÊåöÜëáéï 5ÌÝèïäïé åëá÷éó�ïðïßçóçòÓ�ï ðáñüí êåöÜëáéï èá áíáð�õ÷èïýí ïé áñéèìç�éêÝò ìÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìï-ðïéïýí�áé ãéá �çí åðßëõóç ðñïâëçìÜ�ùí åëá÷éó�ïðïßçóçò ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò.Ïé ìÝèïäïé áíÜëïãá ìå �çí ðëçñïöïñßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí êá�á�Üóóïí�áéó�éò åîÞò êá�çãïñßåò.
• ÌÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ìüíï �éìÝò �çò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò.ÓõíÞèùò áíáöÝñïí�áé ùò "Üìåóåò ìÝèïäïé" (dire
t methods).
• ÌÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí �éìÝò �çò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò êáé�ùí ðñþ�ùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí �çò (�ï äéÜíõóìá êëßóçò).
• ÌÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí �éìÝò �çò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò, �ùíðñþ�ùí êáé åðßóçò �ùí äåý�åñùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí �çò (�ïí Åóóéáíüðßíáêá).Ïé Üìåóåò ìÝèïäïé ðñï�éìïýí�áé ãéá óõíáñ�Þóåéò ãéá �éò ïðïßåò ïé ðáñÜãùãïéäåí õðÜñ÷ïõí Þ åßíáé áóõíå÷åßò; åðßóçò ü�áí äåí õðÜñ÷åé êùäéêïðïßçóç ðáñÜìüíï ãéá �çí áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç, üðùò óõíÞèùò óõìâáßíåé óå ðñïâëÞ-ìá�á ðñïåñ÷üìåíá áðü âéïìç÷áíéêÝò åöáñìïãÝò. Åí ãÝíåé ïé Üìåóåò ìÝèïäïé,ü�áí åöáñìüæïí�áé óå áí�éêåéìåíéêÝò óõíáñ�Þóåéò ìå óõíå÷åßò ðáñáãþãïõò,õðïëåßðïí�áé óå áðüäïóç �ùí Üëëùí.Ïé ìÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí �çí êëßóç åßíáé ßóùò ïé ðëÝïí äéáäåäïìÝíåò. Çáðüäïóç êÜðïéùí åî áõ�þí åßíáé åîáéñå�éêÞ êáé åðßóçò áðïöåýãïõí �ïí ÷ñï-íïâüñï õðïëïãéóìü �ïõ ðßíáêá �ùí äåõ�Ýñùí ðáñáãþãùí.Óå ðåñéð�þóåéò ðïõ ï Åóóéáíüò ðßíáêáò (Hessian) åßíáé äéáèÝóéìïò Þ äåí åß-íáé ÷ñïíïâüñïò ï õðïëïãéóìüò �ïõ, �ü�å ðñï�éìç�Ýá åßíáé ç �ñß�ç êá�çãïñßáìåèüäùí. 49



50 ÊÅÖÁËÁÉÏ 5. ÌÅÈÏÄÏÉ ÅËÁ×ÉÓÔÏ�ÏÉÇÓÇÓ5.1 ¢ìåóåò ìÝèïäïéÓ�çí êá�çãïñßá áõ�Þ åìðßð�ïõí ìå�áîý Üëëùí ç ìÝèïäïò �ïõ "ðïëõ�üðïõ"ãíùó�Þ êáé ùò "ìÝèïäïò Simplex"1, ìÝèïäïé áíáæÞ�çóçò ß÷íïõò (patternsear
h) êáé ó�ï÷áó�éêÝò ìÝèïäïé Þ ìÝèïäïé �õ÷áßáò áíáæÞ�çóçò.5.2 ÌÝèïäïé âáóéóìÝíåò ó�ï äéÜíõóìá êëßóçòÓ�çí êá�çãïñßá áõ�Þ åìðßð�ïõí ïé ìÝèïäïé �çò "ïîý�á�çò ð�þóçò" (steep-est des
ent), �ùí óõæõãþí êëßóåùí (
onjugate gradients) êáé �ùí ìåèüäùí"ìå�áâëç�Þò ìå�ñéêÞò" (variable metri
) ãíùó�Ýò êáé ùò ìÝèïäïé "÷ïñäÞò"(se
ant methods) Þ êáé ùò "Quasi Íewton"5.2.1 Ç ìÝèïäïò �çò ïîý�á�çò ð�þóçòÇ ìÝèïäïò áõ�Þ ãíùó�Þ êáé ùò "ç ìÝèïäïò �çò êëßóçò", åßíáé ßóùò ç ðá-ëáéü�åñç ìÝèïäïò âåë�éó�ïðïßçóçò áõ�Þò �çò êá�çãïñßáò. Åðßóçò ëüãù �çòáðëü�ç�áò �çò õëïðïßçóÞò �çò Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß åõñý�á�á ðáñü�é äåí åß-íáé ìÝèïäïò õøçëÞò áðï�åëåóìá�éêü�ç�áò. Ç ìÝèïäïò åßíáé åðáíáëçð�éêÞ êáéåöáñìüæåé óå êÜèå âÞìá �çí �å÷íéêÞ �çò ãñáììéêÞò áíáæÞ�çóçò (�çò ðáñá-ãñÜöïõ 3.2) ó�á ðëáßóéá �ïõ áëãïñßèìïõ 3.0.1. Ç öèßíïõóá êá�åýèõíóç ðïõåðéëÝãå�áé áðü �çí ìÝèïäï ó�ï äåý�åñï âÞìá �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé:s(k) = −∇f(x(k)) = −g(x(k)) (5.1)Êá�Ü óõíÝðåéá �á äéáäï÷éêÜ óçìåßá ðïõ åðéëÝãïí�áé áðü �çí ìÝèïäï �çò "ïîý-�á�çò ð�þóçò" äßäïí�áé áðü �çí ó÷Ýóç:x(k+1) = x(k) − �g(x(k)) (5.2)�ï äå � êáèïñßæå�áé áðü �çí ãñáììéêÞ áíáæÞ�çóç.Ó�çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ðïõ ç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç åßíáé �å�ñáãùíéêÞ, ïééäéü�ç�åò óýãêëéóçò �çò ìåèüäïõ ìðïñïýí íá ìåëå�çèïýí áíáëõ�éêÜ. ×Üñéíáðëü�ç�áò êáé ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò èá èåùñÞóïõìå �çí óõíÜñ�çóç:f(x) =
1

2
xTQx ìå êëßóç: ∇f(x) ≡ g(x) = Qx (5.3)1�ñüêåé�áé ãéá äéáöïñå�éêÞ ìÝèïäï áðü �çí Simplex �ïõ ãñáììéêïý ðñïãñáììá�éóìïý



5.2. ÌÅÈÏÄÏÉ ÂÁÓÉÓÌÅÍÅÓ ÓÔÏ ÄÉÁÍÕÓÌÁ ÊËÉÓÇÓ 51ç ïðïßá Ý÷åé åëÜ÷éó�ï ó�ï x = 0. (O ðßíáêáò Q åßíáé óõììå�ñéêüò êáéèå�éêÜ ïñéóìÝíïò). ×ñçóéìïðïéþí�áò �éò óõí�ïìïãñáößåò f (k) = f(x(k)) êáég(k) = g(x(k)) åßíáé ó÷å�éêÜ åýêïëï íá áðïäåé÷èåß ü�é:f (k+1) =

[

1− (g(k)T g(k))2

(g(k)TQg(k))(g(k)TQ−1g(k))] f (k) (5.4)H ðïóü�ç�á åí�üò �ùí áãêõëþí, üðùò ðñïêýð�åé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí áíéóü-�ç�á �ïõ Kantorovi
h, öñÜóóå�áé Üíùèåí áðü �çí ðáñÜó�áóç:
 =

(qn − q1qn + q1 )2 (5.5)üðïõ qn; q1 ç ìÝãéó�ç êáé ç åëÜ÷éó�ç éäéï�éìÞ �ïõ Q.Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é 
 < 1 êáé Ý�óé ç áêïëïõèßá f (n) óõãêëßíåé q-ãñáììéêÜ ó�ïìçäÝí. ÅðåéäÞ äå ï ðßíáêáò Q åßíáé èå�éêÜ ïñéóìÝíïò, �ï üñéï áõ�ü åðé�õã÷Ü-íå�áé ìüíïí ü�áí �ï x(n) → 0.Áíéóü�ç�á Kantorovi
hÅÜí ï ðßíáêáò Q, åßíáé óõììå�ñéêüò êáé èå�éêÜ ïñéóìÝíïò, ìå éäéï�éìÝò q1; q2; · · · ; qnäéá�å�áãìÝíåò êá�´áýîïõóá óåéñÜ, êáé y ∈ Rn éó÷ýåé ü�é:yTQyyTy yTQ−1yyTy ≤ (qn + q1)2

4qnq1 (5.6)ÁðüäåéîçÏ ðßíáêáò Q äéáãùíïðïéåß�áé ùò Q = STDS üðïõ S ïñèïãþíéïò ðßíáêáò(STS = SST = I), êáé D äéáãþíéïò ìå ó�ïé÷åßá q1; q2; : : : ; qn. Ïñßæïí�áò �ïìïíáäéáßï äéÜíõóìá p = Sy=√yTy, �ï áñéó�åñü ìÝëïò �çò (5.6) ãñÜöå�áé ùò:
(pTDp)(pTD−1p) = (

n
∑k=1

qkp2k)( n
∑k=1

p2kqk ) (5.7)ÅðåéäÞ q1 > 0, óõíåðåßá �ïõ ü�é ï Q åßíáé èå�éêÜ ïñéóìÝíïò, éó÷ýåé ü�é:
(qk − q1)(qk − qn) ≤ 0; ∀k ∈ 1; 2; · · · ; n êáé óõíåðÜãå�áé ü�én

∑k=1

qkp2k + q1qn n
∑k=1

p2kqk ≤ (q1 + qn) n
∑k=1

p2k = q1 + qn



52 ÊÅÖÁËÁÉÏ 5. ÌÅÈÏÄÏÉ ÅËÁ×ÉÓÔÏ�ÏÉÇÓÇÓÔå�ñáãùíßæïí�áò áìöü�åñá �á ìÝëç êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí �å�ñéììÝíç áíé-óü�ç�á a2 + b2 ≥ 2ab, êá�áëÞãïõìå ó�ï áðï�Ýëåóìá �çò (5.6).�áñá�çñþí�áò �ï öñÜãìá (5.5), óõìðåñáßíïõìå ü�é ãéá ðñïâëÞìá�á üðïõq1 ≈ qn êáé Üñá 
 ≈ 0, ç óýãêëéóç åßíáé �á÷åßá. ¼�áí üìùò qn >> q1, ðïõåßíáé êáé ç ðëÝïí óõ÷íÞ ðåñßð�ùóç, �ü�å 
 ≈ 1, êáé ç óýãêëéóç åßíáé ðïëýáñãÞ. Óõíåðþò ç ìÝèïäïò �çò "ïîý�á�çò ð�þóçò" äåí åßíáé êá�Üëëçëç ãéáãåíéêÞ ÷ñÞóç êáé üðùò ðñÜãìá�é èá äïýìå õðÜñ÷ïõí Üëëåò ìÝèïäïé ìå ðïëýêáëëß�åñåò éäéü�ç�åò óýãêëéóçò.5.3 �ñïâëÞìá�á



ÊåöÜëáéï 6Ôå÷íéêÝò ëåð�ïìÝñåéåò
6.1 �ñïóÝããéóç ðáñáãþãùíÏé áëãüñéèìïé âåë�éó�ïðïßçóçò ãéá óõíáñ�Þóåéò óõíå÷åßò êáé ðáñáãùãßóé-ìåò, ó�çí ðëåéïøçößá �ïõò ÷ñçóéìïðïéïýí ðñþ�åò Þ êáé äåý�åñåò ðáñáãþãïõò.¼�áí äåí õðÜñ÷ïõí äéáèÝóéìåò ïé áí�ßó�ïé÷åò áíáëõ�éêÝò åêöñÜóåéò, �ü�ååßíáé äõíá�üí íá åê�éìçèïýí áñéèìç�éêÜ. Ç áñéèìç�éêÞ ðñïóÝããéóç �ùí ðáñá-ãþãùí âáóßæå�áé ó�çí áíÜð�õîç Taylor:f(x + h) = f(x) + hf ′(x) +

h2

2!
f ′′(x) + · · ·+ hnn!

f (n)(x) + : : : (6.1)êáé ó�ï èåþñçìá �çò ìÝóçò �éìÞò:f(x+h) = f(x)+
n−1
∑k=1

hkk! f (k)(x)+
hnn!

f (n)(�); ãéá êÜðïéï � ∈ (x; x+h) (6.2)ÄéÜöïñåò åêöñÜóåéò ðñïêýð�ïõí ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå åíáëëáê�éêÝò ðñïóåã-ãßóåéò. Áðåõèåßáò Ý÷ïõìå:f ′(x) =
f(x + h)− f(x)h +O(h): (6.3)Åðßóçò, åÜí ó�çí (6.1) èÝóïõìå üðïõ h �ï −h êáé áöáéñÝóïõìå êá�Ü ìÝëç �éòäýï åêöñÜóåéò, ðñïêýð�åé:f ′(x) =

f(x + h)− f(x− h)

2h +O(h2): (6.4)53



54 ÊÅÖÁËÁÉÏ 6. ÔÅ×ÍÉÊÅÓ ËÅ�ÔÏÌÅÑÅÉÅÓÅÜí äå �éò ðñïóèÝóïõìå êá�Ü ìÝëç, Ý÷ïõìå ìéá ðñïóÝããéóç ãéá �çí äåý�åñçðáñÜãùãï: f ′′(x) =
f(x + h) + f(x− h)− 2f(x)h2

+O(h2): (6.5)Ôï óöÜëìá �çò ðñïóÝããéóçò (6.3), ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí èåþñçóç ùò áìå-ëç�Ýùí �ùí üñùí õøçëü�åñçò �Üîçò �çò áíÜð�õîçò Taylor, åßíáé áíÜëïãï �ïõâÞìá�ïò h, êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí (6.2), äßäå�áé áðü �çíÝêöñáóç �T =
h
2
f ′′(�).¸íá Üëëï óöÜëìá åßíáé áõ�ü ðïõ ãßíå�áé êá�Ü �ïí õðïëïãéóìü �çò f(x). ÅÜíäçëáäÞ ç ðñáãìá�éêÞ (áêñéâÞò) �éìÞ åßíáé ~f(x) êáé ç õðïëïãéæüìåíç �éìÞ åßíáéç f(x) = ~f(x) + �
 �ü�å �ï óöÜëìá õðïëïãéóìïý ó�çí (6.3) åßíáé 2�
h �ï äåóõíïëéêü óöÜëìá äßäå�áé áðü �ï Üèñïéóìá:

2�
h +
h|f ′′(�)|

2
(6.6)Ôï âÞìá ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ï óõíïëéêü ëÜèïò (6.6) åßíáé �ï ðëÝïí êá�Üëëçëïêáé äßäå�áé áðü: h∗ = 2

√ �

|f ′′(�)| :�åñáé�Ýñù õðïèÝóåéò åßíáé áðáñáß�ç�åò ãéá �çí åê�ßìçóç �ïõ âÞìá�ïò h∗. Åé-óÜãïõìå �ï ó÷å�éêü óöÜëìá:�r =

�

|f(x)| ; ∀f(x) 6= 0êáé èåùñïýìå ü�é f ′′(�) ≈ f ′′(x). Åðßóçò ðñïóåããßæïõìå óå ìéá ðïëý ìéêñÞãåé�ïíéÜ �ïõ x �çí f(x) = axk; ìå k ≥ 2. Ìå �éò ðáñáðÜíù õðïèÝóåéòÝ÷ïõìå: h∗ = 2

√ x2�rk(k − 1)
≈ |x|√�r (6.7)Ôï ó÷å�éêü óöÜëìá (åëëåßøåé Üëëçò ðëçñïöïñßáò) ìðïñåß íá �åèåß ßóï ìå �çíáêñßâåéá �çò ìç÷áíÞò �. ÓõíÞèùò �ï âÞìá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ìå �çí ðñïóÝã-ãéóç (6.3) õðïëïãßæå�áé áðü �çí ó÷Ýóç h∗ = max{1; |x|}√�, ç ïðïßá ëáìâÜíåéõðüøç êáé �çí ðåñßð�ùóç x = 0.�áñüìïéá áíÜëõóç ãéá �éò ðñïóåããßóåéò (6.4) êáé (6.5) êá�áëÞãïõí áí�éó�ïß-÷ùò ó�á âÞìá�á h∗ = max{1; |x|}�1=3 êáé h∗ = max{1; |x|}�1=4.



6.2. �ÁÑÁ�ÏÍÔÏ�ÏÉÇÓÇ �ÉÍÁÊÙÍ 556.2 �áñáãïí�ïðïßçóç ðéíÜêùíÇ áíÜëõóç åíüò ðßíáêá óå ðáñÜãïí�åò åßíáé ÷ñÞóéìç óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò,üðùò ð.÷. ó�çí åðßëõóç ãñáììéêþí óõó�çìÜ�ùí áëëÜ êáé ó�éò ìåèüäïõò âåë�é-ó�ïðïßçóçò. Åäþ èá áó÷ïëçèïýìå ìå äýï ó÷Þìá�á. Ôçí ðáñáãïí�ïðïßçóçóõììå�ñéêþí èå�éêÜ ïñéóìÝíùí ðéíÜêùí êá�Ü Cholesky (LLT êáé LDLT ) êáé�çí ðáñáãïí�ïðïßçóç QR.6.2.1 ÁíÜëõóç Cholesky¸ó�ù Ýíáò óõììå�ñéêüò èå�éêÜ ïñéóìÝíïò n× n ðßíáêáò A. Ç áíÜëõóç:A = LLT (6.8)üðïõ L êÜ�ù �ñéãùíéêüò ðßíáêáò, êáé åðßóçò ç áíÜëõóç:A = LDLT (6.9)üðïõ L êÜ�ù �ñéãùíéêüò ðßíáêáò ìå ìïíÜäåò ó�çí äéáãþíéï, êáé D äéáãþíéïò,ïíïìÜæïí�áé áíáëýóåéò Cholesky LLT êáé LDLT áí�ßó�ïé÷á. Ï õðïëïãéóìüò�ùí ðáñáãüí�ùí LLT �çò ðåñßð�ùóçò (6.8) ãßíå�áé ìå áðåõèåßáò åîßóùóç �ùíó�ïé÷åßùí �ïõ ãéíïìÝíïõ LLT ìå �á áí�ßó�ïé÷á �ïõ ðßíáêá Á êáé ðåñéãñÜöå�áéáðü �ïí ðáñáêÜ�ù áëãüñéèìï.Áëãüñéèìïò 6.2.11. L2
11 = A11

∀j = 2; · · · ; nLj1 =
Aj1L11ÔÝëïò åðáíÜëçøçò j2. ∀i = 2; · · · ; nL2ii = Aii − i−1
∑k=1

L2ik
∀j = i + 1; · · · ; nLji =

Aji −∑i−1k=1 LjkLikLiiÔÝëïò åðáíÜëçøçò jÔÝëïò åðáíÜëçøçò i



56 ÊÅÖÁËÁÉÏ 6. ÔÅ×ÍÉÊÅÓ ËÅ�ÔÏÌÅÑÅÉÅÓÁí�ßó�ïé÷á ðáñá�ßèå�áé ï áëãüñéèìïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí LDLT ðáñá-ãüí�ùí �çò ðåñßð�ùóçò (6.9):Áëãüñéèìïò 6.2.21. D11 = A11

∀j = 2; · · · ; nLj1 =
Aj1D11ÔÝëïò åðáíÜëçøçò j2. ∀i = 2; · · · ; nDii = Aii − i−1
∑k=1

DkkL2ik
∀j = i + 1; · · · ; nLji =

Aji −∑i−1k=1 DkkLjkLikDiiÔÝëïò åðáíÜëçøçò jÔÝëïò åðáíÜëçøçò iÊáé ïé äýï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïé åê�åëïýí ðñÜîåéò �çò �Üîåùò O(n3). H éäéáß-�åñç (êáé ÷ñÞóéìç) ìïñöÞ ðßíáêá Aij = Æij + vivj Þ áëëïéþò A = I + vvT ,ìðïñåß íá áíáëõèåß êá�Ü Cholesky ìüíï óå O(n2) ðñÜîåéò. �éá �çí ùò ÜíùìïñöÞ ïé ðáñÜãïí�åò L õðïëïãßæïí�áé ùò åîÞò:Áëãüñéèìïò 6.2.3
Π0 = 1
∀i = 1; 2; · · · ; nL2ii = 1 +

v2i
Π2i−1

Πi = Πi−1Lii
∀j = 1; 2; · · · ; i− 1Lij =

vivj
Π2i−1LiiÔÝëïò åðáíÜëçøçò jÔÝëïò åðáíÜëçøçò iÇ ðáñáðÜíù �å÷íéêÞ âñßóêåé åöáñìïãÞ ó�çí âåë�éó�ïðïßçóç ó�éò ìåèüäïõò\Quasi{Newton" üðïõ ç ðñïóÝããéóç �ïõ Åóóéáíïý ðßíáêá (ðïõ äéá�çñåß�áéùò ãéíüìåíï LLT ) åíçìåñþíå�áé ìå �çí ðñüóèåóç åíüò ðßíáêá âáèìïý 1, üðùò



6.2. �ÁÑÁ�ÏÍÔÏ�ÏÉÇÓÇ �ÉÍÁÊÙÍ 57åßíáé ï ðßíáêáò vvT . ÅÜí ëïéðüí H ′ = H + vvT êáé H = LLT , �ü�å åÜí ïðßíáêáò H ′ ãñáö�åß ùò H ′ = L′L′T , Ý÷ïõìå:L′L′T = LLT + vvT = L(I + wwT )LT üðïõ Lw = vÓ�çí óõíÝ÷åéá áíáëýå�áé ï I + wwT = L′′L′′T , êáé ðñïêýð�åé ü�é L′ = LL′′.6.2.2 �áñáãïí�ïðïßçóç QRÇ ðáñáãïí�ïðïßçóç åíüò �å�ñáãùíéêïý n× n ðßíáêá Á ùò:A = QR (6.10)üðïõ Q ïñèïãþíéïò êáé R ðÜíù �ñéãùíéêüò, ÷ñçóéìïðïéåß�áé óå ðïëëÝò ðå-ñéð�þóåéò, üðùò ð.÷. ó�çí åðßëõóç ãñáììéêþí óõó�çìÜ�ùí, äéáãùíïðïßçóçðéíÜêùí êëð. Ç áíÜëõóç óå ðáñÜãïí�åò QR õëïðïéåß�áé ìå äéÜöïñåò �å÷íé-êÝò, üðùò ìå ïñèïêáíïíéêïðïßçóç êá�Ü Gram-S
hmidt, ìå ó�ñïöÝò Ja
obi-Givens êáé ìå �çí ìÝèïäï �ùí ïñèïãþíéùí ðéíÜêùí �ïõ Householder �çí ïðïßáêáé èá ðåñéãñÜøïõìå åí óõí�ïìßá.Ïé ðßíáêåò Householder Ý÷ïõí �çí ìïñöÞ:H(u) = I − 2uuTuTu (6.11)üðïõ u ∈ R(n) êáé ||u|| 6= 0. �áñá�çñåßó�å ü�é H(u)HT (u) = I, äçëáäÞ ïðßíáêáò H(u) åßíáé ïñèïãþíéïò êáé ü�é äåí åîáñ�Ü�áé áðü �ï ìÝ�ñï �ïõ u,áëëÜ ìüíï áðü �çí êá�åýèõíóÞ �ïõ, äçëáäÞ éó÷ýåé ü�é:H(�u) = H(u);∀ � 6= 0; � ∈ R (6.12)ÅðåéäÞ ï H(u) åßíáé ïñèïãþíéïò áðïäåéêíýå�áé åýêïëá ü�é ||H(u)a|| = ||a||.¸íá êáßñéï åñþ�çìá åßíáé åÜí äýï áíýóìá�á a êáé b ìå ||a|| = ||b||, åßíáéäõíá�üí íá óõó÷å�éóèïýí ìå Ýíáí ìå�áó÷çìá�éóìü Householder H(u)a = b,êáé åÜí íáé ðïéï åßíáé �ï êá�Üëëçëï Üíõóìá u. ¸÷ïõìå:
(I − 2uuTuTu )a = b; êáé óõíåðþò: u = (a− b) uTu

2uTaÓõíåðåßá �çò éäéü�ç�ïò (6.12), u = a−b, ðïõ åýêïëá ìðïñåß êáíåßò íá �ï åðéâå-âáéþóåé ëáìâÜíïí�áò õðüøéí ü�é ||a|| = ||b||. Ìéá ÷ñÞóéìç éäéáß�åñç ðåñßð�ùóç



58 ÊÅÖÁËÁÉÏ 6. ÔÅ×ÍÉÊÅÓ ËÅ�ÔÏÌÅÑÅÉÅÓåßíáé ü�áí Ý÷ïõìå b = re1, üðïõ e1 �ï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá (1; 0; : : : ; 0)T , êáér = ±||a|| þó�å íá éó÷ýåé ||a|| = ||b||. Ôï êá�Üëëçëï Householder Üíõóìáåßíáé u = a− b = a− re1 êáé ï áí�ßó�ïé÷ïò ðßíáêáò �ïõ Householder åßíáé:Ç(a− re1) = É − 2
(a− re1)(a− re1)

T
(a− re1)T (a− re1)

(6.13)Èåùñåßó�å �ïí ðïëëáðëáóéáóìü �ùí ðéíÜêùí: H1A, üðïõ Aij = a(j)i , äç-ëáäÞ A = [a(1); a(2); : : : ; a(n)] êáé H1 ï Householder ðßíáêáò ðïõ ðáñÜãå-�áé áðü �ï Üíõóìá u = a(1) − re1. Ç ðñþ�ç ó�Þëç �ïõ ãéíïìÝíïõ éóïý�áéìå H1a(1) = ±||a(1)||e1, ïé äå õðüëïéðåò ìå�áó÷çìá�ßæïí�áé âÜóåé �ïõ ðïë-ëáðëáóéáóìïý ÷ùñßò êÜðïéá éäéáß�åñç äïìÞ. Åöáñìüæïõìå �çí ßäéá �áê�éêÞó�ïí (n− 1)× (n− 1) êÜ�ù äåîéÜ õðïðßíáêá �ïõ Ç1Á êáé Ý÷ïõìå �ïí íÝï
(n− 1)× (n− 1) ðßíáêá Householder Ýó�ù H̄2. Ï ðßíáêáò H2 =

[

1 0
0 H̄2

]åßíáé ðßíáêáò Householder êáé ï ðßíáêáò Ç2Ç1Á Ý÷åé ìçäåíéêÜ êÜ�ù áðü �çíäéáãþíéï ó�éò ðñþ�åò äýï ó�Þëåò. Ç äéáäéêáóßá áõ�Þ óõíå÷ßæå�áé êáé �åëéêÜï ðßíáêáò Hn−1 : : : H2H1A åßíáé ðÜíù �ñéãùíéêüò. Ôï ãéíüìåíï �ùí ðéíÜêùíHn−1 : : : H2H1 åßíáé Ýíáò ïñèïãþíéïò ðßíáêáò, Ýó�ù QT , ïðü�å Ý÷ïõìå ü�éQTA = R êáé ç ðáñáãïí�ïðïßçóç A = QR Ý÷åé ðñáãìá�ïðïéçèåß.Ìßá éäéáß�åñç ìïñöÞ ðßíáêá åßíáé ç R + wuT , üðïõ R Üíù �ñéãùíéêüò êáéw; u ∈ R(n). Ç ðáñáãïí�ïðïßçóÞ �ïõ ãßíå�áé ìå O(n2) ðñÜîåéò, óçìáí�éêÜëéãü�åñåò áðü �éò O(n3) ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá ðßíáêåò ÷ùñßò êÜðïéá åéäéêÞäïìÞ. ÔÝ�ïéïõ åßäïõò ðßíáêåò ðñïêýð�ïõí êá�Ü �çí åíçìÝñùóç �ïõ Åóóéá-íïý ðßíáêá ðïõ äéá�çñåß�áé óå ðáñÜãïí�åò QR ó�éò ìåèüäïõò Quasi{Newton.Q′R′ = QR+uuT = Q(R+wuT ) , üðïõ w = QTu. Ç áíÜëõóç ãßíå�áé ìå äéá-äï÷éêÝò åðßðåäåò ó�ñïöÝò (ó�ñïöÝò ó�ïí ÷þñï äýï äéáó�Üóåùí). Ï ðßíáêáòó�ñïöÞò ó�ïí äéóäéÜó�á�ï ÷þñï êáèïñßæå�áé áðü ìéá ðáñÜìå�ñï, �çí ãùíßáó�ñïöÞò �, êáé äßäå�áé áðü:S(�) ≡
( 
os(�) −sin(�)sin(�) 
os(�)

) (6.14)Ó�ïí ÷þñï �ùí n äéáó�Üóåùí, ç åðßðåäç ó�ñïöÞ åßíáé ó�ñïöÞ ðïõ åðçñåÜ-æåé ìüíï äýï Üîïíåò Ýó�ù �ïõò i êáé j. Ï áí�ßó�ïé÷ïò ðßíáêáò ó�ñïöÞòS(i;j)(�)kl äéáöÝñåé áðü �ïí ðßíáêá ìïíÜäá Ækl, ìüíï ó�á åîÞò �Ýóóåñá ó�ïé-÷åßá ìå äåßê�åò (k; l) = (i; i); (i; j); (j; i); (j; j). Ôá �Ýóóåñá áõ�Ü ó�ïé÷åßáðáßñíïõí áí�ßó�ïé÷á �éò �éìÝò 
os(�); −sin(�); sin(�); 
os(�). �áñá�ç-ñïýìå ü�é ST (�) = S(−�) = S−1(�) êáé ST (�)S(�) = I, äçëáäÞ ï ðßíá-



6.2. �ÁÑÁ�ÏÍÔÏ�ÏÉÇÓÇ �ÉÍÁÊÙÍ 59êáò ó�ñïöÞò åßíáé ïñèïãþíéïò. ¸ó�ù Ýíá äéÜíõóìá ó�ïí ÷þñï �ùí äýï äéá-ó�Üóåùí uT = (u1:u2). ÕðÜñ÷åé ðÜí�á Ýíáò ðßíáêáò ó�ñïöÞò S(�) �Ý�ïéïòþó�å: S(�)

( u1u2

)

=

( v1

0

) üðïõ v1 = ±||u||. ÄçëáäÞ ìå ìéá êá�Üë-ëçëç ó�ñïöÞ ìðïñïýìå íá ìçäåíßóïõìå �çí ìßá áðü �éò äýï óõíéó�þóåò. Ó�ïí÷þñï �ùí n äéáó�Üóåùí, ç åðßðåäïò ó�ñïöÞ ðïõ ÷áñáê�çñßæå�áé áðü �éò êá�åõ-èýíóåéò i − 1 êáé i, óõìâïëßæå�áé ùò: S(i−1;i)(�). �éá êÜèå äéÜíõóìá w ∈ RnõðÜñ÷åé êá�Üëëçëç ãùíßá �i �Ý�ïéá þó�å �ï äéÜíõóìá S(i−1;i)(�i)w íá Ý÷åéìçäåíéêÞ �çí iïó�Þ óõíéó�þóá. Ç åöáñìïãÞ (n − 1) äéáäï÷éêþí ó�ñïöþíS(1;2)(�2) · · ·S(n−2;n−1)(�n−1)S(n−1;n)(�n) ìå êá�Üëëçëåò ãùíßåò �2; · · · ; �n,ìðïñåß íá ìçäåíßóåé �éò óõíéó�þóåò n; n−1; · · · ; 3; 2 åíüò äéáíýóìá�ïò w ∈ Rn.Ç åöáñìïãÞ áõ�Þò �çò ó�ñïöÞò ó�ïí ðßíáêá R+wuT ìå�á�ñÝðåé �ïí ìåí üñïwuT óå Ýíáí ðßíáêá ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ ìçäåíéêÜ åê�üò áõ�þí �çò ðñþ-�çò ãñáììÞò, �ïí äå ðßíáêá R óå Ýíáí ðßíáêá Üíù Hessenberg, äçëáäÞ ÝíáðÜíù �ñéãùíéêü ðßíáêá ìå åðéðëÝïí ìç ìçäåíéêÜ ó�ïé÷åßá ó�çí ðñþ�ç äåõ-�åñåýïõóá äéáãþíéï êÜ�ùèåí �çò êõñßáò äéáãùíßïõ. Ôï Üèñïéóìá �ùí äýïüñùí ðáñáìÝíåé íá åßíáé ðßíáêáò Üíù Hessenberg. Ó�çí óõíÝ÷åéá åöáñìü-æïõìå åðéðëÝïí åðßðåäåò ó�ñïöÝò Ý�óé þó�å íá ìçäåíßóïõìå �á ó�ïé÷åßá �çòäåõ�åñåýïõóáò äéáãùíßïõ êáé íá êá�áëÞîïõìå óå Ýíáí �ñéãùíéêü ðßíáêá. Áõ�üãßíå�áé åöáñìüæïí�áò äéáäï÷éêÜ åðßðåäåò ó�ñïöÝò ó�éò êá�åõèýíóåéò i− 1 êáéi ðïõ ìçäåíßæïõí �ï ó�ïé÷åßï (i; i − 1) ãéá i = 2; 3; · · · ; n. ¸�óé ï áñ÷éêüòðßíáêáò R+wuT ìå�Ü �çí åöáñìïãÞ �ùí åðßðåäùí ó�ñïöþí, ðïõ áí�éó�ïé÷åßìå ðïëëáðëáóéáóìü ìå Ýíáí ïñèïãþíéï ðßíáêá, ìå�á�ñÝðå�áé óå Ýíáí ðÜíù�ñéãùíéêü. Ç ùò Üíù äéáäéêáóßá áðáé�åß O(n2) ðñÜîåéò.
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ÊåöÜëáéï 7ÅéóáãùãÞÇ õëïðïßçóç �ùí ìåèüäùí âåë�éó�ïðïßçóçò êáé ç äçìéïõñãßá �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõëïãéóìéêïý áðï�åëåß Ýíá îå÷ùñéó�ü êåöÜëáéï åîßóïõ óçìáí�éêü ìå �çí áíÜ-ð�õîç �ùí áëãïñßèìùí. Ç áíÜð�õîç ëïãéóìéêþí ðáêÝ�ùí ðïéü�ç�áò áðï�åëåßäýóêïëï êáé åðßðïíï Ýñãï êáé åßíáé ìéá ÷ñïíïâüñá äéáäéêáóßá. ÕðÜñ÷ïõí äýïêýñéåò öéëïóïößåò:
• ÂéâëéïèÞêåò õðïðñïãñáììÜ�ùí ðïõ õëïðïéïýí äéáöïñå�éêïýò áëãïñßè-ìïõò âåë�éó�ïðïßçóçò.
• ÏëïêëçñùìÝíá ðñïãñÜììá�á ðïõ äéáèÝ�ïõí êáé Ýíá óýó�çìá åðéêïéíù-íßáò (äéåðáöÞ ÷ñÞóçò).Ó�çí ðñþ�ç êá�çãïñßá, ï ÷ñÞó�çò öñïí�ßæåé ìÝóá áðü �ï äéêü �ïõ ðñüãñáììáíá ÷ñçóéìïðïéÞóåé �á êá�Üëëçëá õðïðñïãñÜììá�á �çò âéâëéïèÞêçò, �á ïðïßáóõíÞèùò Ý÷ïõí êÜðïéá ïìïéïìïñößá ùò ðñïò �ïí �ñüðï êëÞóçò �ïõò ãéá åõ-÷åñÝó�åñç äéá÷åßñéóç. ÅðéðëÝïí êáé ðÝñáí �ïõ êþäéêá �ïõ ó÷å�éæïìÝíïõ ìå�çí áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç, öñïí�ßæåé íá ðáñÝ÷åé �çí åßóïäï ó�á õðïðñï-ãñÜììá�á áõ�Ü êáé íá äéá÷åéñéó�åß �çí Ýîïäü �ïõò, ãñÜöïí�áò �ïí åðéðëÝïíáðáé�ïýìåíï êþäéêá.Áí�ßèå�á ó�çí äåý�åñç êá�çãïñßá, áðü �ïí ÷ñÞó�ç áðáé�åß�áé íá ðáñÝ÷åé ìüíï�ï ëïãéóìéêü ãéá �çí áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç êáé ðéèáíþò ãéá �éò ìåñéêÝòðáñáãþãïõò �çò, ç äå äéá÷åßñéóç ãßíå�áé áðü �ï ïëïêëçñùìÝíï ëïãéóìéêü ìå�çí ðáñï÷Þ ïäçãéþí óå õøçëü�åñï åðßðåäï.Óå ðñïâëÞìá�á üðïõ ç âåë�éó�ïðïßçóç äåí åßíáé �ï êõñßùò ìÝëçìá, áëëÜ ÝíáåíäéÜìåóï âÞìá ìéáò ðåñéâÜëëïõóáò äéáäéêáóßáò, ðñï�éìç�Ýá êá�çãïñßá åßíáéìÜëëïí ç ðñþ�ç, éäéáß�åñá äå ü�áí äåí åßíáé áíáãêáßïò ï óõíäõáóìüò ðïë-ëþí áëãïñßèìùí. Ó�çí Üëëç ðåñßð�ùóç ðïõ ç âåë�éó�ïðïßçóç åßíáé �ï êõñßùò63



64 ÊÅÖÁËÁÉÏ 7. ÅÉÓÁ�Ù�Çðñüâëçìá, ðñï�éìç�Ýá åßíáé, ó�éò ðåñéóóü�åñåò �ùí ðåñéð�þóåùí, ç äåý�åñçêá�çãïñßá.ÓÞìåñá õðÜñ÷ïõí áñêå�Ýò åîáéñå�éêÝò âéâëéïèÞêåò ðñïãñáììÜ�ùí ðïõ ðå-ñéÝ÷ïõí êáé ëïãéóìéêü âåë�éó�ïðïßçóçò. �éá ðáñÜäåéãìá áíáöÝñïõìå ìåñéêÝò:
• NAG (Numeri
al Algorithms Group) (http://www.nag.
o.uk)
• GALAHAD (http://galahad.rl.a
.uk)
• Lindo (http://www.lindo.
om)
• IMSL (http://www.vni.
om/produ
ts/imsl/)Åðßóçò ðáñáèÝ�ïõìå ïñéóìÝíá áðü �á ïëïêëçñùìÝíá ðáêÝ�á ëïãéóìéêïý âåë�é-ó�ïðïßçóçò.
• UNCMIN: R. B. S
hnabel, J. E. Koontz, and B. E. Weiss, A modu-lar system of algorithms for un
onstrained minimization, ACM Trans.Math. Software 11 (1985), pp. 419{440.
• MINOS: (http://www.sbsi-sol-optimize.
om)
• MINUIT: (http://wwwasdo
.web.
ern.
h/wwwasdo
/minuit)
• MERLIN: (http://merlin.
s.uoi.gr/)Ôï ðáêÝ�ï Merlin Ý÷åé áíáð�õ÷èåß ó�ï �áíåðéó�Þìéï Éùáííßíùí êáé åßíáé�ï ðáêÝ�ï ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá �çí åñãáó�çñéáêÞ åêðáßäåõóç �ùí öïé-�ç�þí ìáò. Ó�çí óõíÝ÷åéá ðåñéãñÜöïõìå �ï ëïãéóìéêü áõ�ü êáé ðáñÝ÷ïõìåïäçãßåò ÷ñÞóçò, Ý�óé þó�å íá äéåõêïëõíèåß ç ÷ñçóéìïðïßçóÞ �ïõ ó�ï åñãáó�Þ-ñéï. Åðßóçò ïé åñãáó�çñéáêÝò áóêÞóåéò áíáìÝíå�áé íá áí�éìå�ùðéó�ïýí ìå �ïåí ëüãù ëïãéóìéêü. Ç óåëßäá õðïó�ÞñéîÞò �ïõ ó�ï äéáäßê�õï áíáíåþíå�áé ìåíÝåò åêäüóåéò, åíçìåñþóåéò êáé óõó÷å�éóìÝíåò Þ åîáñ�þìåíåò åöáñìïãÝò.
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