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Afierwsh

Stouc agaphmènouc mou goneÐc gia tic jusÐec pou èkanan gia mèna. ElpÐzw na ekpl rwsa ta ìneir�
touc.



Euqaristiec

Ja  jela na euqarist sw dhmìsia ton epiblèponta thn ergasÐa mou k. NÐkou Qristìforo, Lèktora
tou tm. Plhroforik c, gia th sunergasÐa pou eÐqame kat� thn ekpìnhsh thc. Shmantik   tan kai
h suneisfor� tou k. LÔka AristeÐdh, Anaplhrwt  Kajhght  tou tm. Plhroforik c. H bo jei�
touc  tan polÔtimh kai ousiastik  gia thn olokl rwsh thc metaptuqiak c mou ergasÐac. Tèloc
na euqarist sw touc fÐlouc mou Alèxandro kai Gi¸rgo apì to ergast rio Moriak c BiologÐac
thc Iatrik c sqol c tou PanepisthmÐou IwannÐnwn gia tic biologikèc eikìnec pou mou prosèferan
kai tic opoÐec qrhsimopoÐhsa sta peir�mat� mou.
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Epexhghseic Sumbolismwn

Sumb�seic gia th shmeiografÐa thc ergasÐac:

• Me ta gr�mmata N, K ja ennooÔme to pl joc twn protÔpwn enìc sunìlou ekpaÐdeushc kai
to pl joc twn om�dwn antÐstoiqa se èna prìblhma taxhnìmishc.

• p(zj = 1) = P (j), eÐnai h pijanìthta sth duadik  metablht  Z, to stoiqeÐo sth jèsh j na
eÐnai mon�da.

• p(zj = 1|x) = p(j|x).

• Me kefalaÐa gr�mmata sumbolÐzontai ta dianÔsmata kai me pez� oi sunist¸sec touc, p.q.
X = {x1, x2, . . . , xn}.

• Θ eÐnai to sÔnolo twn paramètrwn enìc Montèlou Mekt¸n Katanom¸n.

• θi eÐnai to sÔnolo twn paramètrwn thc i-ost c katanom c se èna Montèlo Meikt¸n Katanom¸n.

• MI - Mutual Information, AmoibaÐa PlhroforÐa.

• GMM - Gaussian Mixture Model, Montèlo Meikt¸n Kanonik¸n Katanom¸n.

• tMM - Student’s t Mixture Model, Montèlo Meikt¸n Student’s t Katanom¸n.
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Perilhyh

Dhm trioc Gerogi�nnhc tou Panagi¸th kai thc Alex�ndrac. MSc, Tm ma Plhroforik c, Panepist -
mio IwannÐnwn, Okt¸brioc, 2007. Upèrjesh eikìnac me miktèc katanomèc. Epiblèpwn: NÐkou
Qristìforoc.

To jèma thc paroÔsac ergasÐac proèrqetai apì ton q¸ro thc Upologistik c 'Orashc kai ei-
dikìtera sqetÐzetai me thn upèrjesh eikìnac. To prìblhma thc upèrjeshc eÐnai arket� diadedomèno
se di�forouc episthmonikoÔc tomeÐc (p.q. Iatrik  eikìna, MetewrologÐa, Thlepiskìphsh, Plhro-
foriak� Gewgrafik� Sust mata, Rompotik  'Orash k.a.). Se pollèc peript¸seic h upèrjesh eÐnai
èna b ma proepexergasÐac k�poiac mejìdou kai m�lista h epituqÐa thc exart�tai apì to pìso kal 
 tan h upèrjesh.

Me ton ìro upèrjesh eikìnwn ennooÔme th qwrik  gewmetrik  stoÐqish twn suntetagmènwn twn
eikonostoiqeÐwn twn eikìnwn ètsi ¸ste perioqèc me nohmatik  sugkèneia thc miac na sumpèsoun me
tic antÐstoiqec thc allhc. Gia par�deigma sthn upèrjesh dÔo iatrik¸n eikìnwn tou egkef�lou pou
èqoun lhfjeÐ me diaforetikì trìpo kai se diaforetikèc qronikèc stigmèc, stìqoc thc upèrjeshc
ja  tan na èqoume ìso to dunatìn megalÔterh taÔtish ètsi ¸ste eikonostoiqeÐa thc mÐac pou
apeikonÐzoun gia par�deigma th fai� ousÐa sth mÐa eikìna, na apeikonÐzoun epÐshc th fai� ousÐa
sthn �llh. EÐnai profanèc ìti o lìgoc pou epijumoÔme thn upèrjesh eÐnai giatÐ lìgw diafìrwn
paragìntwn, oi dÔo eikìnec pou prìkeitai na upertejoÔn diafèroun qwrik� exaitÐac thc paramìr-
fwshc k�poiou metasqhmatismoÔ. Tic paramètrouc autoÔ tou metasqhmatismoÔ anazht�me se èna
prìblhma upèrjeshc.

Sth sqetik  bibliografÐa up�rqoun pollèc mèjodoi epÐlushc tou probl matoc, me kuriìterh kai
eurèwc qrhsimopoioÔmenh aut  pou basÐzetai sth megistopoÐhsh thc amoibaÐac plhroforÐac. Sthn
paroÔsa metaptuqiak  ergasÐa prìkeitai na parousiasteÐ kai analujeÐ mÐa diaforetik  prosèggish
pou basÐzetai stic Miktèc Katanomèc. H basik  idèa pÐsw apì ton algìrijmo pou proteÐnoume eÐnai
ìti an upojèsoume k�poiec katanomèc sth fwteinìthta twn dÔo eikìnwn, tìte sthn perÐptwsh thc
tèleiac stoÐqishc, h apìstash metaxÔ twn dÔo aut¸n katanom¸n ja eÐnai h el�qisth. Me b�sh
loipìn thn parap�nw logik  parat rhsh, arqik� ektimoÔme thn katanom  thc fwteinìthtac sth mÐa
eikìna (exoÔ kai h qr sh twn mikt¸n katanom¸n) kai en suneqeÐa prob�llontac th diamèrish pou
p rame apì to Montèlo Mikt¸n Katanom¸n sthn �llh paÐrnoume mÐa ektÐmhsh gia thn katanom  thc
pijanìthatc sthn �llh eikìna. Ektellìntac aut  th diadikasÐa gia di�forec timèc twn paramètrwn
metasqhmatismoÔ, prospajoÔme na entopÐsoume ekeÐnec pou elaqistopoioÔn thn apìstash metaxÔ
twn dÔo katanom¸n pou ektim same.

Apì teqnik c �poyhc, ìson afor� sta Mekt� Montèla qrhsimopoi same MÐxh Kanonik¸n
kai Student’s t-Katanom¸n, en¸ sthn perÐptwsh thc elaqistopoÐhshc efarmìsame ton algìrijmo
SIMPLEX. Efarmìsame th mèjodì mac se di�forouc tÔpouc eikìnwn (Iatrikèc, Metewrologikèc,
Thlepiskìphshc k.a.). Oi meletoÔmenec eikìnec paramorf¸jhkan me qr sh sumpag¸n (Rigid)
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metasqhmatism¸n, en¸ epiplèon prostèjhkan kai di�fora epÐpeda jorÔbou gia na melethjeÐ kai
h eurwstÐa thc mejìdou. To genikì sumpèrasma eÐnai ìti h upèrjesh me Miktèc Katanomèc eÐnai
pio apodotik  apì ìti aut  me megistopoÐhsh thc amoibaÐac plhroforÐac, idÐwc parousÐa jorÔbou.
'Oson afor� de stic Miktèc Katanomèc, oi Student’s t- emfanÐzoun polÔ megalÔterh eurwstÐa
ènanti twn Kanonik¸n akìma kai se polÔ uyhl� epÐpeda jorÔbou.

H ergasÐa kleÐnei me thn parousÐash thc epèktashc thc mejìdou se upèrjesh nef¸n shmeÐwn.
Kai sthn perÐptwsh aut  akolouj same thn Ðdia taktik  (diamèrish me Mikt� Montèla), mìno
pou antÐ tou stadÐou thc probol c, qrhsimopoi same ton Hungarian algìrijmo gia ton entopismì
twn antistoiqi¸n metaxÔ twn sunistws¸n kat�tmhshc twn epimèrouc om�dwn thc diamèrishc. En
suneqeÐa, efarmìzontac teqnikèc elaqistopoÐhshc anazht same touc metasqhmatismoÔc upèrjeshc,
elaqistopoi¸ntac mÐa sun�rthsh parìmoia me aut  thc perÐptwshc twn eikìnwn. Ta peir�mata pou
k�name èdeixan ìti h upèrjesh me Miktèc Katanomèc, kai dei me Miktèc Student’s t-Katanomèc, eÐnai
pio axiìpista kai pio akrib , idÐwc parousÐa jorÔbou, se sqèsh me ton eurewc qrhsimopoioÔmeno
algìrijmo ICP.
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Extended Abstract in English

Gerogiannis, Demetrios, Panagiotis. MSc, Computer Science Department, University of Ioanni-
na, Greece. October, 2007. Image registration using mixture models. Thesis Supervisor: Nikou
Christophoros.

This research work is focused on the problem of image registration. Image registration is a
common problem in many scientific fields, e.g. medical imaging, remote sensing, robot vision,
geographical information systems. In all these fields, image registration is considered to be a
preprocessing step, upon which the success of a method is based. The problem of registration
is to find the transformation parameters that bring into alignment the two images.

Many methods have been proposed to solve the image registration problem. The most
common is based on the maximization of mutual information. Herein, we propose a pixel
similarity-based algorithm enabling accurate rigid registration between single and multimodal
images presenting gross dissimilarities due to noise, missing data or outlying measures. The
method relies on the partitioning of a reference image by a mixture model, MM. This partition
is then projected onto the image to be registered. The main idea is that a MM component in the
reference image corresponds to a MM component in the image to be registered. If the images
are correctly registered the weighted sum of distances between the corresponding components
is minimized. We used both Gaussian mixture models (GMM) and Student’s t-mixture models
(tMM). The use of tMM components is justified by the property that they have heavier tails
than standard Gaussians, thus providing robustness to outliers. Experimental results indicate
that, even in the case of images presenting low SNR or important amount of dissimilarities due
to temporal changes, the proposed algorithm compares favorably to the histogram-based mutual
information method that is widely used in a variety of applications.

In general the proposed algorithm can be summarized as follows:

• Segment the reference image with a mixture model.

• Projection of the partition map onto the image to be registered by applying a transforma-
tion.

• Keep this instance of transformations’ parameters that minimizes an energy function.

Finally, we have extended our method to the registration of clouds of points. The same exper-
iments were conducted. The only difference was that the reference method in this circumstance
was the ICP algorithm. The method was tested for its robustness in the presence of outliers.
Again the results were in favor of the registration based on Mixture Models, while comparing
the Gaussian mixture models with the Student’s t-mixture model, the latter demonstrated a
better behavior in the case of outliers’ existence.
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Kefalaio 1

Eisagwgh sthn Uperjesh Eikonac

1.1 Eisagwg 

1.2 Orismìc tou probl matoc

1.3 MetasqhmatismoÐ upèrjeshc

1.4 Mèjodoi upèrjeshc eikìnac

1.4.1 Mèjodoi pou basÐzontai sthn susqètish

1.4.2 Mèjodoi pou basÐzontai sto metasqhmatismì Fourier

1.4.3 Mèjodoi pou basÐzontai sthn antistoÐqish shmeÐwn

1.4.4 Mèjodoi pou basÐzontai sthn amoibaÐa plhroforÐa

1.1 Eisagwg 

Pollèc forèc se di�fora probl mata thc Upologistik c 'Orashc, all� kai �llwn episthmonik¸n
kl�dwn, emfanÐzetai h an�gkh gia gewmetrik  stoÐqish dÔo   kai perissìterwn eikìnwn. Oi eikìnec
autèc apeikonÐzoun thn Ðdia skhn , èqoun ìmwc lhfjeÐ me diaforetikèc paramètrouc kai endeqomèn-
wc se diaforetikèc qronÐkèc stigmèc. 'Ena polÔ klassikì par�deigma, apì ton q¸ro thc iatrik c
epexergasÐac eikìnac, ìpou to prìblhma thc uperjeshc eÐnai arket� koinì, ja mporoÔse na eÐnai h
gewmetrik  stoÐqish thc MRI (Axonik  TomografÐa, Magnetic Resonance Imaging) eikìnac enìc
asjenoÔc pou apeikonÐzei ton egkèfalo me thn antÐstoiqh SPECT (Spinjhrofgr�fhma 3D, Single
Photon Epission Computed Tomography). 'Opwc gÐnetai antilhptì kai oi dÔo eikìnec apeikonÐzoun
thn Ðdia plhroforÐa (egkèfaloc), wstìso k�je mÐa akoloujeÐ diaforetikì trìpo sthn optikopoÐh-
s  thc. Ac upojèsoume ìti o jer�pwn iatrìc epijumeÐ na prob�lei thn mÐa eikìna p�nw sthn �llh
ètsi ¸ste oi gewmetrikèc domèc thc mÐac, pou antistoiqoÔn se biologik� qarakthristik� tou egke-
f�lou, na sumpèsoun stic antÐstoiqèc touc sthn �llh. Aut  loipìn h diergasÐa kaleÐte upèrjesh
twn dÔo eikìnwn kai gia na èqei nìhma ja prèpei afenìc men oi dÔo eikìnec na apeikonÐzoun koin 
plhroforÐa, afetèrou de ja prèpei na èqoun tèleia gewmetrik  stoÐqish, ètsi ¸ste eikonostoiqeÐa
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thc mÐac pou prob�llontai sthn �llh na antistoiqoÔn stic Ðdiec domèc thc arqik c skhn c pou
apeikonÐzoun oi eikìnec. Genikìtera, to prìblhma thc upèrjeshc dÔo   kai perissìterwn eikìn-
wn sunÐstatai ston entopismì ekeÐnwn twn gewmetrik¸n metasqhmatism¸n, pou an efarmostoÔn
sth mÐa apì tic dÔo eikìnec ja th metasqhmatÐsoun me tètoio trìpo, ètsi ¸ste ta eikonostoiqeÐa
thc metasqhmatismènhc an problhjoÔn epÐ thc arqik c ja antistoiqoÔn se perioqèc me sugkenik 
�nohmatik � plhroforÐa. H anagwg  sto proanaferjèn par�deigma ja s maine eikonostoiqeÐa
pou sth metasqhmatismènh eikìna antistoiqoÔn sth fai� ousÐa, ìtan problhjoÔn sthn arqik  ja
deÐqnoun sta antÐstoiq� touc thc fai�c ousÐac thc arqik c.

'Opwc endeqomènwc gÐnetai antilhptì, to prìblhma thc upèrjeshc mporeÐ na emfanisteÐ se
di�forouc episthmonikoÔc tomeÐc, ìpwc h epexergasÐa iatrik c eikìnac, h rompotik  ìrash, h
parakoloÔjhsh thc exèlixhc diafìrwn fainomènwn se doruforikèc eikìnec - paradeÐgmatoc q�rin
thc trÔpac tou ìzontoc. Gia na katal�bei o anagn¸sthc th spoudaiìthta tou probl matoc anafèr-
oume apl� ìti th dekaetÐa 1993 - 2003, perissìterec apì 1000 dhmosieÔseic èginan p�nw sto an-
tikeÐmeno autì [4]. Sto pìnhma pou krat�te sta qèria sac ja parousi�soume mÐa mèjodo gia
upèrjesh eikìnac kai ja th sugkrÐnoume me aut  pou prìteinan oi Viola kai Wells [26] kai Maes et
al. [15] kai basÐzetai sthn megistopoÐhsh thc amoibaÐac plhroforÐac twn dÔo eikìnwn. O lìgoc
pou epilèxame aut  th sÔgkrish eÐnai giatÐ h upèrjesh pou basÐzetai sthn amoibaÐa plhroforÐa
eÐnai h pio diadedomènh mèjodoc en¸ mporeÐ na epitÔqei arket� kal� apotelèsmata.

Se genikèc grammèc oi efarmogèc thc upèrjeshc eikìnac mporoÔn na kathgoriopoihjoÔn se
tèssereic kÔriec om�dec [4], an�loga me ton trìpo l yeic twn eikìnwn:

• Optik  GwnÐa: H eÐsodoc ston algìrijmo upèrjeshc perilamb�nei eikìnec thc Ðdiac skhn c,
lhfj sec apì diaforetik  optik  gwnÐa. Se aut  thn om�da mporoÔn na upaqjoÔn probl -
mata anasÔnjeshc (mosaicing) mÐac perioq c pou parakoloujeÐtai (eidikìtero prìblhma thc
kathgorÐac ex apost�sewc episkìphshc).

• Qrìnoc: Oi lhfj sec eikìnec anafèrontai sthn Ðdia skhn , all� o qrìnoc l yhc touc di-
afèrei, en¸ kai oi sunj kec l yhc mporoÔn na diafèroun. Sthn kathgorÐa aut  èna klassikì
par�deigma ja mporoÔsan na eÐnai oi iatrikèc eikìnec, ìpou èqoume mÐa qronik  akoloujÐa
eikìnwn (p.q. aktinografi¸n) pou deÐqnoun thn exèlixh thc jerapeÐac mÐac nìsou se ènan
asjen .

• Mhqanismìc L yhc: Sthn kathgorÐa aut  oi eikìnec pou ja upertejoÔn èqoun lhfjeÐ me
diaforetikì mhqanismì (p.q. h mÐa anaparist� th skhn  sto upèrujro kai h �llh sti uper-
i¸dec f�sma). H an�gkh upèrjeshc eikìnwn aut c thc kathgorÐac eÐnai to gegonìc ìti me ton
trìpo autì eÐnai dunatìc o sundiasmìc diafìrwn plhrofori¸n apì xeqwristèc phgèc se èna
montèlo. 'Ena praktikì prìblhma aut c thc kathgorÐac eÐnai h upèrjesh dÔo diaforetikoÔ
tÔpou eikìnwn (p.q. mÐac aktinografÐac kai mÐac axonik c tomografÐac) gia ton entopismì twn
apotelesm�twn mÐac p�jhshc se k�poion asjen . EÐnai polÔ shmantikì na anaferjeÐ ìti oi
upertijèmenec eikìnec sthn kathgorÐa aut  mporeÐ na èqoun pleon�zousa plhroforÐa, aut 
ìmwc eÐnai sumplhrwmatik  kai epomènwc mporeÐ na odhg sei sthn exìruxh nèac gn¸shc, h
opoÐa diaforetik� de ja  tan prosit .

• Montèlo perigraf c twn dedomènwn: MÐa arket� eurÔa kathgorÐa problhm�twn, ìpou apì
th mÐa meri� up�rqei h eikìna thc skhn c kai apì thn �llh èna montèlo perigraf c thc. Gia
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par�deigma sthn om�da aut  twn problhm�twn an kei kai autì thc upèrjeshc mÐac aerofw-
tografÐac epÐ enìc q�rth thc antÐstoiqhc perioq c. H men aerofwtografÐa eÐnai h eikìna
thc skhn c mac o de q�rthc apoteleÐ to montèlo perigraf c thc skhn c.

EÐnai �mesa anthlhptì ìti up�rqei mÐa poikilÐa sta dedomèna eisìdou enìc algorÐjmou up-
èrjeshc, gegonìc pou antanakl�tai se mÐa poikilomorfÐa ston trìpo alloÐwshc twn dedomènwn
(poiìthta jorÔbou). 'Etsi eÐnai dÔskolo na epino sei k�poioc mÐa mèjodo genik c qr shc, dedomè-
nou ìti k�je for� ja up�rqoun diaforetik� montèla prosèggishc tou metasqhmatismoÔ upèrjeshc
(dhlad  diaforetikèc gewmetrÐec), diaforetik� montèla prosomoÐwshc tou jorÔbou kai genik� mÐa
plhj¸ra paramètrwn pou diaforopoioÔntai analìgwc tou probl matoc [4].

Wstìso ìlec oi mèjodoi pou èqoun protajeÐ mporoÔn na sunoyistoÔn sta k�twji tèssera
genik� b mata [4]:

• Entopismìc qarakthristik¸n. Sto b ma autì k�poioc eidikìc,   an autì eÐnai efiktì me autì-
mato trìpo, ex�gontai ta basik� qarakthristik� shmeÐac thc eikìnac (perigr�mmata, perioqèc
me saf¸c kajorismèna ìria, akmèc, k.�.). Genik� ta shmeÐa aut� pollèc forèc mporoÔn na
perigrafoÔn apì èna epimèrouc sÔnolo shmeÐwn (p.q. to kentroeidèc, sthn perÐptwsh om�dac
shmeÐwn, to shmeÐo arq c kai tèlouc, sthn perÐptwsh eujgr�mmwn tmhm�twn k.t.l.). Sth
bibliografÐa ta shmeÐa aut� onom�zontai shmeÐa elègqou (Control Points - CP).

• TaÐriasma qarakthristik¸n. Sto b ma autì apìteroc stìqoc eÐnai na entopisteÐ h anti-
stoÐqish twn qarakthristik¸n pou entopÐsthkan sto prohgoÔmeno b ma stic sÔo eikìnec.
Gia na epiteuqjeÐ autì èqoun protajeÐ di�forec mèjodoi pou axiopoioÔn thn omoiìthta twn
qarakthristik¸n, thn qwrik  touc suggèneia k.a.

• EktÐmhsh tou metasqhmatismoÔ upèrjeshc. Sto b ma autì gÐnetai ektÐmhsh tìso tou tÔpou
tou metasqhmatismoÔ - ja anafarjoÔme sth sunèqeia sto jèma autì - ìso kai twn paramètr-
wn tou metasqhmatismoÔ. EÐnai idiaÐtera shmantikì na tonisteÐ ìti h aut  h ektÐmhsh twn
paramètrwn gÐnetai me b�sh thn antistoÐqish twn qarakthristik¸n pou prohg jhkai sto
anwtèrw b ma.

• Metasqhmatismìc eikìnac. H mÐa ek twn dÔo eikìnwn metasqhmatÐzetai, mè b�sh thn ektÐmhsh
twn paramètrwn pou brèjhkan sto prohgoÔmeno b ma. Na shmeiwjeÐ ìti h diadikasÐa aut 
eÐnai epanalhptik , dhlad  ta parousiazìmena tèssera b mata ekteloÔntai epanalhptik�
e¸c ìtou sugklÐnoume sth lÔsh tou probl matoc (eÔresh tou metasqhmatismoÔ upèrjesh-
c). Epomènwc eÐnai katanohtì oti se k�je b ma epan�lhyhc up�rqei to endeqìmeno, lìgw
tou metasqhmatismoÔ, na emfanistoÔn mh akèraiec suntetagmènec gia ta eikonostoiqeÐa thc
eikìnac. Sthn perÐptwsh aut  upeisèrqetai h ènnoia thc parembol c, prokeimènou na exaqjeÐ
h telik  tim  tou qr¸matoc. Perissìtera gia to jèma thc parembol c ja analÔsoume sthn
enìthta 3.3, ìpou ja perigr�youme p¸c dièx�game ta peir�mata sÔgkrishc thc mejìdou mac.

Kat' antistoiqÐa me ta parap�nw b mata mporoÔme na poÔme ìti ènac algìrijmoc upèrjeshc
perilamb�nei [21]:

• ènan q¸ro twn qarakthristik¸n. EÐnai to sÔnolo twn dedomènwn apì tic dÔo eikìnec pou
ja qrhsimopoihjoÔn apì ton algìrijmo upèrjeshc gia na ektimhjoÔn oi par�metroi tou
metasqhmatismoÔ.
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• ènan q¸ro anaz thshc. To di�sthma sto opoÐo ja anazht soume th bèltisth tim  k�je
paramètrou tou metasqhmatismoÔ upèrjeshc.

• mÐa strathgik  anaz thshc. Dedomènwn twn dÔo anwtèrwn stoiqeÐwn (par�mètrwn kai q¸rwn
anaz thshc) prèpei an apofasÐsoume kai ton trìpo me ton opoÐo ja gÐnei se k�je b ma h
epilog  thc bèltisthc lÔshc.

• èna mètro omoiìthtac. EÐnai h metrik  pou ja qrhsimopoihjeÐ se k�je epan�lhyh ètsi ¸ste
na ektimhjeÐ h poiìthta thc upologismènhc upèrjeshc.

Oi di�forec mèjodoi pou èqoun protajeÐ sth bibliografÐa, akoloujoÔn gia k�je b ma mÐa
prosèggish an�loga me thn uf  tou probl matoc. Gia par�deigma, to b ma thc anaz thshc, ekeÐ
ìpou dhlad  gÐnetai h ektÐmhsh twn paramètrwn tou metasqhmatismoÔ upèrjeshc gia thn trèqousa
epan�lhyh, eÐnai sthn ousÐa mÐa mèjdoc elaqistopoÐhshc. K�je mèjodoc loipìn mporeÐ na uiojeteÐ
diaforetik  stratighk  gia ton upologismì elaqÐstwn (  megÐstwn), an�loga me thn antikeimenik 
sun�rthsh pou melet�tai.

Sto kef�laio 3 ja doÔme p¸c ta anwtèrw b mata exeidikeÔontai sthn mèjodo upèrjeshc pou
proteÐnoume.

1.2 Orismìc tou probl matoc

H upèrjesh dÔo eÐkìnwn orÐzetai wc mÐa qwrik  antistoÐqish qwrik¸n suntetagmènwn metaxÔ dÔo
eikìnwn [21]. Gia par�deigma, an upojèsoume ìti oi eikìnec anaparÐstantai wc 2D m trec I1, I2,
opìte Ii(x, y) eÐnai h fwteinìthta tou eikonostoiqeÐou (x, y) thc eikìnac Ii (  opoiad pote �llh
mètrhsh pou sqetÐzetai me ton trìpo l yhc thc eikìnac), tìte h upèrjesh mporeÐ na oristeÐ wc h
antistoÐqish:

I2(x, y, z) = g(I1(Ω(x, y, z)))

ìpou Ω eÐnai ènac trisdi�staoc qwrikìc metasqhmatismìc, dhlad  oi qwrikèc suntetagmènec (x, y, z)
antistoiqÐzontai stic (x′, y′, z′), kai g eÐnai ènac monodi�statoc metasqhmatismìc thc fwteinìth-
tac thc eikìnac. Perissìterec leptomèreiec gia touc metasqhmatismoÔc upèrjeshc ja d¸soume
sthn epìmenh enìthta autoÔ tou kefalaÐou. Apl� na shmei¸soume ìti sthn paroÔsa ergasÐa de
ja asqolhjoÔme me metasqhmatismoÔc pou alloi¸noun thn fwteinìthta thc eikìnac, an kai sta
peir�mata pou ja parousi�soume ja qrhsimopoi soume eikìnec pou diafèroun metaxÔ touc kat�
ton trìpo l yhc, gia par�deigma h mÐa eÐkìna ja anaparist� plhroforÐa sto oratì fwc kai h �llh
thn Ðdia skhn  sto uperi¸dec. 'Etsi mporoÔme na isquristoÔme ìti kat� trìpon tin� mporoÔme na
broÔme kai mÐa antistoÐqish stic fwteinìthtec. Stìqoc k�je mejìdou upèrjeshc eÐnai na entopÐsei
touc bèltistouc metasqhmatismoÔc ètsi ¸ste oi dÔo eikìnec na tautistoÔn pl rwc, eÐte giatÐ to
zhtoÔmeno eÐnai oi timèc aut¸n twn paramètrwn, eÐte giatÐ epijumoÔme na tautopoi soume perio-
qèc endiafèrontoc stic dÔo eikìnec, gia par�deigma sthn iatrik  upèrjesh eikìnac ja jèlame na
broÔme se mÐa MRI kai se mÐa SPECT eikìna thn perioq  pou anaparist� ènan dedomèno karkinikì
ìgko, prokeimènou na sundiasteÐ iatrik  plhroforÐa apì dÔo diaforetikèc phgèc. O entopismoc
twn bèltistwn metasqhmatist¸n eÐnai to kleidÐ gia mÐa epituq  upèrjesh kai ousiastik� prìkeitai
gia èna prìblhma beltstopoÐhshc. 'Oso pio apodotik  eÐnai h beltistopoÐhsh tìso pio kont� sth
bèltisth lÔsh ja brejoÔme.
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1.3 MetasqhmatismoÐ upèrjeshc

OrÐsame sthn prohgoÔmenh enìthta thn upèrjesh wc èna prìblhma anaz thshc bèltistwn, wc proc
èna krit rio, metasqhmatism¸n. Sthn enìthta aut  ja doÔme analutik� poioi eÐnai oi metasqhma-
tismoÐ autoÐ kai p¸c mporoÔn na montelopoihjoÔn majhmatik�.

Oi metasqhmatismoÐ upèrjeshc qwrÐzontai se dÔo meg�lec kathgorÐec, an l�boume upìyhn
mac t n perioq  efarmog c, touc kajolikoÔc (Global) kai touc topikoÔc (Local). Oi kajolikoÐ
metasqhmatismoÐ efarmìzontai se ìlh thn eikìna, se antÐjesh me touc topikoÔc, oi opoÐoi jewroÔn
thn eikìna san èna sÔnolo apì mikr� qwrÐa, opìte gia kajèna apì aut� oi metasqhmatismoÐ upèr-
jeshc èqoun diaforetikèc timèc. Oi topikoÐ metasqhmatismoÐ qrhsimopoioÔntai sp�nia kai en gènei,
sthn kathgorÐa aut  an koun ìsoi metasqhmatismoÐ den mporoÔn na qarakthristoÔn wc kajolikoÐ.
'Etsi gia par�deigma èna sÔnolo metasqhmatism¸n pou efarmìzetai se èna mèroc mÐac eikìnac mìno,
de qarakthrÐzetai wc topikì all� wc tajolikì, afoÔ mporoÔme na apomon¸soume ekeÐno to tm ma
thc eikìnac sto opoÐo efarmìsjhkan oi metasqhmatismoÐ kai na to epexergastoÔme wc mÐa nèa
eikìna [19].

Me dedomènh thn fÔsh twn metasqhmatism¸n, dhlad  to eÐdoc thc metabol c pou epifèroun me
thn efarmog  touc, mporoÔme na touc diakrÐnoume se SumpageÐc (Rigid) SunafeÐc (Affine), Probo-
likoÔc (Projective) kai ElastikoÔc (Elastic). Me b�sh thn prohgoÔmenh seir� anafor�c k�je
metasqhmatismìc apoteleÐ eidik  perÐptwsh tou epìmenou. 'Etsi sthn perÐptwsh pou o metasqh-
matismìc upèrjeshc eÐnai sunduasmìc twn anwtèrw, mporoÔme apl� na ton katat�xoume sthn
kathgorÐa pou an kei o pio sÔnjetoc. Dhlad  an sthn upèrjesh èqoun l�bei q¸ra SunafeÐc kai
ProbolikoÐ metasqhmatismoÐ, mporoÔme qwrÐc bl�bh thc genikìthtac na poÔme ìti telik� èqei e-
famosteÐ ènac Probolikìc metasqhmatismìc. Kat� th diadikasÐa thc upèrjeshc ja upologistoÔn
ekeÐnec oi timèc twn paramètrwn, ètsi ¸ste na sugqwneuteÐ o metasqhmatismìc Sun�feiac mèsa
ston Probolikì. Endeqomènwc h diadiasÐa aut  na eÐnai upologistik� pio apaithtik , wstìso sto
tèloc ja odhg sei sto epijumitì apotèlesma.

Oi SumpageÐc metasqhmatismoÐ prokaloÔntai eÐte apì thn kÐnhsh twn aisjht rwn l yeic twn
eikìnwn, eÐte apì thn kÐnhsh antikeimènwn mèsa sth skhn . Se k�je perÐptwsh ìmwc to sqetikì
sq ma kai mègejoc diathreÐtai. Epomènwc ènac sumpag c metasqhmatismìc eÐnai mÐa sÔnjesh peri-
strof c, metatìpishc kai klim�kwshc. To majhmatikì montèlo perigraf c tou metasqhmatismoÔ
stic treic diast�seic mporeÐ na dwjeÐ me th qr sh pin�kwn:




x′
y′
z′


 = (sI)R




x

y

z


 +




Tx

Ty

Tz




ìpou to di�nusma (Tx, Ty, Tz)T ekfr�zei th metatìpish wc proc x, y, z antÐstoiqa, en¸ R eÐnai o
pÐnakac peristrof c kai orÐzetai wc

R =




1 0 0
συνθx 0 −ηµθx

0 −ηµθx συνθx







συνθy 0 −ηµθy

0 1 0
ηµθy 0 συνθy







συνθz ηµθz 0
−ηµθz συνθz 0

0 0 1




me θx na ekfr�zei th gwnÐa peristrof c wc proc ton �xona x, θy na ekfr�zei th gwnÐa peristrof c
wc proc ton �xona y kai θz na ekfr�zei th gwnÐa peristrof c wc proc ton �xona z. Tèloc h stajer�
s perigr�fei thn klim�kwsh. Profan¸c timèc kat' apìluth tim  megalÔterec thc mon�doc odhgoÔn
se megèjunsh twn antikeimènwn, en¸ timèc kat' apìluth tim  mikrìterec thc mon�doc epifèroun
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smÐkrunsh twn antikeimènwn. Na shmeiwjeÐ ìti h klim�kwsh eÐnai Ðdia proc ìlouc touc �xonec tou
sust matoc suntetagmènwn. Oi metasqhmatismoÐ aut c thc kathgorÐac eÐnai kai oi pio diadedomènoi
stic teqnikèc upèrjeshc eikìnac, dedomènou ìti up�rqei èna safèc montèlo perigraf c touc. H
ergasÐa pou ekpon same kai parousi�zoume ed¸ melet� autoÔ tou eÐdouc touc metasqhmatismoÔc.

Oi SunafeÐc metasqhmatismoÐ eÐnai pio genikoÐ apì touc SumpageÐc kai epomènwc pio polÔplokoi.
MporoÔn na epifèroun pio sÔnjetec paramorf¸seic sthn eikìna, ìpwc allag  sto lìgo l yhc
(aspect ratio) thc eikìnac. 'Enac tÔpoc SunafoÔc metasqhmatismoÔ eÐnai h Apokop  (Shear). O
metasqhmatismìc autìc mporeÐ na epidr� me diaforetikì trìpo se k�je �xona, odhg¸ntac se pio
polÔplokec paramorf¸seic. Majhmatik� o disdi�statoc metasqhmatismìc Apokop c mporeÐ na
parastajeÐ me touc pÐnakec:

Shearx =

(
1 a

0 1

)
Sheary =

(
1 0
b 1

)

'Enac akìmh metasqhmatismìc aut c thc kathgorÐac eÐnai h klim�kwsh, all� me diaforetikèc
paramètrouc wc proc k�je �xona, p.q. stic treic diast�seic

s =




sx 0 0
0 sy 0
0 0 sz


 .

Anaforik� me touc probolikoÔc metasqhmatismoÔc, autoÐ mporoÔn na prokalèsoun paramor-
f¸seic lìgw probol c antikeimènwn epÐ tou epipèdou thc eikìnac.

Tèloc h elastik  paramìrfwsh, pou eÐnai kai o pio genikìc tÔpoc metasqhmatismoÔ, den m-
poreÐ en gènei na parastajeÐ me ènan genikì tÔpo. Stic pleÐstec twn peript¸sewn, eÐte gia k�je
shmeÐo efarmìzetai ènac metasqhmatismìc metatìpishc, yi = xi + ti(x) eÐte o metasqhmatismìc
proseggÐzetai sto sÔnolì tou wc poluwnumikìc, sunart sei twn qwrik¸n suntetagmènwn.

1.4 Mèjodoi upèrjeshc eikìnac

Sthn enìthta aut  ja parousi�soume perilhptik� tic genikèc arqèc gic di�forec mejìdouc pou
èqoun protajeÐ. AfoÔ èqoume apofasÐsei to eÐdoc tou metasqhmatismoÔ pou ja anazht soume, ja
prèpei na orÐsoume èna krit rio me b�sh ti opoÐo ja gÐnei h anaz thsh twn bèltistwn metasqh-
matism¸n. An�loga me to krit rio pou epilègetai mÐa mèjodoc katat�ssetai sthn antÐstoiqh
kathgorÐa.

1.4.1 Mèjodoi pou basÐzontai sthn susqètish

H susqètish eÐnai èna statistikì mètro omoiìthtac kai mporeÐ na ektim sei to bajmì taÔtishc mÐac
eikìnac kai enìc protÔpou. Sthn perÐptwsh thc upèrjeshc eikìnwn, h susqètish mporeÐ na oristeÐ
wc ex c:

Dojèntoc enìc protÔpou I1 kai mÐac eikìnac I2, o suntelest c susqètishc orÐzetai apì ton
tÔpo:

C(u, v) =

∑
x,y I1(x, y)I2(x− u, y − v)√∑

x,y I2
1 (x, y)

∑
x,y I2

2 (x, y)
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H mètrhsh thc susqètishc upologÐzetai me th qr sh parajÔrwn sthn eikìna anafor�c (reference)
kai sthn eikìna upèrjeshc (sensed). To zhtoÔmeno eÐnai h anaz thsh thc mègisthc tim c. Ta zeÔgh
parajÔrwn stic dÔo eÐkìnec gia ta opoÐa h susqètish eÐnai mègisth, jewroÔntai wc antistoiqis-
mèna. Oi mèjodoi susqètishc mporoÔn na upologÐsoume me polÔ kal  akrÐbeia metasqhmatismoÔc
metatìpishc, en¸ mporoÔn na d¸soun kalèc proseggÐseic kai gia metasqhmatismoÔc peristrof -
c, me mikrèc gwnÐec peristrof c, kai klim�kwshc, me mikrèc timèc sthn par�metro klim�kwsh-
c. Genikeumènec ekdoqèc tou parap�nw algorÐjmou up�rqoun kai gia pio sÔnjetouc metasqh-
matismoÔc, wstìso oi upologistikèc apait seic aux�nontai ragdaÐa ìso pio polÔplokoc eÐnai o
metasqhmatismìc.

Sthn Ðdia logik  me thn proanaferj sa teqnik  eÐnai kai o algìrijmoc EntopismoÔ Suneqìmenhc
Omoiìthtac (Sequential Similarity Detection Algorithm) [13]. H mèjodoc aut  qrhsimopoeÐ suneqìmen-
h anaz thsh kai mÐa aploÔsterh ekdoq  thc apìstashc omoiìthtac se sqèsh me thn (1.4.1). Ei-
dikìtera, upologÐzetai to �jroisma thc apìluthc diafor�c stic fwteinìthtec twn eikìnwn (l2
st�jmh) kai efarmìzetai èna krit rio katwflÐwshc. An to sunolikì �jroisma twn dÔo parajÔrwn
eÐnai mikrìtero apì thn tim  katwflÐou, tìte jewreÐtai ìti up�rqei antistoÐqish, alli¸c to trèqw
par�juro pou exet�zetai aporrÐptetai kai o èlegqoc proqwr� se epìmena zeÔgh parajÔrwn. H
mèjodoc aut  èqei el�qista qeirìtera apotelèsmata apì thn klassik  susqètish, emfanÐzei ìmwc
polÔ kalÔterh qronik  apìdosh.

DÔo basik� meiwnekt mata aut c thc kathgorÐac eÐnai to gegonìc ìti to mètro pou qrhsimopoi -
tai gia thn omoiìthta emfanÐzei peplatismèna mègista, kai to ìti h upologistik  poluplokìthta
eÐnai polÔ uyhl .

1.4.2 Mèjodoi pou basÐzontai sto metasqhmatismì Fourier

Oi teqnikèc pou basÐzontai sto metasqhmatismì Fourier, endeÐknuntai kurÐwc gia tic peript¸-
seic pou epijumoÔme na epitaqÔnoume touc upologismoÔc, ìpwc epÐshc kai peript¸seic ìpou oi
eikìnec èqoun lhfjeÐ upì diaforetikèc sunj kec   èqoun alloiwjeÐ apì jìrubo sqetizìmeno me
th suqnìthta.

Oi mèjodoi thc kathgorÐac aut c ekmetalleÔontai thn anapar�stash thc eikìnac sto pedÐo
thc suqnìthtac. H mèjodoc susqètishc f�shc arqik� qrhsimopoi jhkai gia probl mata paramìr-
fwshc lìgw metatìpishc. H èntash tou f�smatoc twn dÔo eikìnwn upologÐzetai kai anazht�tai
h perioq  ìpou emfanÐzetai koruf  sthn antÐstrofh posìthta, F (f)F (g)∗

|F (f)F (g)∗| = e2πi(ux0+vy0). H
mèjodoc aut  eÐnai arket� eÔrwsth se susqetismèno jìrubo kai se mh omoiìmorfec alloi¸seic
sto fwtismì. H de wfèleia ston upologistikì qrìno eÐnai an�logh tou megèjouc twn eikìnwn.
Orismènec endiafèrousec ergasÐec pou èqoun dhmosieujeÐ sto q¸ro autì eÐnai twn De Castro
kai Morandi [14], ìpou perigr�fetai mÐa mèjodoc gia thn epÐlush problhm�twn upèrjeshc, ìpou o
metasqhmatismìc paramìrfwshc perilamb�nei kai peristrofèc, en¸ sthn ergasÐa twn Wolberg kai
Zokai [18], perigr�fetai mÐa teqnik  pou basÐzetai se polikèc apeikonÐseic gia upèrjesh me metasqh-
matismoÔc sun�feiac. Parapèmpoume ton anagn¸sth stic ergasÐec [4] kai [21] gia perissìterec
plhroforÐec sqetik� me mejìdouc aut c thc kathgorÐac.

1.4.3 Mèjodoi pou basÐzontai sthn antistoÐqish shmeÐwn

Oi mèjodoi pou analÔsame stic prohgoÔmenec upoenìthtec, basÐzontai sthn taÔtish perioq¸n thc
eikìnac. Oi mèjodoi pou basÐzontai sthn antistoÐqish shmeÐwn proôpojètoun ìti èqei prohghjeÐ
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èna b ma sto opoÐo èqoun anakthjeÐ shmeÐa elègqou kai stic dÔo eikìnec. Sth bibliogrfÐa èqoun
protajeÐ di�forec mèjodoi gia thn epÐlush autoÔ tou probl matoc, ìpwc gia par�deigma h taÔtish
gr�fwn [1], h omadopoÐhsh [17], k.a. Parapèmpoume ton anagn¸sth stic anaforèc [4] kai [21]
gia leptomer  anafor� twn diafìrwn mejìdwn. De ja anaferjoÔme ektenèstera se aut  thn
kathgorÐa mejìdwn, dedomènou ìti apèqei apì thn proteinìmenh mèjodo, ìpou h qr sh shmeÐwn
elègqou den eÐnai aparaÐthth.

1.4.4 Mèjodoi pou basÐzontai sthn amoibaÐa plhroforÐa

Sthn enìthta aut  ja perigr�youme mÐa kathgorÐa mejìdwn me meg�lh ap qhsh ston kl�do thc
upèrjeshc. Basikì qarakthristikì eÐnai h qr sh thc amoibaÐac plhroforÐac wc metrikoÔ gia th
sÔgkrish dÔo eikìnwn. Jemèlio lÐjo gia thn pro¸jhsh autoÔ tou tomèa apetèlesan oi ergasÐec twn
Viola kai Wells [26] kai Maes et al. [15]. O lìgoc pou gÐnetai idiaÐterh mneÐa sthn kathgorÐa aut 
eÐnai h eureÐa di�dosh twn teqnik¸n thc all� kai h sqetik  eurwstÐa pou parousi�zoun se dedomèna
pou èqoun alloiwjeÐ apì jìrubo. M�lista sthn anafor� [4] oi mèjodoi thc kathgorÐac aut c
qarakthrÐzontai wc prwtopìrec se probl mata upèrjeshc polutropik¸n (multimodal) eikìnwn,
eikìnwn dhlad  pou èqoun lhfjeÐ me diaforetikì trìpo. Gia to lìgo autì �llwste apofasÐsame
na qrhsimopoi soume thn kathgorÐa aut  wc mètro sÔgkrishc thc apìdoshc thc mejìdou pou
proteÐnoume.

H amoibaÐa plhroforÐa, ènnoia thc JewrÐac PlhroforÐac, eÐnai èna mètro sÔgkrishc thc sta-
tistik c omoiìthtac dÔo megej¸n. O akrib c orismìc dÐnetai sth sunèqeia:

Je¸rhma 1.1 (Orismìc thc amoibaÐac plhroforÐac). Dojèntwn dÔo tuqaÐwn metablht¸n X,Y me

perij¸riec katanomèc p(X), p(Y ) wc amoibaÐa plhroforÐa twn dÔo metablht¸n orÐzetai h posìthta

I(X, Y ) = H(X)−H(X|Y ) = H(X) + H(Y )−H(X, Y )

ìpou

• H(X) eÐnai h entropÐa thc metablht c Q, H(X) = Ex(log(P (X))).

• H(X, Y ) eÐnai h apì koinoÔ entropÐa twn metablht¸n Q,U, H(X, Y ) = Ex,y(log(P (X,Y ))).

• P (X, Y ) eÐnai apì koinoÔ katanom  twn Q,U.

Oi mèjodoi pou basÐzontai sthn amoibaÐa plhroforÐa sunÐstantai sthn anaz thsh ekeÐnwn twn
paramètrwn twn metasqh,atism¸n pou megistopoioÔn thn amoibaÐa plhroforÐa. 'Opwc gÐnetai �mesa
antilhptì, h qr sh twn mejìdwn aut c thc kathgorÐac uponoeÐ th dunatìthta upologismoÔ thc
apì koinoÔ katanom c twn dÔo eikìnwn. MÐa lÔsh sto prìblhma autì mporeÐ na dwjeÐ me th
qr sh istogramm�twn. Autì ìmwc proapaiteÐ ton upologismì tou istogr�mmatoc gia k�je sÔnolo
paramètrwn upèrjeshc, gegonìc pou epifèrei uyhlì upologistikì fìrto. 'Opwc èqei protajeÐ sth
bibliografÐa, mporeÐ na epiteuqjeÐ epit�qunsh twn upologism¸n an efarmosteÐ mÐa puramidoeid c
di�taxh gia meÐwsh thc di�stashc twn eikìnwn [4]. 'Opwc proanafèrame, apì tic pr¸tec ergasÐec
ston tomèa autì  tan twn Viola kai Wells [26] kai Maes et al. [15]. 'Ektote pl joc ergasi¸n
dhmosieÔjhkan. Endeiktik� anafèroume touc Thévanez kai Unser [25], Ritter et al. [22]). Gia
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mÐa analutik  sÔgkrish thc amoibaÐac plhroforÐac me �lla mètra omoiìthtac, parapèmpoume ton
anagn¸sth sthn anafor� [16]. Tèloc apofasÐsame na k�noume idiaÐterh anafor� sthn ergasÐa tou
Studholme et al. [10], ìpou emfanÐzetai o isqurismìc ìti h kanonikopoihmènh amoibaÐa plhroforÐa
upologismènh se epikaluptìmenec perioqèc, mporeÐ na apotelèsei kalÔtero mètro sÔgkrishc. 'Etsi
loipìn sto ex c ìpote anaferìmaste sthn amoibaÐa plhroforÐa, ja ennooÔme thn kanonikopoihmènh
thc morf , upologismènh se perioqèc epik�luyhc (ìso efiktì mporeÐ na eÐnai autì).
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Kefalaio 2

Miktec Katanomec

2.1 Arqèc kai ekpaÐdeush Mikt¸n Katanom¸n - O algìrijmoc Expectation Maximization (EM)

2.2 Miktèc Kanonikèc Katanomèc

2.3 Miktèc Student’s t-Katanomèc

2.4 Apost�seic MetaxÔ Katanom¸n

2.4.1 Apìstash Chernof

2.4.2 Apìstash Battacharyya

2.4.3 Tetragwnik  apìstash - L2 st�jmh

2.1 Arqèc kai ekpaÐdeush Mikt¸n Katanom¸n - O algìrijmoc Expec-

tation Maximization (EM)

H ènnoia thc taxinìmishc eÐnai eurèwc diadedomènh sto q¸ro thc Mhqanik c M�jhshc. Sto ke-
f�laio autì ja parousi�soume mÐa teqnik  gia thn epÐlush tou en lìgw probl matoc, h opoÐa
basÐzetai se arqèc thc jewrÐac pijanot twn. Upojètoume èna statistikì parametrikì montèlo
pou par�gei ta dedomèna kai stìqoc mac eÐnai na ektim soume tic paramètrouc tou montèlou autoÔ.
Sta plaÐsia twn mikt¸n katanom¸n, to proanaferjèn montèlo proseggÐzetai apì èna �jroisma
katanom¸n kai epomènwc perigr�fetai mèsw tou sunìlou twn paramètrwn twn katanom¸n [7], [8].
'Etsi h arqik  upìjesh perÐ statistik c diadikasÐac paragwg c twn dedomènwn sunoyÐzetai sth-
n Ôparxh K anex�rthtwn katanom¸n, pou apoteloÔn touc genn torec k�je om�dac tou sunìlou
twn dedomènwn. EÐnai profanèc ìti k�je om�da plèon perigr�fetai mèsw twn paramètrwn thc
katanom c pou par�gei ta dedomèna thc. O gr�foc pou perigr�fei èna montèlo mikt¸n katanom¸n
tou sunìlou dedomènwn X, dÐnetai sto sq ma 2.1, ìpou Z eÐnai to pl rec sÔnolo twn dedomènwn,
Z = {(zi, xi)}, i = 1..N, xi ∈ X.

H metablht  z, h opoÐa onom�zetai kruf  metablht , eÐnai duadik  kai akoloujeÐ anapar�s-
tash 1-apì-K, dhlad  an èqoume K om�dec sto sÔnolo dedomènwn kai to prìtupo x an kei sthn
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Sq ma 2.1: Grafikì montèlo anapar�stashc Mikt¸n Katanom¸n.

kathgorÐa j, tìte to z ∈ {0, 1}K èqei sth jèsh j mon�da kai stic upìloipec jèseic mhdenik�,
dhlad 

z = [0, 0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
θεσηj

, 0, . . . , 0]T .

Me �lla lìgia h metablht  z kajorÐzei thn kathgorÐa tou protÔpou x.
Me b�sh ta parap�nw loipìn mporoÔme na poÔme ìti, stic miktèc katanomèc, h sun�rthsh

puknìthtac pijanìthtac gia èna prìtupo x dÐnetai apì ton parak�tw tÔpo:

p(x) =
K∑

j=1

P (j)p(x|θj) (2.1)

ìpou:

• P (j), eÐnai h pijanìthta k�je kathgorÐac, an�logh me to pl joc twn dedomènwn pou par�gei.
Profan¸c

∑K
j=1 P (j) = 1 en¸ P (j) ∈ [0, 1] j = 1, 2, . . . , K. Oi par�metroi P (j) kaloÔntai

sth bibliografÐa suntelestèc mÐxhc (mixing coefficients) kai sthn ousÐa eÐnai ta b�rh sum-
metoq c thc k�je epimèrouc katanom c sto montèlo ektÐmhshc thc sunolik c pijanìthtac.

• p(x|θj), eÐnai h pijanìthta doj shc thc katanom c θj to prìtupo x na èqei paraqjeÐ apì
aut . x.

Apì thn exÐswsh (2.1) gÐnetai antilhptì amèswc ìti gia na mporèsoume na kataskeu�soume èna
miktì montèlo katanom¸n, ja prèpei ek twn protèrwn na orÐsoume ton tÔpo thc katanom c p(x|θj).
An�loga me ton tÔpo katanom c pou uiojetoÔme to montèlo paÐrnei kai to antÐstoiqo ìnoma. Sta
epìmena mèrh tou kefalaÐou ja doÔme dÔo arketa suqnoÔc tÔpouc katanom¸n.

'Omwc p¸c eÐnai efikt  h kathgoriopoÐhsh enìc protÔpou mèsw twn mikt¸n katanom¸n? H
ap�nthsh sto er¸thma eÐnai apl  kai basÐzetai sth logik  ènnoia thc pijanìthtac, èna prìtupo
an kei sthn om�da me thn megalÔterh pijanìthta. Kai ètsi egeÐretai èna nèo er¸thma. P¸c mpor¸
na kajorÐsw me poia pijanìthta èna prìtupo x an kei se mÐa om�da? Th lÔsh sto prìblhma autì
dÐnei èna apì ta jemelei¸dh jewr mata thc jewrÐac Pijanot twn, to je¸rhma tou Bayes, tou
opoÐou h genik  diatÔpwsh eÐnai h akìloujh.

Je¸rhma 2.1 (je¸rhma tou Bayes). Dojèntwn dÔo tuqaÐwn metablht¸n A,B isqÔei h parak�tw
sqèsh metaxÔ thc ek twn protèrwn kai thc ek twn ustèrwn pijanìthtac tou A.

p(A|B) =
p(B|A)p(A)

p(B)
(2.2)
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Epistrèfontac sto prìblhma thc taxinìmishc mporoÔme na axioipoi soume ton kanìna tou Bayes
kai na p�roume ton parak�tw tÔpo gia thn pijanìthta enìc protÔpou x na an kei sthn kathgorÐa
θj (ek twn ustèrwn pijanìthta):

p(θj |x) =
p(x|θj)P (j)

p(x)
=

p(x|θj)P (j)∑K
j=1{P (j)p(x|θj)}

(2.3)

Gia tic ek twn ustèrwn pijanìthtec isqÔei

K∑

j=1

p(θj |x) = 1 (2.4)

Anakefalai¸notac mporoÔme na poÔme ìti ènac taxinomhthc pou basÐzetai se mÐxh prokajoris-
mènwn katanom¸n leitourgeÐ me b�sh thn akìloujh arq :

C(x) = arg max
j=1...K

{p(θj |x)} = arg max
j=1...K

{
p(x|θj)P (j)

p(x)

}
= arg max

j=1...K

{
p(x|θj)P (j)∑K

j=1{P (j)p(x|θj)}

}

(2.5)
ìpou wc C(x) orÐzetai h kathgorÐa tou protÔpou x en¸ h ekpaÐdeus  tou sunÐstatai sthn ek-
tÐmhsh twn paramètrwn θj , P (j)|j = 1 . . . K. AfoÔ kajorÐsame to p¸c ja leitourg sei to montèlo
mac ja perigr�youme t¸ra ènan genikì trìpo gia to p¸c ja kajorÐsoume tic paramètrouc tou.
O trìpoc autìc ja exeidikeujeÐ stic epìmenec enìthtec, analìgwc tou tÔpou thc katanom c pou
epilègoume. H mèjodoc pou j' analÔsoume sth sunèqeia basÐzetai sth megistopoÐhsh thc pi-
janof�neiac (Maximum Likelihood) tou montèlou. H pijanof�neia enìc montèlou Θ dojèntwn
twn parathr sewn (dedomèna) X = {x1, x2, .., xN} orÐzetai wc:

L = p(X; Θ) = p(X).

Poiotik�, eÐnai èna mètro tou pìso kal  ektÐmhsh twn paramètrwn èqoume,   me �lla lìgia
ekfr�zei thn pijanìthta to ektimhjèn montèlo na par�gei tic parathr seic X. JumÐzoume ìti
Θ = {P (j), θj j = 1, 2, . . . ,K}. Telik�, lìgw twn sqèsewn 2.1 kai 2.1 isqÔei:

L = p(X; Θ) = p(X) =
N∏

i=1

p(xn) =
N∏

i=1

K∑

j=1

P (j)p(xn|θj) (2.6)

Ac doÔme t¸ra p¸c mporeÐ na megistopoihjeÐ h posìthta aut . NwrÐtera sthn enìthta aut 
orÐsame thn krummènh metablht  Z. Sthn perÐptwsh pou gnwrÐzame ek twn prot;erwn se poia
kathgorÐa an kei to k�je prìtupo, tìte h megistopoÐhsh thc pijanof�neiac ja katèlhge stic
parak�tw paramètrouc, pou eÐnai kai oi bèltistec:

• P (j) = |J |
N , ìpou |J | eÐnai to pl joc twn protÔpwn thc kathgorÐac j.

• θj ja eÐnai oi par�metroi thc k�je katanom c.

H pijanof�neia pou prokÔptei me th qr sh thc metablht c Z lègetai pl rhc pijanof�neia giatÐ
gia tìn upologismì thc qrhsimopoi same tìso tic parathr seic ìso kai thn kruf  gn¸sh pou
up�rqei sta dedomèna Z.

'Omwc se èna prìblhma omadopoÐhshc h tim  twn dedomènwn Z eÐnai to zhtoÔmeno kai epomèn-
wc den eÐnai diajèsimh kat� thn diadikasÐa thc ekpaÐdeushc. 'Ara ja prèpei na anazht soume ènan
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algìrijmo pou ja upologÐzei èna mègisto thc pijanof�neiac qwrÐc thn krummènh gn¸sh. AfoÔ h an-
tikeimenik  sun�rthsh eÐnai gnwst  plèon to prìblhma èqei anaqjeÐ se prìblhma beltistopoÐhsh-
c. Dedomènou ìti isqÔei max{f(x)} = min{−f(x)}, mporoÔme antÐ gia megistopoÐhsh thc pi-
janof�neiac, na elaqistopoi soume thn posìthta E = − ln(L), pou onom�zetai arnhtik  logar-
ijmik  pijanof�neia, mi�c kai h logarijmik  sun�rthsh eÐnai aÔxousa. O lìgoc thc qr shc tou
logarÐjmou eÐnai giatÐ dieukolÔnei tic pr�xeic, afoÔ plèon ta ginìmena sthn pijanof�neia gÐnontai
ajroÐsmata.

E = − ln(L) = −
N∑

i=1

ln(p(xn)) = −
N∑

i=1

ln





K∑

j=1

P (j)p(xn|j)


 (2.7)

H mèjodoc pou ja efarmìsoume gia thn ektèlesh thc elaqistopoÐhshc eÐnai o algìrijmoc
Expectation-Maximization - EM, ènac arket� diadedomènoc algìrijmoc sto pedÐo thc Mhqanik -
c M�jhshc. Prin proqwr soume sth melèth tou algorÐjmou na shmei¸soume ìti h sun�rthsh
pijanof�neiac, eÐnai mÐa pl rwc paragwgÐsimh sun�rthsh, kai epomènwc mporeÐ na efarmosjeÐ
opoiosd pote analutikìc   arijmhtikìc algìrijmoc elaqistopoÐhshc. Wstìso h qr sh tou EM
sto sugkekrimèno prìblhma endeÐknutai giatÐ eÐnai arket� aplìc kai eÔkola ulopoi simoc, den
apaiteÐ upologismì parag¸gwn kai sun jwc sugklÐnei pio gr gora sth lÔsh [7].

O EM ekteleÐtai se dÔo f�seic, exoÔ kai to ìnom� tou. Sthn pr¸th f�sh upologÐzetai h upì
sunj kh pijanìthta p(zj = 1|x). H posìthta aut  kaleÐtai kai upeujunìthta (resposibility) [8] kai
eÐnai mÐa ektÐmhsh thc pijanìthtac to prìtupo x na an kei sthn om�da j. Sto ex c ja isqÔei p(zj =
1|x) = p(j|x). Sth deÔterh f�sh gÐnetai enhmèrwsh twn paramètrwn me tètoio trìpo ètsi ¸ste
na megistopoieÐtai h pijanof�neia (  kat' antistoiqÐa, na elaqistopoieÐtai h arnhtik  logarijmik 
pijanof�neia). H diadikasÐa epanalamb�netai mèqric ìtou èna prokajorismèno krit rio termatismoÔ
ekplhrwjeÐ (gia par�deigma an ektelesteÐ èna mègisto pl joc epanal yewn   an o rujmìc meÐwshc
thc arnhtik c logarijmik c pijanof�neiac gÐnei mikrìteroc apì mÐa tim  katwflÐou). Me apl�
lìgia h logik  tou EM algorÐjmou eÐnai na ektimhjeÐ mÐa kathgoriopoÐhsh twn parathr sewn
kai me b�sh aut  na upologistoÔn ekeÐnec oi par�metroi twn katanom¸n pou eÐnai pio pijanèc,
dhlad  proseggÐzoun to pragmatikì montèlo kalÔtera. MÐa sÔntomh perigraf  tou EM apoteleÐ
o algìrijmoc (1).

2.2 Miktèc Kanonikèc Katanomèc

Sthn prohgoÔmenh enìthta anaferj kame genik� sto Montèlo twn Mikt¸n Katanom¸n,ìpou kai
jèsame wc basik  proôpìjesh ton kajorismì tou tÔpou thc katanom c pou ja qrhsimopoi soume,
prokeimènou na eÐnai efikt  h qr sh tou montèlou. Sthn enìthta aut  ja anaferjoÔme sto
Montèlo Mikt¸n Kanonik¸n Katanom¸n, ìpou ìpwc faÐneai kai apì ton tÐtlo tou montèlou, oi
epimèrouc katanomèc pou ja qrhsimopoi soume eÐnai Kanonikèc.

Prin proqwr soume ìmwc sthn melèth tou sugkekrimènou montèlou, jumÐzoume ston anag-
n¸sth ton tÔpo thc Kanonik c Katanom c. 'Etsi loipìn mÐa tuqaÐa metablht  X = x, x ∈ Rd

pou akoloujeÐ Kanonik  Katanom  me mèsh tim  µ kai pÐnaka summetablhtìthtac Σ, dhlad 
X ∼ N(µ,Σ) èqei sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac pou dÐnetai apì ton tÔpo:

p(x) =
1

(2π)d/2|Σ|1/2
exp

{
−1

2
(x− µ)T Σ−1(x− µ)

}
(2.8)
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EM (Q, K, Θ0, ε, max)
X: To sÔnolo tou opoÐou thn katanom  jèloume na ektim soume
K: To pl joc twn katanom¸n pou qrhsimopoioÔme sto Montèlo Mikt¸n Katanom¸n.
ε: el�qisth metabol  sthn pijanof�neia metaxÔ epanal yewn.

Θ0: tuqaÐa arqikopoÐhsh twn paramètrwn. Θ = {P (j), θj} j = 1, 2, . . . , K

max: mègistoc arijmìc epanal yewn.

• while (k ≤ max kai ∆L ≥ ε)

– Expectation

∗ Upologismìc thc anamenìmenhc tim c thc upì sunj khc pijanìthtac p(j|x), an�lo-
ga me ton tÔpo katanom c pou èqoume epilèxei, kai me b�sh ton kanìna tou Bayes,
sqèsh 2.2.

– Maximization

∗ Upologismìc twn nèwn tim¸n twn paramètrwn, Θnew, ètsi ¸ste na megistopoieÐ-
tai h pijanof�neia (  antÐstoiqa na elaqistopoi tai h arnhtik  logarijmik  pi-
janof�neia).

– Θold ← Θnew

– k := k + 1

• end while

Algìrijmoc 1: SÔntomh apìdosh tou algorÐjmou EM

H Kanonik  Katanom  pollèc forèc kaleÐtai kai Gkaousian  (Gaussian), apì to ìnoma tou meg�lou
GermanoÔ majhmatikoÔ Carl Friedrich Gauss, o opoÐoc kai th qrhsimopoÐhse sth melèth as-
tronomik¸n dedomènwn. Apì ton orismì thc Kanonik c Katanom c, faÐnetai ìti oi par�metroÐ
thc eÐnai h mèsh tim  µ kai o pÐnakac summetablhtìthtac Σ.

H idanik  perÐptwsh, opìte kai to proteinìmeno Miktì Montèlo eÐnai to bèltisto, prokÔptei
ìtan o pÐnakac summetablhtìthtac Σ eÐnai pl rhc. Dedomènhc ìmwc thc upologistik c duskolÐac
(upologismìc orÐzousac, antistrof , h opoÐa endeqomènwc na mhn eÐnai kai efikt ) pou èqei  
ekpaÐdeush enìc tètoiou montèlou, eidik� se meg�lec diast�seic kai meg�lo ìgko dedomènwn,
akoloujoÔme aploÔsterec morfèc gia ton orismì tou Σ, opìte gÐnetai aploÔsterh kai h sun�rthsh
puknìthtac pijanìthtac (2.8). Ston pÐnaka (2.2) perigr�fontai oi di�forec morfec tou pÐnaka Σ kai
o antÐstoiqoc tÔpoc pou paÐrnei h sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac thc Kanonik c katanom c.

Sto sq ma (2.4) faÐnetai to apotèlesma thc kathgoriopoÐhshc enìc sunìlou disdi�statwn
dedomènwn, gia tic di�forec morfèc tou pÐnaka sumetablhtìthtac. Parathr ste to gewmetrikì
an�logo pou prokÔptei gia thn k�je epilog . O sfairikìc pÐnakac summetablhtìthtac omadopoieÐ
ta dedomèna sqedi�zontac sfaÐrec me kèntro th mèsh tim  µ thc k�je katanom c kai aktÐna th
diakÔmansh σ. AntÐjeta stic peript¸seic tou diag¸niou kai tou pl rouc pÐnaka Σ h omadopoÐhsh
sunÐstatai sto sqediasmì elleÐyewn me kèntro th mèsh tim  µ thc k�je katanom c kai �xonec
an�logouc proc ta idiodianÔsmata kai tic idiotimèc tou pÐnaka Σ. H mình diafor� èggutai ston
prosanatolismì thc èlleiyhc. 'Etsi sthn perÐptwsh tou diag¸niou pÐnaka summetablhtìthtac, oi
�xonec thc èlleiyhc eÐnai par�llhloi proc touc kÔriouc �xonec suntetagmènwn, en¸ sthn perÐptwsh
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morf  pÐnaka Σ tÔpoc Kanonik c katanom c

sfairikìc
Σ = σ2I

p(x) = 1
(2πσ2)d/2 exp

{
− ||x−µ||2

2σ2

}

diag¸nioc
Σ = diag(σ2

1, σ
2
2, . . . , σ

2
d)

p(x) = 1

(2π)
d
2 (
Qd

i=1 σi)
1
2

exp
{−1

2(x− µ)T Σ−1(x− µ)
}

pl rhc
Σ ∈ Rd×d

summetrikìc kai jetik� orismènoc
p(x) = 1

(2π)
d
2 |Σ| 12

exp
{−1

2(x− µ)T Σ−1(x− µ)
}

Sq ma 2.2: O tÔpoc thc sun�rthshc puknìthtac pijanìthtac thc kanonik c katanom c ìpwc
aplopoieÐtai gia tic di�forec morfèc tou pÐnaka summetablhtìthtac Σ

Sq ma 2.3: Grafik  par�stash sun�rthshc puknìthtac pijanìthtac Kanonik c Katanom c.
ParathreÐste to kwdwnoeidèc sq ma thc. Apì th jewrÐa isqÔei ìti sto di�sthma [µ− 2σ, µ + 2σ]
an kei to 98% twn dedomènwn. Epiplèon ìso megalÔterh eÐnai h diaspor� tìso pio polÔ apl¸nontai
ta �kra thc katanom c.

tou pl rouc pÐnaka summetablhtìthtac, h èlleiyh mporeÐ na èqei opoiod pote prosanatolismì sto
q¸ro.

Kajèna apì ta parap�nwn montèla mporoÔn na proseggÐsoun se opoiod pote epijumhtì bajmì
opoiad pote sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac, dedomènou ìti up�rqei ikanopoihtikìc arijmìc
apì katanomèc (McLachlan and Basford, 1988). EÐnai autonìhto ìti an�loga me to bajmì polu-
plokìthtac tou montèlou, ja qrei�zontai kai ligìterec katanomèc gia na epitÔqoume thn epijumht 
prosèggish. 'Etsi to montèlo me pl rh Σ ja apait sei ligìterec katanomèc, ja èqei ìmwc peris-
sìterec paramètrouc pou ja prèpei na kajoristoÔn.

AfoÔ orÐsame ton tÔpo twn katanom¸n, mporoÔme na proqwr soume sthn ekpaÐdeus  touc,
dhlad  ston prosdiorismì twn paramètrwn touc. Sthn ousÐa ja prosarmìsoume thn genik  ekdoq 
tou EM algorÐjmou (algìrijmoc 1) sthn perÐptwsh twn Mikt¸n Kanonik¸n Katanom¸n. To
apotèlesma eÐnai o algìrijmoc 2 gia ekpaÐdeush enìc Montèlou Mikt¸n Kanonik¸n Katanom¸n.

Up�rqoun dÔo teqnikèc duskolÐec pou prokÔptoun kat� thn elaqistopoÐhsh thc arnhtik c
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(a) (b)

(g)

Sq ma 2.4: ParadeÐgmata kathgoriopoÐhshc dedomènwn me qr sh Montèlou Mikt¸n Kanonik¸n
Katanom¸n. (a) Sfairikìc pÐnakac summetablhtìthtac, (b) Diag¸nioc pÐnakac summetablhtìthtac,
(g) Pl rhc pÐnakac summetablhtìthtac.

logarijmik c pijanof�neiac. Pr¸ton h sun�rthsh E èqei olikì el�qisto sto −∞, h perÐptwsh
pou mÐa katanom  tautÐzetai me èna shmeÐo xi tou sunìlou ekpaÐdeushc, opìte ja isqÔei µ =
xi, Σ = O. To prìblhma lÔnetai me to na elègqoume k�je for� ton pÐnaka Σ gia polÔ mikrèc
timèc kai an tic entopÐsoume na tic antikajistoÔme me meg�lec. To deÔtero prìblhma eÐnai ìti
h antikeimenik  sun�rthsh èqei poll� topik� el�qista, pou odhgoÔn se kak  prosèggish thc
sun�rthshc puknìthtac pijanìthtac. 'H sunhjismènh praktik  gia apofug  tou probl matoc eÐnai
na ekkinoÔme ton algìrijmo k�je for� apì diaforetikì shmeÐo kai na kratoÔme thn kalÔterh lÔsh
sto tèloc. Wc èna epiplèon b ma gia eÔresh kalÔterwn elaqÐstwn, eÐnai n' arqikopoioÔme tic
paramètrouc θ0 qrhsimopoi¸ntac ton algìrijmo K-Kèntrwn, san èna st�dio proepexergasÐac.

2.3 Miktèc Student’s t- Katanomèc

EÐdame sthn prohgoÔmenh enìthta p¸c leitourgeÐ èna Miktì Montèlo Kanonik¸n Katanom¸n. To
montèlo autì eÐnai arket� diadedomèno, èqei ìmwc èna basikì meionèkthma. EÐnai arketì euaÐsjh-
to se dedomèna me jìrubo, kai m�lista akìma kai h paramikr  emf�nish apoklinìntwn shmeÐwn
(outliers), èqei wc apotèlesma thn metatìpish thc èlleiyhc pou qarakthrÐzei thn om�da, proc ta
apoklÐnonta shmeÐa, mei¸nontac ètsi thn axiopistÐa tou montèlou. Qarakthristik� paradeÐgmata
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GMM-EM (Q, K, Θ0, ε, max)
X: To sÔnolo tou opoÐou thn katanom  jèloume na ektim soume
K: To pl joc twn katanom¸n pou qrhsimopoioÔme sto Montèlo Mikt¸n Katanom¸n.
Θ0: tuqaÐa arqikopoÐhsh twn paramètrwn.

ε: el�qisth metabol  sthn pijanof�neia metaxÔ epanal yewn.
max: mègistoc arijmìc epanal yewn.

• Eold = 0, Enew = +∞

• while (k ≤ max kai |Enew − Eold| ≥ ε)

– p(i|xj)k+1 = zk+1
ij = P (j)N(xj |µj ,Σj)PK

l=1 P (l)N(xj |µl,Σl)
ìpou N(x|µ,Σ) eÐnai h sun�rthsh puknìthtac

pijanìthtac thc Kanonik c katanom c (bl. pÐnaka 2.2).

– Enhmèrwsh twn paramètrwn Θ = {(P (j), µj , Σj)}, j = 1 . . . K:

∗ P
(k+1)
j = 1

N

∑N
n=1 P (k)(θj |xn)

∗ µ
(k+1)
j =

PN
n=1 P (k)(θj |xn)xn

PN
n=1 P (k)(θj |xn)

∗ Σ(k+1)
j = 1

d

PN
n=1 P (k)(j|xn)(xn−µ

(k+1)
j )(xn−µ

(k+1)
j )T

PN
n=1 P (k)(j|xn)

– Eold = Enew

– Enew = − ln
(∑N

i=1

∑K
j=1 P k+1(j)N(xi|µk+1

j , Σk+1
j )

)

– k := k + 1

• end while

Algìrijmoc 2: Algìrijmoc EM gia ekpaÐdeush Mikt¸n Kanonik¸n Katanom¸n.

aut c thc sumperifor�c dÐnontai sto sq ma 2.5. LÔsh sto prìblhma autì mporeÐ n' apotelèsei h
Student’s t-katanom  , h opoÐa parousi�zei anjektikìthta sthn parousÐa shmeÐwn pou apoklÐnoun
apì to montèlo (outliers). Epiplèon h mÐxh Student’s t-katanom¸n, mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ kai
sthn perÐptwsh pou up�rqoun elleip  dedomèna sto sÔnolo ekpaÐdeushc (missing data problem).
Sth sunèqeia dÐnetai h kathgoriopoÐhsh pou gÐnetai me qr sh plèon mikt¸n Student’s t-katanom¸n,
sta Ðdia sÔnola pou qrhsimopoi same kai prohgoumènwc (sq ma 2.5) tic Kanonikèc Katanomèc. MÐa
ex ghsh aut c thc eurwstÐac thc Student’s t- katanom c mporeÐ na gÐnei katanoht  apì th grafik 
par�stash tou sq matoc 2.7 twn sunart sewn puknìthtac pijanìthtac gia mÐa Kanonik  kai mÐa
Student’s t-Katanom . ParathreÐste p¸c prosarmìzontai ta �kra thc Student’s t-katanom c gia
na montelopoi sei ta apoklÐninta shmeÐa. Epiplèon, ìpwc faÐnetai kai sto sq ma 2.8 an�loga
me thn tim  thc paramètrou ν h kampÔlh thc grafik c par�stashc apl¸nei ta �kra thc gia na
montelopoi sei ta apoklÐnonta shmeÐa, antÐ na metakin sei th mèsh tim  thc. 'Oso mikrìterh eÐ-
nai h tim  tou ν tìso pio jorub¸dh eÐnai ta dedomèna, �ra up�rqoun pollèc apoklÐseic apì to
Gkaousianì montèlo perigraf c touc.

'Opwc pr�xame kai stic miktèc katanomèc, protoÔ proqwr soume sth melèth tou miktoÔ mon-
tèlou Student’s t-katanom¸n, ja anaferjoÔme sthn Ðdia thn Student’s t-katanom . 'Etsi loipìn
ìtan lème ìti mÐa p-di�stath tuqaÐa metablht  Y akoloujeÐ thn Student’s t-katanom  dhlad 
Y ∼ T (µ,Σ, ν), ennooÔme ìti, pr¸ton dojèntoc enìc dianÔsmatoc bar¸n τ , h Y akoloujeÐ mÐa
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poludi�stath kanonik  katanom  me mèsh tim  µ kai pÐnaka summetablhtìthtac Σ kai deÔteron h
tuqaÐa metablht  ντ akoloujeÐ thn katanom  χ2

ν me ν bajmoÔc eleujerÐac [12]. Pio sugkekrimèna:

• Y |µ,Σ, ν ∼ N(µ,Σ/τ)

• τ |µ,Σ, ν ∼ Gamma(ν/2, ν/2), ìpou h katanom  Gamma(α, β) èqei sun�rthsh puknìthtac
pijanìthtac

p(x|α, β) = βαxα−1 exp {−βx}
Γ(α)

, x > 0, α > 0, β > 0

en¸ Γ(.) eÐnai h sun�rthsh G�mma, Γ(z) =
∫∞
0 tz−1e−tdt.

Oloklhr¸nontac wc proc τ thn apì koinoÔ sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac, paÐrnoume thn
perij¸ria katanom . H sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac thc Student’s t-katanom c dÐnetai apì
th sqèsh:

p(Y = (y1, y2, . . . , yp)T |µ,Σ, ν) =
Γ(ν+p

2 )|Σ|−1/2

(πν)p/2Γ(ν
2 ) [1 + (Y − µ)T Σ−1(Y − µ)](ν+p)/2

(2.9)

ìpou h posìthta (Y − µ)T Σ−1(Y − µ) eÐnai h tetragwnik  apìstash Mahalanobis.
Oi par�metroi thc katanom c eÐnai h mèsh tim  µ, o pÐnakac summetablhtìthtac Σ kai oi bajmoÐ

eleujerÐac ν. Gia thn par�metro ν mporeÐ na deiqjeÐ ìti kaj¸c ν → ∞, τ → 1 me pijanìthta 1,
opìte h Y gÐnetai oriak� kanonik , Y ∼ N(µ,Σ).

H ènnoia thc paramètrou ν sqetÐzetai me thn posìthta jorÔbou pou up�rqei sta dedomèna.
EÐnai dhlad  èna mètro thc apìklishc twn teleutaÐwn apì to montèlo pou ta perigr�fei. 'Oso pio
mikr  tim  èqei h par�metroc ν tìso pio polÔ jìruboc up�rqei sta dedomèna. Ed¸ me thn ènnoia
tou jorÔbou ennooÔme thn apìklish apì to montèlo perigraf c twn dedomènwn.

Ac doÔme t¸ra p¸c ekpaideÔetai èna miktì montèlo Student’s t-katanom¸n, algìrijmoc 3.
'Opwc kai stic miktèc kanonokèc katanomèc ja parousi�soume thn �ntÐstoiqh ekdoq  tou EM [12].

2.4 Apost�seic MetaxÔ Katanom¸n

'Opwc ja èqei gÐnei katanohtì apì thn an�gnwsh thc paroÔsac ergasÐac, basikì rìlo sthn epituqÐa
thc proteinìmenhc mejìdou paÐzei o trìpoc me ton opoÐo ja mporèsoume na axiolog soume tic
di�forec katanomèc twn dÔo epexergazìmenwn eikìnwn. Me �lla lìgia ja prèpei na oristeÐ èna
mètro pou ja ektim� pìso kont�   makru� eÐnai mÐa katanom  apì mÐa �llh. Dhlad  apaiteÐtai o
orismìc mÐac apìstashc metaxÔ katanom¸n. Sthn enìthta aut  ja gÐnei lìgoc gia to mètro autì
pou qrhsimopoi same, kai eidikìtera ja parousi�soume orismènec eurèwc diadedomènec sunart seic
apìstashc katanom¸n.

2.4.1 Apìstash Chernoff

H apìstash Chernoff metaxu dÔo Kanonik¸n Katanom¸n N1(µ1, Σ1) kai N2(µ2, Σ2) orÐzetai wc:

µ(s) =
s(1− s)

2
(µ2 − µ1)T [sΣ1 + (1− s)Σ2]

−1 (µ2 − µ1) +
1
2

ln
|sΣ1 + (1− s)Σ2|
|Σ1|s|Σ2|1−s

(2.10)

ìpou s ∈ (0, 1].
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2.4.2 Apìstash Battacharyya

H apìstash Battacharyya prokÔptei apì thn Chernoff an jèsoume s = 0, 5, dhlad 

µ(0, 5) =
1
8
(µ2 − µ1)T

[
Σ1 + Σ2

2

]−1

(µ2 − µ1) +
1
2

ln
|Σ1+Σ2

2 |√
|Σ1|Σ2|

(2.11)

Na shmeiwjeÐ ìti dedomènhc thc proèleushc thc Battacharyya apì thn apìstash Chernoff, eÐnai
logikì na isqÔei h pr¸th wc mètro sÔgkrishc Kanonik¸n Katanom¸n. Wstìso mporeÐ na qrhsi-
mopoihjeÐ kai gia mh Kanonikèc Katanomèc, ìmwc ìso pio polÔ apoklÐnoun oi katanomèc apì mÐa
Kanonik  tìso ligìterh plhroforÐa Ôp�rqei sto epistrefìmeno apotèlesma thc Battacharyya.

MporoÔme na epekteÐnoume th qr sh thc Battacharyya apìstashc wc mètro sÔgkrishc ìqi
mìno dÔo katanom¸n all� kai dÔo Mikt¸n Katanom¸n. Me �lla lìgia an èqoume dÔo Miktèc
Kanonikèc Katanomèc M1 = {ai, µi,Σi}, i = 1 . . . N kai M2 = {bj , νj ,Γj}, j = 1 . . . M , tìte h
apìstash D twn dÔo montèlwn mporeÐ na oristeÐ wc:

D(M1,M2) =
N∑

i=1

M∑

j=1

aibjBatt({µi, Σi}, {νj , Γj})

ìpou Batt({µ,Σ}, {ν, Γ}) eÐnai h Battacharyya apìstash metaxÔ twn katanom¸n me mèsec timèc
µ, ν kai pÐnakec summetablhtìthtac Σ, Γ antÐstoiqa.

2.4.3 Tetragwnik  L2 apìstash

H posìthta

D(f1, f2) =
∫

(f1(x)− f2(x))2dx =
∫

(f2
1 (x)− 2f1(x)f2(x) + f2

2 (x))dx

kaleÐtai tetragwnik  apìstash twn katanom¸n f1, f2. Sthn perÐptwsh ìpou oi katanomèc f1, f2

eÐnai kanonikèc isqÔei, f1(x)f2(x) = φ(0) ìpou h φ eÐnai epÐshc mÐa kanonik  katanom  me mèsh tim 
µφ = µf1 − µf2 kai pÐnaka summetablhtìthtac Σφ = Σf1 + Σf2 .

MporoÔme epÐshc na qrhsimopoi soume thn L2 apìstash gia na upologÐsoume apost�seic
metaxÔ Mikt¸n Kanonik¸n Katanom¸n. Akolouj¸ntac th shmeiografÐa thc prohgoÔmenhc enìth-
tac, h apìstash D orÐzetai wc:

D(M1,M2) =
N∑

i=1

M∑

j=1

aibjL2({µi, Σi}, {νj ,Γj})

ìpou L2({µ,Σ}, {ν, Γ}) eÐnai h L2 apìstash metaxÔ twn katanom¸n me mèsec timèc µ, ν kai pÐnakec
summetablhtìthtac Σ,Γ antÐstoiqa.

19



0 5 10 15 20 25 30
0

5

10

15

20

25

30

(a)

(b)

Sq ma 2.5: KathgoriopoÐhsh shmeÐwn me Miktèc Kanonikèc Katanomèc,(a) shmeÐa qwrÐc jìrubo,
(b) ta shmeÐa tou sq matoc (a) me prosj kh jorÔbou. Parathr ste thn èntonh epirro  twn
apoklinìntwn shmeÐwn pou metafr�zetai se metatìpish twn kèntrwn, all� kai se dieÔrunsh thc
èlleiyhc ¸ste na kalÔyei kai ta shmeÐa jorÔbou.
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Sq ma 2.6: KathgoriopoÐhsh shmeÐwn me miktèc Student’s t-Katanomèc, (a) shmeÐa qwrÐc jìrubo,
(b) ta shmeÐa tou sq matoc (a) me prosj kh jorÔbou. Se antÐjesh me tic Kanonikèc Katanomèc h
Student’s t- Katanom  eÐnai pio anjektik . To apotèlesma eÐnai èna pio axiìpisto montèlo.
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Sq ma 2.7: Grafik  par�stash thc sun�rthshc puknìthtac pijanìthtac Kanonik c (kuanì) kai
Student’s t-Katanom c (kìkkino).

Sq ma 2.8: Grafik  par�stash thc sun�rthshc puknìthtac pijanìthtac thc Student’s t-
Katanom c gia di�forec timèc thc paramètrou ν. Parathr ste ìti kaj¸c to ν megal¸nei h kampÔlh
proseggÐzei aut  thc Kanonik c Katanom c.
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tMM-EM (Q, K, Θ0, ε, max)
X: To sÔnolo tou opoÐou thn katanom  jèloume na ektim soume
K: To pl joc twn katanom¸n pou qrhsimopoioÔme sto Montèlo Mikt¸n Katanom¸n.
ε: el�qisth metabol  sthn pijanof�neia metaxÔ epanal yewn.

Θ0: tuqaÐa arqikopoÐhsh twn paramètrwn.
max: mègistoc arijmìc epanal yewn.

• Enew = +∞, Eold = 0

• while (k ≤ max kai |Enew − Eold| ≥ ε)

– p(i|xj) = zk+1
ij = πk

i p(xj ;µ
k
i ,Σk

i ,νk
i )

K∑

m=1

p(xj ;µk
m, Σt

m, νk
m)

– τk+1
ij = νk

i +d

νk
i +(xj−µk

i )T Σ−1(xj−µk
i )

– Enhmèrwsh twn paramètrwn:

∗ P
(k+1)
i = 1

N

∑N
n=1 P (k)(i|xn)

∗ µk+1
i =

N∑

j=1

zk
ijτ

k
ijxj

N∑

j=1

zk
ijτ

k
ij

∗ Σk+1
i =

N∑

j=1

zk
ijτ

k
ij(xj − µk+1

i )(xj − µk+1
i )T

N∑

j=1

zk+1
ij

∗ Oi bajmoÐ eleujerÐac sthn epan�lhyh (k + 1) prokÔptoun apì thn epÐlush thc
parak�tw exÐswshc:

log

(
νk+1

i

2

)
−ψ

(
νk+1

i

2

)
+1−log

(
νk

i + d

2

)
+

N∑

j=1

zk
ij(log τk

ij − τk
ij)

N∑

j=1

zk
ij

+ψ

(
νk

i + d

2

)
= 0

– Eold = Enew

– Enew = − ln
(∑N

i=1

∑K
j=1 P k+1(j)t(xi|µk+1

j , Σk+1
j , νk+1

j )
)

– k := k + 1

• end while

Algìrijmoc 3: Algìrijmoc EM gia ekpaÐdeush Mikt¸n Student’s t-Katanom¸n.
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Kefalaio 3

Uperjesh Eikonac me Miktec Katanomec

3.1 Perigraf  thc mejìdou

3.2 Peiramatik� apotelèsmata

3.3 An�lush apotelesm�twn

3.1 Perigraf  thc mejìdou

'Eqontac kalÔyei thn jewrÐa p�nw sthn opoÐa basÐzetai h mèjodìc mac, sthn enìthta aut  ja
proqwr soume sthn perigraf  thc.

H basik  idèa eÐnai to gegonìc ìti an oi eikìnec perigr�fontai apì k�poiec katanomèc, tìte sthn
perÐptwsh thc tèleiac upèrjeshc ja èqoume thn el�qisth dunat  apìstash metaxÔ twn katanom¸n
aut¸n. Me aut  th diapÐstwsh loipìn den èqoume par� na broÔme tic katanomèc tic k�je eikìnac
kai en suneqeÐa qrhsimopoi¸ntac k�poia apìstash wc mètro sÔgkrishc dÔo katanom¸n, mporoÔme
na ektim soume tic paramètrouc tou metasqhmatismoÔ upèrjeshc elaqistopoi¸ntac thn apìstash
aut . Se genikèc grammèc o algìrijmoc pou proteÐnoume eÐnai o algìrijmoc 4.

Upèrjesh Me Miktèc Katanomèc (Iref , Ireg)
Iref : H arqik  eikìna, epÐ thc opoÐac ja gÐnei h upèrjesh.
Ireg: H eikìna thn opoÐa jèloume na uperjèsoume.
R, T : Oi par�metroi tou metasqhmatismoÔ upèrjeshc tic opoÐec ja ektim soume (R: Di�nus-

ma gwni¸n peristrof c, T: Di�nusma metatìpishc).

• EktÐmhsh thc katanom c twn dÔo eikìnwn (Montèla Mikt¸n Katanom¸n - Algìrijmoc EM).

• ElaqistopoÐhsh thc sunolik c apìstashc twn dÔo katanom¸n wc proc tic paramètrouc R, T
tou metasqhmatismou upèrjeshc.

Algìrijmoc 4: Algìrijmoc upèrjeshc eikìnwn me Miktèc Katanomèc
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'Omwc p¸c ja ektim soume tic katanomèc stic eikìnec kai p¸c ja metr soume tic apost�seic
metaxÔ twn katanom¸n? Me b�sh loipìn th jewrÐa pou parajèsame sta prohgoÔmena kef�laia,
antilamb�netai kaneÐc ìti h ap�nthsh sto pr¸to er¸thma eÐnai h qr sh twn Montèlwn Mikt¸n
Katanom¸n, en¸ gia to deÔtero prìblhma h lÔsh eÐnai mÐa apì tic apost�seic pou perigr�fontai
sto kef�laio 2. Sta plaÐsia thc ergasÐac mac qrhsimopoi same dÔo tÔpouc Montèlwn Mikt¸n
Katanom¸n, (MÐxh Kanonik¸n kai Student’s T Katanom¸n), en¸ gia thn ektÐmhsh thc apìstashc
metaxÔ katanom¸n qrhsimopoi same tic apost�seic Battacharyya kai L2. 'Opwc ja deÐxoume sthn
epìmenh enìthta, ta apotelèsmata gia thn k�je epilog  èqoun axioshmeÐwth diafor�, eidik� sthn
perÐptwsh jorÔbou. Eidikìtera h sunolik  apìstash metaxÔ omoÐwn katanom¸n pou qrhsimopoi -
tai sth mèjodì mac, dÐnetai apì ton akìloujo tÔpo:

E(Iref (.), Ireg(.)) =
K∑

k=1

πkB(θref
k , θreg

k ) (3.1)

ìpou B(θ1, θ2) eÐnai h Battacharrya apìstash metaxÔ twn katanom¸n me paramètrouc θ1, θ2, en¸
θref
k , θreg

k eÐnai antÐstoiqa oi par�metroi twn Mikt¸n Katanom¸n thc om�dac k gia tic dÔo eikìnec
pou epijumoÔme na uperjèsoume.

'Ena epiplèon prìblhma pou prèpei na epilujeÐ èinai kai autì thc elaqistopoÐhshc thc suno-
lik c apìstashc metaxÔ twn katanom¸n twn dÔo eikìnwn. MporoÔn na qrhsimopoihjoÔn di�forec
teqnikèc beltistopoÐhshc. Sta peir�mat� mac qrhsimopoi same th mèjodo SIMPLEX, pou eÐnai
enswmatwmènh sto pakèto beltistopoÐhshc tou Matlab (fminsearch). MÐa arket� diadedomènh
eÐnai o ICM algìrijmoc [9], o opoÐoc sth genik  tou morf  eÐnai o algìrijmoc 5.

'Etsi loipìn katal goume sthn proteinìmenh mèjodo upèrjeshc eikìnac basismènh se mÐxh
katanom¸n, algìrijmoc 6.

Eisodoc: Iref , Ireg

↓
EktÐmhsh thc katanom c kai tmhmatopoÐhsh thc Ireg - Miktèc Katanomèc, EM

↓
BeltistopoÐhsh - (p.q. ICM algìrijmoc, mèjodoc SIMPLEX).

↓
'Exodoc: Oi par�metroi tou (sumpagoÔc) metasqhmatismoÔ upèrjeshc.

Sq ma 3.1: Di�gramma ro c algorÐjmou upèrjeshc eikìnwn me qr sh mikt¸n katanom¸n.

3.2 Peiramatik� apotelèsmata

Sthn enìthta aut  ja parousi�soume orismèna peiramatik� apotelèsmata prokeimènou na deÐxoume
tic dunatìthtec thc mejìdou mac. Ta peir�mata pou ektelèsame èqoun wc stìqo na sukgrÐnoun th
mèjodì mac me ekeÐnec pou basÐzontai sth megistopoÐhsh thc amoibaÐac plhroforÐac (bl. kef�laio
1), idiaÐtera parousÐa jorÔbou. Na shmei¸soume sto shmeÐo autì ìti prokeimènou na mhn up�rqei
k�poia pìlwsh sta apotelèsmata wc proc to eÐdoc tou jorÔbou, apofasÐsame na diex�goume ta
peir�mat� mac gia di�forouc tÔpouc jorÔbou. Pio analutik� qrhsimopoi same:

• Jìrubo kanonik c katanom c me mèsh tim  mhdèn kai metablht  diakÔmansh.
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ICM (S0,E,ε,max)
S0: TuqaÐa arqikopoÐhsh twn paramètrwn.
E: H sun�rthsh upologismoÔ thc enèrgeiac.
ε: El�qisth epijumht  metabol  thc enèrgeiac metaxÔ dÔo epanal yewn.

max: Mègisto pl joc epanal yewn.

• while (k ≥ max   ∆E > ε)

– Kajorismìc tuqaÐac seir�c beltistopoÐhshc twn paramètrwn

– Gia th seir� pou orÐsame sto prohgoÔmeo b ma

∗ Krat�me stajerèc tic mh beltistopoioÔmenec paramètrouc

∗ Gia thn proc beltistopoÐhsh par�metro, dhmiourgoÔme èna sÔnolo apì di�forec
timèc thc

∗ Gia k�je tim  tou sunìlou pou dhmiourg same sto prohgoÔmeno b ma, upologÐ-
zoume thn enèrgeia E, jewr¸ntac tic upìloipec paramètrouc stajerèc.

∗ Gia thn par�metro pou beltistopoioÔme epilègoume ekeÐnh thn tim  tou proanafer-
jèntoc sunìlou, gia thn opoÐa h tim  thc E pou upologÐsame sto prohgoÔmeno
b ma eÐnai bèltisth.

∗ H proc beltistopoÐhsh par�metroc kajhl¸netai sthn tim  pou upologÐsame sto
prohgoÔmeno b ma.

• end while

Algìrijmoc 5: O algìrijmoc ICM.

Upèrjesh Me Miktèc Katanomèc (Iref , Ireg)
Iref : H arqik  eikìna, epÐ thc opoÐac ja gÐnei h upèrjesh.
Ireg: H eikìna thn opoÐa jèloume na uperjèsoume.

• TmhmatopoÐhsh thc Ireg eikìnac se K om�dec me qr sh Montèlwn Mikt¸n Katanom¸n
(Gaussian   Student’s T).

• ∀ om�da k = 1 . . . K thc eikìnac Ireg:
Efarmog  enìc algorÐjmou elaqistopoÐhshc, ìpou se k�je epan�lhy  tou upologÐzw mÐa
enèrgeia (Battacharyya apìstash) wc ex c:

– Probol  thc m�skac kat�tmhshc epÐ thc Iref .

– Se k�je epimèrouc tm ma thc probol c, upologÐzw mèsh tim  µ kai pÐnaka summetabl-
htìthtac Σ. 'Etsi èqw mÐa sunolikh ektÐmhsh thc katanom c thc probol c.

– Upologismìc thc sunolik c apìstashc Battacharyya, me b�sh ton tÔpo (3.1), metaxÔ
thc ektÐmhshc thc katanom c sthn Ireg, ìpwc proèkuye apì ta Mikt� Montèla
Katanom¸n, kai thc ektÐmhshc thc katanom c thc probol c.

Algìrijmoc 6: Algìrijmoc upèrjeshc eikìnwn basismènoc se Montèla Mikt¸n Katanom¸n.
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• Jìrubo omoiìmorfhc katanom c.

• ApoklÐnonta eikonostoiqeÐa se prokajorismèno posostì epÐ tou sunìlou thc eikìnac (outliers).

H dom  me thn opoÐa ja parousi�soume ta apotelèsmata eÐnai h akìloujh: DÐnetai h arqik 
eikìna, h telik  eikìna, èna di�gramma me to mèso sf�lma upèrjeshc se eikonostoiqeÐa (pixels) kai
ènac pÐnakac me statistik� stoiqeÐa ga to sf�lma autì (mèsh tim , apìklish, k.t.l.). To sf�lma
upèrjeshc upologÐzetai wc h mèsh apìklish - apìstash twn tess�rwn koruf¸n thc eikìnac, dhlad 
h apìstash tou k�je shmeÐou apì thn pragmatik  tou jèsh kai thn upologismènh. EÐnai profanèc
ìti ìso megalÔterh eÐnai h eikìna tìso megalÔterh epÐdrash èqei to sf�lma ston upologismì
twn paramètrwn twn metasqhmatism¸n. Jewr same ìti h par�jesh diagramm�twn gia to sf�lma
pou perigr�yame eÐnai pio endeiktik  se sqèsh me thn apl  anafor� sthn apìklish twn tim¸n twn
paramètrwn twn metasqhmatism¸n, p.q. sf�lma ston upologismì thc gwnÐac. O lìgoc eÐnai ìti
den mporeÐ na gÐnei sunolik  ektÐmhsh thc apìdoshc thc k�je mejìdou, miac kai ta sf�lmata aut�
ermhneÔontai diaforetik�, an�loga me to mègejoc thc eikìnac, en¸ den eÐnai eÔkola anthlhptì apì
ton anagn¸sth h poiotik  kai shmasiologik  shmasÐa thc k�je tim c.

Tèloc na anafèroume ìti gia thn exagwg  twn parak�tw apotelesm�twn, jewr same sumpageÐc
metasqhmstismoÔc (peristrof  kai metatìpish), en¸ de sumperil�bame thn klim�kwsh. Arqik�
dokim�same ta ìria sta opoÐa h mèjodìc mac dÐnei orj� apotelèsmata. Sthn perÐptwsh aut  qrhsi-
mopoi same autoÔsiec tic eikìnec eisìdou, qwrÐc na prosjèsoume paramìrfwsh lìgw jorÔbou,
all� metab�llontac tic paramètrouc tou metasqhmatismoÔ. Me b�sh ta peir�mata pou k�name
parathr same ìti gia diast mata θ ∈ [−45, +45] moÐrec kai di�nusma metatìpishc T ∈ [−30, +30]×
[−30, +30] eikonostoiqeÐa h mèjodìc mac dÐnei ikanopoihtik� apotèlèsmata. 'Oson afor� ston
èlegqo thc anoq c sto jìrubo, krat same stajer  thn parametropoÐhsh tou metasqhmatismoÔ
upèrjeshc (gwnÐa 0 moÐrec, metatìpish [0, 0]T ) kai prosjètontac se k�je stigmiìtupo kat�llhlo
jìrubo. Gia thn ektèlesh thc elaqistopoÐhshc, se k�je perÐptwsh qrhsimopoi same ton algìrijmo
SIMPLEX.

'Oson afor� stic eikìnec me tic opoÐec peiramatist kame, prospaj same na qrhsimopoi -
soume apì di�forouc episthmonikoÔ tomeÐc (Iatrik , BiologÐa, MetewrologÐa, Thlepiskìphsh,
k.�.) prokeimènou na dokimasteÐ h mèjodìc mac se mia poikilÐa dedomènwn eisìdou, me diaforetik�
qarakthristhk� kai idiomorfÐec. Pio analutik� oi eikìnec pou qrhsimopoi same sta peir�mat� mac
eÐnai oi akìloujec:

• PeÐrama 1, sq ma 3.3. Eikìna 3 perioq¸n stajer c fwteinìthtac kat� tm mata.

• PeÐrama 2, sq ma 3.4. Teqnht  eikìna 8bit qr¸matoc apeikìnhshc enìc dwmatÐou.

• PeÐrama 3, sq ma 3.5. Magnhtik  axonik  tomografÐa egkef�lou (MRI).

• PeÐrama 4, sq ma 3.6. BlastokÔttara pontikoÔ se oratì kai upèrujro f¸c.

• PeÐrama 5, sq ma 3.7. Doruforikèc metewrologikèc eikìnec.

Tèloc sqetik� me thn parembol , qrhsimopoi same kubik , ètsi ¸ste na apofÔgoume thn eÐso-
do sfalm�twn lìgw atelei¸n thc parembol c. Gia perissìterec plhroforÐec epÐ tou jèmatoc o
anagn¸sthc parapèmpetai sthn anafor� [20]. Endeiktik� sto sq ma 3.2 dÐnoume mÐa anapar�stash
thc antikeimenik c sun�rthshc (amoibaÐa plhroforÐa kai apìstash Battacharyya pou antistoiqeÐ
stic eikìnec (a), (b) tou sq matoc 3.3. Oi dÔo eikìnec diafèroun mìno ston �xona x kat� 30
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eikonostoiqeÐa, opìte anamènoume ta akrìtata na brÐskontai stic 0 moÐrec, -30 eikonostoiqeÐa
ston orizìntio �xona kai 0 eikonostoiqeÐa ston katakìrufo �xona.
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Sq ma 3.2: Diagr�mmata thc antikeimenik c sun�rthshc pou elaqistopoieÐtai kat� th diadikasÐa
thc upèrjeshc. To di�gramma anafèretai stic eikìnec (a),(b) tou sq matoc 3.3. (a),(b) AmoibaÐa
plhroforÐa. (g),(d) apìstash Battacharyya.

3.3 An�lush apotelesm�twn

KleÐnontac to kef�laio ja jèlame na sqoli�soume ta apotelèsmata pou parousi�same sthn pro-
hgoÔmenh enìthta. Me mÐa pr¸th mati� gÐnetai amèswc antilhptì ìti h mèjodoc pou proteÐnoume
upertereÐ ènanti thc amoibaÐac plhroforÐac, tìso sth stoÐqish monotropik¸n (unimodal) all� kai
polutropik¸n (multimodal). H mèjodoc mac epitugq�nei stic pleÐstec twn peript¸sewn na d¸sei
akrÐbeia se upodiaÐresh tou eikonostoiqeÐou thc eikìnac, se antÐjesh me thn amoibaÐa plhroforÐa,
gegonìc polÔ shmantikì sthn perÐptwsh pou h akrÐbeia eÐnai to zhtoÔmeno. H diafor� gÐnetai
akìma megalÔterh ìtan aux�nei to posostì tou jorÔbou sto s ma mac (eikìna).

Tèloc ìson afor� sth sÔgkrish thc upèrjeshc me b�sh tic Kanonikèc kai tic Student’s t-
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Katanomèc, eÐnai fanerì ìti oi teleutaÐec eÐnai polÔ pio apodotikèc sqetik� me thn akrÐbeia tou
apotelèsmatoc, eidik� ìso pio uyhl� epÐpeda jorÔbou up�rqoun sthn eikìna. Epiplèon h upèrjesh
me mÐxh Student’s t-Katanom¸n parousi�zei mÐa stajerìthta sth sumperifor�, en¸ h apìdos  thc
den ephre�zetai apì ton tÔpo jorÔbou pou up�rqei sthn eikìna. Qarakthristikì par�deigma
eurwstÐac apoteloÔn ta peir�mata, twn opoÐwn ta apotelèsmata dÐnontai sta sq mata 3.4 kai
3.7, ìpou ektìc tou kajieromènou tÔpou jorÔbou, eisag�game teqnht� apoklÐnonta shmeÐa gia na
dokim�soume thn apìdosh twn dÔo teqnik¸n. Ta apotelèsmata, ìpwc faÐnetai, eunooÔn th mÐxh
Student’s t-Katanom¸n, gegonìc anamenìmeno, afoÔ apì th jewrÐa gnwrÐzoume ìti h teleutaÐa
eÐnai eÔrwsth sthn parousÐa jorÔbou.

Oloklhr¸nontac, sqetik� me tic qronikèc apodìseic thc mejìdou, mporoÔme na poÔme ìti h
upèrjesh me miktèc katanomèc eÐnai saf¸c pio apodotik  ènanti thc amoibaÐac plhroforÐac. H
diafor� aut  mporeÐ na ginei akìma pio shmantik  sthn perÐptwsh pou enswmat¸soume mÐa kajo-
lik  mèjodo elaqistopoÐhshc, pou apaiteÐ pl joc kl sewn sthn antikeimenik  sun�rthsh. Sthn
perÐptwsh thc amoibaÐac plhroforÐac k�ti tètoio ja  tan praktik� adÔnato, afoÔ ja apaitoÔse
gia k�je stigmiìtupo twn paramètrwn twn metasqhmatism¸n upèrjeshc ton upologismì tou apì
koinoÔ istogr�mmatoc twn dÔo eikìnwn, upologsimìc arket� qronobìroc. AntÐjeta stic Miktèc
Katanomèc up�rqei ètoimoc analutikìc tÔpoc gia thn apìstash - enèrgeia. H mình apaithtik 
ergasÐa eÐnai aut  thc diamèrishc, h opoÐa ìmwc gÐnetai �pax.
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TÔpoc JorÔbou Mèjodoc mean std median max min

Gkaousianoc
MI 0,56 0,44 0,53 1,22 0,09

GMM 2,23 2,55 1,16 6,98 0,04
tMM 0,07 0,01 0,07 0,09 0,05

Omoiìmorfoc
MI 0,72 0,59 0,66 1,65 0,04

GMM 1,77 1,52 1,57 4,43 0,09
tMM 0,07 0,02 0,08 0,09 0,02

(e)

Sq ma 3.3: (a) Arqik  Eikìna Upèrjeshc. Eikìna 3 perioq¸n stajer c fwteinìthtac kat� tm ma-
ta. (b) Telik  Eikìna Upèrjeshc. Eikìna 3 perioq¸n stajer c fwteinìthtac kat� tm mata. (g)
Di�gramma sf�lmatoc upèrjeshc (Gkaousianìc jìruboc). (d) Di�gramma sf�lmatoc upèrjeshc
(Omoiìmorfoc jìruboc). (e) Statistik� apotelèsmata peir�matoc. Oi timèc eÐnai omadopoihmènec
me b�sh ton tÔpo tou jorÔbou (Gkaousianìc, Omoiìmorfoc).
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TÔpoc JorÔbou Mèjodoc mean std median max min

Gkaousianoc
MI 3,26 1,99 3,83 5,22 0,64

GMM 0,36 0,59 0,17 2,01 0,04
tMM 0,03 0,02 0,03 0,10 0,01

Omoiìmorfoc
MI 2,62 2,22 2,35 5,13 0,10

GMM 0,07 0,04 0,06 0,18 0,03
tMM 0,02 0,00 0,02 0,03 0,00

ApoklÐnonta ShmeÐa
GMM 0,17 0,10 0,14 0,35 0,14
tMM 0,01 0,00 0,01 0,02 0,00

(st)

Sq ma 3.4: (a) Arqik  Eikìna Upèrjeshc. Teqnht  eikìna 8bit qr¸matoc. (b) Telik  Eikìna
Upèrjeshc. Teqnht  eikìna 8bit qr¸matoc. (g) Di�gramma sf�lmatoc upèrjeshc (Gkaousianìc
jìruboc). (d) Di�gramma sf�lmatoc upèrjeshc (Omoiìmorfoc jìruboc). (e) Di�gramma sf�l-
matoc upèrjeshc (ApoklÐnonta shmeÐa). (st) Statistik� apotelèsmata peir�matoc. Oi timèc eÐnai
omadopoihmènec me b�sh ton tÔpo tou jorÔbou (Gkaousianìc, Omoiìmorfoc, ApoklÐnonta shmeÐa).
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TÔpoc JorÔbou Mèjodoc mean std median max min

Gkaousianoc
MI 0,56 0,44 0,53 1,22 0,09

GMM 2,23 2,55 1,16 6,98 0,04
tMM 0,07 0,01 0,07 0,09 0,05

Omoiìmorfoc
MI 0,72 0,59 0,66 1,65 0,04

GMM 1,77 1,52 1,57 4,43 0,09
tMM 0,07 0,02 0,08 0,09 0,02

(e)

Sq ma 3.5: (a) Arqik  Eikìna Upèrjeshc. Magnhtik  axonik  tomografÐa egkef�lou. (b) Telik 
Eikìna Upèrjeshc. Magnhtik  axonik  tomografÐa egkef�lou. (g) Di�gramma sf�lmatoc upèr-
jeshc (Gkaousianìc jìruboc). (d) Di�gramma sf�lmatoc upèrjeshc (Omoiìmorfoc jìruboc). (e)
Statistik� apotelèsmata peir�matoc. Oi timèc eÐnai omadopoihmènec me b�sh ton tÔpo tou jorÔbou
(Gkaousianìc, Omoiìmorfoc).
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TÔpoc JorÔbou Mèjodoc mean std median max min

Gkaousianoc
MI 6,53 0,26 6,61 6,79 5,89

GMM 0,01 0,01 0,01 0,05 0,00
tMM 0,01 0,01 0,00 0,04 0,00

Omoiìmorfoc
MI 5,95 0,13 5,93 6,18 5,82

GMM 0,06 0,14 0,01 0,44 0,00
tMM 0,01 0,00 0,01 0,03 0,00

(e)

Sq ma 3.6: (a) Arqik  Eikìna Upèrjeshc. BlastokÔttara pontikoÔ se oratì f¸c. (b) Telik 
Eikìna Upèrjeshc. BlastokÔttara pontikoÔ se upèrujro f¸c. (g) Di�gramma sf�lmatoc upèr-
jeshc (Gkaousianìc jìruboc). (d) Di�gramma sf�lmatoc upèrjeshc (Omoiìmorfoc jìruboc). (e)
Statistik� apotelèsmata peir�matoc. Oi timèc eÐnai omadopoihmènec me b�sh ton tÔpo tou jorÔbou
(Gkaousianìc, Omoiìmorfoc).
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TÔpoc JorÔbou Mèjodoc mean std median max min

Gkaousianoc
MI 3,52 0,07 3,50 3,69 3,46

GMM 1,58 2,28 0,14 6,01 0,05
tMM 0,15 0,11 0,13 0,48 0,04

Omoiìmorfoc
MI 3,85 0,06 3,85 3,96 3,72

GMM 0,21 0,14 0,20 0,55 0,07
tMM 0,16 0,10 0,14 0,37 0,05

ApoklÐnonta ShmeÐa
GMM 2,52 1,48 3,12 3,61 0,05
tMM 0,14 0,13 0,11 0,38 0,04

(st)

Sq ma 3.7: (a) Arqik  Eikìna Upèrjeshc. Doruforik  eikìna thc Eur¸phc stic 8/1/2007
(01h00). (b) Telik  Eikìna Upèrjeshc. Doruforik  eikìna thc Eur¸phc stic 9/1/2007 (01h00).
Oi eikìnec proèrqontai apì to dorufìro Meteosat. (g) Di�gramma sf�lmatoc upèrjeshc (Gkaou-
sianìc jìruboc). (d) Di�gramma sf�lmatoc upèrjeshc (Omoiìmorfoc jìruboc). (e) Di�gramma
sf�lmatoc upèrjeshc (ApoklÐnonta shmeÐa). (st) Statistik� apotelèsmata peir�matoc. Oi timèc
eÐnai omadopoihmènec me b�sh ton tÔpo tou jorÔbou (Gkaousianìc, Omoiìmorfoc, ApoklÐnonta
shmeÐa).
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Kefalaio 4

Uperjesh nefwn shmeiwn

4.1 Eisagwg  sthn upèrjesh shmeÐwn - O algìrijmoc Iterative Closest Point - ICP

4.2 Perigraf  thc mejìdou

4.4 Peiramatik� apotelèsmata

4.1 Eisagwg  sthn upèrjesh shmeÐwn - O algìrijmoc Iterative Closest

Point - ICP

Sto kef�laio autì ja epekteÐnoume thn ènnoia thc upèrjeshc se nèfh shmeÐwn. H ousÐa eÐnai kai
p�li Ðdia: eÔresh ekeÐnwn twn metasqhmatism¸n kai twn paramètrwn touc ètsi ¸ste na epitÔqoume
gewmetrik  stoÐqish. H diafor� èggutai sth shmasiologÐa twn qarakthristik¸n. Sthn perÐptwsh
twn eikìnwn eÐqame upèrjesh eikonostoiqeÐwn me fwteinìthtec kai akèraiec diatetagmènec sunte-
tagmènec, en¸ sta nèfh shmeÐwn h upèrjesh gÐnetai epÐ enìc sunìlou shmeÐwn me suntetagmènec se
èna suneq  mh diat�ximo q¸ro. H bibliografÐa tou sugkekrimènou tomèa diajètei arketèc anaforèc
gia trìpouc epÐlushc tou probl matoc. De ja anaferjoÔme diexodik� sto jèma autì, kaj¸c k�ti
tètoio ja xèfeuge apì touc skopoÔc thc paroÔshc ergasÐac. H mình anafor� pou ja gÐnei sqetÐze-
tai me ton pio diadedomèno Ðswc algìrijmo upèrjeshc shmeÐwn, ton Iterative Closest Point - ICP
[24], [11]. H logik  tou algorlijmou basÐzetai sthn elaqistopoÐhsh tou mèsou tetragwnikoÔ s-
f�lmatoc wc proc tic paramètrouc tou metasqhmatismoÔ upèrjeshc T . Eidikìtera, h antikeimenik 
sun�rthsh eÐnai h akìloujh:

E(p ;x) =
1
N

N∑

i=1

(yi − T (xi Θ))2

ìpou to shmeÐo yi èqei proèrjei apì thn efarmog  tou metasqhmatismoÔ upèrjeshc T me paramètrouc
Θ epÐ tou arqikoÔ xi. MÐa endiafèrousa ergasÐa gia to apotèlesma thc elaqistopoÐhshc thc
parap�nw antikeimenik c sun�rthshc sthn perÐptwsh sumpagoÔc metasqhmatismoÔ (Klim�kwsh -
Peristrof  - Metatìpish) dÐnetai sthn ergasÐa [28]. Bèbaia aparaÐthth proôpìjesh eÐnai na gnwrÐ-
zoume thn antistoiqÐa metaxÔ twn shmeÐwn tou sunìlou Y kai X, dhlad  to shmeÐo yi ∈ Y apì poio
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shmeÐo xi ∈ X èqei proèrjei. GÐnetai �mesa antilhptì ìti ènac kajoristikìc par�gontac epituqÐac
thc mejìdou eÐnai to st�dio anaz thshc twn antistoiqi¸n twn shmeÐwn. En gènnei h diadikasÐa
aut  den eÐnai tetrimmènh kai epiplèon gÐnetai duskolìterh sthn perÐptwsh pou ta dedomèna èqoun
alloiwjeÐ apì jìrubo.

KleÐnontac ja jèlame na anafèroume thn egasÐa [3], kaj¸c kineÐtai sto pneÔma thc mejìdou
pou proteÐnoume. Se genikèc grammèc h en lìgw ergasÐa proteÐnei diamèrish me MÐxh Kanonik¸n
Katanom¸n kai elaqistopoÐhsh mÐac enèrgeiac gia eÔresh twn paramètrwn twn katanom¸n. H
enèrgeia sthn perÐptwsh aut  eÐnai h L2 tetragwnik  apìstash. JumÐzoume ìti h L2 apìstash
dÔo katanom¸n me sunart seic puknìthtac pijanìthtac f1, f2 dÐnetai apì ton tÔpo:

D(f1, f2) =
∫

(f1(x)− f2(x))2dx =
∫

(f2
1 (x)− 2f1(x)f2(x) + f2

2 (x))dx. (4.1)

ExeidikeÔontac sto prìblhm� thc upèrjeshc nef¸n shmeÐwn, an upojèsoume ìti èqoume dÔo sÔnola
S1 kai S2, tìte kajèna apì aut� ja perigr�fetai apì mÐa sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac (f, g

antÐstoiqa), oi opoÐec sthn ergasÐa [3] ektimìntai me th qr sh Mikt¸n Kanonik¸n Katanom¸n.
Dhlad 

f(x) =
K1∑

i=1

αiφ(x|µi, Σi)

kai

g(x) =
K2∑

i=1

βiφ(x|νi, Γi)

, ìpou φ = N(µ, Σ) eÐnai mÐa Kanonik  katanom  me mèsh tim  µ kai pÐnaka summetablhtìthtac Σ.
An upojèsoume metasqhmatismì upèrjeshc lìgw peristrof c wc proc to shmeÐo Xg kai metatìpish
(R, T antÐstoiqa) tìte

fR,T (x) =
K1∑

i=1

αiφ(x|R(µi −Xg) + T + Xg, RΣiR
T ) (4.2)

Me b�sh tic sqèseic 4.1, 4.2 prokÔptei ìti

D(fR,T , g) =
∫

(f2
R,T − 2fR,T g + g2)dx. (4.3)

O stìqoc mac eÐnai na elaqistopoi soume thn 4.3 wc proc tic paramètrouc R, T . Dedomènou
ìti h L2 st�jmh k�je sun�rthshc puknìthtac pijanìthtac eÐnai amet�blhth upì thn efarmog 
sumpagoÔc metasqhmatismoÔ, dhlad 

∫
f2

R,T dx =
∫

f2dx , telik� sth sqèsh 4.3, mac endiafèrei
mìno o ìroc

∫
fR,T gdx. Apì th jewrÐa gnwrÐzoume ìti to ginìmeno kanonik¸n katanom¸n eÐnai

epÐshc kanonik  katanom , �ra

∫
fR,T gdx =

K1∑

i=1

K2∑

j=1

αiβjφ(x = 0|R(µi −Xg) + T + Xg + νj , RΣiR
T + Γj).

Telik� h antikeimenik  sun�rthsh pou prèpei na elaqistopoihjeÐ wc proc tic paramètrouc R, T

eÐnai h:

D(fR,T , g) = −
K1∑

i=1

K2∑

j=1

αiβjφ(x = 0|R(µi −Xg) + T + Xg + νj , RΣiR
T + Γj).
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Algìrijmoc ICP (S1, S2,ε)
S1: To montèlo to opoÐo ja uperjèsoume epÐ ènìc sunìlou shmeÐwn.
S2: To sÔnolo to shmeÐwn epÐ twn opoÐwn ja upertejeÐ èna montèlo.

ε: AkrÐbeia thc mejìdou.

• (TuqaÐa) ArqikopoÐhsh twn paramètrwn tou metasqhmatismoÔ upèrjeshc, P.

• Enew := +∞

• Eold := 0

• while (|Enew −Eold| > ε)

– Eold = Enew

– S := Upèrjesh (S2,P)

– CP := EÔresh-Antistoiqi¸n (S,S1)

– {P', Enew} := Enhmèrwsh-Paramètrwn (S2,S1,CP,P)

– P ← P'

• end while

H sun�rthsh Upèrjesh (S2,P) efarmìzei to metasqhmatismì me paramètrouc P sto sÔno-
lo S2 kai epistrèfei to apotèlesma. H routÐna EÔresh-Antistoiqi¸n (S,S1) entopÐzei
tic antistoiqÐec shmeÐwn metaxÔ S kai S1. Tèloc sth diadikasÐa Enhmèrwsh-Paramètrwn
(S2,S1,CP,P) me b�sh thn antistoÐqish shmeÐwn CP, anazhtìntai ekeÐnec oi par�metroi, oi
opoÐec elaqistopoioÔn èna prokajorismèno krit rio - enèrgeia. Oi nèec timèc kaj¸c kai h
tim  tou krithrÐou epistrèfontai (P', Enew antÐstoiqa).

Algìrijmoc 7: O algìrijmoc ICP.

4.2 Perigraf  thc mejìdou

Stìqoc mac sto kef�laio autì eÐnai na epekteÐnoume th mèjodo pou perigr�yame sto kef�laio
3 sthn upèrjesh nef¸n shmeÐwn. H kentrik  idèa thc diamèrishc ja qrhsimopoihjeÐ kai ed¸. H
diafor� ja prokÔyei sto st�dio thc probol c. JumÐzoume ston anagn¸sth ìti sthn perÐptwsh
twn eikìnwn, to epìmeno b ma met� th diamèrish  tan h probol  twn epimèrouc tmhm�twn gia ton
upologismì mÐac enèrgeiac (apìstash Battacharyya) kai thn elaqistopoÐhs  thc. Sthn perÐptwsh
twn shmeÐwn ìmwc h ènnoia thc probol c den eÐnai autonìhth dedomènhc thc allag c thc shma-
siologÐac tou q¸rou pou melet�me. Plèon den èqoume èna sugkekrimèno diakritì diatetagmèno
q¸ro (par�bale to q¸ro twn sunetagmènwn twn eikonostoiqeÐwn) all� ènan suneq  qwrÐc ènnoia
di�taxhc. Epomènwc oi antistoiqÐec metaxÔ twn shmeÐwn twn dÔo sunìlwn den eÐnai autonìhtec,
kai epomènwc ja prèpei me k�poio trìpo na upologisjoÔn. Se pr¸th f�sh ja akolouj soume mÐa
�plhsth teqnik  (greedy), opìte ja jewr soume ìti k�je sunist¸sa thc mÐac diamèrishc, tairi�zei
se ìlec tic �llhc, kai ètsi ja upologÐsoume thn apìstas  thc apì ìlec autèc. Wstìso mporoÔme
na p�me èna b ma parapèra kai na me k�poio trìpo na prosomoi¸soume th leitourgÐa thc probol c
sthn perÐptwsh twn eikìnwn. Me �lla lìgia ja mporoÔsame me ènan algìrijmo na entopÐsoume
gia k�je sunist¸sa thc diamèrishc tou enìc sunìlou thn antÐstoiq  thc - me b�sh k�poio krit rio
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- sto �llo.
H lÔsh sto prìblhma autì eÐnai o Hungarian algìrijmoc [6]. H genik  filosofÐa eÐnai, afoÔ

ektimhjeÐ ènac pÐnakac me ta kìstoc antistoÐqishc k�je sunist¸sac tou enìc sunìlou me to �llo,
na gÐnei ekeÐnh h 1-me-1 epilog  pou ja d¸sei to el�qisto kìstoc. O algìrijmoc perigr�fetai
sto par�rthma 5. H enswm�tws  tou sthn upèrjesh shmeÐwn ja mac epitrèyei na ektim soume
kalÔtera thn enèrgeia kai �ra ja d¸sei kalÔtera telik� apotèlesmata. Telik� h tropoihmènh
mèjodoc upèrjeshc pou proteÐnoume gia nèfh shmeÐwn eÐnai o algìrijmoc 8. Ed¸ dÐnetai sth
genik  tou morf , dhlad  den eiserqìmaste se leptomèreiec wc proc to eÐdoc thc katanom c
(Kanonik    Student’s t). Gia perissìterec plhroforÐec o anagn¸sthc parapèmpetai sto kef�laio
2, algìrijmoi 2 kai 3.

Upèrjesh Nef¸n ShmeÐwn Me Miktèc Katanomèc (S1, S2)
S1: To montèlo to opoÐo ja uperjèsoume epÐ ènìc sunìlou shmeÐwn.
S2: To sÔnolo to shmeÐwn epÐ twn opoÐwn ja upertejeÐ èna montèlo.

• EktÐmhsh thc katanom c twn dÔo sunìlwn.

• EÔresh thc antistoÐqishc shmeÐwn metaxÔ twn dÔo sunìlwn. Hungarian algìrijmoc.

• ElaqistopoÐhsh thc sunolik c apìstashc twn dÔo katanom¸n wc proc tic paramètrouc R, T
tou metasqhmatismou upèrjeshc, me b�sh thn antistoÐqish tou prohgoÔmenou b matoc.

Algìrijmoc 8: Mèjodoc gia upèrjesh nef¸n shmeÐwn.

4.3 Peiramatik� apotelèsmata

KleÐnontac to kef�laio ja parousi�soume kai k�poia peiramatik� apotelèsmata gia th sumperifor�
thc mejìdou mac, sq mata 4.1, 4.3. H sÔgkrish gÐnetai wc proc ton algìrijmo ICP [29], [24], [11]
all� kai wc proc th qr sh Kanonik¸n Mikt¸n Katanom¸n, ìpwc proteÐnetai sth dhmosÐeush [3]
kai me b�sh ta ìsa perigr�yame parap�nw gia thn apìstash L2.

Gia thn parousÐash twn apotelesm�twn ja akolouj soume thn Ðdia dom  me thn opoÐa parousi�same
th mèjodo gia tic eikìnec. Dhlad  arqik� ja d¸soume to arqikì sÔnolo shmeÐwn kai èna stig-
miìtupì tou, gia k�poio sÔnolo paramètrwn metasqhmatismoÔ kai jorÔbou kai en suneqeÐa to di�-
gramma me to mèsw sf�lma upèrjeshc. Sthn perÐptwsh twn shmeÐwn, to mèso sf�lma upèrjeshc
upologÐzetai wc h mèsh apìstash metaxÔ twn pragmatik¸n shmeÐwn tou sunìlou afoÔ efarmosteÐ
o metasqhmatismìc upèrjeshc kai tou sunìlou pou prokÔptei an efarmosteÐ o Ðdioc metasqhma-
tismìc upèrjeshc, all� me paramètrouc autèc tic opoÐec upologÐzei h mèjodìc mac. Na tonÐsoume
ìti to f�lma autì eÐnai se mon�dec b�shc, dhlad  exart�tai apì th shmasiologÐa twn suntetag-
mènwn twn shmeÐwn. Tèloc na anafèroume ìti gia thn exagwg  twn parak�tw apotelesm�twn,
jewr same sumpageÐc metasqhmstismoÔc (peristrof  kai metatìpish), en¸ de sumperil�bame thn
klim�kwsh. Arqik� dokim�same ta ìria sta opoÐa h mèjodìc mac dÐnei orj� apotelèsmata. Sthn
perÐptwsh aut  qrhsimopoi same autoÔsiec tic eikìnec eisìdou, qwrÐc na prosjèsoume paramìrfw-
sh lìgw jorÔbou, all� metab�llontac tic paramètrouc tou metasqhmatismoÔ. Me b�sh ta peir�-
mata pou k�name parathr same ìti gia diast mata θ ∈ [−25,+25] moÐrec kai di�nusma metatìpishc
T ∈ [−50, +50]×[−50, +50] mon�dec b�shc h mèjodìc mac dÐnei ikanopoihtik� apotèlèsmata. 'Oson
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afor� ston èlegqo thc anoq c sto jìrubo, krat same stajer  thn parametropoÐhsh tou metasqh-
matismoÔ upèrjeshc (gwnÐa 0 moÐrec, metatìpish [0, 0]T ) kai prosjètontac se k�je stigmiìtupo
kat�llhlo jìrubo. O jìruboc pou eisag�me sta dedomèna proèkuye apì ton pollaplasiasmì twn
suntetagmènwn twn shmeÐwn pou epilèqjhsan tuqaÐa na alloiwjoÔn me mÐa prokajorismènh meg�lh
tim . Gia thn ektèlesh thc elaqistopoÐhshc, se k�je perÐptwsh qrhsimopoi same ton algìrij-
mo SIMPLEX. Se ìla ta peir�mata qrhsimopoi same 100 2D shmeÐa sto arqikì sÔnolo, sq ma
4.1, kai ta opoÐa par�xame teqnht� apì omoiìmorfh kai apì kanonik  katanom  sta diast mata
[9, 11]× [9, 11], [19, 21]× [19, 21] kai [28, 32]× [28, 32], isokatanemhmèna sto k�je di�sthma.
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Sq ma 4.1: Dedomèna pou qrhsimopoi same sta peir�mata elègqou thc mejìdou mac se nèfh shmeÐ-
wn. (a) Arqikì sÔnolo shmeÐwn (montèlo - shmeÐa pou par�qjhsan apì omoiìmorfh katanom ). (b)
'Ena stigmiìtupo tou telikoÔ sunìlou shmeÐwn upèrjeshc me prosj lh 2% apoklinìntwn shmeÐwn.

4.4 An�lush apotelesm�twn

Akolouj¸ntac thn Ðdia taktik  me th melèth thc mejìdou mac stic eikìnec, ja kleÐsoume to
kef�laio parajètontac k�poia sqìlia gia ta peiramatik� apotelèsmata.

SugkrÐnontac loipìn ton ICP me tic mejìdouc pou basÐzontai se Miktèc katanomèc, sq ma
4.3, diapist¸noume thn anwterìthta pou epideiknÔoun oi teleutaÐec wc proc to apotèlesma thc
upèrjeshc. 'Oson afor� sth sÔgkrish upèrjeshc me Miktèc Kanonikèc katanomèc kai Miktèc S-
tudent’s t-Katanomèc, eÐnai kai ed¸ emfanèc ìti oi deÔterec parousi�zoun pio stajer  sumperifor�,
deÐqnontac eurwstÐa sto jìrubo, gegonìc pou ermhneÔetai wc mikrìtero sf�lma sthn upèrjesh.
H sumperifor� aut , ìpwc deÐqnoun ta peir�mata, faÐnetai na mhn ephre�zetai apì to eÐdoc thc
katanom c pou èqei par�xei ta shmeÐa.
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Sq ma 4.2: Peiramatik� apotelèsmata gia ta nèfh shmeÐwn pou perigrlafontai sto sq ma 4.1 (a)
Di�gramma sf�lmatoc upèrjeshc (Gkaoussian  katanom  + apoklÐnonta shmeÐa). SÔgkrish Mik-
t¸n katanom¸n qwrÐc antistoiqÐec. (b) Di�gramma sf�lmatoc upèrjeshc (Gkaoussian  katanom 
+ apoklÐnonta shmeÐa). SÔgkrish Mikt¸n katanom¸n me antistoiqÐec (Hungarian algìrijmoc).
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Sq ma 4.3: Peiramatik� apotelèsmata gia ta nèfh shmeÐwn pou perigrlafontai sto sq ma 4.1 (a)
Di�gramma sf�lmatoc upèrjeshc (Omoiìmorfh katanom  + apoklÐnonta shmeÐa). SÔgkrish Mik-
t¸n katanom¸n qwrÐc antistoiqÐec. (b) Di�gramma sf�lmatoc upèrjeshc (Omoiìmorfh katanom 
+ apoklÐnonta shmeÐa). SÔgkrish Mikt¸n katanom¸n me antistoiqÐec (Hungarian algìrijmoc).
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Kefalaio 5

Epilogoc

Sthn paroÔsa metaptuqiak  ergasÐa asqolhj kame me mÐa mèjodo upèrjeshc eikìnac. To prìblhma
thc upèrjeshc dÔo eikìnwn esti�zetai ston upologismì ekeÐnwn twn paramètrwn twn gewmetrik¸n
metasqhmatism¸n, pou an efarmostoÔn sth mÐa eikìna, ja th metasqhmatÐsoun gewmetrik� ètsi
¸ste na tautisteÐ nohmatik� me thn �llh. Me �lla lìgia sthn upèrjesh eikìnac stìqoc mac
eÐnai h gewmetrik  stoÐqish dom¸n thc mÐac eikìnac me aut¸n thc �llhc me krit rio mÐa nohmatik 
antiqtoÐqish metaxÔ twn dom¸n. Gia par�deigma sthn perÐptwsh upèrjeshc dÔo doruforik¸n fw-
tografi¸n, epijumoÔme na n' azht soume ekeÐnouc touc metasqhmatismoÔc (tÔpoc kai par�metroi)
ètsi ¸ste perioqèc thc mÐac pou eikonÐzoun k�poia gewgrafik  anafor� (p.q. mÐa pedi�da) na
sumpèsoun, �ma th efarmog  tou metasqhmatismoÔ, me tic antÐstoiqèc touc sthn �llh eikìna.
EÐnai profanèc ìti h upèrjesh mporeÐ na anafèretai se sÔnolo eikìnwn.

To prìblhma thc upèrjeshc èqei apasqol sei ekten¸c th diejn  episthmonik  koinìthta, kai
autì faÐnetai apì to meg�lo pl joc ergasi¸n pou èqoun dhmosieuteÐ. AxÐzei na anaferjeÐ ìti th
dekaetÐa 1993 - 2003, perissìterec apì qÐliec dhmosieÔseic parousi�sthkan gia to jèma autì [4],
axiopoi¸ntac di�forec teqnikèc. MÐa apì tic mejìdouc pou èqei gnwrÐsei eureÐa apodoq  gia thn
epÐlush tou probl matoc autoÔ, kai dei polutropik¸n eikìnwn (multimodal images), eÐnai autèc
pou basÐzontai sth megistopoÐhsh thc amoibaÐac plhroforÐac. Parapèmpoume ton anagn¸sth stic
ergasÐec [26], [15] gia leptomer  perigraf  thc mejìdou. H prosèggish pou proteÐnetai sthn
ergasÐa mac akoloujeÐ tic miktèc katanomèc [7],[8] gia thn eÔresh twn paramètrwn twn metasqh-
matism¸n upèrjeshc.

H mèjodoc mac basÐzetai sthn parat rhsh oti an diamerÐsoume th mÐa eikìna me k�poio trìpo
se om�dec (ex' oÔ kai h qr sh twn mikt¸n katanom¸n) kai upologÐsoume thn katanom  thc k�je
om�dac tìte an prob�loume thn k�je om�da sthn �llh eikìna, upologÐsoume thn katanom  thc
fwteinìthtac epÐ thc probol c kai tèloc upologÐsoume thn olik  apìstash metaxÔ twn katanom¸n,
tìte h bèltisth tim  twn zhtoÔmenwn paramètrwn ja prokeÐyei sthn perÐptwsh thc el�qisthc
olik c apìstashc metaxÔ twn katanom¸n. Wc basik  katanom  sto montèlo mikt¸n katanom¸n,
qrhsimopoi same tìso tic Kanonikèc ìso kai tic Student’s t-Katanomèc. Ta apotelèsmata  tan
ikanaopoihtik�, eidik� sthn perÐptwsh thc deÔterhc, en¸ uperteroÔsan kat� polÔ ekeÐnwn pou
upologÐsame me b�sh thn amoibaÐa plhroforÐa.

Me b�sh ta peramatik� apotelèsmata, mporoÔme na isquristoÔme ìti h proteinìmenh mèjodoc
qr zei peretaÐrw melèthc, en¸ eÐnai mÐa poll� uposqìmenh prosèggish sthn upèrjesh eikìnac.
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H eurwstÐa pou epideiknÔetai parousÐa jorÔbou eÐnai ènac par�gontac pou sunhgoreÐ upèr tou
algorÐjmou mac.

Sthn ergasÐa aut  tèjhkan oi b�seic gia thn parousÐash mÐac nèac mejìdou upèrjeshc eikìn-
wn. Mènoun ìmwc arketèc ptuqèc pou prèpei na ereunhjoÔn, ìpwc gia par�deigma h epilog 
ekeÐnwn twn qarakthristik¸n pou ja paÐxoun rìlo sthn ekpaÐdeush twn mikt¸n katanom¸n all�
kai ston metèpeita upologismì thc olik c apìstashc metaxÔ twn katanom¸n. Sta peir�mat� mac
qrhsimopoi same mìno thn tim  thc fwteinìthtac k�je eikonostoiqeÐou.

'Ena akìma jèma gia mellontik  enasqìlhsh eÐnai kai autì thc ektèleshc thc elaqistopoÐhsh-
c. O algìrijmoc SIMPLEX pou qrhsimopoi same nai men elaqistopoieÐ thn enèrgeia all� eÐnai
ènac algìrijmoc topik c elaqistopoÐhshc, kai epomènwc h arqikopoÐhs  tou kajorÐzei shmantik�
to apotèlesma. H axiopoÐhsh enìc algorÐjmou olik c elaqistopoÐhshc ja parak�myei ta empì-
dia aut�. Na shmeiwjeÐ sto shmeÐo autì ìti h proteinìmenh mèjodoc eunoeÐ th qr sh kajolik c
elaqistopoÐhshc, se sqèsh me thn amoibaÐa plhroforÐa, afoÔ o upologismìc thc antikeimenik c
sun�rthshc eÐnai arket� aplìc (efarmog  twn treqous¸n paramètrwn tou metasqhmatismoÔ kai
upologismìc thc olik c apìstashc metaxÔ twn katanom¸n), ènanti autoÔ thc amoibaÐac plhro-
forÐac, ìpou apaiteÐtai o upologismìc thc apo koinoÔ katanom c se k�je b ma tou algorÐjmou
elaqistopoÐhshc kai �ra thn eÔresh tou istogr�matoc thc apì koinoÔ katanom c.

'Ena epÐshc basikì z thma gia parap�nw èreuna eÐnai kai autì thc enswm�twshc teqnik¸n
autìmathc exagwg c tou pl jouc twn om�dwn, pou isodunameÐ me thn eÔresh tou pl jouc twn
sunistws¸n tou miktoÔ montèlou. Sth bibliografÐa up�rqoun arketèc ergasÐec epÐ tou jèmatoc.
Endeiktik� anafèroume [27],[2],[23],[5]. Tèloc mÐa akìma ptuq  pou pisteÔoume ìti prèpei �mesa
na melethjeÐ eÐnai h parallhlopoÐhsh thc mejìdou, eidik� se mÐa epoq  ìpou h genikìterh t�sh
ston ereunhtikì tomèa eÐnai o par�llhloc upologismìc gia kalÔterec apodìseic twn diafìrwn
algorÐjmwn.

KleÐnontac ja jèlame na epishm�noume ìti prospaj same na epekteÐnoume th qr sh thc mejìdou
kai se upèrjesh nef¸n shmeÐwn. SugkrÐname ta apotelèsmat� mac me ton paradosiakì kai suqn�
qrhsimopoioÔmeno ICP algìrijmo. Ta apotelèsmata  tan exÐsou enjarruntik�. Anaforik� me tic
ereunhtikèc ptuqèc pou emfanÐzontai sthn perÐptwsh twn shmeÐwn mporoÔme na poÔme ìti isqÔon
ìso anafèrjhkan prohgoumènwc. Na shmeiwjeÐ ìmwc ìti kaj¸c h ènnoia thc antistoÐqishc twn
epimèrouc perioq¸n twn diamerÐsewn den eÐnai autonìhth sto en lìgw prìblhma upèrjeshc, jew-
roÔme ìti axÐzei melèthc h eÔresh enìc eÔrwstou kai axiìpistou trìpou entopismoÔ twn teleutaÐwn.
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[25] P. Thévenaz and M. Unser. Optimization of mutual information for multiresolution image
registration. IEEE Transactions on Image Processing, 9(12):2083�2099, 2000.

[26] P. Viola and W. Wells III. Alignment by maximization of mutual information. International
Journal of Computer Vision, 24(2):137�154, 1997.

[27] S. Chen and H. Wang and B. Luo. Greedy EM algorithm for robust t-mixture modeling. In
Proceedings of the 3rd IEEE International Conference on Imaging and Graphics (ICIG’04),
Hong-Kong, China, 2004.

[28] S. Umeyama. Least-Squares Estimation of Transformation Parameters Between Point Pat-
terns. IEEE Transactions on pattern analysis and mascine intelligence, 13:376�380, 1991.

50



[29] Szymon Rusinkiewicz. Efficient Variants of the ICP Algorithm. In Proceedings of the
3rd IEEE International Conference on 3-D Digital Imaging and Modeling, Quebec City,
Canada, May 2001.

51



Pararthma: O Hungarian algorijmoc

O Hungarian algìrijmoc eÐnai ènac algìrijmoc sunduastik c beltistopoÐhshc, o opoÐoc epilÔei
to prìblhma thc 1-me-1 an�jeshc se poluwnumikì qrìno, O(n3). O Hungarian algìrijmoc
diatup¸jhke apì ton Harold Kuhn to 1955 kai belti¸jhke apì ton James Munkres to 1957.

O algìrijmoc montelopoieÐ to prìblhma thc an�jeshc wc ènan pÐnaka kìstouc C : m × n

tou opoÐou to stoiqeÐo Cij anaparist� to kìstoc an�jeshc thc ergasÐac j ston erg�th i. Sthn
perÐptwsh elaqistopoÐhshc to prìblhma mporeÐ na epilujeÐ me efarmìzontac Gkaousian  apaloif .
Sthn perÐptwsh thc megistopoÐhshc ta pr�gmata gÐnontai lÐgo duskolìtera, afoÔ ja prèpei na
efarmosteÐ pr¸ta ènac metasqhmatismìc ètsi ¸ste h elaqistopoÐhsh twn tropopoihmènwn stoiqeÐ-
wn na odhg sei telik� se megistopoÐhsh.

• BHMA 0 (proairetikì)
Sthn perÐpwsh megistopoÐhshc tropooioÔme ton pÐnaka kìstouc C wc ex c:
M = max{C}, Cij ← M − Cij

• BHMA 1:

– Gia k�je seir�, brÐskw to el�qisto stoiqeÐo thc kai to afair¸ apì ìla ta stoiqeÐa thc.
– Gia k�je st lh, brÐskw to el�qisto stoiqeÐo thc kai to afair¸ apì ìla ta stoiqeÐa

thc.

• BHMA 2:
SqedÐash gramm¸n epÐ tou pÐnaka kìstouc C ètsi ¸ste na kalufjoÔn ìla ta mhdenik� pou
èqoun emfanisteÐ en¸ par�llhla to pl joc twn gramm¸n eÐnai to el�qisto.

• BHMA 3:
E�n to pl joc twn gramm¸n tou prohgoÔmenou b matoc eÐnai Ðso me to pl joc twn seir¸n
tou pÐnaka kìstouc C, tìte èqoume brei th bèltisth an�jesh, TELOS.

• BHMA 4:

– BrÐskoume to stoiqeÐo twn seir¸n pou den kalÔptontai apì tic grammèc tou b matoc 2
me thn el�qisth tim . 'Estw M h tim  aut .

– Afair¸ to M apì tic seirèc kai st lec pou den kalÔptonati apì tic grammèc pou
anafèrontai sto b ma 2.

– Prosjètw to M stic seirèc kai st lec pou kalÔptonati apì tic grammèc pou
anafèrontai sto b ma 2.

– P gaine sto b ma 3.

Algìrijmoc 9: O Hungarian algìrijmoc.
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