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Óôç äéáôñéâÞ áõôÞ ðåñéãñÜöïíôáé êáé ìåëåôþíôáé ôá åîÞò ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò: ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý,
ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý, ôïõ ìÝãéóôïõ óõíüëïõ êïðÞò, ôïõ ìïíïðáôéïý Hamilton, ôçò åðéêÜëõøçò ìå
ìïíïðÜôéá êáé ôïõ êõñßáñ÷ïõ óõíüëïõ. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ðáñïõóéÜæïõìå áíáëõôéêÜ óå ðïéåò êëÜóåéò
ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí êÜèå Ýíá áðü áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò êáé óå ðïéåò êëÜóåéò ôá
ðñïâëÞìáôá áõôÜ áíÞêïõí óôçí êëÜóç P. Ìáò åíäéáöÝñåé íá âñïýìå ôç äéá÷ùñéóôéêÞ ãñáììÞ áíÜìåóá óôéò
êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí, ç ïðïßá êáôçãïñéïðïéåß ôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí óå äýï
êáôçãïñßåò, äçëáäÞ óå áõôÝò ðïõ ôá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò åðéëýïíôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (êëÜóç P)
êáé óå áõôÝò ãéá ôéò ïðïßåò äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ðïõ íá ôá åðéëýåé (NP-ðëÞñç
ðñïâëÞìáôá). Åéäéêüôåñá, äßíïíôáé ïé ïñéóìïß êáé ç ðåñéãñáöÞ ôùí ðáñáðÜíù ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò,
ðáñïõóéÜæïíôáé ïé áðïäåßîåéò ðïõ áíáöÝñïíôáé óôçí NP-ðëçñüôçôá, êáèþò êáé ïé áëãüñéèìïé ðïõ åðéëýïõí
ôá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí.
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Extended Abstract in English

Chroni, Maria, J. MSc, Computer Science Department, University of Ioannina, Greece. October, 2007.
NP-Complete Problems in Classes of Perfect Graphs. Supervisor: Stavros D. Nikolopoulos.

In this master we describe and study the next decision problems: harmonious number, achromatic num-
ber, max cut, Hamilton path, path cover and dominating set. More speci�c, we present the classes of
perfect graphs that these decision problems remain NP-complete and the classes that they become poly-
nomial solvable (belong to the P class). We are interesting in �nding the distinguishing line between the
classes of perfect graphs that classi�es the classes of perfect graphs in two categories, those that can solve
the decision problems in polynomial time (P class) and those that there is not a polynomial time algorith-
m that can solve them (NP-complete problems). More over, we give the de�nitions and the description
of the previous decision problems, we present the proves that are related to the NP-completeness and the
algorithms that solve the decision problems in polynomial time for the corresponding classes of perfect
graphs.

In chapter 1, which is the introduction of the master, we present the issues that we are going to
analyze. In chapter 2 we give the de�nitions of some classes of perfect graphs. In chapter 3 we describe
the theory of decision problems and we give the deference between NP-complete class and the P class.
Chapter 4 describes the problem of harmonious coloring and its complexity for the classes of perfect
graphs. Chapter 5 gives the de�nition of the achromatic number and presents a polynomial solution
for that problem in threshold graphs. In chapter 6 we show how the simple max cut problem turns
out to be NP-complete in split and for the class of cographs we present a polynomial time algorithm. In
chapter 7 we describe polynomial time algorithms for Hamilton path and path cover in cographs, bipartite
permutation and interval graphs. In chapter 8 we give the de�nition and the complexity of dominating
set and we present an algorithm that solves that decision problem in polynomial time in interval. Finally,
chapter 9 concludes with some important results and presents some open decision problems.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 Óôü÷ïé

1.2 ÓõíåéóöïñÜ

1.3 ÄïìÞ ôçò ÄéáôñéâÞò

1.1 Óôü÷ïé

Ï óõíïëéêüò óôü÷ïò ôçò äéáôñéâÞò åßíáé íá ãßíåé ìéá ëåðôïìåñÞò ðåñéãñáöÞ ôùí åîÞò ðñïâëçìÜôùí áðü-
öáóçò: ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý, ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý, ôïõ ìÝãéóôïõ óõíüëïõ êïðÞò, ôïõ ìïíïðáôéïý
Hamilton, ôçò äéáìÝñéóçò ìïíïðáôéþí êáé ôïõ êõñßáñ÷ïõ óõíüëïõ. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, èá ðáñïõóéÜóïõìå
áíáëõôéêÜ óå ðïéåò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí êÜèå Ýíá áðü áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò
êáé óå ðïéåò êëÜóåéò ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ áíÞêïõí óôçí êëÜóç P. Ìáò åíäéáöÝñåé íá âñïýìå ôç äéá-
÷ùñéóôéêÞ ãñáììÞ áíÜìåóá óôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí, ç ïðïßá êáôçãïñéïðïéåß ôéò êëÜóåéò
ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí óå äýï êáôçãïñßåò, äçëáäÞ óå áõôÝò ðïõ åðéëýïõí ôá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò óå
ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (êëÜóç P) êáé óå áõôÝò ãéá ôéò ïðïßåò äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ
ðïõ íá ôá åðéëýåé (NP-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá). Ïé åðß ìÝñïõò óôü÷ïé åßíáé:

• Íá äïèïýí ïé ïñéóìïß êáé ç ðåñéãñáöÞ ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå.

• Ç áíÜðôõîç ôùí áðïäåßîåùí ðïõ áíáöÝñïíôáé óôçí NP-ðëçñüôçôá.

• Ç ðáñïõóßáóç ôùí áëãïñßèìùí ðïõ åðéëýïõí ôá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.

• Íá êáôçãïñéïðïéçèïýí ïé êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí óå äýï êáôçãïñßåò, äçëáäÞ óå áõôÝò ðïõ
åðéëýïõí ôá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (êëÜóç P) êáé óå áõôÝò ãéá ôéò ïðïßåò äåí
õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ðïõ íá ôá åðéëýåé (NP-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá).

1.2 ÓõíåéóöïñÜ

Óôç äéáôñéâÞ áõôÞ äßíïõìå ìéá áíáëõôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ìå ôá ïðïßá èá áó÷ï-
ëçèïýìå. ¹ôáí äéáðéóôùìÝíï üôé õðÞñ÷å Ýíá êåíü óôçí åëëçíéêÞ âéâëéïãñáößá ðÜíù óôç óõíïëéêÞ êáé
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ïëïêëçñùìÝíç êáôáãñáöÞ, ðáñïõóßáóç êáé ìåëÝôç ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò, ôüóï óôï óýíïëï ôùí á-
ðïäåäåéãìÝíùí ãíþóåùí üóï êáé óôéò ôÜóåéò ðïõ åðéêñáôïýí óå åñåõíçôéêü åðßðåäï. Ç ðáñïýóá äéáôñéâÞ
ðñïóðáèåß íá êáëýøåé áõôü ôï êåíü, üóï åßíáé äõíáôüí. Ï áíáãíþóôçò èá áíôéëçöèåß üôé áõôÞ ç äéáôñéâÞ
ìðïñåß íá óôáèåß áöïñìÞ ãéá ðåñáéôÝñù ìåëÝôç êáé Ýñåõíá Üëëùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ðïõ ó÷åôßæïíôáé
Üìåóá ìå ôá èÝìáôá ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå, êáèþò ïé áðïäåßîåéò ðïõ ðáñïõóéÜæïõìå ìðïñïýí íá ÷ñçóé-
ìïðïéçèïýí áõôïýóéåò Þ ìå ðáñáëëáãÝò, ãéá ôçí åðßëõóç Üëëùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò. Åßíáé éäéáßôåñá
÷ñÞóéìï êáé âïëéêü íá õðÜñ÷ïõí óõãêåíôñùìÝíåò áðïäåßîåéò êáé áëãüñéèìïé ðïõ áöïñïýí áõôïý ôïõ åßäïõò
ôá ðñïâëÞìáôá, ãéáôß åßíáé ðñïâëÞìáôá ðïõ åßíáé áêüìá áíïé÷ôÜ ãéá äéÜöïñåò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí êáé
ôáëáíßæïõí ôïõò åñåõíçôÝò ãéá ðïëëÜ ÷ñüíéá.

1.3 ÄïìÞ ôçò ÄéáôñéâÞò

Ç äéáôñéâÞ ðåñéÝ÷åé 8 êåöÜëáéá: Ôï ÊåöÜëáéï 1 åßíáé ç åéóáãùãÞ ôçò äéáôñéâÞò. Ôï ÊåöÜëáéï 2 áíá-
ðôýóóåé êÜðïéåò âáóéêÝò Ýííïéåò ó÷åôéêÝò ìå ôç èåùñßá ãñáöçìÜôùí êáé ðåñéãñÜöåé áíáëõôéêÜ ôéò êëÜóåéò
ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí, äßíïíôáò ôïõò ïñéóìïýò ôïõò êáé ôçí áêñéâÞ ðåñéãñáöÞ ôïõò. Ôï ÊåöÜëáéï 3
ðáñïõóéÜæåé ïñéóìïýò ó÷åôéêïýò ìå ôçí NP-ðëçñüôçôá êáé ôá NP-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá, ìå ôá ïðïßá èá
áó÷ïëçèïýìå. Ôá ÊåöÜëáéá 4, 5, 6 êáé 7, áó÷ïëïýíôáé ìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ áñìïíéêïý áñéèìïý, ôïõ á-
÷ñùìáôéêïý áñéèìïý, ôïõ ìÝãéóôïõ óõíüëïõ êïðÞò, ôïõ ìïíïðáôéïý Hamilton, ôçò äéáìÝñéóçò ìïíïðáôéþí
êáé ôïõ êõñßáñ÷ïõ óõíüëïõ, áíôßóôïé÷á. ÔÝëïò, ôï ÊåöÜëáéï 8 êëåßíåé ôç äéáôñéâÞ, áíáêåöáëáéþíïíôáò
ìå ü,ôé ìåëåôÞóáìå êáé âãÜæïíôáò êÜðïéá ÷ñÞóéìá óõìðåñÜóìáôá. Åðßóçò, ðáñïõóéÜæåé êÜðïéá áíïé÷ôÜ
ðñïâëÞìáôá, ôá ïðïßá áðïôåëïýí áöïñìÞ ãéá ðåñáéôÝñù ìåëÝôç.
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ÊåöÜëáéï 2

Èåùñßá ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí

2.1 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò

2.2 ÊëÜóåéò TÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí

2.1 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò

ÃñÜöïò Þ ãñÜöçìá (graph) åßíáé ìéá ôïðïëïãßá Þ äïìÞ ðïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óýíïëï êïñõöþí (vertices)
Þ êüìâùí (nodes), ðïõ óõíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò ìå Ýíá óýíïëï áêìþí(edges). Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç, Ýíá
ãñÜöçìá óõìâïëßæåôáé ùò G(V,E) Þ G = (V, E) Þ áêüìá (V (G), E(G)), üðïõ V,E åßíáé ôá óýíïëá êïñõöþí
êáé áêìþí áíôßóôïé÷á. Ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí [áêìþí] ïíïìÜæåôáé ôÜîç [ìÝãåèïò] êáé óõìâïëßæåôáé ìå
n = |V | [m = |E|], áíôßóôïé÷á. Áí n = 0, ôüôå ôï ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé êåíü (empty), åíþ áí n = 1 ôüôå
ôï ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé áóÞìáíôï Þ ôåôñéììÝíï.

ÊÜèå áêìÞ ðñïóäéïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá áðü ôéò äýï êïñõöÝò ðïõ åíþíåé, ïé ïðïßåò ïíïìÜæïíôáé ôåñìá-
ôéêÜ óçìåßá (endpoints). Áí ç áêìÞ e Ý÷åé ôá u, v ùò ôåñìáôéêÜ óçìåßá, ôüôå ç e ïíïìÜæåôáé ðñïóðßðôïõóá
(incident) óôá óçìåßá áõôÜ Þ üôé åíþíåé (joins) ôá óçìåßá áõôÜ, êáé óõìâïëßæåôáé ùò (u, v) Þ ùò (v, u).
To óçìåßï (êüìâïò) u ïíïìÜæåôáé ãåéôïíéêü ôïõ v. Ìå Adj(v) óõìâïëßæåôáé ôï óýíïëï ãåéôíßáóçò ôïõ
êüìâïõ v. Ðñïöáíþò

(u, v) ∈ E ⇐⇒ v ∈ Adj(u).

Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ï êüìâïò v åßíáé ãåéôïíéêüò ôïõ êüìâïõ u êáé ï êüìâïò u åßíáé ãåéôïíéêüò ôïõ
êüìâïõ v êáé ïé êüìâïé u êáé v åßíáé ôá ôåñìáôéêÜ óçìåßá ôçò áêìÞò {u, v}. Ï áñéèìüò (ðëÞèïò) ôùí áêìþí
ðïõ ðñïóðßðôïõí óå ìéá êïñõöÞ v ∈ V ïíïìÜæåôáé âáèìüò ôçò v êáé óõìâïëßæåôáé ìå d(v). Ï ìÝãéóôïò
âáèìüò áðü üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò ïíïìÜæåôáé âáèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò êáé óõìâïëßæåôáé ìå
D(G). ÄçëáäÞ D(G) = maxv∈V (d(v)). Ìßá êïñõöÞ v ∈ V ìå d(v) = 0 Þ d(v) = 1, ïíïìÜæåôáé
áðïìïíùìÝíç (isolated) êïñõöÞ.

Óå Ýíá ãñÜöçìá G, ïíïìÜæïõìå ìïíïðÜôé (path) ìåôáîý äýï êïñõöþí u êáé v ìéá áêïëïõèßá áêìþí
(v0, v1), (v1, v2), . . . , (vk−1, vk) ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýåé:

1. u = v0, v = vk, êáé

2. ïé êïñõöÝò vi , 0 ≤ i ≤ k åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò.
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ËÝìå üôé ôï ìïíïðÜôé åíþíåé Þ óõíäÝåé ôéò êïñõöÝò v êáé u. Ïé êïñõöÝò v êáé u ïíïìÜæïíôáé Üêñá ôïõ
ìïíïðáôéïý. Ôï ìïíïðÜôé ðåñíÜåé Þ ðåñéÝ÷åé ôéò áêìÝò (vi−1, vi), 1 ≤ i ≤ k. Ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ðïõ
ðåñéÝ÷ïíôáé óå Ýíá ìïíïðÜôé ïíïìÜæåôáé ìÞêïò ôïõ ìïíïðáôéïý. ¸íá ìïíïðÜôé ðåñéãñÜöåôáé ðëÞñùò áðü
ôçí áêïëïõèßá ôùí êïñõöþí v0, v1, . . . , vk êáé óõìâïëßæåôáé ùò Pk, üðïõ k åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí
ðïõ áõôü ðåñéÝ÷åé.

¸íá ìïíïðÜôé åßíáé áðëü, åÜí êÜèå êüìâïò ôïõ ãñáöÞìáôïò åìöáíßæåôáé ôï ðïëý ìéá öïñÜ óôï ìïíï-
ðÜôé. ÅÜí óå Ýíá ìïíïðÜôé (v0, v1), (v1, v2), . . . , (vk−1, vk) éó÷ýåé v0 = vk, äçëáäÞ ôá ôåñìáôéêÜ óçìåßá ôïõ
ìïíïðáôéïý ôáõôßæïíôáé, ôüôå ôï ìïíïðÜôé ïíïìÜæåôáé êýêëïò. ÅðïìÝíùò, Ýíáò êýêëïò åßíáé Ýíá êëåéóôü
ìïíïðÜôé. Ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ôïõ êýêëïõ åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ. ¸íáò êýêëïò Ý÷åé ðÜíôá ìÞêïò ìåãá-
ëýôåñï ôïõ 2 êáé ðåñéãñÜöåôáé ðëÞñùò áðü ôçí áêïëïõèßá ôùí áêìþí (v0, v1), (v1, v2), . . . , (vk−1, v0) ðïõ
ðåñéÝ÷åé êáé óõìâïëßæåôáé ùò Ck, üðïõ k åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí ðïõ áõôüò ðåñéÝ÷åé.

EÜí ôï óýíïëï êïñõöþí V ìðïñåß íá äéáìåñéóôåß óå k áíåîÜñôçôá ìåôáîý ôïõò õðïóýíïëá V1, V2, . . . , Vk

ôÝôïéá þóôå äýï êïñõöÝò u, v íá åíþíïíôáé ìüíï åÜí âñßóêïíôáé óôï ßäéï õðïóýíïëï Vi ⊆ V , ôüôå ïé
õðïãñÜöïé G(V1), . . . , G(Vk) ïíïìÜæïíôáé óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïõ G êáé ï G k-óõíåêôéêüò.

Ðéï áíáëõôéêÜ, åÜí óå Ýíá ìïíïðÜôé ðïõ óõíäÝåé ôéò êïñõöÝò u êáé v áíôéóôñÝøïõìå ôéò áêìÝò êáôÜ ôç
óåéñÜ ðïõ áõôÝò åìöáíßæïíôáé, äçìéïõñãïýìå Ýíá ìïíïðÜôé ìåôáîý v êáé u. Áí ìéá êïñõöÞ v óõíäÝåôáé ìå
Ýíá áðëü ìïíïðÜôé ìå ìßá Üëëç êïñõöÞ w, êáé ç w óõíäÝåôáé ìå ìßá ôñßôç êïñõöÞ u ìå Ýíá áðëü ìïíïðÜôé,
ôüôå ìðïñïýìå íá óõíäÝóïõìå ôéò êïñõöÝò v êáé u, ðáñáèÝôïíôáò ôá äýï ìïíïðÜôéá êáé áðáëïßöïíôáò ôõ÷üí
êýêëïõò ðïõ äçìéïõñãïýíôáé. Åðßóçò, êÜèå êïñõöÞ óõíäÝåôáé ìå ôïí åáõôü ôçò ìå Ýíá ìïíïðÜôé ìÞêïõò
ìçäÝí. ÄçëáäÞ, ç ó÷Ýóç R ðïõ åêöñÜæåé ôç óýíäåóç ìåôáîý êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò åßíáé óõììåôñéêÞ,
ìåôáâáôéêÞ êáé áíáêëáóôéêÞ, Üñá åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò êáé ÷ùñßæåé ôï ãñÜöçìá óå êëÜóåéò éóïäõíáìßáò,
ç êÜèå ìßá áðü ôéò ïðïßåò ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò áêìÝò ðïõ õðÜñ÷ïõí óå êÜðïéï ìïíïðÜôé. ÊïñõöÝò ðïõ äåí
óõíäÝïíôáé ìå êáíÝíá ìïíïðÜôé áíÞêïõí óå äéáöïñåôéêÝò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò. ¶ñá, üëåò ïé êïñõöÝò
êáôÜ ìÞêïò åíüò ìïíïðáôéïý áíÞêïõí óôçí ßäéá êëÜóç éóïäõíáìßáò, üðùò åðßóçò êáé ôá Üêñá ìéáò áêìÞò.
Ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôçò ðáñáðÜíù ó÷Ýóçò éóïäõíáìßáò, ïíïìÜæïíôáé óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò. ¶ñá,
óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò åíüò ãñáöÞìáôïò G åßíáé ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôçò ðáñáðÜíù ó÷Ýóçò R ðïõ
åêöñÜæåé ôç óýíäåóç ìåôáîý êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò. ÅÜí Ýíá ãñÜöçìá áðïôåëåßôáé ìüíï áðü ìéá êëÜóç
éóïäõíáìßáò, ôüôå ïíïìÜæåôáé óõíåêôéêü, äçëáäÞ åßíáé óõíåêôéêü åÜí êáé ìüíï åÜí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ìåôáîý
äýï ïðïéïíäÞðïôå êïñõöþí ôïõ.

ÅÜí Ýíá ãñÜöçìá åßíáé óõíåêôéêü êáé äåí ðåñéÝ÷åé êýêëïõò, äçëáäÞ êÜèå êïñõöÞ åíþíåôáé ìå ïðïéáäÞ-
ðïôå Üëëç êïñõöÞ óôï ãñÜöçìá ìÝóù åíüò áðëïý ìïíïðáôéïý, ôüôå ôï ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé äÝíôñï.

¸óôù G = (V, E) Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Ïñßæïõìå ùò óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ôï
ãñÜöçìá Ḡ(V, Ē) ìå Ē = {(u, v) : u, v ∈ V ∧ (u, v) /∈ E}. ÄçëáäÞ ôï óõìðëÞñùìá Ḡ åíüò ãñáöÞìáôïò
G åßíáé Ýíá ãñÜöçìá ìå ôï ßäéï óýíïëï êüìâùí êáé ìå óýíïëï áêìþí ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôéò áêìÝò ðïõ äåí
õðÜñ÷ïõí óôï ãñÜöçìá G. Éóïäýíáìá, ôï ãñÜöçìá Ḡ åßíáé ôï óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G åÜí ôá G

êáé Ḡ Ý÷ïõí ôï ßäéï ðëÞèïò êïñõöþí êáé éó÷ýåé: E(G) ∩E(Ḡ) = ∅ êáé G ∪ Ḡ = K|V |, üðïõ K|V | åßíáé ôï
ðëÞñåò ãñÜöçìá |V | êüìâùí.

Óå êÜèå áêìÞ ìðïñïýìå íá áíôéóôïé÷ßóïõìå Ýíáí áñéèìü ìÝóù ìéáò áðåéêüíéóçò w : R → E. Ç
óõíÜñôçóç áõôÞ ïíïìÜæåôáé óõíÜñôçóç âÜñïõò. Ôï âÜñïò êÜèå áêìÞò e ∈ E óõìâïëßæåôáé ìå w(e). Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ, ï ãñÜöïò ïíïìÜæåôáé âåâáñçìÝíïò. Ôï âÜñïò åíüò ãñÜöïõ éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí
âáñþí ôùí áêìþí ôïõ, äçëáäÞ w(G) =

∑
e∈E w(e).

Ìå ∼= óõìâïëßæåôáé ï éóïìïñöéóìüò äýï ãñáöçìÜôùí, äçëáäÞ åÜí G1 êáé G2 åßíáé äýï éóïìïñöéêÜ
ãñáöÞìáôá, ôüôå ãñÜöïõìå G1

∼= G2. Äýï ãñáöÞìáôá G = (V, E) êáé G′ = (V ′, E′) ïíïìÜæïíôáé
éóïìïñöéêÜ, åÜí õðÜñ÷åé ìßá Ýíá ðñïò Ýíá êáé åðß áíôéóôïé÷ßá φ : V → V ′ ìå (u, v) ∈ E ⇐⇒ {φ(u), φ(v)} ∈
E′.
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¸óôù G = (V,E) Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Óå áõôü ïñßæïíôáé ôá ðáñáêÜôù:

Êëßêá (clique): ¸íá õðïóýíïëï A ⊆ V ðëçèéêüôçôáò r êüìâùí, åßíáé ìéá r-êëßêá åÜí åðÜãåé Ýíá
ðëÞñåò õðïãñÜöçìá, äçëáäÞ GA

∼= Kr. ¸íáò áðëüò êüìâïò åßíáé ìéá 1-êëßêá. Ìßá êëßêá åßíáé ìåßæïíá
(maximal), åÜí äåí õðÜñ÷åé Üëëç êëßêá óôï G ðïõ íá ðåñéÝ÷åé åî' ïëïêëÞñïõ áõôÞ ôçí êëßêá óáí õðïóýíïëï.
Ìßá êëßêá åßíáé ìÝãéóôç (maximum), åÜí äåí õðÜñ÷åé Üëëç êëßêá óå üëï ôï ãñÜöçìá G ìåãáëýôåñçò
ðëçèéêüôçôáò. Áñéèìüò êëßêáò, ω(G), åßíáé ï áñéèìüò ôùí êüìâùí óå ìéá ìÝãéóôç êëßêá åíüò ãñáöÞìáôïò
G.

ÅðéêÜëõøç ìå êëßêåò (clique cover): Ìéá åðéêÜëõøç ìå êëßêåò ìåãÝèïõò k, åßíáé ìéá äéáìÝñéóç
ôùí êüìâùí V = A1 ∪ A2 · · · ∪ Ak, Ýôóé þóôå êÜèå óýíïëï êüìâùí Ai íá åßíáé êëßêá. Áñéèìüò êëéêþí
åðéêÜëõøçò, k(G), åßíáé ôï ìÝãåèïò ôçò ìéêñüôåñçò äõíáôÞò åðéêÜëõøçò êëéêþí óôï ãñÜöçìá G, äçëáäÞ ï
åëÜ÷éóôïò áñéèìüò êëéêþí ðïõ ìðïñåß íá äéáìåñéóôåß ôï óýíïëï êüìâùí ôïõ G.

ÅõóôáèÝò óýíïëï (stable set): ¸íá åõóôáèÝò óýíïëï åßíáé Ýíá õðïóýíïëï X ôùí êüìâùí ôïõ G,
óôï ïðïßï áíÜ äýï ïé êüìâïé äåí ãåéôíéÜæïõí. Åðßóçò, ïíïìÜæåôáé êáé áíåîÜñôçôï óýíïëï(independent
set). ÅõóôáèÞò áñéèìüò, α(G), åßíáé ï áñéèìüò ôùí êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G óå Ýíá åõóôáèÝò óýíïëï
ìÝãéóôçò ðëçèéêüôçôáò.

Óùóôüò c-÷ñùìáôéóìüò (proper c-coloring): Åßíáé ìéá äéáìÝñéóç V = X1 ∪ X2 · · · ∪ Xc ôùí
êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G, Ýôóé þóôå ôï êÜèå óýíïëï êüìâùí Xi íá åßíáé åõóôáèÝò óýíïëï. Óå áõôÞ ôçí
ðåñßðôùóç, ôá ìÝëç ôïõ êÜèå óõíüëïõ Xi \÷ñùìáôßæïíôáé" ìå ôï ÷ñþìá i êáé ãåéôïíéêïß êüìâïé Ý÷ïõí
äéáöïñåôéêü ÷ñþìá. Ôï ãñÜöçìá G åßíáé ôüôå c-÷ñùìáôßóéìï (colorable). ×ñùìáôéêüò áñéèìüò, χ(G), åßíáé
ï ìéêñüôåñïò äõíáôüò áñéèìüò c, ôÝôïéïò þóôå íá õðÜñ÷åé Ýíáò óùóôüò c-÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

2.2 ÔÝëåéá ÃñáöÞìáôá

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá äßíïíôáé ïé ïñéóìïß ôùí êëÜóåùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí óôç
óõíÝ÷åéá.

2.2.1 ÊëÜóåéò TÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí

ÔÝëåéá ãñáöÞìáôá ïíïìÜæïíôáé ôá ãñáöÞìáôá åêåßíá, ôá ïðïßá Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá ãéá êÜèå åðáãüìåíï
õðïãñÜöçìá áõôþí ï ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ åðáãüìåíïõ õðïãñáöÞìáôïò íá éóïýôáé ìå ôïí áñéèìü ìÝ-
ãéóôçò êëßêáò áõôïý. Ïé ðáñáêÜôù ôñåéò óõíèÞêåò ïñßæïõí ôéò ôÝëåéåò éäéüôçôåò (perfect properties) åíüò
ôÝëåéïõ ãñáöÞìáôïò G:

(P1) ω(GA) = χ(GA), ∀A ⊆ V (G),

(P2) α(GA) = k(GA), ∀A ⊆ V (G), êáé

(P3) ω(GA) · α(GA) ≥ |A|, ∀A ⊆ V (G).

Èåþñçìá 2.1 (The Perfect Graph Theorem). Ãéá Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G, ïé ôÝëåéåò
éäéüôçôåò (P1), (P2) êáé (P3) åßíáé éóïäýíáìåò.

Ðüñéóìá 2.1. ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G åßíáé ôÝëåéï, åÜí êáé ìüíï åÜí ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ Ḡ

åßíáé ôÝëåéï.

Ç Éó÷õñÞ Åéêáóßá ôùí ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí (Strong Perfect Graph Conjecture) äßíåé ôïí ÷áñáêôçñéóìü
ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ìðïñåß íá äéáôõðùèåß ìå ôïõò áêüëïõèïõò ôñüðïõò:
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SPGC1: ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá åßíáé ôÝëåéï åÜí êáé ìüíï åÜí äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíá åðáãüìåíï
õðïãñÜöçìá éóïìïñöéêü ôùí ãñáöçìÜôùí C2k+1 êáé C̄2k+1, äçëáäÞ ôùí êýêëùí ðåñéôôïý ìÞêïõò êáé ôùí
óõìðëçñùìÜôùí ôïõò, ãéá k ≥ 2.

SPGC2: ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G åßíáé ôÝëåéï åÜí êáé ìüíï åÜí óôï G êáé óôï óõìðëÞñùìá
áõôïý, Ḡ, êÜèå êýêëïò ðåñéôôïý ìÞêïõò ≥ 5 Ý÷åé ÷ïñäÞ.

SPGC3: Ôá ìïíáäéêÜ p-critical ãñáöÞìáôá ðïõ õðÜñ÷ïõí åßíáé ôá C2k+1 êáé C̄2k+1 ãéá k ≥ 2.

SPGC4: Äåí õðÜñ÷åé p-critical ãñÜöçìá ìå α > 2 êáé ω > 2.

SPGC5: ÅÜí Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé p-critical ìå α(G) = α êáé ω(G) = ω, ôüôå ôï G ðåñéÝ÷åé åðáãüìåíï
õðïãñÜöçìá éóïìïñöéêü ìå ôï Cω−1

αω+1.

Ôá ãñáöÞìáôá C2k+1 êáé C̄2k+1 ãéá k ≥ 2 áíáöÝñïíôáé óõíÞèùò ùò ðåñéôôÝò ïðÝò (odd hole) êáé
ùò ðåñéôôÝò áíôéïðÝò (odd antihole) áíôßóôïé÷á. Åðßóçò Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G ïíïìÜæåôáé
p-critical åÜí äåí åßíáé ôÝëåéï áëëÜ êÜèå êáôÜëëçëï åðáãüìåíï õðïãñÜöçìÜ ôïõ åßíáé ôÝëåéï. ÔÝôïéá
ãñáöÞìáôá éêáíïðïéïýí ôéò ó÷Ýóåéò

∀x ∈ V (G) : α(G− x) = k(G− x) ∧ ω(G− x) = χ(G− x)

üðïõ G− x åßíáé ôï ãñÜöçìá áöïý äéáãñÜøïõìå ôïí êüìâï x.

Ïé Chv�atal êáé Sbihi ðñüôåéíáí íá ïíïìÜæåôáé Ýíá ãñÜöçìá ùò Berge ãñÜöçìá åÜí äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá
ðåñéôôÞ ïðÞ Þ ðåñéôôÞ áíôéïðÞ. ¸ôóé ç Éó÷õñÞ Åéêáóßá ôùí ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí åðéâåâáéþíåé üôé Ýíá
ãñÜöçìá åßíáé ôÝëåéï åÜí êáé ìüíï åÜí åßíáé Berge ãñÜöçìá. Ôï 2002 ïé Chudnovsky êáé Sheymour
áíáêïßíùóáí óå ìéá åêôåíÝóôáôç åñãáóßá 176 óåëßäùí üôé óå óõíåñãáóßá ìå ðñïçãïýìåíç Ýñåõíá ôùí
Robertson, Thomas êáé Kri�stina Vu�skovi�c ïëïêëÞñùóáí ôçí áðüäåéîç ôçò Éó÷õñÞò Åéêáóßáò ôùí ÔÝëåéùí
ÃñáöçìÜôùí ìåôáôñÝðïíôÜò ôçí Ýôóé óå Éó÷õñü Èåþñçìá ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí (Strong Perfect Graph
Theorem) [19, 20].

2.2.2 ÌåôáâáôéêÜ ÃñáöÞìáôá (Comparability Graphs)

¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G = (V, E) åßíáé ìåôáâáôéêü (comparability) ãñÜöçìá, åÜí õðÜñ÷åé ìéá
êáôåýèõíóç (orientation) ôùí áêìþí, (V, F ), ç ïðïßá íá éêáíïðïéåß ôéò åîÞò óõíèÞêåò:

(i) F ∩ F−1 = ∅

(ii) F ∪ F−1 = E

(iii) F 2 ⊆ F

üðïõ F 2 = {ac| ab, bc ∈ F, b ∈ V }. Ç ðñþôç óõíèÞêç ëÝåé üôé êÜèå áêìÞ Ý÷åé áêñéâþò ìéá êáôåýèõíóç,
åíþ ç äåýôåñç üôé êÜèå áêìÞ ðñÝðåé íá Ý÷åé ìéá êáôåýèõíóç. Ç ó÷Ýóç F åßíáé ìéá áõóôçñÞ ìåñéêÞ äéÜôáîç
ôïõ óõíüëïõ êüìâùí V , ôçò ïðïßáò ç comparability ó÷Ýóç åßíáé áêñéâþò ôï óýíïëï áêìþí E. Ç ó÷Ýóç
F ìåñéêÝò öïñÝò áíáöÝñåôáé êáé ùò ìåôáâáôéêÞ êáôåýèõíóç (transitive orientation) ôïõ G (Þ ôïõ óõíüëïõ
E). Ôá ìåôáâáôéêÜ (comparability) ãñáöÞìáôá, åðßóçò ïíïìÜæïíôáé êáé ùò ìåôáâáôéêþò êáôåõèõíüìåíá
ãñáöÞìáôá (transitively orientable) Þ ìåñéêþò äéáôÜîéìá (partially orderable). ÄéáéóèçôéêÜ, ôá ìåôáâáôéêÜ
(comparability) ãñáöÞìáôá åßíáé ôá ãñáöÞìáôá, üðïõ ìðïñïýìå íá áíáèÝóïõìå êáôåýèõíóç óôéò áêìÝò
áõôþí, Ýôóé þóôå åÜí õðÜñ÷åé áêìÞ áðü ôïí êüìâï a óôïí êüìâï b ìå êáôåýèõíóç (ab) êáé áêìÞ áðü ôïí
b óôïí c ìå êáôåýèõíóç (bc), ôüôå õðÜñ÷åé áêìÞ áðü ôïí êüìâï a óôïí êüìâï c ìå êáôåýèõíóç (ac).
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2.2.3 ÔñéãùíéêÜ ÃñáöÞìáôá (Chordal or Triangulated Graphs)

¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G ïíïìÜæåôáé ôñéãùíéêü (chordal), åÜí êÜèå êýêëïò ìÞêïõò áõóôçñÜ
ìåãáëýôåñïò ôïõ 3, ðåñéÝ÷åé ìéá ÷ïñäÞ, äçëáäÞ ìßá áêìÞ ðïõ åíþíåé äýï ìç óõíå÷üìåíïõò êüìâïõò óôïí
êýêëï. Éóïäýíáìá, ôï ãñÜöçìá G åßíáé ôñéãùíéêü (chordal), áí äåí ðåñéÝ÷åé åðáãüìåíá õðïãñáöÞìáôá
éóïìïñöéêÜ ôùí êýêëùí Cn ãéá n ≥ 4.

¸íáò êüìâïò x ∈ V (G) ïíïìÜæåôáé simplicial, åÜí ôï óýíïëï ãåéôíßáóÞò ôïõ Adj(x) åðÜãåé Ýíá ðëÞñåò
õðïãñÜöçìá, äçëáäÞ ôï óýíïëï Adj(x) åßíáé êëßêá (ü÷é áðáñáßôçôá ìåßæïíá). Ï Dirac [28] êáé áíåîÜñôçôá
ïé Lekkerkerker, Boland [46], áðÝäåéîáí üôé Ýíá ôñéãùíéêü (chordal) ãñÜöçìá Ý÷åé ðÜíôá Ýíáí simplicial
êüìâï.

¸óôù G = (V, E) Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá êáé Ýóôù σ = [v1, v2, . . . , vn] ìßá äéÜôáîç ôùí
êüìâùí ôïõ G. ËÝìå üôé ç äéÜôáîç σ åßíáé Ýíá ôÝëåéï ó÷Þìá áðáëïéöÞò (Þ ôÝëåéï ó÷Þìá), åÜí êÜèå vi åßíáé
simplicial êüìâïò óôï åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá G{vi,...,vn}. Ìå Üëëá ëüãéá, ôï êÜèå óýíïëï

Xi = {vj ∈ Adj(vi)| j > i}

åßíáé ðëÞñåò (êëßêá).

¸íá õðïóýíïëï S ⊂ V åíüò ãñáöÞìáôïò åßíáé Ýíáò äéá÷ùñéóôÞò êüìâùí (vertex seperator) ãéá ìç
ãåéôïíéêïýò êüìâïõò a êáé b (Þ áëëéþò Ýíáò a − b separator), åÜí ç áöáßñåóç ôïõ óõíüëïõ S áðü ôï
ãñÜöçìá ÷ùñßæåé ôïõò êüìâïõò a êáé b óå äéáöïñåôéêÝò óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò. ÅÜí êáíÝíá õðïóýíïëï
ôïõ óõíüëïõ S äåí äéá÷ùñßæåé ôïõò êüìâïõò a êáé b, äçëáäÞ åÜí êáíÝíá õðïóýíïëï ôïõ S äåí åßíáé a− b

seperator, ôüôå ôï S èá áíáöÝñåôáé ùò åëëÜóóùí äéá÷ùñéóôÞò êüìâùí (minimal vertex seperator).

ÐáñáêÜôù äßíåôáé Ýíá èåþñçìá ðïõ ÷áñáêôçñßæåé ôá ôñéãùíéêÜ (chordal) ãñáöÞìáôá êáé ïöåßëåôáé
óôïõò Fulkerson êáé Gross [37].

Èåþñçìá 2.2. ¸óôù G Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Ïé áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò åßíáé éóïäýíáìåò:

(α) Ôï ãñÜöçìá G åßíáé ôñéãùíéêü (chordal).

(β) Ôï ãñÜöçìá G Ý÷åé ôÝëåéï ó÷Þìá áðáëïéöÞò (ü÷é áðáñáßôçôá ìïíáäéêü). ÅðéðëÝïí, êÜèå simplicial
êüìâïò ìðïñåß íá åßíáé áñ÷éêüò óôï ôÝëåéï ó÷Þìá.

(γ) ÊÜèå åëëÜóóùí äéá÷ùñéóôÞò êüìâùí (minimal vertex seperator) åðÜãåé Ýíá ðëÞñåò õðïãñÜöçìá ôïõ
G.

2.2.4 ÌåôáèåôéêÜ ÃñáöÞìáôá (Permutation Graphs)

¸óôù π ìéá ìåôÜèåóç ôùí áñéèìþí 1, 2, . . . , n. Ìå π−1
i óõìâïëßæåôáé ç èÝóç óôçí áêïëïõèßá, óôçí ïðïßá

ìðïñåß íá âñåèåß ï áñéèìüò i. Áðü ôç ìåôÜèåóç π ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá
G[π], ìå ôïí áêüëïõèï ôñüðï: ôï ãñÜöçìá G[π] Ý÷åé êüìâïõò áñéèìçìÝíïõò ìå ôïõò áñéèìïýò ôçò ìåôÜèåóçò
(1, 2, . . . , n). Äýï êüìâïé åíþíïíôáé ìå áêìÞ, üðùò öáßíåôáé êáé óôï Ó÷Þìá 2.1, åÜí ï ìåãáëýôåñïò áðü
ôïõò äýï áñéèìïýò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïõò åêÜóôïôå êüìâïõò âñßóêåôáé óôá áñéóôåñÜ ôïõ ìéêñüôåñïõ áñéèìïý
óôç ìåôÜèåóç π (äçëáäÞ åìöáíßæïíôáé åêôüò óåéñÜò, êáèþò ç ìåôÜèåóç äéáâÜæåôáé áðü áñéóôåñÜ ðñïò ôá
äåîéÜ). Ðéï óõãêåêñéìÝíá, åÜí π åßíáé ìéá ìåôÜèåóç ôùí áñéèìþí 1, 2, . . . , n, ôüôå ôï ãñÜöçìá G[π] = (V,E)
ïñßæåôáé ùò åîÞò:

V = {1, 2, . . . , n}
êáé

{i, j} ∈ E ⇔ (i− j)(π−1
i − π−1

j ) < 0
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π = [4, 3, 6, 1, 5, 2]

Ó÷Þìá 2.1: Ôï ÃñÜöçìá G ðïõ Áíôéóôïé÷åß óôç ÌåôÜèåóç π = [4, 3, 6, 1, 5, 2]

¸íá ãñÜöçìá G èá áíáöÝñåôáé ùò ìåôáèåôéêü (permutation) ãñÜöçìá, åÜí õðÜñ÷åé ìéá ìåôÜèåóç π

ôÝôïéá þóôå G ∼= G[π].

ÅÜí áíôéóôñáöåß ç áêïëïõèßá ôùí áñéèìþí ôçò ìåôÜèåóçò π, êÜèå æåýãïò áñéèìþí óôç óùóôÞ óåéñÜ óôçí
π, óôçí áíôåóôñáììÝíç ìåôÜèåóç èá åìöáíßæåôáé ìå áíÜðïäç óåéñÜ êáé ôï áíôßóôñïöï, äçëáäÞ êÜèå æåýãïò
óå ëÜèïò óåéñÜ óôçí áñ÷éêÞ ìåôÜèåóç, èá åìöáíßæåôáé óôç óùóôÞ óåéñÜ óôçí áíôåóôñáììÝíç ìåôÜèåóç.
¸ôóé, ôï ìåôáèåôéêü (permutation) ãñÜöçìá ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé ìå áõôüí ôïí ôñüðï åßíáé ôï óõìðëÞñùìá
ôïõ G[π]. Ìå Üëëá ëüãéá, åÜí πρ åßíáé ç ìåôÜèåóç ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé áíôéóôñÝöïíôáò ôç ìåôÜèåóç π,
ôüôå

G[πρ] ∼= G[π]

äçëáäÞ, åðéðëÝïí, ôï óõìðëÞñùìá åíüò ìåôáèåôéêïý (permutation) ãñáöÞìáôïò, åßíáé åðßóçò ìåôáèå-
ôéêü ãñÜöçìá. Ç ó÷Ýóç ôùí ìåôáèåôéêþí (permutation) ãñáöçìÜôùí ìå ôá ìåôáâáôéêÜ (comparability)
ãñáöÞìáôá, öáßíåôáé óôï åðüìåíï èåþñçìá:

Èåþñçìá 2.3. ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G åßíáé ìåôáèåôéêü (permutation) ãñÜöçìá, åÜí êáé ìüíï
åÜí ôï G êáé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ, G, åßíáé ìåôáâáôéêÜ (comparability) ãñáöÞìáôá.

2.2.5 ÄéìåñÞ ÃñáöÞìáôá (Bipartite Graphs)

¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G = (V, E) åßíáé äéìåñÝò (bipartite), åÜí ïé êüìâïé ôïõ ìðïñïýí íá
äéáìåñéóôïýí óå äýï áíåîÜñôçôá ìç êåíÜ åõóôáèÞ óýíïëá, V = S1 ∪ S2, äçëáäÞ ç êÜèå áêìÞ Ý÷åé ôï Ýíá
ôåñìáôéêü ôçò óçìåßï óôï óýíïëï S1 êáé ôï Üëëï ôåñìáôéêü óçìåßï óôï óýíïëï S2. Éóïäýíáìá, ôï ãñÜöçìá
G åßíáé äéìåñÝò (bipartite), åÜí êáé ìüíï åÜí åßíáé 2-÷ñùìáôßóéìï, äçëáäÞ 2 ÷ñþìáôá åðáñêïýí þóôå íá
÷ñùìáôéóôåß êáôÜëëçëá. Ôï êÜèå ÷ñþìá èá áíôéóôïé÷åß ðñïöáíþò óôï êÜèå Ýíá óýíïëï S. Åßíáé óýíçèåò
íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï óõìâïëéóìüò G = (S1, S2, E) ãéá ôá äéìåñÞ (bipartite) ãñáöÞìáôá, óõìâïëéóìüò ï
ïðïßïò äßíåé Ýìöáóç óôç äéáìÝñéóç. Ïé êüìâïé x ∈ Si êáé y ∈ Sj åßíáé óôï ßäéï óýíïëï áíí i = j. ¸íá
äéìåñÝò (bipartite) ãñÜöçìá åßíáé ðëÞñåò, åÜí ãéá êÜèå x ∈ Si êáé y ∈ Sj , õðÜñ÷åé ç áêìÞ (x, y). Áí
èåùñÞóïõìå üôé |Si| = n êáé |Sj | = m, ôüôå ôï ðëÞñåò äéìåñÝò (bipartite) ãñÜöçìá óõìâïëßæåôáé ùò Kn,m.
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S1 S2

Ó÷Þìá 2.2: ÄéìåñÝò (Bipartite) ÃñÜöçìá

2.2.6 Äéá÷ùñßóéìá ÃñáöÞìáôá (Split Graphs)

¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G = (V, E) ïñßæåôáé ùò äéá÷ùñßóéìï (split) ãñÜöçìá, åÜí õðÜñ÷åé ìéá
äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ ôùí êüìâùí V = S + K óå Ýíá åõóôáèÝò (áíåîÜñôçôï) óýíïëï S êáé óå Ýíá
ðëÞñåò óýíïëï (êëßêá) K. Äåí õðÜñ÷åé ðåñéïñéóìüò óôïí áñéèìü ôùí áêìþí áíÜìåóá óôá äýï óýíïëá
S êáé K. ÃåíéêÜ, ç äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ ôùí êüìâùí åíüò äéá÷ùñßóéìïõ (split) ãñáöÞìáôïò äåí åßíáé
ìïíáäéêÞ. Ïýôå ôï óýíïëï S åßíáé áíáãêáßï íá åßíáé Ýíá ìÝãéóôï åõóôáèÝò óýíïëï, ïýôå ôï ðëÞñåò óýíïëï
K áðáéôåßôáé íá åßíáé ìÝãéóôç (Þ ìåßæïíá) êëßêá. Ôï Ó÷Þìá 2.3 äåß÷íåé Ýíá äéá÷ùñßóéìï (split) ãñÜöçìá.

Èåþñçìá 2.4. ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G = (V, E) åßíáé äéá÷ùñßóéìï (split) ãñÜöçìá, åÜí êáé
ìüíï åÜí ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ, Ḡ, åßíáé äéá÷ùñßóéìï (split) ãñÜöçìá.

Ôï áðïôÝëåóìá áõôü åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôïõ ãåãïíüôïò üôé Ýíá åõóôáèÝò óýíïëï óå Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé
Ýíá ðëÞñåò óýíïëï óôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ, Ḡ, åíþ Ýíá ðëÞñåò óýíïëï óå Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá åõóôáèÝò
óýíïëï óôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ, Ḡ.

Ôï åðüìåíï èåþñçìá ïöåßëåôáé óôïõò F�oldes êáé Hammer [36].

Èåþñçìá 2.5. ¸óôù G = (V, E) Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Ïé åðüìåíåò éäéüôçôåò åßíáé éóïäýíá-
ìåò:

(i) Ôï G åßíáé Ýíá äéá÷ùñßóéìï (split) ãñÜöçìá.

(ii) Ôï G êáé ôï Ḡ åßíáé ôñéãùíéêÜ (chordal) ãñáöÞìáôá.

(iii) Ôï ãñÜöçìá G äåí ðåñéÝ÷åé åðáãüìåíá õðïãñáöÞìáôá éóïìïñöéêÜ ìå ôá 2K2, C4 Þ C5.

Ç ó÷Ýóç ôùí äéá÷ùñßóéìùí (split) ãñáöçìÜôùí ìå ôá ìåôáâáôéêÜ (comparability) ãñáöÞìáôá, öáßíåôáé
óôï åðüìåíï èåþñçìá:

Èåþñçìá 2.6. ÅÜí Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá äéá÷ùñßóéìï (split) ãñÜöçìá, ôüôå ôï G åßíáé êáé ìåôáâáôéêü
(comparability) ãñÜöçìá, åÜí êáé ìüíï åÜí ôï G äåí ðåñéÝ÷åé åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá éóïìïñöéêü ôùí
H1, H2 Þ H3 (Ó÷Þìá 2.4).
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S K

Ó÷Þìá 2.3: Äéá÷ùñßóéìï (Split) ÃñÜöçìá.

H1 H2 H3

Ó÷Þìá 2.4: ÁðáãïñåõìÝíá ÕðïãñáöÞìáôá ãéá Äéá÷ùñßóéìá (Split)-ÌåôáâáôéêÜ (Comparability) ÃñáöÞ-
ìáôá.

2.2.7 ÃñáöÞìáôá ÄéáóôçìÜôùí (Interval Graphs)

Ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval graphs), åßíáé ôá ãñáöÞìáôá åêåßíá ôùí ïðïßùí ïé êüìâïé ìðïñïýí
íá ôïðïèåôçèïýí óå ìßá-ðñïò-ìßá áíôéóôïé÷ßá ìå Ýíá óýíïëï äéáóôçìÜôùí óôçí ãñáììÞ ôùí ðñáãìáôéêþí
áñéèìþí (Þ ãåíéêÜ åíüò ãñáììéêÜ äéáôÜîéìïõ óõíüëïõ), ìå ìßá áêìÞ íá åíþíåé äýï êüìâïõò, åÜí ôá
áíôßóôïé÷á äéáóôÞìáôá ôÝìíïíôáé. Ôï Ó÷Þìá 2.5 äåß÷íåé Ýíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval). Åðßóçò,
ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval) áðïôåëïýíôáé áðü åêåßíá ôá ôñéãùíéêÜ (chordal) ãñáöÞìáôá, ôùí
ïðïßùí ôï óõìðëÞñùìá åßíáé ìåôáâáôéêü (comparability) ãñÜöçìá.
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Ó÷Þìá 2.5: ¸íá ÃñÜöçìá ÄéáóôçìÜôùí (Interval Graph).

2.2.8 ÓõìðëçñùìáôéêÜ Ðáñáãüìåíá ÃñáöÞìáôá (Cographs)

Ç êëÜóç ôùí óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíùí ãñáöçìÜôùí (cographs Þ complement reducible graphs) ï-
ñßóôçêå áðü ôïí H.Lerchs [47] êáé ìåëåôÞèçêå äéåîïäéêÜ áðü ôïõò Corneil, Lerchs êáé Burlingham [24].
¸íá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá (cograph) ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò:

(α) ¸íá ãñÜöçìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýíáí áðëü êüìâï åßíáé Ýíá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá
(cograph).

(β) ÅÜí G1, G2, . . . , Gk åßíáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá ãñáöÞìáôá (cographs), ôüôå êáé ç ÝíùóÞ
ôïõò, G1 ∪G2 ∪ · · · ∪Gk åßíáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá (cograph).

(γ) ÅÜí G åßíáé Ýíá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá (cograph), ôüôå êáé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ, G,
åßíáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá (cograph).

Ôá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá ãñáöÞìáôá (cographs) åßíáé ç êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ êáôáóêåõÜæå-
ôáé áðü Ýíáí áñ÷éêü êüìâï õðü ôçí êëåéóôüôçôá ôùí ðñÜîåùí ôçò Ýíùóçò êáé ôïõ óõìðëçñþìáôïò. Åðßóçò,
åðéäÝ÷ïíôáé ìéá ìïíáäéêÞ ùò ðñïò ôïí éóïìïñöéóìü äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç, ðïõ ïíïìÜæåôáé cotree. Áêü-
ìç, åßíáé õðïêëÜóç ôùí ìåôáèåôéêþí (permutation) ãñáöçìÜôùí, êáé åðßóçò ìðïñïýí íá ïñéóôïýí ùò ôá
ãñáöÞìáôá åêåßíá ðïõ äåí Ý÷ïõí åðáãüìåíï P4, äçëáäÞ Ü÷ïñäï ìïíïðÜôé ìÞêïõò 4.

Ïé ðáñáðÜíù ðñÜîåéò êáôáóêåõÞò åíüò óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíïõ ãñáöÞìáôïò (cograph), ïñßæïõí
ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ãéá êÜèå äéáöïñåôéêü óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá (co-
graph), ç ïðïßá ïíïìÜæåôáé cotree, êáé óõìâïëßæåôáé Tco(G), üðùò äåß÷íåé êáé ôï Ó÷Þìá 2.6 . Ôï Tco(G)
åíüò óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíïõ ãñáöÞìáôïò (cograph) G, åßíáé Ýíá ñéæïìÝíï äÝíôñï ôÝôïéï þóôå:

(α) ÊÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò, åêôüò ôçò ñßæáò, Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí äýï ðáéäéÜ.

(β) Ïé åóùôåñéêïß êüìâïé Ý÷ïõí åðéãñáöÝò åßôå 0 (0-êüìâïé), åßôå 1 (1-êüìâïé). Ôá ðáéäéÜ ðïõ åßíáé
åóùôåñéêïß êüìâïé åíüò 1-êüìâïõ (0-êüìâïõ) áíôßóôïé÷á, åßíáé 0-êüìâïé (1-êüìâïé) áíôßóôïé÷á, äç-
ëáäÞ ïé 0-êüìâïé êáé ïé 1-êüìâïé åíáëëÜóóïíôáé ìåôáîý ôïõò óå êÜèå ìïíïðÜôé áðü ôç ñßæá ìÝ÷ñé
ïðïéïíäÞðïôå êüìâï ôïõ cotree.

(γ) Ôá öýëëá ôïõ cotree Ý÷ïõí ìßá-ðñïò-ìßá áíôéóôïé÷ßá ìå ôïõò êüìâïõò ôïõ óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãü-
ìåíïõ ãñáöÞìáôïò (cograph) G êáé äýï êüìâïé u, v åíþíïíôáé ìå áêìÞ óôï G, åÜí êáé ìüíï åÜí ï
åëÜ÷éóôïò êïéíüò ðñïêÜôï÷ïò ôùí öýëëùí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò êüìâïõò u, v åßíáé Ýíáò 1-êüìâïò.

Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò áðáéôåß ç ñßæá íá åßíáé 1-êüìâïò, åêôüò áí ôï ãñÜöçìá G åßíáé ìç óõíåêôéêü.
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Ó÷Þìá 2.6: ¸íá ÓõìðëçñùìáôéêÜ Ðáñáãüìåíï ÃñÜöçìá (Cograph) 7 Êüìâùí êáé ôï Áíôßóôïé÷ï Cotree.

2.2.9 Ó÷Ýóåéò êëÜóåùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí

ÐïëëÝò áðü ôéò ðáñáðÜíù êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðåñéêëåßïíôáé áðü Þ ðåñéêëåßïõí êÜðïéåò Üëëåò.
Ìðïñïýìå íá áíáðáñáóôÞóïõìå áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò åãêëåéóìïý ìå ôï äéÜãñáììá ôïõ Ó÷Þìáôïò 2.7. Áõôü èá
åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìï óôç óõíÝ÷åéá ãéá ôï õðü ìåëÝôç èÝìá, êáèþò ç ãíþóç üôé Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá
åßíáé NP-ðëÞñç ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç êëÜóç, áõôüìáôá ìáò äßíåé ôçí NP-ðëçñüôçôá ãéá üëåò ôéò êëÜóåéò
ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ïé ïðïßåò åßíáé õðåñêëÜóåéò ôçò óõãêåêñéìÝíçò êëÜóçò.

Bipartite Split IntervalPermutation

Cograph

Comparability Chordal

Perfect

+ ~

/ w

?

/ w

Ó÷Þìá 2.7: Ó÷Ýóåéò Åãêëåéóìïý ôùí ÊëÜóåùí ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí.
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ÊåöÜëáéï 3

NP-Ðëçñüôçôá

3.1 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò

3.2 NP-ÐëÞñç ÐñïâëÞìáôá

3.1 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå êÜðïéåò Ýííïéåò, ïé ïðïßåò ó÷åôßæïíôáé ìå ôçí NP-ðëçñüôçôá. Óõ-
ãêåêñéìÝíá, èá äþóïõìå êÜðïéïõò âáóéêïýò ïñéóìïýò ó÷åôéêÜ ìå ôçí NP-ðëçñüôçôá, êáèþò êáé ôïõò
ïñéóìïýò ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò, ìå ôá ïðïßá èá áó÷ïëçèïýìå óôá åðüìåíá êåöÜëáéá.

ÕðÜñ÷ïõí äýï èÝìáôá ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí: ç õðïëïãéóéìüôçôá (computability) êáé ç õðïëïãé-
óôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá (computational complexity). Ç õðïëïãéóéìüôçôá áðåõèýíåôáé êõñßùò óå åñùôÞóåéò
ó÷åôéêÝò ìå ôçí ýðáñîç: ÕðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ï ïðïßïò åðéëýåé ôï ðñüâëçìá Ð; Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß
ìáèçìáôéêÜ üôé ïé õðïëïãéóôÝò äåí ìðïñïýí íá êÜíïõí ôá ðÜíôá. ×áñáêôçñéóôéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé ôï
ðñüâëçìá ôïõ óôáìáôÞìáôïò (halting problem), ôï ïðïßï ðáñáìÝíåé Üëõôï. Ìå áðëÜ ëüãéá åßíáé áäýíáôïí
ãéá Ýíáí êáèçãçôÞ íá ãñÜøåé Ýíá ðñüãñáììá ãéá õðïëïãéóôÞ, ôï ïðïßï èá äÝ÷åôáé óáí åßóïäï ôïí êþäéêá
êÜðïéïõ öïéôçôÞ êáé èá åðéóôñÝöåé åßôå ôçí áðÜíôçóç \íáé, áõôü ôï ðñüãñáììá ôïõ öïéôçôÞ èá óôáìáôÞóåé
óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï", åßôå ôçí áðÜíôçóç \ü÷é, áõôü ôï ðñüãñáììá ôïõ öïéôçôÞ èá ôñÝ÷åé ãéá ðÜíôá".
Ç áðüäåéîç üôé Ýíá ðñüâëçìá åßíáé õðïëïãßóéìï óõíÞèùò, áëëÜ ü÷é ðÜíôá, ó÷åôßæåôáé ìå ôçí ðáñïõóßáóç
åíüò áëãïñßèìïõ, ï ïðïßïò èá ôåñìáôßæåé ìå ìéá óùóôÞ áðÜíôçóç ãéá êÜèå åßóïäï. Ç ðïóüôçôá ôùí ðçãþí
(÷ñüíïõ êáé ÷þñïõ) ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôïí õðïëïãéóìü, áí êáé ðåðåñáóìÝíç, åßíáé áðåñéüñéóôç. Óõ-
íåðþò, ç õðïëïãéóéìüôçôá ìáò äßíåé íá êáôáëÜâïõìå ôéò éêáíüôçôåò êáé ôïõò ðåñéïñéóìïýò ôùí ìç÷áíþí
ðïõ ï Üíèñùðïò ìðïñåß íá êáôáóêåõÜóåé, ÷ùñßò üìùò íá ëáìâÜíåé õðüøéí ðåñéïñéóìïýò óå ðçãÝò.

Óå áíôßèåóç ìå ôçí õðïëïãéóéìüôçôá, ç õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ó÷åôßæåôáé ìå ôá ðïóïôéêÜ èÝìáôá
ôçò åðßëõóçò åíüò ðñïâëÞìáôïò. Ó÷åôßæåôáé ìå ü,ôé ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß óå ðñáêôéêÞ Þ ëïãéêÞ ðïóüôçôá
÷ñüíïõ êáé ÷þñïõ, õðïëïãßæïíôáò ôéò áðáéôÞóåéò óå ðçãÝò åð' áêñéâþò Þ õðïëïãßæïíôáò Üíù êáé êÜôù
üñéá. Ç ðïëõðëïêüôçôá êáèïñßæåôáé áðü ôñßá åðßðåäá: ôï ðñüâëçìá, ôïí áëãüñéèìï êáé ôçí õëïðïßçóç.
ÖõóéêÜ, èÝëïõìå ôïí êáëýôåñï áëãüñéèìï ðïõ íá åðéëýåé ôï ðñüâëçìÜ ìáò êáé ôçí êáëýôåñç õëïðïßçóç
ôïõ áëãïñßèìïõ áõôïý.
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¸íá ðñüâëçìá áðïôåëåßôáé áðü ìéá åñþôçóç ç ïðïßá ðñÝðåé íá áðáíôçèåß, áðü ìéá áðáßôçóç ç ïðïßá
ðñÝðåé íá åêðëçñùèåß, Þ áðü ìéá êáëýôåñç äõíáôÞ êáôÜóôáóç Þ äïìÞ ðïõ ðñÝðåé íá âñåèåß, êáé ç ïðïßá
ïíïìÜæåôáé ëýóç, óõíÞèùò óå ó÷Ýóç ìå ìåñéêÝò ðáñáìÝôñïõò Þ ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ, ïé ïðïßåò ðåñéãñÜöïíôáé
áëëÜ ïé ôéìÝò ôïõò ðáñáìÝíïõí áêáèüñéóôåò. ¸íá ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáé áõôü ðïõ áðáéôåß ìéá áðëÞ
\íáé" Þ \ü÷é" áðÜíôçóç. ¸íá óôéãìéüôõðï åíüò ðñïâëÞìáôïò Ð åßíáé ï êáèïñéóìüò óõãêåêñéìÝíùí ôéìþí
ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ¸íáò áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá Ð åßíáé ìéá âÞìá-ðñïò-âÞìá
äéáäéêáóßá, ç ïðïßá üôáí åöáñìüæåôáé óå ïðïéïäÞðïôå óôéãìéüôõðï ôïõ Ð ðáñÜãåé ìéá ëýóç.

ÓõíÞèùò ìðïñïýìå íá îáíáãñÜøïõìå Ýíá ðñüâëçìá âåëôéóôïðïßçóçò óáí Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò, ôï
ïðïßï óôçí áñ÷Þ öáßíåôáé íá ëýíåôáé ðéï åýêïëá áðü ôï áñ÷éêü, áëëÜ êáôáëÞãåé íá åßíáé ôï ßäéï äýóêïëï.
Áêïëïõèïýí äýï åêäï÷Ýò ãéá ôï ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý åíüò ãñáöÞìáôïò.

×ÑÙÌÁÔÉÓÌÏÓ ÃÑÁÖÇÌÁÔÏÓ (GRAPH COLORING (optimization version))

Óôéãìéüôõðï: ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G.
Åñþôçóç: Ðïéï åßíáé ôï ìéêñüôåñï ðëÞèïò ÷ñùìÜôùí ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá Ýíáí êáôÜëëçëï ÷ñùìáôéóìü
ôïõ ãñáöÞìáôïò G?

×ÑÙÌÁÔÉÓÌÏÓ ÃÑÁÖÇÌÁÔÏÓ (GRAPH COLORING (decision version))

Óôéãìéüôõðï: ¸íá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G êáé Ýíáò áêÝñáéïò k > 0.
Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé Ýíáò êáôÜëëçëïò k ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G?

Ç åêäï÷Þ ôçò âåëôéóôïðïßçóçò ìðïñåß íá ëõèåß åöáñìüæïíôáò n öïñÝò Ýíáí áëãüñéèìï ãéá ôçí åêäï÷Þ
ôçò áðüöáóçò ãéá Ýíá ãñÜöçìá ìå n êüìâïõò. ÅÜí ôá n ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò åðéëýïíôáé äéáäï÷éêÜ, ôüôå
ï ÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ãéá íá ëõèåß ç åêäï÷Þ ôçò âåëôéóôïðïßçóçò åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü ôïí ÷ñüíï ôçò
åêäï÷Þò ôçò áðüöáóçò, ôï ðïëý êáôÜ Ýíáí ðáñÜãïíôá ôïõ n. Ðáñ' üëá áõôÜ, åÜí ìðïñïýí íá åðéëõèïýí
ôáõôü÷ñïíá (ðáñÜëëçëá), ôüôå ï ÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé êáé ãéá ôéò äýï åêäï÷Ýò åßíáé ï ßäéïò.

Óõíçèßæåôáé íá åêöñÜæåôáé ç ðïëõðëïêüôçôá óáí ìéá óõíÜñôçóç ôïõ ìåãÝèïõò ôçò åéóüäïõ. ¸íáò
áëãüñéèìïò Á ãéá êÜðïéï ðñüâëçìá Ð ôñÝ÷åé óå ÷ñüíï O(f(m)) , åÜí ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ c > 0 õðÜñ÷åé
ìéá õëïðïßçóç ôïõ áëãïñßèìïõ Á, ç ïðïßá ôåñìáôßæåé ìåôÜ áðü ôï ðïëý cf(m) (õðïëïãéóôéêÜ) âÞìáôá
ãéá üëá ôá óôéãìéüôõðá ìåãÝèïõò m. Ç ðïëõðëïêüôçôá åíüò áëãïñßèìïõ Á åßíáé ç ìéêñüôåñç óõíÜñôçóç
f , ôÝôïéá þóôå ï áëãüñéèìïò Á ôñÝ÷åé óå ÷ñüíï O(f(m)). Ç ðïëõðëïêüôçôá åíüò ðñïâëÞìáôïò Ð åßíáé
ç ìéêñüôåñç óõíÜñôçóç f , ãéá ôçí ïðïßá õðÜñ÷åé Ýíáò áëãüñéèìïò Á ÷ñüíïõ O(f(m)) ãéá ôï ðñüâëçìá
Ð, äçëáäÞ ç ìéêñüôåñç ðïëõðëïêüôçôá áðü üëïõò ôïõò ðéèáíïýò áëãïñßèìïõò ðïõ åðéëýïõí ôï ðñüâëçìá
Ð. ¸ôóé, ðáñïõóéÜæïíôáò êáé áíáëýïíôáò ôçí ðïëõðëïêüôçôá åíüò óõãêåêñéìÝíïõ áëãïñßèìïõ ãéá ôï
ðñüâëçìá Ð, âñßóêïõìå Ýíá Üíù üñéï ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ð.

Ç åýñåóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò åíüò ðñïâëÞìáôïò Ð ðåñéëáìâÜíåé äýï õðïëïãéóìïýò:

(1) Ôï Üíù üñéï, äçëáäÞ ôç ìéêñüôåñç ðïëõðëïêüôçôá áðü üëïõò ôïõò ãíùóôïýò áëãïñßèìïõò ðïõ åðé-
ëýïõí ôï ðñüâëçìá Ð.

(2) Ôï êÜôù üñéï, äçëáäÞ ôç ìåãáëýôåñç óõíÜñôçóç f ãéá ôçí ïðïßá Ý÷åé áðïäåé÷èåß (ìáèçìáôéêÜ) üôé
üëïé ïé ðéèáíïß áëãüñéèìïé ðïõ åðéëýïõí ôï ðñüâëçìá Ð ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ðïëõðëïêüôçôá ôïõëÜ÷éóôïí
üóï ç óõíÜñôçóç f .

Ï áðþôåñïò óôü÷ïò åßíáé íá êÜíïõìå áõôÜ ôá äýï üñéá íá ôáõôéóôïýí. Ôï êåíü áíÜìåóá óôá äýï üñéá
õðïäçëþíåé ðüóç Ýñåõíá ðñÝðåé íá ãßíåé áêüìç ãéá íá åðéôåõ÷èåß áõôüò ï óôü÷ïò. Ãéá ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá
áõôü ôï êåíü åßíáé ìåãÜëï, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí.
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Ôï ìåãáëýôåñï áíïé÷ôü åñþôçìá ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôï êåíü ìåôáîý ôùí Üíù êáé êÜôù ïñßùí ôçò ðïëõ-
ðëïêüôçôáò, áöïñÜ óôá ãíùóôÜ NP-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá. Ãéá êÜèå ðñüâëçìá áõôÞò ôçò êëÜóçò ãíùñßæïõìå
áëãïñßèìïõò ìüíï åêèåôéêïý ÷ñüíïõ, åíþ ôá êáëýôåñá êÜôù üñéá ðïõ Ý÷ïõí áðïäåé÷èåß ìÝ÷ñé ôþñá åßíáé
ðïëõùíõìéêÝò óõíáñôÞóåéò. ÅðéðëÝïí, åÜí õðÜñ÷åé Ýíáò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ãéá êÜðïéï áðü
áõôÜ, ôüôå õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ãéá üëá ôá ðñïâëÞìáôá ôçò êëÜóçò. ÐñïâëÞìáôá ðïõ åßíáé NP-ðëÞñç óå
ãñáöÞìáôá åßíáé ç åýñåóç êýêëïõ Hamilton, ï åëÜ÷éóôïò ÷ñùìáôéóìüò êáé ç ìÝãéóôç êëßêá.

Ç êáôÜóôáóç åíüò áëãïñßèìïõ áðïôåëåßôáé áðü ôéò ôñÝ÷ïõóåò ôéìÝò üëùí ôùí ìåôáâëçôþí êáé áðü ôç
èÝóç ôçò ôñÝ÷ïõóáò åíôïëÞò ðïõ ðñÝðåé íá åêôåëåóôåß. ¸íáò íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò åßíáé áõôüò ãéá
ôïí ïðïßï êÜèå êáôÜóôáóç êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò åêôÝëåóçò ôçò åíôïëÞò ìåôáâáßíåé ìïíáäéêÜ óå ôï ðïëý
ìéá åðüìåíç êáôÜóôáóç. ÏõóéáóôéêÜ üëïé ïé çëåêôñïíéêïß õðïëïãéóôÝò , üðùò ôïõò ãíùñßæïõìå, ôñÝ÷ïõí
íôåôñìéíéóôéêÜ. ¸íá ðñüâëçìá Ð áíÞêåé óôçí êëÜóç P åÜí õðÜñ÷åé Ýíáò íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò
ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, ï ïðïßïò åðéëýåé ôï ðñüâëçìá Ð.

¸íáò ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò åßíáé áõôüò ãéá ôïí ïðïßï ìßá êáôÜóôáóç ìðïñåß íá ïäçãåß óå
ðïëëÝò åðüìåíåò êáôáóôÜóåéò ôáõôü÷ñïíá. Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé Ýíáò ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãü-
ñéèìïò Ý÷åé ôçí éêáíüôçôá íá äçìéïõñãåß ðïëëÜ áíôßãñáöá ôïõ åáõôïý ôïõ, Ýíá ãéá êÜèå åðüìåíç êáôÜóôáóç.
¸ôóé, åíþ Ýíáò íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðñÝðåé íá åëÝãîåé êÜèå öïñÜ ìßá áðü ôéò åíáëëáêôéêÝò ëýóåéò,
ï ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò åëÝã÷åé üëåò ôéò åíáëëáêôéêÝò ëýóåéò ôáõôü÷ñïíá.

Áêïëïõèïýí ôñåéò åéäéêÝò åíôïëÝò, ïé ïðïßåò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí êáôáóêåõÞ ìç íôåôåñìéíéóôéêþí
áëãïñßèìùí ãéá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò, óýìöùíá ìå ôïõò Reigold, Nievergelt êáé Deo (1977).

x ← choice(S) äçìéïõñãåß |S| áíôßãñáöá ôïõ áëãïñßèìïõ êáé áíáèÝôåé êÜèå óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ S

óôç ìåôáâëçôÞ x óå Ýíá áðü ôá áíôßãñáöá.

failure ðñïêáëåß êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï áíôßãñáöï ôïõ áëãïñßèìïõ íá óôáìáôÞóåé íá åêôåëåßôáé.

success ðñïêáëåß üëá ôá áíôßãñáöá ôïõ áëãïñßèìïõ íá óôáìáôÞóïõí íá åêôåëïýíôáé êáé óçìåéþíåé ìßá
\íáé" áðÜíôçóç óôï óõãêåêñéìÝíï óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

¸íáò ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ãéá ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ìÝãéóôçò êëßêáò
(ðñüâëçìá áðüöáóçò) åßíáé ï áêüëïõèïò: ¸óôù G = (V,E) Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá êáß Ýóôù
k > 0.

procedure CLIQUE(G, k):

begin

1. A ← ∅;

2. for all v ∈ V do A ← choice(A + {v}, A);

3. if |A| < k then failure;

4. for all v, w ∈ A, v 6= w do

5. if vw /∈ E then failure;

6. success;

end

Ï âñü÷ïò óôç ãñáììÞ 2 åðéëÝãåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ Ýíá õðïóýíïëï áðü êüìâïõò A ⊆ V . Ïé ãñáììÝò
4-6 åëÝã÷ïõí áí ôï óýíïëï A åßíáé Ýíá ðëÞñåò óýíïëï. ÅÜí öôÜóïõìå óå success óå Ýíá áðü ôá áíôß-
ãñáöá, ôüôå ç ôåëéêÞ ôéìÞ ôïõ óõíüëïõ A óå åêåßíï ôï áíôßãñáöï åßíáé ìéá êëßêá ìåãÝèïõò ôïõëÜ÷éóôïí
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k. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðéï ðÜíù äéáäéêáóßá Ý÷ïõìå Ýíáí ìç íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìï ðïëõùíõìéêïý
÷ñüíïõ ãéá ôçí åêäï÷Þ ôçò âåëôéóôïðïßçóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ìÝãéóôçò êëßêáò (CLIQUE), ç ïðïßá
åßíáé ç áêüëïõèç: ¸óôù G Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå n êüìâïõò.

procedure MAXCLIQUE(G):

begin

for k ← n to 1 step -1 do

if CLIQUE(G, k) then return k;

end

¸íá ðñüâëçìá Ð áíÞêåé óôçí êëÜóç NP åÜí õðÜñ÷åé Ýíáò ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìé-
êïý ÷ñüíïõ, ï ïðïßïò åðéëýåé ôï ðñüâëçìá Ð. ¸÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé üôé CLIQUE ∈ NP ðáñïõóéÜæïíôáò
Ýíáí êáôÜëëçëï áëãüñéèìï. Ðñïöáíþò P ⊆ NP. ¸íá óçìáíôéêü áíïé÷ôü ðñüâëçìá óôçí èåùñßá õðïëï-
ãéóìïý åßíáé áí éó÷ýåé P 6= NP.

¸íá ðñüâëçìá Ð1 áíÜãåôáé ðïëõùíõìéêÜ óå Ýíá Üëëï ðñüâëçìá Ð2, êáé óõìâïëßæåôáé ìå Ð1 ¹ Ð2,
åÜí õðÜñ÷åé ìßá óõíÜñôçóç f ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß ôá óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ð1 óôá óôéãìéüôõðá
ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ð2 Ýôóé þóôå

(i) ç f åßíáé íôåôåñìéíéóôéêÜ õðïëïãßóéìç óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, êáé

(ii) ìßá ëýóç ãéá ôï óôéãìéüôõðï f(I) ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ð2 äßíåé ëýóç ãéá ôï óôéãìéüôõðï I ôïõ ðñïâëÞ-
ìáôïò Ð1, ãéá üëá ôá óôéãìéüôõðá I.

ÄéáéóèçôéêÜ áõôü óçìáßíåé üôé ôï ðñüâëçìá Ð1 äåí ëýíåôáé ðéï äýóêïëá áðü ôï ðñüâëçìá Ð2 êáôÜ
Ýíáí ðñïóôéèÝìåíï ðïëõùíõìéêü üñï, äéüôé èá ìðïñïýóáìå íá åðéëýóïõìå ôï ðñüâëçìá Ð1 óõíäõÜæïíôáò
ôï ìåôáó÷çìáôéóìü f ìå ôïí êáëýôåñï áëãüñéèìï åðßëõóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ð2. ¸ôóé, åÜí Ð1 ¹ Ð2,
ôüôå

COMPLEXITY(Ð1) ≤ COMPLEXITY(Ð2) + POLYNOMIAL.

ÅÜí ãéá ôï ðñüâëçìá Ð2 õðÜñ÷åé Ýíáò íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, ôüôå ôï ßäéï
éó÷ýåé êáé ãéá ôï ðñüâëçìá Ð1. ÅÜí êÜèå íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïõ åðéëýåé ôï ðñüâëçìá Ð1 áðáéôåß
åêèåôéêü ÷ñüíï, ôüôå ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôï ðñüâëçìá Ð2.

¸íá ðñüâëçìá Ð åßíáé NP-hard åÜí éó÷ýåé ïðïéáäÞðïôå áðü ôéò ðáñáêÜôù éóïäýíáìåò óõíèÞêåò:

(H1) Ð′ ¹ Ð ãéá êÜèå Ð′ ∈ NP;

(H2) Ð ∈ P ⇒ P = NP;

(H3) ç ýðáñîç åíüò íôåôåñìéíéóôéêïý áëãïñßèìïõ ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ãéá ôï ðñüâëçìá Ð èá ìðïñïýóå
íá óõíåðÜãåôáé ôçí ýðáñîç åíüò áëãïñßèìïõ ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ãéá êÜèå ðñüâëçìá óôçí êëÜóç
NP.

¸íá ðñüâëçìá Ð åßíáé NP-ðëÞñåò åÜí åíÞêåé óôçí êëÜóç NP êáé åßíáé NP-hard. Ôá NP-ðëÞñç
ðñïâëÞìáôá åßíáé ôá ðéï äýóêïëá ðñïâëÞìáôá áðü åêåßíá ðïõ áíÞêïõí óôï NP-P.

Ç NP-ðëçñüôçôá îåêßíçóå áðü ôïí Cook (1971), ï ïðïßïò åðéêåíôñþèçêå óôá NP ðñïâëÞìáôá áðü-
öáóçò. ÁðÝäåéîå üôé ôï ðñüâëçìá ôçò Éêáíïðïéçóéìüôçôáò (SATISFIABILITY - SAT) ôçò ìáèçìáôéêÞò
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ëïãéêÞò åßíáé NP-ðëÞñåò (Cook's theorem), êáé ðñüôåéíå Üëëá ðñïâëÞìáôá ôá ïðïßá ìðïñåß íá åßíáé NP-
ðëÞñç. Ï Karp (1972) ðáñïõóßáóå ìßá ìåãÜëç óõëëïãÞ áðü NP-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá, ôá ïðïßá ðñïÝñ÷ïíôáí
áðü ðïëëÝò ðåñéï÷Ýò ôùí äéáêñéôþí ìáèçìáôéêþí. Ôá åðüìåíá ÷ñüíéá, åêáôïíôÜäåò ðñïâëÞìáôá áðïäåß-
÷èçêáí NP-ðëÞñç. Ç ôå÷íéêÞ ðïõ åöáñìüóôçêå ãéá ôçí NP-ðëçñüôçôá åßíáé ç åðüìåíç: Áñ÷éêÜ, áðü
ôï èåþñçìá ôïõ Cook, ôïðïèåôïýìå ôï ðñüâëçìá SAT óôçí êëÜóç ôùí NP-ðëÞñç ðñïâëçìÜôùí. Óôç
óõíÝ÷åéá, åðáíáëáìâÜíïõìå ôçí áêüëïõèç äéáäéêáóßá ìåñéêÝò åêáôïíôÜäåò öïñÝò:

Âñßóêïõìå Ýíá õðïøÞöéï ðñüâëçìá Ð, ôï ïðïßï ìðïñåß íá åßíáé NP-ðëÞñåò. ÅðéëÝãïõìå Ýíá êáôÜë-
ëçëï ðñüâëçìá Ð′ áðü ôçí êëÜóç ôùí NP-ðëÞñùí ðñïâëçìÜôùí. Äåß÷íïõìå üôé Ð ∈ NP êáé Ð′ ¹ Ð.
ÐñïóèÝôïõìå ôï ðñüâëçìá Ð óôçí êëÜóç NP.

Áêïëïõèåß Ýíá ðáñÜäåéãìá üðïõ åöáñìüæåôáé ç ôå÷íéêÞ ôçò áíáãùãÞò:

Èåþñçìá 3.1. (Poljak, 1974). (i) STABLE SET ¹ STABLE SET ON TRIANGLE-FREE GRAPHS;
(ii) STABLE SET ¹ GRAPH COLORING.

Áðüäåéîç: (i) ¸óôù G Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå n êüìâïõò êáé e áêìÝò. Ç êåíôñéêÞ éäåÜ ôçò
áðüäåéîçò åßíáé íá êáôáóêåõáóôåß áðü ôï ãñÜöçìá G Ýíá triangle-free ãñÜöçìá H ôÝôïéï þóôå ãíùñßæïíôáò
ôï á(H) Ý÷ïõìå êáé ôï á(G). Õðïäéáéñïýìå êÜèå áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G óå Ýíá ìïíïðÜôé ìÞêïõò ôñßá.
¸óôù H ôï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé. Ôï ãñÜöçìá H åßíáé Ýíá triangle-free ãñÜöçìá ìå n+2e êüìâïõò êáé
3e áêìÝò. Åðßóçò, ôï ãñÜöçìá H ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß áðü ôï ãñÜöçìá G óå O(n+e) âÞìáôá. ÔåëéêÜ,
áöïý éó÷ýåé á(H) = á(G) + e, Ýíáò íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ðïõ õðïëïãßæåé
ôï á(H) äßíåé ëýóç ãéá ôï á(G).

(ii) ¸óôù G Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá. ÊáôáóêåõÜæïõìå ôï ãñÜöçìá H üðùò êáé óôï ìÝñïò (i).
Óôç óõíÝ÷åéá êáôáóêåõÜæïõìå ôï ãñÜöçìá H ′ áðü ôï ãñÜöçìá H ùò åîÞò: Ïé êüìâïé áðü ôï ãñÜöçìá
H ′ áíôéóôïé÷ïýí óôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò H, êáé óõíäÝïõìå äýï êüìâïõò óôï ãñÜöçìá H ′ åÜí ïé
áíôßóôïé÷åò áêìÝò ôïõò óôï ãñÜöçìá H äåí ìïéñÜæïíôáé êÜðïéïí êïéíü êüìâï. ÁõôÞ ç êáôáóêåõÞ ãßíåôáé
óå O(e2) âÞìáôá. Áöïý ôï ãñÜöçìá H åßíáé triangle-free, ðñïêýðôåé üôé ÷(H ′) = (2e + n) - á(H) = e + n

- á(G). ¸ôóé, ôï á(G) ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áðü ôïí ÷ñùìáôéêü áñéèìü ôïõ ãñáöÞìáôïò H ′, ÷(H ′). 2

Áöïý åßíáé ãíùóôü üôé ôï STABLE SET åßíáé NP-ðëÞñåò, ðñïêýðôåé ôï åðüìåíï áðïôÝëåóìá.

Ðüñéóìá 3.1. Ôï STABLE SET óôá triangle-free ãñáöÞìáôá åßíáé NP-ðëÞñåò.

¸íá ðñüâëçìá Ð ïðïéïõäÞðïôå ôýðïõ, ôï ïðïßï åßíáé äýóêïëï íá åðéëõèåß ãéá ôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç,
ìðïñåß íá Ý÷åé ìéá áðïôåëåóìáôéêÞ ëýóç åÜí ôï óôéãìéüôõðï åéóüäïõ åßíáé óõãêåêñéìÝíï. Ãéá ðáñÜäåéãìá,
ôï ðñüâëçìá åýñåóçò êýêëïõ Hamilton, åßíáé ôåôñéììÝíï åÜí ôá ìüíá ãñáöÞìáôá ðïõ åîåôÜæïõìå åßíáé ôá
äÝíôñá. Ðáñ' üëá áõôÜ, åßäáìå üôé ôï ðñïâëçìá STABLE SET óôá triangle-free ãñáöÞìáôá äåí õðïëïãß-
æåôáé ãñÞãïñá (åêôüò áí êÜðïéïò áðïäåßîåé üôé éó÷ýåé P = NP). ¸÷ïõí âñåèåß åíäéáöÝñïõóåò ïéêïãÝíåéåò
ãñáöçìÜôùí, ãéá ôéò ïðïßåò óõãêåêñéìÝíá äýóêïëá ðñïâëÞìáôá Ð åßíáé ìç ôåôñéììÝíá êáé åðéëýóéìá.

3.2 NP-ÐëÞñç ÐñïâëÞìáôá

ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ôá ïðïßá ðáñáìÝíïõí NP-hard (êáé ç áíôßóôïé÷ç Ýêäïóç áðüöáóçò áõôþí
ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñçò). ÐáñáêÜôù èá äþóïõìå ôïõò ïñéóìïýò ðñïâëçìÜôùí, ôá ïðïßá Ý÷ïõí áðïäåé÷èåß
üôé åßíáé õðïëïãéóôéêÜ äýóêïëï íá ëõèïýí âÝëôéóôá, áêüìá êáé ãéá óõãêåêñéìÝíåò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñá-
öçìÜôùí.
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Ðñüâëçìá HN: Áñìïíéêüò Áñéèìüò (Harmonious Number)

Óôéãìéüôõðï: ÃñÜöçìá G = (V, E), èåôéêüò áêÝñáéïò K 6 |V |.
Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé èåôéêüò áêÝñáéïò k ≤ K êáé Ýíáò êáôÜëëçëïò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå

k ÷ñþìáôá ôÝôïéïò þóôå êÜèå æåýãïò ÷ñùìÜôùí íá åìöáíßæåôáé óå ôï ðïëý ìéá áêìÞ;

Ðñüâëçìá AN: Á÷ñùìáôéêüò Áñéèìüò (Achromatic Number)

Óôéãìéüôõðï: ÃñÜöçìá G = (V, E), èåôéêüò áêÝñáéïò K 6 |V |.
Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé èåôéêüò áêÝñáéïò k ≥ K êáé Ýíáò êáôÜëëçëïò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå

k ÷ñþìáôá ôÝôïéïò þóôå êÜèå æåýãïò ÷ñùìÜôùí íá åìöáíßæåôáé óå ôïõëÜ÷éóôïí ìéá áêìÞ;

Ðñüâëçìá MC: ÌÝãéóôï Óýíïëï ÊïðÞò (Max Cut)

Óôéãìéüôõðï: ÃñÜöçìá G = (V, E), âÜñïò w(e) ∈ Z+ ãéá ∀e ∈ E, èåôéêüò áêÝñáéïò K 6 |V |.
Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé ìéá äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ V óå îÝíá óýíïëá V1 êáé V2, ôÝôïéá þóôå ôï Üèñïéóìá

ôùí âáñþí ôùí áêìþí áðü ôï E ðïõ Ý÷ïõí ôï Ýíá ôïõò Üêñï óôï óýíïëï V1 êáé ôï Üëëï Üêñï óôï óýíïëï
V2 íá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí K?

Ðñüâëçìá HP: ÌïíïðÜôé Hamilton (Hamilton Path)

Óôéãìéüôõðï: ÃñÜöçìá G = (V, E).

Åñþôçóç: ¸÷åé ôï ãñÜöçìá G ìïíïðÜôé Hamilton?

Ðñüâëçìá PC: ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜôéá (Path Cover or Path Partition)

Óôéãìéüôõðï: ÃñÜöçìá G = (V, E).

Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ùò ðñïò ôéò êïñõöÝò ôïõ, ç ïðïßá
íá êáëýðôåé üëïõò ôéò êïñõöÝò, äçëáäÞ ãéá êÜèå êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò õðÜñ÷åé ìïíáäéêü ìïíïðÜôé ðïõ
ðåñéÝ÷åé ôïí êüìâï áõôü. ÕðÜñ÷åé äçëáäÞ ìéá äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ V óå óýíïëá V1, V2, . . . , Vk ôÝôïéá
þóôå V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk = V (G) êáé Vi ∩ Vj = ∅, ∀i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ k?

Ðñüâëçìá DS: Êõñßáñ÷ï Óýíïëï (Dominating Set)

Óôéãìéüôõðï: ÃñÜöçìá G = (V, E), èåôéêüò áêÝñáéïò K 6 |V |.
Åñþôçóç: ÕðÜñ÷åé Ýíá êõñßáñ÷ï óýíïëï ìåãÝèïõò K Þ ìéêñüôåñï ôïõ K, äçëáäÞ õðÜñ÷åé Ýíá õðïóýíïëï

V ′ ⊆ V ìå |V ′| ≤ K ôÝôïéï þóôå ∀u ∈ V − V ′ íá õðÜñ÷åé Ýíáò êüìâïò v ∈ V ′ ãéá ôïí ïðïßï íá éó÷ýåé
(u, v) ∈ E?
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ÊåöÜëáéï 4

Áñìïíéêüò Áñéèìüò

4.1 Óôü÷ïò

4.2 Áñìïíéêüò Áñéèìüò

4.3 ÁðïôåëÝóìáôá NP-ðëçñüôçôáò

4.1 Óôü÷ïò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï, ìåëåôÜìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò Þ/êáé âåëôéóôïðïßçóçò
ðïõ ïñßóôçêáí óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ôïõ åíäéáöÝñïíôüò
ìáò. ÓõãêåêñéìÝíá, åðéäéþêïõìå íá âñïýìå ôï üñéï óôï ïðïßï ôï åêÜóôïôå ðñüâëçìá ìåôáôñÝðåôáé áðü
ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï óå ìç ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï, ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Áí
õðÜñ÷åé Ýíá áðïôÝëåóìá NP-ðëçñüôçôáò ãéá ìéá êëÜóç ãñáöçìÜôùí A, ôüôå ôï áðïôÝëåóìá áõôü äéáäßäåôáé
óå êÜèå õðåñêëÜóç ôçò êëÜóçò A. Áíôßóôñïöá, Ýíá áðïôÝëåóìá üôé Ýíá ðñüâëçìá ãéá ôçí êëÜóç A áíÞêåé
óôçí êëÜóç P, åêöñáóìÝíï ðÜíôá ìå Ýíáí áëãüñéèìï åðßëõóçò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, äéáäßäåôáé ðñïò üëåò
ôéò õðïêëÜóåéò ôçò êëÜóçò A. Ìáò åíäéáöÝñåé óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç íá âñåèåß óå ðïéåò êëÜóåéò
ãßíåôáé ôï ðÝñáóìá áðü ôï P óôçí NP-ðëçñüôçôá ãéá ôï åêÜóôïôå ðñüâëçìá. Áõôü ãßíåôáé ìå ôï íá
âñïýìå ìéá êëÜóç A, óôçí ïðïßá ôï ðñüâëçìá íá åßíáé NP-ðëÞñåò êáé óôçí áìÝóùò åðüìåíç õðïêëÜóç
ôïõ ôï ðñüâëçìá íá ìåôáôñÝðåôáé óå ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï. ÁõôÝò ïé äýï êëÜóåéò åßíáé ôï äéá÷ùñéóôéêü
üñéï ùò ðñïò ôçí ðïëõðëïêüôçôá (÷ñüíïõ) ôïõ åêÜóôïôå ðñïâëÞìáôïò ìåëÝôçò.

4.2 Áñìïíéêüò Áñéèìüò

¸íáò êáôÜëëçëïò ÷ñùìáôéóìüò åíüò ãñáöÞìáôïò G = (V,E) åßíáé ìéá áíÜèåóç ÷ñùìÜôùí óôéò êïñõöÝò
ôïõ ãñáöÞìáôïò, Ýôóé þóôå ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò íá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü ÷ñþìá. ÄçëáäÞ, æçôåßôáé ìéá äéáìÝ-
ñéóç ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí óå êëÜóåéò ÷ñùìáôéóìïý ïé ïðïßåò áíôéóôïé÷ïýí óå áíåîÜñôçôá óýíïëá. ¸íáò
÷ñùìáôéóìüò èåùñåßôáé ðëÞñçò, åÜí ãéá êÜèå äéáöïñåôéêü æåýãïò ÷ñùìÜôùí (äéáöïñåôéêþí ìåôáîý ôïõò),
õðÜñ÷ïõí äýï ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò ðïõ ôïõò Ý÷ïõí áíáôåèåß áõôÜ ôá äýï ÷ñþìáôá. ¸íáò áñìïíéêüò ÷ñù-
ìáôéóìüò åíüò ãñáöÞìáôïò G åßíáé Ýíáò êáôÜëëçëïò ÷ñùìáôéóìüò ôùí êüìâùí ôÝôïéïò þóôå êÜèå æåýãïò
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äéáöïñåôéêþí ÷ñùìÜôùí åìöáíßæåôáé ôï ðïëý óå ìéá áêìÞ. Ï áñìïíéêüò ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò h(G) åßíáé ï
åëÜ÷éóôïò áêÝñáéïò k ãéá ôïí ïðïßï ôï ãñÜöçìá G åðéäÝ÷åôáé Ýíáí áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü ìå k ÷ñþìáôá.

Ç NP-ðëçñüôçôá ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý ãéá ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval graphs) óõíåðÜ-
ãåôáé ôçí NP-ðëçñüôçôá ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý ôùí ìç óõíåêôéêþí ãñáöçìÜôùí äéáóôçìÜôùí (discon-
nected interval graphs) [10]. Óå ìßá ðïëý ðñüóöáôç åñãáóßá, åðåêôåßíïíôáé ôá ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá
ãéá óõíåêôéêÜ ìåôáèåôéêÜ (permutation) ãñáöÞìáôá êáé óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval)
[6]. ¼óïí áöïñÜ óôá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá ãñáöÞìáôá (cographs), ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ëýóç ôçí
ôåôñéììÝíç, áöïý óå Ýíá ôÝôïéï ãñÜöçìá êÜèå êüìâïò ðáßñíåé Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá, åðåéäÞ âñßóêåôáé
óå áðüóôáóç ôï ðïëý äýï áðü ôïõò õðüëïéðïõò êüìâïõò ôïõ ãñáöÞìáôïò. Óáí óõíÝðåéá áõôïý ôïõ á-
ðïôåëÝóìáôïò, ôï ðñüâëçìá ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá ôñéãùíéêÜ (chordal) êáé ôá
ìåôáâáôéêÜ (comparability) ãñáöÞìáôá, áöïý áðïôåëïýí õðåñêëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí äéáóôçìÜôùí (in-
terval) êáé ôùí ìåôáèåôéêþí (permutation) ãñáöçìÜôùí, áíôßóôïé÷á. ¸÷åé áðïäåé÷èåß üôé ôï ðñüâëçìá
åýñåóçò ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôçí êëÜóç ôùí äéìåñþí (bipartite) ãñáöçìÜôùí [34].
ÅðéðëÝïí, áðïäåéêíýåôáé üôé ôï ðñüâëçìá ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò êáé óôá äÝíôñá (trees) [30].

Ôï Ó÷Þìá 4.1 áíáðáñéóôÜ ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá. Ôï äéáêåêïììÝíï ôåôñÜãùíï áíôéóôïé÷åß óôéò
êëÜóåéò åêåßíåò üðïõ ôï åêÜóôïôå ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç P, åíþ ç Ýëëåéøç áíôéóôïé÷åß óôéò êëÜóåéò
üðïõ ôï ðñüâëçìá ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò. Ãéá ôçí êëÜóç ôùí äéá÷ùñßóéìùí (split) ãñáöçìÜôùí ôï ðñüâëçìá
åýñåóçò ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò [6]. Óôç óõíÝ÷åéá áêïëïõèåß ëåðôïìåñÞò ðåñéãñáöÞ ôùí
áíáãùãþí ðïõ áðïäåéêíýïõí üôé ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôéò
êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí.

4.3 ÁðïôåëÝóìáôá NP-ðëçñüôçôáò

ÕðÜñ÷åé ìßá êëÜóç ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí, ç ïðïßá ïíïìÜæåôáé bipartite permutation êáé óå áõôÞí ôçí
êëÜóç ôï ðñüâëçìá ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò. Ç êáôçãïñßá áõôÞ áðïôåëåß õðïêëÜóç
ôçò êáôçãïñßáò ôùí äéìåñþí (bipartite) ãñáöçìÜôùí, ïðüôå êáé ãéá ôá äéìåñÞ (bipartite) ãñáöÞìáôá ôï
ðñüâëçìá ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò.

¸íá äéìåñÝò (bipartite) ãñÜöçìá G = (X,Y ; E) åßíáé Ýíá äéìåñÝò ìåôáèåôéêü (bipartite permutation)
ãñÜöçìá, åÜí êáé ìüíï åÜí ïé êüìâïé ôïõ ãñáöÞìáôïò åìöáíßæïõí ìßá éó÷õñÞ äéÜôáîç [55]. Ìå ôïí üñï
éó÷õñÞ äéÜôáîç ôùí êüìâùí åíüò ãñáöÞìáôïò G = (X, Y ;E), åííïïýìå ìßá äéÜôáîç {x1, x2, . . . , xr} ôùí
êüìâùí ôïõ óõíüëïõ X êáé ìßá äéÜôáîç {y1, y2, . . . , ys} ôùí êüìâùí ôïõ óõíüëïõ Y ôÝôïéá þóôå, üðïôå
éó÷ýåé xiyl, xjym ∈ E ìå i < j êáé l > m íá éó÷ýåé åðéðëÝïí xiym, xjyl ∈ E [55].

Èåþñçìá 4.1. [7] Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá óõíåêôéêÜ
äéìåñÞ ìåôáèåôéêÜ (bipartite permutation) ãñáöÞìáôá.

Áðüäåéîç: Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý áíÞêåé óôçí êëÜóç NP. Ãéá íá áðïäåé÷èåß üôé
åßíáé NP-hard, èá ÷ñçóéìïðïéçèåß Ýíáò ìåôáó÷çìáôéóìüò áðü ôï ðñüâëçìá 3-PARTITION. ÐáñáêÜôù
äßíåôáé ï ïñéóìüò ôïõ 3-PARTITION.

Ïñéóìüò 4.1. 3-PARTITION

Óôéãìéüôõðï: Óýíïëï A ìå 3m óôïé÷åßá, Ýíá üñéï B ∈ Z+, êáé èåôéêïß áêÝñáéïé ìåãÝèïõò s(a) ∈ Z+

ãéá ∀a ∈ A, ôÝôïéïé þóôå íá éó÷ýåé 1
4B < s(a) < 1

2B, êáé
∑

a∈A s(a) = mB.

Åñþôçóç: Ìðïñåß ôï óýíïëï A íá äéáìåñéóôåß óå m îÝíá óýíïëá A1, A2, . . . , Am ôÝôïéá þóôå, ãéá
1 ≤ i ≤ m,

∑
a∈Ai

s(a) = B (êÜèå óýíïëï Ai ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé áêñéâþò ôñßá óôïé÷åßá áðü ôï óýíïëï A)?
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Ó÷Þìá 4.1: Ç Ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ÐñïâëÞìáôïò Åýñåóçò ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý ãéá ÓõíäåäåìÝíá Ãñá-
öÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óå ÊëÜóåéò ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí.

¸óôù Ýíá óýíïëï A = {a1, . . . , a3m} ìå 3m óôïé÷åßá, Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò b êáé èåôéêïß áêÝñáéïé
ìåãÝèïõò s(ai) ãéá êÜèå ai ∈ A ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýåé 1

4b < s(ai) < 1
2b, êáé

∑
ai∈A s(ai) = mb, 1 ≤ i ≤ 3m.

ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé, ãéá êÜèå ai ∈ A, éó÷ýåé s(ai) > m (åÜí ü÷é, ôüôå ìðïñïýìå íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå
üëá ôá ìåãÝèç s(ai) êáé b ìå ôï m + 1).

ÊáôáóêåõÜæåôáé ôï áêüëïõèï óõíåêôéêü ãñÜöçìá, ôï ïðïßï åßíáé Ýíá äéìåñÝò ìåôáèåôéêü (bipartite
permutation) ãñÜöçìá. ¸óôù Ýíá óýíïëï M = {m1,m2, . . . , mm} ìå m êüìâïõò, Ýíá óýíïëï B =
{b1, b2, . . . , bb} ìå b êüìâïõò êáé ðñïóèÝôåôáé Ýíá êüìâïò v, ï ïðïßïò óõíäÝåôáé ìå êÜèå êüìâï áðü ôá
äýï óýíïëá. Äçìéïõñãåßôáé Ýíá óýíïëï M ′ = {m′

1,m
′
2, . . . ,m

′
m−1} ìå m − 1 êüìâïõò êáé Ýíá óýíïëï

B′ = {b′2, b′3, . . . , b′b} ìå b − 1 êüìâïõò. Oé êüìâïé ôùí óõíüëùí M ′ êáé B′ óõíäÝïíôáé ìå ôïõò êüì-
âïõò ôùí óõíüëùí M êáé B ùò åîÞò: êÜèå êüìâïò m′

i, 1 ≤ i ≤ m − 1, óõíäÝåôáé ìå ôïõò êüìâïõò
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b1

m′
1 m′

2 m′
m−1

m1 m2 mm

b′2 b′3 b′b

b− s(ai−1) + 4m− i
b2 bb−1 bb

v b + 3m− 1 b− s(a3m−1) + m

p1 p2 pi p3m−1 p3m

x1 x2 xi x3m−1 x3m

y1
1 y1

2
y1

s(a1) y2
1 y2

2
y2

s(a2) yi
1 yi

2
yi

s(ai) y3m−1
1 y3m−1

2
y3m−1

s(a3m−1)y
3m
1 y3m

2
y3m

s(a3m)

Ó÷Þìá 4.2: Ôï ÄéìåñÝò Ìåôáèåôéêü (Bipartite Permutation) ÃñÜöçìá.

mi+1,mi+2, . . . ,mm, êáé êÜèå êüìâïò bi, 1 ≤ i ≤ b − 1 ìå ôïõò êüìâïõò b′i+1, b
′
i+2, . . . , b

′
b. Óôç óõíÝ-

÷åéá êáôáóêåõÜæåôáé ãéá êÜèå ai ∈ A Ýíá äÝíôñï Ti âÜèïõò Ýíá ìå s(ai) öýëëá êáé ìå ïíïìáóßåò öýëëùí
yi
1, y

i
2, . . . , y

i
s(ai)

. ÊÜèå äÝíôñï Ý÷åé ãéá ñßæá ôï xi êáé êÜèå öýëëï óõíäÝåôáé ìå ôç ñßæá, Ý÷åé äçëáäÞ ãåßôïíá
ôç ñßæá ôïõ äÝíôñïõ. ¸ôóé, õðÜñ÷ïõí 3m ôÝôïéá äÝíôñá, ôá T1, T2, . . . , T3m. Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóôßèåôáé Ýíá
óýíïëï P = {p1, p2, . . . , p3m} ìå 3m êüìâïõò êáé óõíäÝåôáé êÜèå êüìâïò pi ìå ôç ñßæá xi êÜèå äÝíôñïõ
Ti, 1 ≤ i ≤ 3m. Åðßóçò, êÜèå êüìâïò pi, 2 ≤ i ≤ 3m, óõíäÝåôáé ìå ôá s(ai−1) öýëëá ôïõ áíôßóôïé÷ïõ
äÝíôñïõ Ti−1. Ï êüìâïò p1 óõíäÝåôáé ìå ôïõò êüìâïõò ôïõ óõíüëïõ M ′ êáé ìå ôïí êüìâï v. Áêüìç, ãéá
êÜèå êüìâï pi ∈ P, 2 ≤ i ≤ 3m, ðñïóôßèåíôáé êüìâïé vi

j , 1 ≤ j ≤ m− 1 + b− s(ai−1) + 1 + 3m− i êáé
óõíäÝïíôáé ìå ôïí êüìâï pi. Ðñïóôßèåíôáé áêüìç ïé êüìâïé v1

j , 1 ≤ j ≤ b + 3m− 1 êáé óõíäÝïíôáé ìå ôïí
êüìâï p1. ¸óôù G ôï ôåëéêü ãñÜöçìá, ôï ïðïßï åßíáé óõíåêôéêü êáé ðáñïõóéÜæåôáé óôï Ó÷Þìá 4.2.

Åßíáé åýêïëï íá äåé÷èåß üôé ôï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá äéìåñÝò (bipartite) ãñÜöçìá. ¸óôù X êáé Y ôá
äýï åõóôáèÞ ôïõ óýíïëá. Ïé êüìâïé ôïõ ãñáöÞìáôïò G = (X, Y ; E) Ý÷ïõí ìéá éó÷õñÞ äéÜôáîç, åðïìÝíùò
ôï ãñÜöçìá åßíáé Ýíá äéìåñÝò ìåôáèåôéêü (bipartite permutation) ãñÜöçìá. ¸óôù X êáé Y ïé äéáôÜîåéò
ôùí êüìâùí ôùí óõíüëùí X êáé Y áíôßóôïé÷á. Ôá óýíïëá X êáé Y ïñßæïíôáé ùò åîÞò:

X = {b′2, b′3, . . . , b′b, v, m′
1,m

′
2, . . . , m

′
m−1, v

1
1 , v1

2 , . . . , v1
b+3m−1,X1,X3,X5, . . . ,X3m−2, x3m}

Y = {b1, b2, . . . , bb,m1,m2, . . . , mm,Y1,Y3,Y5, . . . ,Y3m−2, y
3m
1 , y3m

2 , . . . , y3m
s(a3m)}

üðïõ Xi = {xi, pi+1, y
i+1
1 , yi+1

2 , . . . , yi+1
s(ai+1)

, vi+2
1 , vi+2

2 , . . . , vi+2
4m+b−s(ai+1)−i−2}, i = 1, 3, 5, . . . , 3m− 2,

êáé Yi = {yi
1, y

i
2, . . . , y

i
s(ai)

, vi+1
1 , vi+1

2 , . . . , vi+1
4m+b−s(ai)−i−1, xi+1}, i = 1, 3, 5, . . . , 3m− 2.

Ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí óôï ãñÜöçìá G åßíáé

(
m

2

)
+

(
b

2

)
+ m + b + 3m2 + 3mb + 3m + mb +

3m−1∑

i=1

i =

(
4m + b + 1

2

)

Ãéá ïðïéïäÞðïôå áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáé ãéá êÜèå æåýãïò äéáöïñåôéêþí ÷ñùìÜôùí
i, j, i 6= j, ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ôï ðïëý ìéá áêìÞ ðïõ íá ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôá ÷ñþìáôá i êáé j. Óáí áðïôÝëåóìá
áõôÞò ôçò ðáñáôÞñçóçò ðñïêýðôåé üôé ï áñìïíéêüò ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò äåí ìðïñåß íá åßíáé ìéêñüôåñïò áðü
4m + b + 1, êáé áí åßíáé ßóïò ìå 4m + b + 1 ôüôå ãéá êÜèå æåýãïò äéáöïñåôéêþí ÷ñùìÜôùí i, j, 1 ≤ i, j ≤
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4m + b + 1 õðÜñ÷åé ìßá ìïíáäéêÞ áêìÞ ìå ôá Üêñá ôçò íá Ý÷ïõí ôá ÷ñþìáôá i êáé j. ¸ôóé, Ý÷ïõìå Ýíáí
áêñéâÞ ÷ñùìáôéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ìå ôïí üñï áêñéâÞ ÷ñùìáôéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå k ÷ñþìáôá
åííïïýìå ôïí áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå k ÷ñþìáôá ãéá ôá ïðïßá, ãéá ïðïéïäÞðïôå æåýãïò
÷ñùìÜôùí i, j, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áêìÞ ab ôÝôïéá þóôå ç êïñõöÞ a Ý÷åé ôï ÷ñþìá i êáé ç êïñõöÞ b Ý÷åé
ôï ÷ñþìá j.

×ñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí ìåôáó÷çìáôéóìü áðü ôï ðñüâëçìá 3-PARTITION èá áðïäåé÷èåß üôé ï áñìïíéêüò
÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åßíáé (ìéêñüôåñïò Þ ßóïò ìå) 4m+b+1 åÜí êáé ìüíï åÜí ôï óýíïëï
A ìðïñåß íá äéáìåñéóôåß óå m óýíïëá A1, . . . , Am ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýåé

∑
a∈Aj

s(a) = b, ãéá ïðïéïäÞðïôå
j, 1 ≤ j ≤ m.

(⇐=) ¸óôù ôþñá ìßá 3-äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ A óå A1, . . . , Am óýíïëá ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýåé ∀j:∑
a∈Aj

s(a) = b. Ïé êüìâïé ôùí óõíüëùí M êáé M ′ ÷ñùìáôßæïíôáé ìå ôá ÷ñþìáôá 1, 2, . . . , m, ïé êüìâïé
ôùí óõíüëùí B êáé B′ ìå ôá ÷ñþìáôá m + 1,m + 2, . . . , m + b, êáé ï êüìâïò v ðáßñíåé ôï ÷ñþìá m +
b + 1. ¸óôù M ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá 1, 2, . . . , m, B ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá
m+1,m+2, . . . , m+ b êáé K ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá m+ b+2,m+ b+3, . . . , 4m+ b+1. ÅÜí
ai ∈ Aj ôüôå ï êüìâïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ai ðáßñíåé ôï ÷ñþìá j. ÊÜèå ÷ñþìá j ∈M áíôéóôïé÷ßæåôáé óå
ôñåéò êüìâïõò xi, ïé ïðïßïé áíôéóôïé÷ïýí óå ôñßá ai ðïõ Ý÷ïõí üëá ìáæß áêñéâþò b ãåßôïíåò âáèìïý äýï.
ÊáèÝíáò áðü ôïõò b ãåßôïíåò ðáßñíåé Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï B êáé êÜèå êüìâïò pi áðü ôï
óýíïëï P ðáßñíåé Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï K. Õðåíèõìßæåôáé üôé êÜèå êüìâïò pi, 1 ≤ i ≤ 3m,
óõíäÝåôáé ìå m + b + 1 + 3m− i êüìâïõò.

Óôç óõíÝ÷åéá ðñÝðåé íá ÷ñùìáôéóôïýí ïé õðüëïéðïé m − 1 + b − s(ai−1) + 1 + 3m − i ãåßôïíåò êÜèå
åíüò êüìâïõ pi, 1 ≤ i ≤ 3m. Ïé m − 1 ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ pi ðáßñíïõí Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï
óýíïëï M\ci, üðïõ ci åßíáé ôï ÷ñþìá ðïõ ðñïçãïõìÝíùò áíáôÝèçêå óôïí êüìâï xi ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï
ai. Ïé b− s(ai−1) ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ pi ðáßñíïõí Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï B\Ci, üðïõ Ci

åßíáé ôï óýíïëï ôùí ÷ñùìÜôùí ðïõ ðñïçãïõìÝíùò áíáôÝèçêáí óôïõò s(ai−1) ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ xi−1

ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ai−1. Ïé õðüëïéðïé 1+3m−i ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ pi ðáßñíïõí Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ÷ñþìá m + b + 1 êáé ôá ÷ñþìáôá ðïõ áíáôÝèçêáí óôïõò êüìâïõò pj , i + 1 ≤ j ≤ 3m.
Ãéá ôïõò b+3m− 1 ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ p1 ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ÷ñþìáôá áðü ôá óýíïëá K êáé B, åíþ ïé m

ãåßôïíÝò ôïõ Ý÷ïõí Þäç ÷ñùìáôéóôåß. ÔåëéêÜ, õðÜñ÷åé Ýíáò áñìïíéêüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå
4m + b + 1 ÷ñþìáôá êáé åðïìÝíùò ï áñìïíéêüò ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åßíáé 4m + b + 1.

(=⇒) ¸óôù üôé ï áñìïíéêüò ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åßíáé (ìéêñüôåñïò Þ ßóïò ìå)
4m + b + 1. ×ùñßò ôïí ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò, Ýóôù üôé ïé m êüìâïé ôïõ óõíüëïõ M ðáßñíïõí
äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï M, åíþ ïé b êüìâïé ôïõ óõíüëïõ B ðáßñíïõí äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá
áðü ôï óýíïëï B. Åðßóçò, ï êüìâïò v ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá m+b+1, áöïý ãåéôïíåýåé ìå üëïõò ôïõò
êüìâïõò ôùí äýï óõíüëùí, êáé ï êüìâïò p1 ìå ôï ÷ñþìá cp1 = m + b + 2. Óçìåéþíåôáé üôé ï êüìâïò p1

Ý÷åé ôï ìÝãéóôï âáèìü, ï ïðïßïò åßíáé 4m + b, êáé ùò åê ôïýôïõ ôï ÷ñþìá m + b + 2 ãåéôïíåýåé ìå üëá ôá
÷ñþìáôá, áöïý üëïé ïé ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ p1 ðïõ äåí Ý÷ïõí ÷ñùìáôéóôåß ðáßñíïõí äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá
áðü ôï óýíïëï M∪B∪K\cp1 . ÊÜèå êüìâïò pi, 1 ≤ i ≤ 3m, ÷ñùìáôßæåôáé ìå êÜðïéï ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï
K. ÐñÜãìáôé, Ýóôù cm ∈M ôï ÷ñþìá ðïõ äßíåôáé óôïí êüìâï p2. Ï âáèìüò ôïõ êüìâïõ p2 åßíáé ßóïò ìå
4m + b− 1. Ðáñ' üëá áõôÜ, ôï ÷ñþìá cm ãåéôïíåýåé ìå Üëëá (m− 1 + b + 3m + 1)− (1 + 1) < 4m + b− 1
÷ñþìáôá, êáé Ýôóé ÷ñåéáæüìáóôå Ýíá áêüìá ÷ñþìá ãéá íá ÷ñùìáôßóïõìå Ýíáí áêüìç ãåßôïíá ôïõ êüìâïõ
p2. Ìå ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá êáôáëÞãïõìå óôï óõìðÝñáóìá üôé ï êüìâïò p2 äåí ìðïñåß íá ðÜñåé ÷ñþìá
áðü ôï óýíïëï B ∪ {m + b + 1, m + b + 2}, êáé ãé' áõôü ðáßñíåé Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï K\cp1 . Ìå
åðáãùãÞ óôï i áðïäåéêíýåôáé üôé êÜèå êüìâïò pi ∈ P, 2 ≤ i ≤ 3m, ðáßñíåé Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï K\L,
üðïõ L åßíáé ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá cp1 , cp2 , . . . , cpi−1 , ôá ïðïßá åßíáé ôá ÷ñþìáôá ðïõ Ý÷ïõí
Þäç áíáôåèåß óôïõò êüìâïõò pj , 1 ≤ j ≤ i. ÅÜí ck åßíáé Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï K ∪ {m + b + 1}, ôüôå
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äåí ìðïñåß íá áíáôåèåß óå êáíÝíáí Üëëïí êüìâï ôïõ ãñáöÞìáôïò G, áöïý ïðïéïäÞðïôå æåýãïò ÷ñùìÜôùí
(cK, j), 1 ≤ j ≤ 4m + b + 1 õðÜñ÷åé Þäç óôïí áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü. Õðåíèõìßæåôáé üôé ãéá êÜèå æåýãïò
äéáöïñåôéêþí ÷ñùìÜôùí i, j, 1 ≤ i, j ≤ 4m + b + 1, õðÜñ÷åé ìéá ìïíáäéêÞ áêìÞ ðïõ ôá Üêñá ôçò Ý÷ïõí ôá
÷ñþìáôá i êáé j.

Èá äåé÷èåß üôé üëïé ïé êüìâïé áðü ôï óýíïëï B′ ðáßñíïõí ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï B. Áöïý êÜèå êüìâïò
ui ∈ B′, 2 ≤ i ≤ b, ãåéôïíåýåé ìå ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí êüìâï áðü ôï óýíïëï B, äåí ìðïñåß êáíÝíáò íá ðÜñåé
ôï ÷ñþìá m + b + 1. ¸óôù u ∈ B′ Ýíáò êüìâïò ðïõ ðáßñíåé Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï M, ìå âáèìü du,
åíþ üëïé ïé Üëëïé êüìâïé ðáßñíïõí ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï B. Ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ
Ý÷ïõí ôï Ýíá ôïõò Üêñï ÷ñùìáôéóìÝíï ìå êÜðïéï ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï M ðïõ äåí Ý÷ïõí åìöáíéóôåß áêüìá
åßíáé mb−du. Åðßóçò, ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ Ý÷ïõí ôï Ýíá ôïõò Üêñï ÷ñùìáôéóìÝíï
ìå êÜðïéï ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï B ðïõ äåí Ý÷ïõí åìöáíéóôåß áêüìá åßíáé mb. ¸ôóé, ôï ðëÞèïò ôùí æåõãþí
ðïõ äåí Ý÷ïõí åìöáíéóôåß áêüìá óôï ãñÜöçìá G åßíáé mb− du + mb−mb = mb− du, åíþ ôï ðëÞèïò ôùí
áêìþí ðïõ äåí Ý÷ïõí ÷ñùìáôéóôåß åßíáé mb, êáé åßíáé ïé áêìÝò ôçò ìïñöÞò xiy

i
j , 1 ≤ i ≤ 3m, 1 ≤ j ≤ s(ai).

Áõôü óõíåðÜãåôáé üôé ÷ñåéÜæïíôáé ðåñéóóüôåñá ÷ñþìáôá êáé ãé' áõôü ïé êüìâïé áðü ôï óýíïëï B′ ðáßñíïõí
÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï B. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ßäéá ëïãéêÞ, áðïäåéêíýåôáé üôé ïé êüìâïé áðü ôï óýíïëï
M ′ ðáßñíïõí ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï M.

ÅðåéäÞ üëá ôá æåýãç ÷ñùìÜôùí ðñÝðåé íá åìöáíéóôïýí êáé ôá æåýãç (a, b), a ∈ M, b ∈ B äåí Ý÷ïõí
åìöáíéóôåß áêüìá, èá áíáôåèïýí áõôÜ ôá æåýãç ÷ñùìÜôùí óôéò mb áêìÝò ðïõ Ý÷ïõí êáé ôá äõï Üêñá ôïõò
á÷ñùìÜôéóôá. ÁõôÝò ïé áêìÝò åßíáé ïé áêìÝò ôçò ìïñöÞò xiy

i
j , 1 ≤ i ≤ 3m, 1 ≤ j ≤ s(ai), üðïõ ï êüìâïò

xi áíôéóôïé÷åß óôï ai êáé ï êüìâïò yi
j áíôéóôïé÷åß óôïí j-ïóôü ãåßôïíá ôïõ êüìâïõ xi ðïõ Ý÷åé âáèìü

ßóï ìå äýï. Ïé êüìâïé xi äåí ìðïñïýí íá ðÜñïõí ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï B, äéáöïñåôéêÜ ïé s(ai) > m

á÷ñùìÜôéóôïé ãåßôïíåò yi
j äåí ìðïñïýí íá ÷ñùìáôéóôïýí ìå m ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï M. ¸ôóé, ïé

êüìâïé xi ðáßñíïõí Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï M êáé ïé êüìâïé yi
j ðáßñíïõí Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï

B (éó÷ýåé üôé b
4 < s(ai) < b

2 ). Oé m − 1 ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ p1 ðïõ áíÞêïõí óôï óýíïëï M ′ Ý÷ïõí
Þäç ÷ñùìáôéóôåß ìå êÜðïéï ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï M. ¸ôóé, áíáôßèåíôáé äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá óôïõò
4m + b − s(ai−1) − i ãåßôïíåò êáèåíüò pi, 1 < i ≤ 3m ìå âáèìü Ýíá. Áí cpi åßíáé ôï ÷ñþìá ôïõ êüìâïõ
pi, ÷ñçóéìïðïéïýíôáé äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï M∪ B ∪ K\{cxi ,F ,L, cpi}, üðïõ F åßíáé ôï
óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá ôá ÷ñþìáôá ðïõ Ý÷ïõí Þäç áíáôåèåß óôïõò s(ai−1) + 1 ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ pi

êáé cxi ∈M åßíáé ôï ÷ñþìá ðïõ Ý÷åé Þäç áíáôåèåß óôïí êüìâï xi.

ÔåëéêÜ, èá éó÷ýåé ai ∈ Aj åÜí êáé ìüíï åÜí ï êüìâïò xi (ìå ãåßôïíåò ôïõò êüìâïõò yi
j) ÷ñùìáôßæåôáé

ìå ôï ÷ñþìá j ∈ M. Áêüìá, éó÷ýåé
∑

a∈Aj
s(a) = b,∀j. ÐñÜãìáôé, êÜèå ÷ñþìá j ðñÝðåé íá ãåéôïíåýåé

ìå êÜðïéá ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï B, êáé êÜèå ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï B áíôéóôïé÷ßæåôáé áêñéâþò óå Ýíáí
êüìâï ï ïðïßïò ãåéôïíåýåé ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò xi ðïõ Ý÷ïõí ÷ñþìá j. ¸ôóé, õðÜñ÷åé ìßá óùóôÞ
3-äéáìÝñéóç.

Ç éó÷ýò ôïõ èåùñÞìáôïò ðñïêýðôåé áðü ôçí NP-ðëçñüôçôá ôïõ 3-PARTITION, áöïý ï ìåôáó÷çìáôé-
óìüò ìðïñåß íá ãßíåé åýêïëá óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. 2

Èåþñçìá 4.2. Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá óõíåêôéêÜ ãñáöÞ-
ìáôá äéáóôçìÜôùí (interval graphs).

Áðüäåéîç: Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý áíÞêåé óôçí êëÜóç NP. Ãéá íá áðïäåé÷èåß üôé
åßíáé NP-hard, èá ÷ñçóéìïðïéçèåß Ýíáò ìåôáó÷çìáôéóìüò áðü ôï ðñüâëçìá 3-PARTITION.

¸óôù Ýíá óýíïëï A = {a1, . . . , a3m} ìå 3m óôïé÷åßá, Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò b êáé èåôéêïß áêÝñáéïé
ìåãÝèïõò s(ai) ãéá êÜèå ai ∈ A ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýåé 1

4b < s(ai) < 1
2b, êáé

∑
ai∈A s(ai) = mb, 1 ≤ i ≤ 3m.

ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé, ãéá êÜèå ai ∈ A, éó÷ýåé s(ai) > m (åÜí ü÷é, ôüôå ìðïñïýìå íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå
üëá ôá ìåãÝèç s(ai) êáé b ìå ôï m + 1).
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Km Kb

yi
s(ai) y3m

1 y3m
2

y3m
s(a3m)

v
m + b− s(ai) + i− 2m− 1 + b− s(a1) m + b− s(a3m) + 3m− 2

v1 v2 vi v3m

x1 x2 xi x3m

y1
1 y1

2
y1

s(a1)y
2
1 y2

2
y2

s(a2) yi
1 yi

2

Ó÷Þìá 4.3: Ôï ÃñÜöçìá ðïõ åßíáé Ôáõôü÷ñïíá ÃñÜöçìá ÄéáóôçìÜôùí (Interval) êáé Ìåôáèåôéêü (Permu-
tation) ÃñÜöçìá.

Áêïëïõèåß ç ðåñéãñáöÞ êáôáóêåõÞò åíüò óõíåêôéêïý ãñáöÞìáôïò, ôï ïðïßï åßíáé ôáõôü÷ñïíá ãñÜöçìá
äéáóôçìÜôùí (interval) êáé ìåôáèåôéêü (permutation) ãñÜöçìá: ¸óôù ìßá êëßêá ìå m êüìâïõò, ìßá êëßêá
ìå b êüìâïõò êáé Ýíáò êüìâïò v ï ïðïßïò óõíäÝåôáé ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò ôùí äýï êëéêþí. Ôï ãñÜöçìá
ðïõ ðñïêýðôåé ôï ïíïìÜæïõìå G1. Óôç óõíÝ÷åéá ãéá êÜèå ai ∈ A êáôáóêåõÜæåôáé Ýíá äÝíôñï Ti âÜèïõò
Ýíá, ìå s(ai) öýëëá êáé ìå ïíïìáóßåò öýëëùí yi

1, y
i
2, . . . , y

i
s(ai)

. ÊÜèå äÝíôñï Ý÷åé ãéá ñßæá ôï xi êáé
êÜèå öýëëï óõíäÝåôáé ìå ôç ñßæá. ¸ôóé, õðÜñ÷ïõí 3m ôÝôïéá äÝíôñá, ôá T1, T2, . . . , T3m. Áêïëïõèåß
ç êáôáóêåõÞ åíüò ìïíïðáôéïý P = [v1, v2, . . . , v3m] ìå 3m êüìâïõò, êáé êÜèå êüìâïò vi óôï ìïíïðÜôé
óõíäÝåôáé ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò êÜèå äÝíôñïõ Ti, 1 ≤ i ≤ 3m. ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå êüìâï vi ∈ P

ðñïóôßèåíôáé m− 1 + b− s(ai) + i− 1 êüìâïé êáé óõíäÝïíôáé ìå ôïí êüìâï vi. Ôï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé
ôï ïíïìÜæïõìå G2. Ôï ãñÜöçìá G1 ∪ G2 åßíáé ìç óõíåêôéêü. Ãéá íá ãßíåé óõíåêôéêü óõíäÝïõìå ìå ìßá
áêìÞ ôïõò êüìâïõò v1 êáé v êáé Ýóôù G ôï ôåëéêü ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé, ôï ïðïßï åßíáé óõíåêôéêü êáé
öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 4.3.

Ôï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval), ãéáôß ìéá êëßêá ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ìå
Ýíá ðëÞèïò äéáóôçìÜôùí ðïõ Ý÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá êïéíü óçìåßï. Äýï êëßêåò ðïõ ìïéñÜæïíôáé Ýíáí êüìâï
u ìðïñïýí íá áíáðáñáóôáèïýí óáí Ýíá ðëÞèïò áðü äéáóôÞìáôá ôÝôïéá þóôå Ýíá áðü áõôÜ ôá äéáóôÞìáôá,
ôï ïðïßï áíôéóôïé÷åß óôïí êüìâï u, Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá êïéíü óçìåßï ìå ôá äéáóôÞìáôá ðïõ áíôéóôïé÷ïýí
óôïõò êüìâïõò êÜèå êëßêáò. ¸ôóé, ïé êüìâïé ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìðïñïýí íá ôïðïèåôçèïýí óå ìßá-ðñïò-ìßá
áíôéóôïé÷ßá ìå Ýíá óýíïëï äéáóôçìÜôùí óôçí ãñáììÞ ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ôÝôïéá þóôå äýï êüìâïé
íá ãåéôïíåýïõí óôï G åÜí êáé ìüíï åÜí ôá áíôßóôïé÷á äéáóôÞìáôá ôÝìíïíôáé.

Åýêïëá õðïëïãßæåôáé üôé ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G åßíáé

(
m

2

)
+

(
b

2

)
+ m + b + 3m + mb + 3m + mb + 3m(m− 2) + 2mb +

3m∑

i=1

i =

(
4m + b + 1

2

)

Ãéá ïðïéïäÞðïôå áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáé ãéá êÜèå æåýãïò äéáöïñåôéêþí ÷ñùìÜôùí
i, j, i 6= j, ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ôï ðïëý ìéá áêìÞ ðïõ ôá Üêñá ôçò ÷ñùìáôßæïíôáé ìå ôá ÷ñþìáôá i êáé j.
¸ôóé, ï áñìïíéêüò ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò äåí ìðïñåß íá åßíáé ìéêñüôåñïò áðü 4m+b+1, êáé áí åßíáé ßóïò ìå
4m + b + 1 ôüôå ãéá êÜèå æåýãïò äéáöïñåôéêþí ÷ñùìÜôùí i, j, 1 ≤ i, j ≤ 4m + b + 1 õðÜñ÷åé ìßá ìïíáäéêÞ
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áêìÞ ìå ôá Üêñá ôçò íá Ý÷ïõí ôá ÷ñþìáôá i êáé j. ¸ôóé, Ý÷ïõìå Ýíáí áêñéâÞ ÷ñùìáôéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò
G ìå k ÷ñþìáôá.

×ñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí ìåôáó÷çìáôéóìü áðü ôï ðñüâëçìá 3-PARTITION èá áðïäåé÷èåß üôé ï áñìïíéêüò
÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åßíáé (ìéêñüôåñïò Þ ßóïò ìå) 4m+b+1 åÜí êáé ìüíï åÜí ôï óýíïëï
A ìðïñåß íá äéáìåñéóôåß óå m óýíïëá A1, . . . , Am ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýåé

∑
a∈Aj

s(a) = b, ãéá ïðïéïäÞðïôå
j, 1 ≤ j ≤ m.

(⇐=) ¸óôù ôþñá ìßá 3-äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ A óå A1, . . . , Am óýíïëá ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýåé ∀j:∑
a∈Aj

s(a) = b. Ïé êüìâïé ôçò ðñþôçò êëßêáò ðáßñíïõí ôá ÷ñþìáôá 1, 2, . . . , m, ïé êüìâïé ôçò äåýôåñçò
êëßêáò ôá ÷ñþìáôá m + 1,m + 2, . . . , m + b, êáé ï êüìâïò v ðáßñíåé ôï ÷ñþìá m + b + 1. ¸óôù M ôï
óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá 1, 2, . . . , m, B ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá m+1, m+2, . . . , m+b

êáé K ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá m+ b+2,m+ b+3, . . . , 4m+ b+1. ÅÜí ai ∈ Aj ôüôå ï êüìâïò
xi ðáßñíåé ôï ÷ñþìá j. ÊÜèå ÷ñþìá j ∈ M áíôéóôïé÷ßæåôáé óå ôñåéò êüìâïõò xi, ïé ïðïßïé áíôéóôïé÷ïýí
óå ôñßá ai ðïõ Ý÷ïõí üëá ìáæß áêñéâþò b ãåßôïíåò âáèìïý äýï. ÊáèÝíáò áðü ôïõò b ãåßôïíåò ðáßñíåé Ýíá
äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï B êáé êÜèå êüìâïò vi áðü ôï ìïíïðÜôé P ðáßñíåé Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá
áðü ôï óýíïëï K. Õðåíèõìßæåôáé üôé êÜèå êüìâïò vi, 1 ≤ i ≤ 3m, óõíäÝåôáé ìå Üëëïõò äýï êüìâïõò óôï
ìïíïðÜôé P , äçëáäÞ ôïõò êüìâïõò vi−1 êáé vi+1, êáèþò êáé ìå Üëëïõò m + b + i− 1 êüìâïõò. Ï êüìâïò
v1 óõíäÝåôáé ìå ôïõò êüìâïõò v2, v êáé ìå m + b Üëëïõò êüìâïõò, åíþ ï êüìâïò v3m óõíäÝåôáé ìå ôïí
êüìâï v3m−1 êáé ìå m + b + 3m− 1 áêüìá êüìâïõò.

Óôç óõíÝ÷åéá, ðñÝðåé íá ÷ñùìáôéóôïýí ïé õðüëïéðïé m − 1 + b − s(ai) + i − 1 ãåßôïíåò êÜèå åíüò
êüìâïõ vi, 1 ≤ i ≤ 3m. Ïé m− 1 ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ vi ðáßñíïõí Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï
M\ci, üðïõ ci åßíáé ôï ÷ñþìá ðïõ ðñïçãïõìÝíùò áíáôÝèçêå óôïí êüìâï xi. Ïé b − s(ai) ãåßôïíåò ôïõ
êüìâïõ vi ðáßñíïõí Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï B\Ci, üðïõ Ci åßíáé ôï óýíïëï ôùí ÷ñùìÜôùí
ðïõ ðñïçãïõìÝíùò áíáôÝèçêáí óôïõò s(ai) ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ xi. Ïé õðüëïéðïé i − 1 ãåßôïíåò ôïõ
êüìâïõ vi, 3 ≤ i ≤ 3m, ðáßñíïõí ôï ÷ñþìá m + b + 1 êáé ôá ÷ñþìáôá ðïõ áíáôÝèçêáí óôïõò êüìâïõò
vj , 1 ≤ j ≤ i− 2. Ãéá ôïõò m + b − s(a2) ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ v2 ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï ÷ñþìá m + b + 1,
êáèþò êáé ôá ÷ñþìáôá áðü ôá óýíïëá M êáé B, åíþ ïé m−1+ b− s(a1) ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ v1 ðáßñíïõí
÷ñþìáôá áðü ôá óýíïëá M êáé B. ÔåëéêÜ, õðÜñ÷åé Ýíáò áñìïíéêüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå
4m + b + 1 ÷ñþìáôá êáé åðïìÝíùò ï áñìïíéêüò ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åßíáé 4m + b + 1.

(=⇒) ¸óôù üôé ï áñìïíéêüò ÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åßíáé (ìéêñüôåñïò Þ ßóïò ìå)
4m + b + 1. ×ùñßò ôïí ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò, Ýóôù üôé ïé m êüìâïé ôçò ðñþôçò êëßêáò ðáßñíïõí
äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï M, åíþ ïé b êüìâïé ôçò äåýôåñçò êëßêáò ðáßñíïõí äéáöïñåôéêÜ
÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï B. Åðßóçò, ï êüìâïò v ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá m + b + 1, áöïý ãåéôïíåýåé
ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò áðü ôéò äýï êëßêåò. Áöïý, ï êüìâïò v3m åßíáé ï êüìâïò ìå ôï ìÝãéóôï âáèìü, ï
ïðïßïò åßíáé ßóïò ìå 4m + b, ðñÝðåé íá ðÜñåé Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï K. ÐñÜãìáôé, åÜí ðÜñåé Ýíá ÷ñþìá
áðü ôï óýíïëï M, ôüôå êáíÝíáò áðü ôïõò ãåßôïíÝò ôïõ äåí ìðïñåß íá ðÜñåé Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï M
êáé äåí ìðïñåß íá ãßíåé ï ÷ñùìáôéóìüò ôùí 4m+b êüìâùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï 4m+b+1−m ÷ñþìáôá.
Ìå ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá äåß÷íåôáé üôé ï êüìâïò v3m äåí ìðïñåß íá ÷ñùìáôéóôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò Ýíá
÷ñþìá áðü ôï óýíïëï B Þ ôï ÷ñþìá m + b + 1. ¸ôóé, ÷ùñßò ôïí ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò, ï êüìâïò
v3m ðáßñíåé ôï ÷ñþìá 4m + b + 1. ¼ëïé ïé ãåßôïíÝò ôïõ ÷ñùìáôßæïíôáé ìå ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï
M∪B∪{m+ b+1}∪K\{4m+ b+1}. Ï êüìâïò v3m−1 ðáßñíåé Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï K\{4m+ b+1}
êáé Ýóôù üôé ðáßñíåé ôï ÷ñþìá 4m + b. ÐñÜãìáôé, ìå ðáñüìïéïõò éó÷õñéóìïýò ðñïêýðôåé üôé äåí ìðïñåß
íá ðÜñåé ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï M∪ B ∪ {m + b + 1} ∪ {4m + b + 1}. ÅðéðëÝïí, ôï ÷ñþìá 4m + b + 1
äåí ìðïñåß íá äïèåß óå êáíÝíáí Üëëïí êüìâï ôïõ ãñáöÞìáôïò G, áöïý ïðïéïäÞðïôå æåýãïò ÷ñùìÜôùí
(4m + b + 1, j), 1 ≤ j ≤ 4m + b, åìöáíßæåôáé Þäç óôïí áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü. Õðåíèõìßæåôáé üôé ãéá
ïðïéïäÞðïôå æåýãïò äéáöïñåôéêþí ÷ñùìÜôùí i, j, 1 ≤ i, j ≤ 4m + b + 1, õðÜñ÷åé ìßá ìïíáäéêÞ áêìÞ ìå ôá
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Üêñá ôçò íá ðáßñíïõí ôá ÷ñþìáôá i êáé j. Ìå åðáãùãÞ óôï i áðïäåéêíýåôáé üôé ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá üëïõò
ôïõò êüìâïõò vi ∈ P, 1 ≤ i ≤ 3m− 2, äçëáäÞ ï êüìâïò vi ðáßñíåé Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï K\L, üðïõ
L åßíáé ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá m + b + 1 + i + 1,m + b + 1 + i + 2, . . . , 4m + b + 1, ôá ïðïßá
åßíáé ôá ÷ñþìáôá ðïõ Ý÷ïõí Þäç áíáôåèåß óôïõò êüìâïõò vj , 1 < j ≤ 3m.

ÅðåéäÞ üëá ôá æåýãç ÷ñùìÜôùí ðñÝðåé íá åìöáíéóôïýí êáé ôá æåýãç (a, b), a ∈ M, b ∈ B äåí Ý÷ïõí
åìöáíéóôåß áêüìá, èá áíáôåèïýí áõôÜ ôá æåýãç ÷ñùìÜôùí óôéò mb áêìÝò ðïõ Ý÷ïõí êáé ôá äõï Üêñá
ôïõò á÷ñùìÜôéóôá. ÁõôÝò ïé áêìÝò åßíáé ïé áêìÝò ôçò ìïñöÞò xiy

i
j , 1 ≤ i ≤ 3m, 1 ≤ j ≤ s(ai), üðïõ ï

êüìâïò xi áíôéóôïé÷åß óôï ai êáé ï êüìâïò yi
j áíôéóôïé÷åß óôïí j-ïóôü ãåßôïíá ôïõ êüìâïõ xi ðïõ Ý÷åé

âáèìü ßóï ìå äýï. Ïé êüìâïé xi äåí ìðïñïýí íá ðÜñïõí ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï B, äéáöïñåôéêÜ ïé s(ai) > m

á÷ñùìÜôéóôïé ãåßôïíåò yi
j äåí ìðïñïýí íá ÷ñùìáôéóôïýí ìå m ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï M. ¸ôóé, ïé êüìâïé

xi ðáßñíïõí Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï M êáé ïé êüìâïé yi
j ðáßñíïõí Ýíá ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï B (éó÷ýåé

üôé b
4 < s(ai) < b

2 ). Ïé ìïíáäéêïß êüìâïé ðïõ äåí Ý÷ïõí ÷ñùìáôéóôåß åßíáé ïé m − 1 + b − s(ai) + i − 1
ãåßôïíåò êÜèå åíüò êüìâïõ vi, 1 ≤ i ≤ 3m. Ãéá íá ÷ñùìáôéóôïýí m − 1 + b − s(ai) êüìâïé áðü ôïõò
á÷ñùìÜôéóôïõò ãåßôïíåò êÜèå åíüò vi, ÷ñçóéìïðïéïýíôáé äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï (M∪B)\F ,
üðïõ F åßíáé ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ÷ñþìáôá ðïõ Ý÷ïõí Þäç áíáôåèåß óôïõò s(ai) + 1 ãåßôïíåò ôïõ
êüìâïõ vi. Ãéá íá ÷ñùìáôéóôïýí ïé ôåëåõôáßïé i− 1 á÷ñùìÜôéóôïé ãåßôïíåò ôïõ êüìâïõ vi, i > 1, ìðïñïýí
íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ìüíï ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï K\L\{m + b + 1 + i,m + b + i}, åðåéäÞ ôá ìüíá æåýãç
÷ñùìÜôùí ðïõ äåí Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß åßíáé ôá (m+b+1+ i, j), üðïõ m+b+1 ≤ j ≤ m + b + 1 + i− 2.

ÔåëéêÜ, èá éó÷ýåé ai ∈ Aj åÜí êáé ìüíï åÜí ï êüìâïò xi (ìå ãåßôïíåò ôïõò êüìâïõò yi
j) ÷ñùìáôßæåôáé

ìå ôï ÷ñþìá j ∈ M. Áêüìá éó÷ýåé
∑

a∈Aj
s(a) = b,∀j. ÐñÜãìáôé, êÜèå ÷ñþìá j ðñÝðåé íá ãåéôïíåýåé

ìå êÜðïéá ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï B, êáé êÜèå ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï B áíôéóôïé÷ßæåôáé áêñéâþò óå Ýíáí
êüìâï ï ïðïßïò ãåéôïíåýåé ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò xi ðïõ Ý÷ïõí ÷ñþìá j. ¸ôóé, õðÜñ÷åé ìßá óùóôÞ
3-äéáìÝñéóç.

Ç éó÷ýò ôïõ èåùñÞìáôïò ðñïêýðôåé áðü ôçí NP-ðëçñüôçôá ôïõ 3-PARTITION, áöïý ï ìåôáó÷çìáôé-
óìüò ìðïñåß íá ãßíåé åýêïëá óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. 2

Ôï ãñÜöçìá ôïõ Ó÷Þìáôïò 4.3 ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷èåß üôé åßíáé åðßóçò êáé Ýíá ìåôáèåôéêü (per-
mutation) ãñÜöçìá. ¸ôóé, ôï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval), åÜí êáé ìüíï åÜí
åßíáé Ýíá ôñéãùíéêü (chordal) ãñÜöçìá êáé ôï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ìåôáâáôéêü (comparability) ãñÜöçìá
[40]. ÅðéðëÝïí, ôï ãñÜöçìá G ðáñïõóéÜæåé ìßá Üêõêëç ìåôáâáôéêÞ êáôåýèõíóç, ïðüôå åßíáé Ýíá ìåôáâáôé-
êü (comparability) ãñÜöçìá. Áöïý, ôá ãñáöÞìáôá G êáé G åßíáé ìåôáâáôéêÜ (comparability) ãñáöÞìáôá,
óõíåðÜãåôáé üôé ôï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ìåôáèåôéêü (permutation) ãñÜöçìá [40]. ÅðïìÝíùò, éó÷ýåé ôï
åðüìåíï èåþñçìá.

Èåþñçìá 4.3. Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá óõíåêôéêÜ ìåôá-
èåôéêÜ (permutation) ãñáöÞìáôá.
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ÊåöÜëáéï 5

Á÷ñùìáôéêüò Áñéèìüò

5.1 Óôü÷ïò

5.2 Á÷ñùìáôéêüò Áñéèìüò

5.3 ÁðïôåëÝóìáôá NP-ðëçñüôçôáò

5.3 ÐïëõùíõìéêÞ Ëýóç ãéá ôï Ðñüâëçìá ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý óôá ÊáôùöëéêÜ (Threshold) Ãñá-
öÞìáôá

5.1 Óôü÷ïò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ìåëåôÜìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý ãéá ôéò
êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ôïõ åíäéáöÝñïíôüò ìáò. ÓõãêåêñéìÝíá, ìÜò åíäéáöÝñåé íá âñïýìå ôï üñéï
óôï ïðïßï ôï ðñüâëçìá áõôü ìåôáôñÝðåôáé áðü ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï óå ìç ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï.

5.2 Á÷ñùìáôéêüò Áñéèìüò

¸íáò êáôÜëëçëïò ÷ñùìáôéóìüò åíüò ãñáöÞìáôïò G = (V,E) åßíáé ìéá áíÜèåóç ÷ñùìÜôùí óôéò êïñõöÝò
ôïõ ãñáöÞìáôïò, V , Ýôóé þóôå ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò (ðïõ óõíäÝïíôáé ìå áêìÞ) íá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü ÷ñþìá.
ÄçëáäÞ, æçôåßôáé ìéá äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí óå êëÜóåéò ÷ñùìáôéóìïý, ïé ïðïßåò áíôéóôïé÷ïýí
óå áíåîÜñôçôá óýíïëá. ¸íáò ÷ñùìáôéóìüò èåùñåßôáé ðëÞñçò, åÜí ãéá êÜèå äéáöïñåôéêü æåýãïò ÷ñùìÜôùí
(äéáöïñåôéêþí ìåôáîý ôïõò), õðÜñ÷ïõí äýï ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò ðïõ ôïõò Ý÷ïõí áíáôåèåß áõôÜ ôá äýï
÷ñþìáôá. Ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ψ(G) åßíáé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò k, ãéá ôïí ïðïßï ôï ãñÜöçìá G åðéäÝ÷åôáé
Ýíáí ôÝôïéï ðëÞñç ÷ñùìáôéóìü. Ìå Üëëá ëüãéá èÝëïõìå ôïí ìÝãéóôï áñéèìü ÷ñùìÜôùí êáé ìéá áíÜèåóç
áõôþí ôÝôïéá þóôå, ïðïéåóäÞðïôå äýï äéáöïñåôéêÝò êëÜóåéò ÷ñùìáôéóìïý íá ìïéñÜæïíôáé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá
áêìÞ.

Ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý ψ(G) Ý÷åé áðïäåé÷èåß NP-hard áðü ôïõò Gavril êáé ÃéáííáêÜêç
[59], åíþ ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáé NP-ðëÞñåò. Ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ìåëåôçèåß äéåîïäéêÜ
áðü äéÜöïñïõò åñåõíçôÝò ãéá ôï èåùñçôéêü ôïõ åíäéáöÝñïí êáèþò êáé ãéá ôéò åöáñìïãÝò ðïõ âñßóêåé ôï
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ðñüâëçìá, êõñßùò óôïõò ôïìåßò ôïõ ó÷åäéáóìïý äéêôýùí [29, 43]. Óôçí åñãáóßá ôùí Farber at. al. [34],
áðïäåß÷ôçêå üôé ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý åßíáé NP-hard ãéá äéìåñÞ (bipartite) ãñáöÞìáôá.
Ï Bodl�nder [10] áðÝäåéîå üôé ôï ðñüâëçìá ðáñáìÝíåé NP-hard ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá
óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá (cographs) êáé ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval). Ïé Cairnie êáé Edwards
[15] áðÝäåéîáí üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-hard ãéá ôá äÝíôñá (trees).

Ôï ðñüâëçìá Ý÷åé åðßóçò ìåëåôçèåß åêôüò áðü ôá äéìåñÞ (bipartite) ãñáöÞìáôá, êáé ãéá äéÜöïñåò
êáôÜëëçëåò õðï-êëÜóåéò áõôþí üðùò ôá êõñôÜ äéìåñÞ (convex bipartite) ãñáöÞìáôá êáèþò êáé ãéá ôá äéìåñÞ
ìåôáèåôéêÜ (bipartite permutation) ãñáöÞìáôá, üôáí ôá ôåëåõôáßá åßíáé ìç óõíåêôéêÜ [29]. Ç ðåñßðôùóç
ôùí áíôßóôïé÷ùí óõíåêôéêþí ðåñéðôþóåùí äåí åßíáé ôåôñéììÝíç ãåíßêåõóç. Ðïëý ðñüóöáôá [7], áðïäåß÷ôçêå
üôé ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý åßíáé NP-hard ãéá óõíåêôéêÜ äéìåñÞ ìåôáèåôéêÜ (bipartite
permutation) ãñáöÞìáôá, êáé Üñá ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôçí êëÜóç ôùí biconvex bipartite ãñáöçìÜôùí,
õðåñêëÜóç ôùí äéìåñÞ ìåôáèåôéêþí (bipartite permutation). Åðßóçò, óôçí ßäéá åñãáóßá, áðïäåéêíýåôáé üôé
ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-hard êáé ãéá ôçí êëÜóç ôùí quasi-threshold ãñáöçìÜôùí. ÅðéðëÝïí áõôþí ôùí
áðïôåëåóìÜôùí, äßíåôáé Ýíáò ãñáììéêïý ÷ñüíïõ áëãüñéèìïò åðßëõóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôçí êëÜóç ôùí
êáôùöëéêþí (threshold) ãñáöçìÜôùí, äéá÷ùñßæïíôáò Ýôóé ôéò äýï êëÜóåéò ôùí êáôùöëéêþí (threshold) êáé
ôùí quasi-threshold ãñáöçìÜôùí, ùò ðñïò ôçí ðïëõðëïêüôçôÜ ôïõò. Ç NP-ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá
ôçí êëÜóç ôùí quasi-threshold ãñáöçìÜôùí Ý÷åé ùò óõíÝðåéá ôçí áõôüìáôç áðüäåéîç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ãéá
ôéò õðåñêëÜóåéò ôùí quasi-threshold ãñáöçìÜôùí, äçëáäÞ ôùí ôñéãùíéêþí (chordal) êáé ôùí ãñáöçìÜôùí
äéáóôçìÜôùí (interval).

Ôï Ó÷Þìá 5.1 áíáðáñéóôÜ ôéò ðáñáðÜíù äéáðéóôþóåéò. Ôï äéáêåêïììÝíï ôåôñÜãùíï áíôéóôïé÷åß óôéò
êëÜóåéò åêåßíåò üðïõ ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç P, åíþ ç Ýëëåéøç áíôéóôïé÷åß óôéò êëÜóåéò üðïõ
ôï ðñüâëçìá ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò. Ãéá ôçí êëÜóç ôùí äéá÷ùñßóéìùí (split) ãñáöçìÜôùí, ôï ðñüâëçìá
åýñåóçò ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý åßíáé áíïé÷ôü. Óôç óõíÝ÷åéá, áðïäåéêíýåôáé üôé ï Á÷ñùìáôéêüò Áñéè-
ìüò åßíáé NP-ðëÞñçò ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá (cographs) êáé
ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval).

5.3 ÁðïôåëÝóìáôá NP-ðëçñüôçôáò

Ðñþôá, èá áðïäåé÷èåß üôé ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá ìç
óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá (cographs) êáé ãñáöÞìáôá äéá-
óôçìÜôùí (interval), åíþ óôç óõíÝ÷åéá èá äïèåß Ýíáò åýêïëïò ìåôáó÷çìáôéóìüò êáé ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôùí
óõíåêôéêþí ãñáöçìÜôùí [10].

Èåþñçìá 5.1. Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá ìç óõíåêôé-
êÜ ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval) êáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï
(cograph) ãñÜöçìá.

Áðüäåéîç: Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý áíÞêåé óôçí êëÜóç NP. Ãéá íá áðïäåé÷èåß
üôé åßíáé NP-hard, èá ÷ñçóéìïðïéçèåß Ýíáò ìåôáó÷çìáôéóìüò áðü ôï ðñüâëçìá 3-PARTITION.

¸óôù Ýíá óýíïëï A = {a1, . . . , a3m} ìå 3m óôïé÷åßá, Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò B êáé èåôéêïß áêÝñáéïé
ìåãÝèïõò s(ai) ãéá êÜèå ai ∈ A ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýåé 1

4B < s(ai) < 1
2B, êáé

∑
ai∈A s(ai) = mB,

1 ≤ i ≤ 3m. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé, ãéá êÜèå ai ∈ A, éó÷ýåé s(ai) > m (åÜí ü÷é, ôüôå ìðïñïýìå íá
ðïëëáðëáóéÜóïõìå üëá ôá ìåãÝèç s(ai) êáé B ìå ôï m + 1).

Áêïëïõèåß ç ðåñéãñáöÞ êáôáóêåõÞò åíüò ìç óõíåêôéêïý ãñáöÞìáôïò, ôï ïðïßï åßíáé ôáõôü÷ñïíá ãñÜ-
öçìá äéáóôçìÜôùí (interval) êáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï (cograph) ãñÜöçìá: ¸óôù ìßá êëßêá ìå
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Ó÷Þìá 5.1: Ç Ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ÐñïâëÞìáôïò Åýñåóçò ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý ãéá ÓõíäåäåìÝíá
ÃñáöÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óå ÊëÜóåéò ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí.

m êüìâïõò, ìßá êëßêá ìå B êüìâïõò êáé Ýíáò êüìâïò v, ï ïðïßïò óõíäÝåôáé ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò ôùí
äýï êëéêþí. Óôç óõíÝ÷åéá, ãéá êÜèå ai ∈ A êáôáóêåõÜæåôáé Ýíá äÝíôñï Ti âÜèïõò Ýíá, ìå s(ai) öýëëá êáé
ìå ïíïìáóßåò öýëëùí yi

1, y
i
2, . . . , y

i
s(ai)

. ÊÜèå äÝíôñï Ý÷åé ãéá ñßæá ôï xi êáé êÜèå öýëëï óõíäÝåôáé ìå ôç
ñßæá. ¸ôóé, õðÜñ÷ïõí 3m ôÝôïéá äÝíôñá, ôá T1, T2, . . . , T3m. ¸óôù G ôï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé, üðùò
öáßíåôáé êáé óôï Ó÷Þìá 5.2.

Åýêïëá áðïäåéêíýåôáé üôé ôï ãñÜöçìá G åßíáé ôáõôü÷ñïíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval) êáé óõ-
ìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï (cograph) ãñÜöçìá. Ðñïöáíþò, ôï ãñÜöçìá G äåí ðåñéÝ÷åé Ýíá ìïíïðÜôé
ìå ôÝóóåñéò êüìâïõò óáí åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá, åðïìÝíùò ôï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá óõìðëçñùìáôéêÜ
ðáñáãüìåíï (cograph) ãñÜöçìá. ¸íá äÝíôñï âÜèïõò Ýíá, ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß óáí Ýíá ãñÜöçìá
äéáóôçìÜôùí (interval), áíôéóôïé÷ßæïíôáò êÜèå Ýíá öýëëï ìå Ýíá ìéêñü äéÜóôçìá, ÷ùñßò íá ôÝìíïíôáé ôá
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Km KB

x1 x2 xi x3m

yi
s(ai) y3m

1 y3m
2

y3m
s(a3m)

v

y1
1 y1

2
y1

s(a1)y
2
1 y2

2
y2

s(a2) yi
1 yi

2

Ó÷Þìá 5.2: ¸íá ÃñÜöçìá ðïõ åßíáé Ôáõôü÷ñïíá ÓõìðëçñùìáôéêÜ Ðáñáãüìåíï (Cograph) êáé ÃñÜöçìá
ÄéáóôçìÜôùí (Interval).

áíôßóôïé÷á äéáóôÞìáôá óå êÜðïéï óçìåßï, êáé êÜèå ñßæá ôïõ äÝíôñïõ ìå Ýíá ìåãáëýôåñï äéÜóôçìá, ôï ïðïßï
èá ðåñéëáìâÜíåé üëá ôá äéáóôÞìáôá ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá öýëëá ôçò ñßæáò. Ìßá êëßêá ìðïñåß íá áíáðá-
ñáóôáèåß áðü Ýíá ðëÞèïò äéáóôçìÜôùí, ôá ïðïßá áíÜ äýï ìïéñÜæïíôáé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá êïéíü óçìåßï. Áðü
ôçí Ýíùóç ãñáöçìÜôùí äéáóôçìÜôùí (interval) ðñïêýðôåé ãñÜöçìá, ôï ïðïßï åßíáé ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí
(interval).

Óôç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýåôáé üôé ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åßíáé (>) m + B + 1, åÜí
êáé ìüíï åÜí ôï óýíïëï A ìðïñåß íá äéáìåñéóôåß óå m óýíïëá A1, . . . , Am, ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýåé ∀j:∑

a∈Aj
s(a) = B.

Ôï óõíïëéêü ðëÞèïò áêìþí óôï ãñÜöçìá G åßíáé:

(
m

2

)
+

(
B

2

)
+ m + B +

3m∑

i=1

s(ai) =

(
m + B + 1

2

)

Ãéá êÜèå óùóôü ÷ñùìáôéóìü ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáé êÜèå æåýãïò äéáöïñåôéêþí ÷ñùìÜôùí i, j, i 6= j,
ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá áêìÞ ìå ôá Üêñá ôçò íá Ý÷ïõí ôá ÷ñþìáôá i, j. ¸ôóé, ðñïêýðôåé üôé
ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G äåí ìðïñåß íá åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü m + B + 1, êáé áí åßíáé
ßóïò ìå m + B + 1, ôüôå ãéá êÜèå óùóôü ÷ñùìáôéóìü ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß m + B + 1 ÷ñþìáôá, õðÜñ÷åé ãéá
êÜèå æåýãïò äéáöïñåôéêþí ÷ñùìÜôùí i, j ∈ {1, . . . , m + B + 1}, i 6= j, ìßá ìïíáäéêÞ áêìÞ ìå ôá Üêñá ôçò
íá Ý÷ïõí ôá ÷ñþìáôá i êáé j.

¸óôù ìßá äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ A óå m óýíïëá A1, . . . , Am, ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýåé ∀j:
∑

a∈Aj
s(a) =

B. Èá äåé÷èåß ðùò ðñïêýðôåé Ýíáò óùóôüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G, ÷ñçóéìïðïéþíôáò m + B + 1
÷ñþìáôá. Ïé êüìâïé ôçò ðñþôçò êëßêáò ðáßñíïõí ôá ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï {1, . . . ,m}, ïé êüìâïé ôçò
äåýôåñçò êëßêáò ðáßñíïõí ôá ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï {m+1, . . . , m+B}, êáé ï êüìâïò v ÷ñùìáôßæåôáé ìå
ôï ÷ñþìá m+B+1. ÅÜí ai ∈ Aj , ôüôå ç ñßæá ôïõ i-ïóôïý äÝíôñïõ ðïõ Ý÷åé s(ai) öýëëá, ðáßñíåé ôï ÷ñþìá j.
ÊÜèå ÷ñþìá j ∈ {1, . . . ,m} áíôéóôïé÷ßæåôáé óôç ñßæá ôñéþí äÝíôñùí ðïõ Ý÷ïõí üëá ìáæß áêñéâþò B öýëëá.
ÊÜèå Ýíá áðü áõôÜ ôá B öýëëá ðáßñíåé Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôï óýíïëï {m+1, . . . , m+B}. ¸ôóé,
ðñïêýðôåé Ýíáò óùóôüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå m+B +1 ÷ñþìáôá, åðïìÝíùò ï á÷ñùìáôéêüò
áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åßíáé m + B + 1.

¸óôù, üôé ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åßíáé (>) m + B + 1, åðïìÝíùò èá õðÜñ÷åé Ýíáò
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óùóôüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå m + B + 1 ÷ñþìáôá. ×ùñßò ôïí ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò,
èåùñïýìå üôé ï êüìâïò v ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá m + B + 1. ÅðåéäÞ, ï êüìâïò v ãåéôïíåýåé ìå Üëëïõò
m + B êüìâïõò, êáíÝíáò Üëëïò êüìâïò óôï ãñÜöçìá G äåí ðáßñíåé ôï ÷ñþìá m + B + 1. Åðßóçò, üëïé
ïé êüìâïé ðïõ ãåéôïíåýïõí ìå ôïí êüìâï v, ðñÝðåé íá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áðü ôïí êüìâï v. ¸ôóé,
ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ïé êüìâïé ôçò ðñþôçò êëßêáò ÷ñùìáôßæïíôáé ìå ôá ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï
{1, . . . ,m}, êáé ïé êüìâïé ôçò äåýôåñçò êëßêáò ðáßñíïõí ôá ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï {m + 1, . . . , m + B}.
¼óïí áöïñÜ óôá óôïé÷åßá ai ∈ Aj , s(ai) > m, äåí ìðïñåß íá ÷ñùìáôéóôåß ç ñßæá åíüò äÝíôñïõ ìå êÜðïéï
÷ñþìá áðü ôï óýíïëï {m+1, . . . , m+B}. Áí ãéíüôáíå áõôü, êüìâïé ìå áõôü ôï ÷ñþìá èá ãåéôïíåýáíå ìå
ðåñéóóüôåñïõò áðü m+B êüìâïõò, ìå áðïôÝëåóìá ðåñéóóüôåñåò áðü äýï áêìÝò íá Ý÷ïõí ôá ßäéá ÷ñþìáôá
óôá Üêñá ôïõò.

¸óôù üôé ai ∈ Aj åÜí êáé ìüíï åÜí ç ñßæá ôïõ i-ïóôïý äÝíôñïõ (ìå s(ai) öýëëá) ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï
÷ñþìá j. Éó÷ýåé üôé ∀j:

∑
a∈Aj

s(a) = B: êÜèå ÷ñþìá j ðñÝðåé íá ãåéôíéÜæåé ìå ôá ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï
{m + 1, . . . , m + B}, ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò áêìÝò ôùí äÝíôñùí, êáé êÜèå Ýíá áðü áõôÜ ôá B ÷ñþìáôá
ðñÝðåé íá áíôéóôïé÷åß óå áêñéâþò Ýíá ðáéäß ôçò ñßæáò åíüò äÝíôñïõ, ç ïðïßá ÷ñùìáôßæåôáé ìå ôï ÷ñþìá j.
¸ôóé, õðÜñ÷åé ìßá óùóôÞ 3-äéáìÝñéóç.

Ç éó÷ýò ôïõ èåùñÞìáôïò ðñïêýðôåé áðü ôçí NP-ðëçñüôçôá ôïõ 3-PARTITION, áöïý ï ìåôáó÷çìáôé-
óìüò ìðïñåß íá ãßíåé åýêïëá óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. 2

Èåþñçìá 5.2. Ôï ðñüâëçìá ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá ðïõ
åßíáé ôáõôü÷ñïíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval) êáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï (cograph) ãñÜöçìá.

Áðüäåéîç: Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò èá ðñïêýøåé áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá, ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôá ìç óõíå-
êôéêÜ ãñáöÞìáôá. ¸óôù Ýíá ãñÜöçìá G = (V, E), ôï ïðïßï åßíáé ôáõôü÷ñïíá Ýíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí
(interval) êáé Ýíá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï (cograph) ãñÜöçìá, êáé ôï ïðïßï Ý÷åé á÷ñùìáôéêü áñéèìü
ßóï ìå K. ¸óôù G∗ ôï ãñÜöçìá ôï ïðïßï ðñïêýðôåé áðü ôçí ðñïóèÞêç ôïõ êüìâïõ v0 óôï ãñÜöçìá G,
êáé ï ïðïßïò óõíäÝåôáé ìå üëïõò ôïõò Üëëïõò êüìâïõò ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ôï ãñÜöçìá G∗ ðïõ ðñïêýðôåé,
åßíáé Ýíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval), ãéáôß ï êüìâïò v0 áíôéóôïé÷åß óå Ýíá äéÜóôçìá ðïõ ðåñéëáìâÜ-
íåé üëá ôá Üëëá äéáóôÞìáôá. ÅðéðëÝïí, ôï ãñÜöçìá G∗ åßíáé Ýíá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï (cograph)
ãñÜöçìá, åðåéäÞ ôï ãñÜöçìá G äåí ðåñéÝ÷åé P4 óáí åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá êáé êáíÝíá åðáãüìåíï õðïãñÜ-
öçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G∗ ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôïí êüìâï v0 äåí ìðïñåß íá åßíáé éóïìïñöéêü ìå ôï P4, áöïý ï
êüìâïò v0 ðñÝðåé íá ãåéôïíåýåé ìå êáèÝíáí áðü ôïõò Üëëïõò ôñåéò êüìâïõò áðü ôï åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá.
ÅðïìÝíùò, ôï ãñÜöçìá G∗ åßíáé óõíåêôéêü, áöïý êÜèå êüìâïò 6= v0 ãåéôïíåýåé ìå ôïí êüìâï v0.

Ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G∗ åßíáé áêñéâþò K+1. Áõôü ìðïñåß íá åîçãçèåß ùò åîÞò: Ýíáò
óùóôüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå K ÷ñþìáôá ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå Ýíáí óùóôü ÷ñùìáôéóìü
ôïõ ãñáöÞìáôïò G∗ ìå K + 1 ÷ñþìáôá, áí ÷ñùìáôéóôåß ï êüìâïò v0 ìå ôï ÷ñþìá K + 1. ¸ôóé, ï
á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G∗ åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí ßóïò ìå K + 1. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ÷åé
Ýíáò óùóôüò ÷ñùìáôéóìüò f ôïõ ãñáöÞìáôïò G∗ ìå k ÷ñþìáôá. ÊáíÝíáò êüìâïò 6= v0 äåí ìðïñåß íá Ý÷åé
ôï ßäéï ÷ñþìá ìå ôïí êüìâï v0. ¸óôù f ′ ï ÷ñùìáôéóìüò ðïõ ðñïêýðôåé áí åöáñìüóïõìå ôï ÷ñùìáôéóìü f

óôï ãñÜöçìá G. Ï f ′ ÷ñùìáôéóìüò åßíáé Ýíáò óùóôüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ÷ñçóéìïðïéþíôáò
k− 1 ÷ñþìáôá. ÓõíåðÜãåôáé üôé ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G∗ åßíáé ôï ðïëý ßóïò ìå K + 1.

¼ðùò öáßíåôáé áðü ôá ðáñáðÜíù, õðÜñ÷åé Ýíáò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ìåôáó÷çìáôéóìüò áðü ôçí ðå-
ñßðôùóç ôùí ìç óõíåêôéêþí ãñáöçìÜôùí ðñïò ôçí ðåñßðôùóç ôùí óõíåêôéêþí ãñáöçìÜôùí. ¸ôóé, ôï
ðñüâëçìá ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá
ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval) êáé óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï (cograph) ãñÜöçìá. 2

Ôá óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval) êáé óõìðëçñùìáôé-
êÜ ðáñáãüìåíï (cograph) ãñÜöçìá, åßíáé åðßóçò quasi-threshold ãñáöÞìáôá. Áõôü óõìâáßíåé, ãéáôß äåí
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ðåñéÝ÷ïõí åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá éóüìïñöï ôïõ P4 Þ ôïõ C4, ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ ðåñéãñÜöïõí Ýíá quasi-
threshold ãñÜöçìá. ÅðïìÝíùò, åðåéäÞ ôï ãñÜöçìá åßíáé êáé quasi-threshold, èá éó÷ýåé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Èåþñçìá 5.3. Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá óõíåêôéêÜ
quasi-threshold ãñáöÞìáôá.

Óôçí åñãáóßá [29] Ý÷åé áðïäåé÷èåß üôé åÜí G åßíáé Ýíá ãñÜöçìá ôï ïðïßï Ý÷åé áêñéâþò

(
k

2

)
áêìÝò,

ôüôå Ýíáò êáôÜëëçëïò ÷ñùìáôéóìüò ôùí êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå k ÷ñþìáôá åßíáé á÷ñùìáôéêüò åÜí

êáé ìüíï åÜí ôï ãñÜöçìá G Ý÷åé áñìïíéêü ÷ñùìáôéóìü. ÅðéðëÝïí, åÜí ôï ãñÜöçìá G Ý÷åé

(
k

2

)
áêìÝò,

ôüôå éó÷ýåé üôé ø(G) = k åÜí êáé ìüíï åÜí h(G) = k [15]. ¸ôóé, éó÷ýåé ôï áêüëïõèï èåùñÞìá ãéá ôï
ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý óýìöùíá ìå ôéò áðïäåßîåéò ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôï ðñüâëçìá
åýñåóçò ôïõ Áñìïíéêïý Áñéèìïý.

Èåþñçìá 5.4. [7] Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá óõíåêôéêÜ
äéìåñÞ ìåôáèåôéêÜ (bipartite permutation) ãñáöÞìáôá.

5.4 ÐïëõùíõìéêÞ Ëýóç ãéá ôï Ðñüâëçìá ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý óôá Êáôù-
öëéêÜ (Threshold) ÃñáöÞìáôá

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ìåëåôçèåß ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý ãéá ôçí êëÜóç ôùí
êáôùöëéêþí (threshold) ãñáöçìÜôùí êáé èá äïèåß ç ðåñéãñáöÞ åíüò ãñáììéêïý áëãïñßèìïõ ðïõ óôçñßæåôáé
óôéò éäéüôçôåò ôçò êëÜóçò ôùí êáôùöëéêþí (threshold) ãñáöçìÜôùí [7].

Ç Ýííïéá ôùí êáôùöëéêþí (threshold) ãñáöçìÜôùí ðáñïõóéÜóôçêå ãéá ðñþôç öïñÜ áðü ôïõò Chv�atal
êáé Hammer ôï 1977 [21]. ¸íá ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá êáôùöëéêü (threshold) ãñÜöçìá [29], åÜí êáé ìüíï
åÜí ôï ãñÜöçìá G äåí ðåñéÝ÷åé 2K2, P4 Þ C4 óáí åðáãüìåíá õðïãñáöÞìáôá. ÕðÜñ÷åé êáé Ýíáò åíáëëáêôéêüò
éóïäýíáìïò ïñéóìüò [34]: ¸íá ãñÜöçìá åßíáé êáôùöëéêü (threshold), åÜí õðÜñ÷åé ìßá äéáìÝñéóç ôïõ
óõíüëïõ V (G) óå äýï îÝíá ìåôáîý ôïõò óýíïëá K, I êáé ìßá äéÜôáîç {u1, u2, . . . , un} ôùí êüìâùí ôïõ
óõíüëïõ I, ôÝôïéá þóôå ôï óýíïëï K íá åðÜãåé ìßá êëßêá óôï ãñÜöçìá G, åíþ ôï óýíïëï I íá åßíáé Ýíá
åõóôáèÝò óýíïëï êüìâùí êáé íá éó÷ýåé NG(u1) ⊆ NG(u2) ⊆ · · · ⊆ NG(un). Ç äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ
V (G) ðïõ éêáíïðïéåß ôïí ðéï ðÜíù ïñéóìü, ïíïìÜæåôáé (K, I) äéáìÝñéóç ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

Ç êëÜóç ôùí êáôùöëéêþí (threshold) ãñáöçìÜôùí åßíáé õðïêëÜóç ôùí quasi-threshold ãñáöçìÜôùí.
Ùò åê ôïýôïõ, ãéá Ýíá êáôùöëéêü (threshold) ãñÜöçìá G õðÜñ÷åé ìéá äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç, ôï cent-
tree Tc(G), ç ïðïßá ðëçñïß ôéò éäéüôçôåò ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Tï Tc(G) åßíáé ðáñüìïéï ìå ôï cent-tree åíüò
quasi-threshold ãñáöÞìáôïò. Áöïý, Ýíá êáôùöëéêü (threshold) ãñÜöçìá G äåí ðåñéÝ÷åé êÜðïéï åðáãüìåíï
õðïãñÜöçìá éóüìïñöï ôïõ 2K2, êÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò Vi Ý÷åé ki ≥ 2 ðáéäéÜ, üðïõ ôï ðïëý Ýíá áðü áõôÜ
åßíáé åóùôåñéêüò êüìâïò, åíþ ôá õðüëïéðá ki− 1 ðáéäéÜ åßíáé öýëëá ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìüíï Ýíáí êüìâï, üðùò
öáßíåôáé êáé óôï Ó÷Þìá 5.3. Ôï cent-tree Tc(G) åíüò êáôùöëéêïý (threshold) ãñáöÞìáôïò G áíáðáñéóôÜ
ìéá (K, I) äéáìÝñéóç ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Éóïäýíáìá, äïèÝíôïò ìéáò (K, I) äéáìÝñéóçò ôïõ ãñáöÞìáôïò G,
ìðïñåß íá ãßíåé ç êáôáóêåõÞ ôïõ cent-tree Tc(G).

Ôï ðñüâëçìá ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý ãéá ôçí êëÜóç ôùí êáôùöëéêþí (threshold) ãñáöçìÜôùí
ëýíåôáé óå ãñáììéêü ÷ñüíï ìå ÷ñÞóç ôïõ cent-tree Tc(G). Ïé êüìâïé Vi ôïõ ðéï áñéóôåñïý ìïíïðáôéïý ôïõ
äÝíôñïõ ó÷çìáôßæïõí ìéá êëßêá, åðïìÝíùò êÜèå êüìâïò vi ∈ V (G) ðïõ áíÞêåé óå áõôü ôï ìïíïðÜôé ðñÝðåé
íá Ý÷åé Ýíá äéáöïñåôéêü ÷ñþìá. ÅÜí n′ åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ áíÞêïõí óôï
ðéï áñéóôåñü ìïíïðÜôé ôïõ Tc(G), ôüôå ïé êüìâïé ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðáßñíïõí ÷ñþìáôá áðü ôï óýíïëï
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cent(G)V1

V2

Vi

V3 Vi−1

Ó÷Þìá 5.3: Ç ÄåíäñéêÞ ÁíáðáñÜóôáóç ôïõ Cent-Tree Tc(G) åíüò Êáôùöëéêïý (Threshold) ÃñáöÞìáôïò.

C = {1, 2, . . . , n′} êáé ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ø(G) åßíáé ø(G) = n′. ÐñÜãìáôé, Ýóôù C ′ ⊂ C ôï óýíïëï
ôùí ÷ñùìÜôùí ðïõ áðïäßäïíôáé óôï ðéï áñéóôåñü öýëëï ôïõ Tc(G) êáé Ýóôù c′i ∈ C ′. ÅÜí äïèåß Ýíá
êáéíïýñéï ÷ñþìá, Ýóôù n′ + 1, óå Ýíáí êüìâï ôïõ Tc(G) ðïõ äåí Ý÷åé ÷ñùìáôéóôåß áêüìç, ôüôå ôï æåýãïò
(n′+1, c′i) äåí ìðïñåß íá åìöáíéóôåß. ÅðïìÝíùò, ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï óýíïëï C ãéá íá äïèïýí ÷ñþìáôá óôá
öýëëá ôïõ Tc(G) ðïõ äåí Ý÷ïõí ÷ñùìáôéóôåß, ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå êáíÝíáò êüìâïò vi ∈ V (G) íá ìçí
ðáßñíåé ÷ñþìá ðïõ Ý÷åé Þäç áðïäïèåß óå êÜðïéïí ðñüãïíü ôïõ ðïõ áíÞêåé óôï ðéï áñéóôåñü ìïíïðÜôé.

Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé åÜí n′ åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ áíÞêïõí óôï ðéï
áñéóôåñü ìïíïðÜôé ôïõ Tc(G), ôüôå ôï n′ éóïýôáé ìå ôïí áñéèìü ôçò ìÝãéóôçò êëßêáò ù(G), äçëáäÞ éó÷ýåé
ø(G) = ù(G). Áðü ôéò éäéüôçôåò ôïõ cent-tree Tc(G) áðïäåéêíýåôáé üôé ï áñéèìüò ôçò ìÝãéóôçò êëßêáò
éóïýôáé ìå ôïí ÷ñùìáôéêü áñéèìü ÷(G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G, äçëáäÞ éó÷ýåé ÷(G) = ù(G). Áêïëïõèåß ï
ãñáììéêüò áëãüñéèìïò, ï ïðïßïò éó÷ýåé ãéá óõíåêôéêÜ êáé ìç óõíåêôéêÜ êáôùöëéêÜ (threshold) ãñáöÞìáôá.

Õðïëïãéóìüò ôïõ Á÷ñùìáôéêïý Áñéèìïý óôá ÊáôùöëéêÜ (Threshold) ÃñáöÞìáôá

Åßóïäïò: ¸íá êáôùöëéêü (threshold) ãñÜöçìá G.

¸îïäïò: ¸íáò á÷ñùìáôéêüò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå ø(G) = ù(G).

1. ÊáôáóêåõÞ ôïõ cent-tree Tc(G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

2. ×ñùìáôéóìüò ôùí êüìâùí ôïõ ðéï áñéóôåñïý ìïíïðáôéïý (êëßêáò) ôïõ Tc(G) ìå äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá
áðü ôï óýíïëï C = {1, 2, . . . ,ø(G)}.

3. ×ñùìáôéóìüò êÜèå êüìâïõ ðïõ åßíáé öýëëï óôï Tc(G) ÷ñçóéìïðïéþíôáò Ýíá ÷ñþìá ðïõ Ý÷åé Þäç
áðïäïèåß óôïí êüìâï áäåñöü ðïõ áíÞêåé óôï ðéï áñéóôåñü ìïíïðÜôé ôïõ Tc(G) êáé ðåñéÝ÷åé ìßá
êëßêá.

4. ÅÜí õðÜñ÷ïõí áðïìïíùìÝíïé êüìâïé, ôüôå áõôïß ÷ñùìáôßæïíôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò Ýíá ÷ñþìá áðü ôï
óýíïëï C.
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Ôï ôÝôáñôï âÞìá ôïõ áëãïñßèìïõ åöáñìüæåôáé üôáí ôï ãñÜöçìá åßíáé ìç óõíåêôéêü. Áõôü éó÷ýåé, ãéáôß
ôï ìç óõíåêôéêü êáôùöëéêü (threshold) ãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé ìüíï ìéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ìå ðåñéóóüôåñïõò
áðü Ýíáí êüìâïõò. ÊÜèå ìßá üìùò áðü ôéò õðüëïéðåò óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ðåñéÝ÷åé ìüíï Ýíáí êüìâï,
äéáöïñåôéêÜ èá õðÞñ÷å Ýíá õðïãñÜöçìá éóüìïñöï ôïõ 2K2. Ãé' áõôü, ïé áðïìïíùìÝíïé êüìâïé ìðïñïýí íá
÷ñùìáôéóôïýí ìå Ýíá ÷ñþìá ðïõ Ý÷åé Þäç ÷ñçóéìïðïéçèåß. Óáí áðïôÝëåóìá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ áëãïñßèìïõ
ðñïêýðôåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 5.5. ¸óôù G Ýíá êáôùöëéêü (threshold) ãñÜöçìá. Ôï ðñüâëçìá ôïõ á÷ñùìáôéêïý ÷ñùìáôéóìïý
åðéëýåôáé óå ãñáììéêü ÷ñüíï ãéá ôï ãñÜöçìá G êáé ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò åßíáé ßóïò ìå ôïí áñéèìü
êëßêáò, äçëáäÞ éó÷ýåé ø(G) = ù(G).
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ÊåöÜëáéï 6

ÌÝãéóôï Óýíïëï ÊïðÞò

6.1 Óôü÷ïò

6.2 ÌÝãéóôï Óýíïëï ÊïðÞò

6.3 ÁðïôåëÝóìáôá NP-ðëçñüôçôáò

6.4 ÐïëõùíõìéêÞ Ëýóç ãéá ôï Simple MaxCut óôá ÓõìðëçñùìáôéêÜ Ðáñáãüìåíá (Cographs) ÃñáöÞ-
ìáôá

6.1 Óôü÷ïò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ìåëåôÜìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ôïõ ÌÝãéóôïõ Óõíüëïõ
ÊïðÞò ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ôïõ åíäéáöÝñïíôüò ìáò. ÓõãêåêñéìÝíá, ìÜò åíäéáöÝñåé íá
âñïýìå ôï üñéï óôï ïðïßï ôï ðñüâëçìá áõôü ìåôáôñÝðåôáé áðü ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï óå ìç ðïëõùíõìéêÜ
åðéëýóéìï.

6.2 ÌÝãéóôï Óýíïëï ÊïðÞò

Ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ ÌÝãéóôïõ Óõíüëïõ ÊïðÞò (MaxCut) åßíáé ôï ðñüâëçìá üðïõ äßíåôáé Ýíá ìç
êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G = (V, E) êáé óõíÜñôçóç âáñþí óôéò áêìÝò w : E → Z+ êáé Ýíáò èåôéêüò
áêÝñáéïò K êáé æçôåßôáé ôï êáôÜ ðüóïí õðÜñ÷åé äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ ôùí êüìâùí V óå äýï óýíïëá
V1, V2 ôÝôïéá þóôå ôï Üèñïéóìá ôùí âáñþí ôùí áêìþí ðïõ Ý÷ïõí ôï Ýíá Üêñï ôïõò óôï óýíïëï V1 êáé
ôï Üëëï Üêñï ôïõò óôï óýíïëï V2 íá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí K. Ôï ðñüâëçìá ôïõ Áðëïý Ìåãßóôïõ Óõíüëïõ
ÊïðÞò (Simple MaxCut) åßíáé ìéá ðáñáëëáãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ìåãßóôïõ Óõíüëïõ ÊïðÞò, üôáí üëá ôá
âÜñç åßíáé 1, äçëáäÞ üôáí ïõóéáóôéêÜ ôï ãñÜöçìá äåí Ý÷åé âÜñç, êáé æçôåßôáé ìéá äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ
ôùí êüìâùí V óå äýï óýíïëá V1, V2 ôÝôïéá þóôå ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ðïõ Ý÷ïõí ôï Ýíá Üêñï ôïõò óôï
óýíïëï V1 êáé ôï Üëëï Üêñï ôïõò óôï óýíïëï V2 íá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí K. Êáé ôá äýï ðñïâëÞìáôá, óôçí
ãåíéêÞ ôïõò ðåñßðôùóç, åßíáé NP-ðëÞñç [52, 39].
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Ôï ðñüâëçìá ôïõ Áðëïý Ìåãßóôïõ Óõíüëïõ ÊïðÞò (Simple MaxCut) Ý÷åé ìåëåôçèåß ãéá áñêåôÝò
êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ùò ðñïò ôçí ðïëõðëïêüôçôÜ ôïõ. Ïé Bodlaender êáé Jansen [11], ìåëå-
ôïýí ôï ðñüâëçìá ãéá ðïëëÝò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. ÓõãêåêñéìÝíá, áðïäåéêíýïõí üôé ôï ðñüâëçìá
ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò ãéá ôá ôñéãùíéêÜ (chordal) ãñáöÞìáôá ìå áíáãùãÞ ôïõ Max 2-sat. Åðßóçò, áðïäåé-
êíýåôáé ç NP-ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôá äéá÷ùñßóéìá (split) ãñáöÞìáôá ìå áíáãùãÞ ôïõ áñ÷éêïý
(Simple MaxCut). ¼óïí áöïñÜ ôá äéìåñÞ (bipartite) ãñáöÞìáôá, ôï ðñüâëçìá ëýíåôáé ðïëõùíõìéêÜ (ìå
ôåôñéììÝíï ôñüðï) ãéá ôçí êëÜóç ôùí äéìåñþí (bipartite) ãñáöçìÜôùí, üìùò ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò ãéá ôá
ôñéìåñÞ (tripartite) ãñáöÞìáôá êáé ãéá ôï óõìðëÞñùìá äéìåñïýò ãñáöÞìáôïò (co-bipartite) [11]. Áíôßèåôá,
ïé Gr�otschel êáé Pulleyblank [41], áðïäåéêíýïõí üôé ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Áðëïý Ìåãßóôïõ Óõíüëïõ
ÊïðÞò (Simple MaxCut) ëýíåôáé ðïëõùíõìéêÜ ãéá ôçí êëÜóç ôùí áóèåíÜ äéìåñþí ãñáöçìÜôùí (weak-
ly bipartite) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôå÷íéêÝò ãñáììéêïý ðñïãñáììáôéóìïý êáé óõãêåêñéìÝíá ôïí åëëåéøïåéäÞ
áëãüñéèìï. Áîßæåé íá áíáöåñèåß üôé äåí äßíåôáé óõãêåêñéìÝíïò áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá, áëëÜ áðïäåé-
êíýåôáé üôé ç óõãêåêñéìÝíç ìÝèïäïò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß þóôå íá ëõèåß ðïëõùíõìéêÜ ôï ðñüâëçìá
ãéá ôá áóèåíÜ äéìåñÞ (weakly bipartite) ãñáöÞìáôá, ôá ïðïßá ðåñéÝ÷ïõí ôá äéìåñÞ (bipartite) ãñáöÞìáôá,
Üñá áõôÞ ç ìÝèïäïò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôá äéìåñÞ (bipartite)
ãñáöÞìáôá óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (áí êáé áñêåôÜ ìåãÜëïõ âáèìïý, ëüãù ôçò ðïëõðëïêüôçôáò êáé ôùí
éäéáéôåñïôÞôùí ôïõ åëëåéøïåéäïýò áëãïñßèìïõ). Åðßóçò, õðÜñ÷åé ôåôñáãùíéêüò áëãüñéèìïò O(n2)ãéá ôï
ðñüâëçìá, üôáí áõôü áíáöÝñåôáé óå óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá (cographs) ãñáöÞìáôá [9].

ÓõìðëçñùìáôéêÜ, êáé ó÷åôéêÜ ìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò (MaxCut), áõôü ðáñáìÝíåé
NP-ðëÞñåò ãéá üëåò ôéò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí üëåò ôéò êëßêåò (ôá ðëÞñç ãñáöÞìáôá), üðùò
åßíáé ç êëÜóç ôùí óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíùí (cographs) ãñáöçìÜôùí, êáé ìå âÜñç ðïõ áíÞêïõí óôï
óýíïëï {1, 2} [9].

Ôï Ó÷Þìá 6.1 áíáðáñéóôÜ ôéò ðáñáðÜíù äéáðéóôþóåéò. Ôï äéáêåêïììÝíï ôåôñÜãùíï áíôéóôïé÷åß óôéò
êëÜóåéò åêåßíåò üðïõ ôï åêÜóôïôå ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç P, åíþ ç Ýëëåéøç áíôéóôïé÷åß óôéò êëÜóåéò
üðïõ ôï ðñüâëçìá ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò.

6.3 ÁðïôåëÝóìáôá NP-ðëçñüôçôáò

Ðñþôá èá áðïäåé÷èåß üôé ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ Áðëïý ÌÝãéóôïõ Óõíüëïõ ÊïðÞò åßíáé NP-ðëÞñåò
ãéá ôá äéá÷ùñßóéìá (split) ãñáöÞìáôá. ¸íá ãñÜöçìá G = (V,E) åßíáé Ýíá äéá÷ùñßóéìï (split) ãñÜöçìá,
åÜí êáé ìüíï åÜí õðÜñ÷åé ìéá äéáìÝñéóç ôùí êüìâùí V ôïõ ãñáöÞìáôïò G óå ìéá êëßêá K êáé óå Ýíá
áíåîÜñôçôï óýíïëï I. Åðßóçò, Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé äéá÷ùñßóéìï (split) ãñÜöçìá áí êáé ìüíï áí ôï ãñÜöçìá
G êáé ôï óõìðëÞñùìá Ḡ íá åßíáé ôñéãùíéêÜ (chordal) ãñáöÞìáôá. Èá áó÷ïëçèïýìå ìå ìßá õðïêëÜóç ôùí
äéá÷ùñßóéìùí (split) ãñáöçìÜôùí, óôçí ïðïßá êÜèå êüìâïò áðü ôï áíåîÜñôçôï óýíïëï I ôùí äéá÷ùñßóéìùí
(split) ãñáöçìÜôùí ãåéôïíåýåé ìå áêñéâþò äýï êüìâïõò áðü ôçí êëßêá K. Ôá ãñáöÞìáôá áõôÜ ïíïìÜæïíôáé
äýï-äéá÷ùñßóéìá (2-split) ãñáöÞìáôá.

Èåþñçìá 6.1. [11] Ôï Simple MaxCut åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá äýï-äéá÷ùñßóéìá (2-split) ãñáöÞìáôá.

Áðüäåéîç: Èá ÷ñçóéìïðïéçèåß Ýíáò ìåôáó÷çìáôéóìüò áðü ôï SIMPLE MAX CUT ðñüâëçìá. ¸óôù, üôé
äßíåôáé Ýíá ãñÜöçìá G = (V, E) êáé Ḡ = (V, Ē) ôï óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ¸óôù H = (V ∪Ē, F )
ôï ãñÜöçìá, üðïõ F = {(v, w)|v, w ∈ V, v 6= w} ∪ {(v, e)|v ∈ V, e ∈ Ē, v is an endpoint of edge e }. Ìå
ëßãá ëüãéá, áíôéóôïé÷ïýìå Ýíáí êüìâï óôï ãñÜöçìá H ìå êÜèå êüìâï áðü ôï ãñÜöçìá G êáé êÜèå áêìÞ
áðü ôï óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ôï óýíïëï V ó÷çìáôßæåé ìßá êëßêá, ôï óýíïëï Ē áðïôåëåß Ýíá
áíåîÜñôçôï óýíïëï óôï ãñÜöçìá H. ÊÜèå áêìÞ ðïõ áíáðáñéóôÜ Ýíáí êüìâï óõíäÝåôáé ìå ôïõò êüìâïõò,
ðïõ áíáðáñéóôïýí ôá Üêñá ôçò.
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Ó÷Þìá 6.1: Ç Ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ÐñïâëÞìáôïò Åýñåóçò ôïõ Áðëïý ÌÝãéóôïõ Óõíüëïõ ÊïðÞò ãéá Óõí-
äåäåìÝíá ÃñáöÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óå ÊëÜóåéò ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí.

Éó÷õñéæüìáóôå üôé ôï ãñÜöçìá G åðéôñÝðåé ìßá äéáìÝñéóç ìå ôïõëÜ÷éóôïí k áêìÝò êïðÞò, åÜí êáé ìüíï
åÜí ôï ãñÜöçìá H åðéôñÝðåé ìßá äéáìÝñéóç ìå ôïõëÜ÷éóôïí 2 · |Ē|+ k áêìÝò êïðÞò.

¸óôù üôé õðÜñ÷åé ìßá äéáìÝñéóç W1,W2 ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå ôïõëÜ÷éóôïí k áêìÝò êïðÞò. Èá ãßíåé
ç äéáìÝñéóç ôùí êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò H ùò åîÞò: ôï óýíïëï V èá äéáìåñéóôåß üðùò äéáìåñßóôçêå óôï
ãñÜöçìá G, åíþ ãéá êÜèå e ∈ Ē åÜí êáé ôá äýï Üêñá ôçò áêìÞò e áíÞêïõí óôç äéáìÝñéóç W1, ôüôå ç áêìÞ
e ôïðïèåôåßôáé óôç äéáìÝñéóç W2, äéáöïñåôéêÜ ç áêìÞ e ôïðïèåôåßôáé óôç äéáìÝñéóç W1. ¸ôóé ôï ðëÞèïò
ôùí åðéèõìçôþí áêìþí êïðÞò åßíáé 2 · |Ē|+ k.

Ôþñá Ýóôù üôé õðÜñ÷åé ìßá äéáìÝñéóç ôïõ ãñáöÞìáôïò H óôá óýíïëá W1,W2, ìå ôïõëÜ÷éóôïí 2·|Ē|+k

áêìÝò êïðÞò. Äéáìåñßæïõìå ôïõò êüìâïõò ôïõ ãñáöÞìáôïò G óôá óýíïëá W1 ∩ V , W2 ∩ V . ÁõôÞ ç
äéáìÝñéóç äßíåé ôï åðéèõìçôü ðëÞèïò áêìþí êïðÞò. Áõôü ìðïñåß íá åîáêñéâùèåß ùò åîÞò: ãéá êÜèå áêìÞ
(v, w) ∈ E õðÜñ÷åé ìßá áêìÞ êïðÞò óôï ãñÜöçìá H åÜí ç áêìÞ (v, w) åßíáé ìßá áêìÞ êïðÞò óôï ãñÜöçìá
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G, äéáöïñåôéêÜ äåí õðÜñ÷ïõí áêìÝò êïðÞò. Ãéá êÜèå áêìÞ e = (v, w) ∈ Ē, éó÷ýåé üôé áðü ôéò ôñåéò áêìÝò
(v, w), (e, v) êáé (e, w) ôï ðïëý äýï ìðïñïýí íá åßíáé ìßá áêìÞ êïðÞò. ¸ôóé, ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí êïðÞò
óôï ãñÜöçìá G åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí êïðÞò óôï ãñÜöçìá H ìåßïí 2 · |Ē|.

Ôï èåþñçìá ôþñá éó÷ýåé, åðåéäÞ ôï ãñÜöçìá H ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß áðü ôï ãñÜöçìá G óå ðïëõù-
íõìéêü ÷ñüíï.

ÅðåéäÞ, ôá äýï-äéá÷ùñßóéìá (2-split) ãñáöÞìáôá áðïôåëïýí õðïêëÜóç ôùí äéá÷ùñßóéìùí (split) ãñáöç-
ìÜôùí, éó÷ýåé ôï åðüìåíï èåþñçìá:

Èåþñçìá 6.2. Ôï Simple MaxCut åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá äéá÷ùñßóéìá (split) ãñáöÞìáôá.

Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.5, åÜí Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá äéá÷ùñßóéìï (split) ãñÜöçìá, ôüôå ôï
ãñÜöçìá G åßíáé êáé ìåôáâáôéêü (comparability) ãñÜöçìá, åÜí êáé ìüíï åÜí ôï G äåí ðåñéÝ÷åé õðïãñÜöçìá
éóïìïñöéêü ôùí ôñéþí ãñáöçìÜôùí ðïõ öáßíïíôáé óôï Ó÷Þìá 2.3. ÅðïìÝíùò, èá éó÷ýåé ãéá ôá ìåôáâáôéêÜ
(comparability) ãñáöÞìáôá ü,ôé éó÷ýåé êáé ãéá ôá äéá÷ùñßóéìá (split) ãñáöÞìáôá. ¸ôóé, èá éó÷ýåé êáé ôï
áêüëïõèï èåþñçìá:

Èåþñçìá 6.3. Ôï Simple MaxCut åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôá ìåôáâáôéêÜ (comparability) ãñáöÞìáôá.

6.4 ÐïëõùíõìéêÞ Ëýóç ãéá ôï Simple MaxCut óôá ÓõìðëçñùìáôéêÜ Ðáñáãü-
ìåíá (Cographs) ÃñáöÞìáôá

Óôçí åíüôçôá áõôÞ, èá äïèåß ç ðåñéãñáöÞ åíüò ôåôñáãùíéêïý áëãïñßèìïõ ðïõ óôçñßæåôáé óôéò éäéüôçôåò ôçò
êëÜóçò ôùí óõìðëçñùìáôéêþí ðáñáãüìåíùí (cographs) ãñáöçìÜôùí êáé óôï cotree.

Ï óõãêåêñéìÝíïò áëãüñéèìïò äÝ÷åôáé óáí åßóïäï Ýíá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï (cograph) ãñÜöçìá
G = (V, E) êáé áñ÷éêÜ õðïëïãßæåé ôï cotree ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Óôç óõíÝ÷åéá, ãéá êÜèå êüìâï ôïõ
cotree õðïëïãßæåôáé Ýíáò ðßíáêáò, ï ïðïßïò ïíïìÜæåôáé maxcH , üðïõ H ôï óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï
(cograph) ãñÜöçìá, ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí êüìâï áõôü. Áõôïß ïé ðßíáêåò õðïëïãßæïíôáé áðü êÜôù ðñïò ôá
ðÜíù ãéá ôï cotree. Ðñþôá õðïëïãßæïíôáé üëïé ïé ðßíáêåò ãéá ôïõò êüìâïõò ðïõ åßíáé öýëëá êáé ï ðßíáêáò
ãéá Ýíáí åóùôåñéêü êüìâï õðïëïãßæåôáé áöïý ðñþôá Ý÷ïõí õðïëïãéóôåß ïé ðßíáêåò ôùí äýï ðáéäéþí ôïõ.

¸óôù G = (V ′, E′) Ýíá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíï (cograph) ãñÜöçìá. Ï ðßíáêáò maxcH Ý÷åé
èÝóåéò ãéá üëïõò ôïõò áêåñáßïõò i, 0 ≤ i ≤ |V ′|, ïé ïðïßïé äçëþíïõí ôï ìÝãéóôï ìÝãåèïò ìéáò äéáìÝñéóçò
ôïõ ãñáöÞìáôïò H óå Ýíá óýíïëï ìåãÝèïõò i êáé óå Ýíá óýíïëï ìåãÝèïõò |V ′| − i, äçëáäÞ éó÷ýåé ôï åîÞò:

maxcH(i) = max{|{(v, w)|v ∈ W1, w ∈ W2}||W1 ∪W2 = V ′, W1 ∩W2 = Ø, |W1| = i}

ÔåëéêÜ, ðñïêýðôåé üôé ç ìÝãéóôç äéáìÝñéóç ôïõ ãñáöÞìáôïò G åßíáé ç max0≤i≤|V |maxcG(i), ãé' áõôü
üôáí Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé ôïí ðßíáêá maxcG, äçëáäÞ ôïí ðßíáêá ôçò ñßæáò ôïõ cotree, ôüôå ãíùñßæïõìå
ôï ìÝãåèïò ôçò ìÝãéóôçò äéáìÝñéóçò. Ïé ðßíáêåò ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí åýêïëá, îåêéíþíôáò ìå ôïõò
ðßíáêåò ôùí öýëëùí, Ýôóé þóôå üôáí èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôïí ðßíáêá åíüò åóùôåñéêïý êüìâïõ ïé
ðßíáêåò ôùí ðáéäéþí ôïõ íá Ý÷ïõí Þäç õðïëïãéóôåß.

Ïé ðßíáêåò ðïõ óõó÷åôßæïíôáé ìå ôïõò êüìâïõò ðïõ åßíáé öýëëá åßíáé ôçò ìïñöÞò maxcH(0) = 0,
maxcH(1) = 0.

Ôï áêüëïõèï ëÞììá äåß÷íåé ðùò ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß Ýíáò ðßíáêáò maxcG1∪G2 Þ Ýíáò ðßíáêáò
maxcG1×G2 , áöïý ðñþôá Ý÷ïõí õðïëïãéóôåß ïé ðßíáêåò maxcG1 êáé maxcG2 .

ËÞììá 6.1. ¸óôù G1 = (V1, E1) êáé G2 = (V2, E2) äýï ãñáöÞìáôá, ìå V1 êáé V2 äýï ìç óõíåêôéêÜ
óýíïëá. Ôüôå:
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(i) maxcG1∪G2(i) = max{maxcG1(j) + maxcG2(i− j)|0 ≤ j ≤ i, j ≤ |V1|, i− j ≤ |V2|}.

(ii) maxcG1×G2(i) = max{maxcG1(j) + maxcG2(i− j) + j · (|V2| − (i− j)) + (|V1| − j) · (i− j)|0 ≤ j ≤
i, j ≤ |V1|, i− j ≤ |V2|}.

Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé ïé ðßíáêåò maxcG1∪G2 êáé maxcG1×G2 ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí óå
÷ñüíï O(|V1| · |V2|). ¸ôóé, ðñïêýðôåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

Èåþñçìá 6.4. ÕðÜñ÷åé Ýíáò O(n2) áëãüñéèìïò ãéá ôï Simple MaxCut óôá ÓõìðëçñùìáôéêÜ Ðáñá-
ãüìåíá (Cographs) ÃñáöÞìáôá.

40



ÊåöÜëáéï 7

ÌïíïðÜôé Hamilton êáé ÅðéêÜëõøç
ìå ÌïíïðÜôéá

7.1 Óôü÷ïò

7.2 ÌïíïðÜôé Hamilton

7.3 ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜôéá

7.4 Ðïëõùíõìéêïß Áëãüñéèìïé ãéá ôï ÌïíïðÜôé Hamilton êáé ôï Ðñüâëçìá ôçò ÅðéêÜëõøçò ìå Ìïíï-
ðÜôéá óå ÓõìðëçñùìáôéêÜ Ðáñáãüìåíá, óå ÄéìåñÞ ÌåôáèåôéêÜ êáé óå ÃñáöÞìáôá ÄéáóôçìÜôùí

7.1 Óôü÷ïò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ìïíïðáôéïý Hamilton,
êáèþò êáé ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò äéáìÝñéóçò ìïíïðáôéþí ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ôïõ
åíäéáöÝñïíôüò ìáò. ÓõãêåêñéìÝíá, ìÜò åíäéáöÝñåé íá âñïýìå ôï üñéï óôï ïðïßï ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ
ìåôáôñÝðïíôáé áðü ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìá óå ìç ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìá.

7.2 ÌïíïðÜôé Hamilton

¸íá ìïíïðÜôé (Þ êýêëïò) Hamilton åßíáé Ýíá áðëü ìïíïðÜôé ðïõ ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò êüìâïõò ôïõ ãñáöÞ-
ìáôïò. Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò åÜí Ýíá ãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé êýêëï Hamilton åßíáé NP-ðëÞñåò, åíþ ç åýñåóç
åíüò êýêëïõ Þ ìïíïðáôéïý Hamilton äïèÝíôïò åíüò ãñáöÞìáôïò åßíáé NP-hard ãéá ãåíéêÜ ãñáöÞìáôá [39].
Ãéá ôçí ãåíéêÞ êëÜóç ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí åßíáé ãíùóôü üôé åðßóçò ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò [4]. ¸÷åé
åðßóçò áðïäåé÷èåß ç NP-ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôá äéìåñÞ (bipartite) ãñáöÞìáôá [4], ãåãïíüò ðïõ
õðïäçëþíåé Üìåóá ôçí NP-ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôçí êëÜóç ôùí ìåôáâáôéêþí (comparability)
ãñáöçìÜôùí, êáèþò ôá äéìåñÞ (bipartite) ãñáöÞìáôá åßíáé õðïêëÜóç ôùí ìåôáâáôéêþí (comparability)
ãñáöçìÜôùí. Ç NP-ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôá äéìåñÞ (bipartite) ãñáöÞìáôá, äßíåôáé åðßóçò óôï
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âéâëßï ôïõ M. C. Golumbic [40] êáèþò êáé óôçí åñãáóßá [45]. ÅðéðëÝïí, ïé Colbourn êáé Stewart [22], áðÝ-
äåéîáí ôçí NP-ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí äéá÷ùñßóéìùí (split) êáé ôùí ôñéãùíéêþí
(chordal) ãñáöçìÜôùí. ¶ñá, ç NP-ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôç ãåíéêÞ êëÜóç ôùí ôÝëåéùí ãñá-
öçìÜôùí, åîÜãåôáé Üìåóá áðü ôá ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá. Ï M�uller [51], åðÝêôåéíå ôá áðïôåëÝóìáôá
ôçò NP-ðëçñüôçôáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí ôñéãùíéêþí äéìåñþí (chordal bipartite) êáé ôùí
éó÷õñþí ôñéãùíéêþí (strongly chordal) ãñáöçìÜôùí. Ç êëÜóç ôùí ôñéãùíéêþí äéìåñþí (chordal bipartite)
ãñáöçìÜôùí ðåñéÝ÷åé üëá åêåßíá ôá ãñáöÞìáôá ðïõ åßíáé äéìåñÞ (bipartite) êáé äåí ðåñéÝ÷ïõí åðáãüìåíï
Ck, k > 4. ÄçëáäÞ, Ýíá ôñéãùíéêü äéìåñÝò (chordal bipartite) ãñÜöçìá äåí åßíáé áðáñáßôçôá ôñéãùíéêü
(chordal) (ð.÷. ôï C4). Ç êëÜóç ôùí éó÷õñþí ôñéãùíéêþí (strongly chordal) ãñáöçìÜôùí ìåëåôÞèçêå
óôçí åñãáóßá [33] êáé åßíáé ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí ôñéãùíéêþí (chordal) ãñáöçìÜôùí. ×áñáêôçñßæïíôáé
áðü ðïëëÝò éóïäýíáìåò éäéüôçôåò ùò ðñïò ôçí ýðáñîç ÷ïñäþí óå êýêëïõò, ùò ðñïò áðáãïñåõìÝíá õðïãñá-
öÞìáôá, ó÷Þìáôá áðáëïéöÞò ê.á. ÃåíéêÜ, åßíáé ôá ôñéãùíéêÜ (chordal) ãñáöÞìáôá, óôá ïðïßá êÜèå êýêëïò
áñôßïõ ìÞêïõò ôïõëÜ÷éóôïí 6 Ý÷åé ìéá ðåñéôôÞ ÷ïñäÞ, äçëáäÞ ìéá ÷ïñäÞ ðïõ åíþíåé êüìâïõò ïé ïðïßïé
÷ùñßæïíôáé áðü Ýíá ðåñéôôü ðëÞèïò áêìþí óôï ãñÜöçìá.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï ðñüâëçìá åýñåóçò êýêëïõ Hamilton ìðïñåß íá ëõèåß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï
óå êÜðïéåò Üëëåò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé Corneil et al. [24], üñéóáí êáé ìå-
ëÝôçóáí ôá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá (cographs) ãñáöÞìáôá êáé áðÝäåéîáí üôé ôï ðñüâëçìá åýñåóçò
êýêëïõ Hamilton áíÞêåé óôçí êëÜóç P. Áõôü óçìáßíåé üôé ãéá ïðïéáäÞðïôå êáôÜëëçëç õðïêëÜóç ôùí
óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíùí (cographs) ãñáöçìÜôùí, ôï ðñüâëçìá ðáñáìÝíåé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï
(P). Ôï ðñüâëçìá áõôü äéá÷ùñßæåé ôéò êëÜóåéò ôùí óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíùí (cographs) ãñáöçìÜ-
ôùí áðü ôá ìåôáâáôéêÜ (comparability) ãñáöÞìáôá. Åðßóçò, ôï ðñüâëçìá åßíáé ðïëõùíõíéêÜ åðéëýóéìï êáé
ãéá ôçí êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí äéáóôçìÜôùí (interval graphs)[18]. Ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval)
åßíáé õðïêëÜóç ôùí ôñéãùíéêþí (chordal) ãñáöçìÜôùí, êáèþò ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval) åßíáé
áêñéâþò åêåßíá ôá ôñéãùíéêÜ (chordal) ãñáöÞìáôá, ôùí ïðïßùí ôï óõìðëÞñùìá åßíáé ìåôáâáôéêü (compara-
bility) ãñÜöçìá. ¶ñá, ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval) äéá÷ùñßæïíôáé óôçí ðïëõðëïêüôçôÜ ôïõò áðü
ôï ðñüâëçìá åýñåóçò êýêëïõ Hamilton, äçëáäÞ ïé äýï áõôÝò êëÜóåéò áðïôåëïýí üñéï óôçí ðïëõðëïêüôçôá
ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý. Åðßóçò, ôï ðñüâëçìá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï üôáí ðåñéïñßæåôáé óôçí êëÜóç
ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá ìåôáèåôéêÜ (permutation) êáé äéìåñÞ (bipartite), êáèþò êáé óôá
block ãñáöÞìáôá [56]. Ãéá ôçí êëÜóç ôùí ìåôáèåôéêþí (permutation) ãñáöçìÜôùí ôï ðñüâëçìá åðéëýåôáé
ðïëõùíõìéêÜ [26].

Ôï Ó÷Þìá 7.1 áíáðáñéóôÜ ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá. Ôï äéáêåêïììÝíï ôåôñÜãùíï áíôéóôïé÷åß óôéò
êëÜóåéò åêåßíåò üðïõ ôï ìïíïðÜôé Hamilton áíÞêåé óôçí êëÜóç P, åíþ ç Ýëëåéøç áíôéóôïé÷åß óôéò êëÜóåéò
üðïõ ôï ðñüâëçìá ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò.

7.3 ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜôéá

Ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá óå Ýíá ãñÜöçìá åßíáé ìéá óõëëïãÞ îÝíùí ùò ðñïò ôéò êïñõöÝò ìïíïðáôéþí ç
ïðïßá êáëýðôåé üëïõò ôïõò êüìâïõò, äçëáäÞ ãéá êÜèå êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò õðÜñ÷åé ìïíáäéêü ìïíïðÜôé
ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí êüìâï áõôü. Ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá (path-cover problem) åßíáé íá
âñåèåß ìéá äéáìÝñéóç ìïíïðáôéþí óôï ãñÜöçìá G ìå åëÜ÷éóôï ðëÞèïò ìïíïðáôéþí p(G). Óôç ãåíéêÞ ôïõ
ðåñßðôùóç, ãéá ãåíéêÜ ãñáöÞìáôá, åßíáé NP-ðëÞñåò [39]. Åðßóçò, ôï ãñÜöçìá G Ý÷åé êýêëï Hamilton
åÜí êáé ìüíï åÜí p(G) = 1. Áöïý, ôï ðñüâëçìá åýñåóçò êýêëïõ (Þ ìïíïðáôéïý) Hamilton åßíáé NP-
ðëÞñåò [39], êáé ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åßíáé ãåíßêåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò êýêëïõ
(Þ ìïíïðáôéïý) Hamilton, áí óå êÜðïéá êëÜóç ãñáöçìÜôùí ôï ðñüâëçìá åýñåóçò êýêëïõ (Þ ìïíïðáôéïý)
Hamilton åßíáé NP-ðëÞñåò, áõôü áõôüìáôá óõíåðÜãåôáé NP-ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åðéêÜëõøçò
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Ó÷Þìá 7.1: Ç Ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ÐñïâëÞìáôïò Åýñåóçò Ìïíïðáôéïý Hamilton ãéá ÓõíäåäåìÝíá ÃñáöÞ-
ìáôá ðïõ áíÞêïõí óå ÊëÜóåéò ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí.

ìå ìïíïðÜôéá, ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç êëÜóç. Ìéá ãåíßêåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åßíáé
ôï k-path cover ðñüâëçìá, óôï ïðïßï êÜèå ìïíïðÜôé Ý÷åé ìÞêïò ôï ðïëý k, ãéá êÜðïéïí èåôéêü áêÝñáéï k.

Ãéá üëåò ôéò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ, ðïõ ôï ðñüâëçìá åýñåóçò
ìïíïðáôéïý Hamilton åßíáé NP-ðëÞñåò, ðñïêýðôåé üôé ôï ßäéï èá éó÷ýåé ãéá ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå
ìïíïðÜôéá, áöïý ç ýðáñîç ìïíïðáôéïý Hamilton óå ïðïéïäÞðïôå ãñÜöçìá óõíåðÜãåôáé ôçí ýðáñîç ìßáò åðé-
êÜëõøçò ìïíïðáôéþí (path cover) ìå p(G) ≥ 1. ÄçëáäÞ, ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá ðáñáìÝíåé
NP-ðëÞñåò ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí äéá÷ùñßóéìùí (split), ôñéãùíéêþí (chordal), ìåôáâáôéêþí (comparabil-
ity), ôñéãùíéêþí äéìåñþí (chordal bipartite), éó÷õñþí ôñéãùíéêþí (strongly chordal) êáé ôùí äéìåñþí
(bipartite) ãñáöçìÜôùí. Ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï ãéá äÝíôñá
(trees) [44, 54] êáé ãéá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval) [5, 12]. ¸÷åé áðïäåé÷èåß üôé ôï ðñüâëçìá åß-
íáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï ãéá ôçí êëÜóç ôùí circular-arc ãñáöçìÜôùí [12], êáôÜëëçëç õðåñêëÜóç ôùí
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ãñáöçìÜôùí äéáóôçìÜôùí (interval). Óôï Üñèñï [5], ôï ðñüâëçìá åðéëýåôáé óå ÷ñüíï O(n + m). Óôï
Üñèñï [42] äßíåôáé ðïëõùíõíéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôçí êëÜóç ôùí ãñáöçìÜ-
ôùí äéáóôçìÜôùí (interval), ðïëõðëïêüôçôáò O(n log n). Åðßóçò, ãñáììéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá
ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá, êáèþò êáé ãéá ðëÞèïò Üëëùí ðñïâëçìÜôùí, ãéá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí
(interval) ðáñïõóéÜóôçêå áðü ôïí Chang et al. [18]. Áõôü åßíáé êáé ôï üñéï ðïõ äéáöïñïðïéåßôáé ç ðïëõ-
ðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ùò ðñïò ôéò êëÜóåéò ôùí ôñéãùíéêþí (chordal) ãñáöçìÜôùí, êáèþò êáé ôùí
ãñáöçìÜôùí äéáóôçìÜôùí (interval). Åðßóçò, ôï ðñüâëçìá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï êáé ãéá ôçí êëÜóç
ôùí óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíùí (cographs) ãñáöçìÜôùí [16], áöïý óôï ðñþôï Üñèñï áðïäåéêíýåôáé üôé
õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé Hamilton óôá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá (cographs) ãñáöÞìáôá, ðñÜãìá ôï ïðïßï
óõíåðÜãåôáé üôé õðÜñ÷åé åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ìå p(G) ≥ 1. ÔÝëïò, ôï ðñüâëçìá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ
åðéëýóéìï üôáí ðåñéïñßæåôáé óôçí êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá ìåôáèåôéêÜ (permutation)
êáé äéìåñÞ (bipartite), êáèþò êáé óôá block ãñáöÞìáôá [56]. ¼ðùò óõìâáßíåé êáé ìå ôï ðñüâëçìá åýñåóçò
ìïíïðáôéïý Hamilton, ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åðéëýåôáé ðïëõùíõìéêÜ [26].

Ôo ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá, üôáí ðåñéïñßæïõìå ôï êÜèå ìïíïðÜôé íá Ý÷åé ìÞêïò ôï
ðïëý k, Ý÷åé ìåëåôçèåß åêôåíþò ãéá êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ôï ðñüâëçìá áõôü ìðïñåß íá ìïíôåëï-
ðïéÞóåé ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ áíÞêïõí êõñßùò óôï ðåäßï ôùí äéêôýùí êáé ôùí åðéêïéíùíéþí. Ðñïöáíþò,
áöïý áðïôåëåß ãåíßêåõóç åíüò Þäç NP-ðëÞñïõò ðñïâëÞìáôïò, ôï k-path cover ðñüâëçìá èá åßíáé êáé áõ-
ôü NP-ðëÞñåò ãéá ãåíéêÜ ãñáöÞìáôá [39]. Ïé Yan et al. [60] äßíïõí ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï åðßëõóçò
ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá äÝíôñá (trees), äçëáäÞ ôçí åýñåóç ôïõ åëÜ÷éóôïõ áñéèìïý ìïíïðáôéþí ãéá ôï k-path
partition ðñüâëçìá. Ó÷åôéêÜ ìå ôá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá (cographs) ãñáöÞìáôá, ï Steiner [57]
áðïäåéêíýåé üôé ôï ðñüâëçìá óôç óõãêåêñéìÝíç êëÜóç åßíáé NP-ðëÞñåò åÜí ôï k èåùñçèåß ìÝñïò ôçò åé-
óüäïõ. ÅÜí, üìùò, ôï k ïñéóèåß åî' áñ÷Þò, ôüôå ôï ðñüâëçìá ëýíåôáé ðïëõùíõìéêÜ. Äßíåôáé åðßóçò Ýíáò
ãñáììéêüò áëãüñéèìïò âÝëôéóôçò åðßëõóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôçí êëÜóç ôùí êáôùöëéêþí (threshold)
ãñáöçìÜôùí êáé áðïäåéêíýåôáé üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé NP-ðëÞñåò ãéá ôçí êëÜóç ôùí ôñéãùíéêþí äéìå-
ñþí (chordal bipartite) ãñáöçìÜôùí, åÜí ôï k èåùñçèåß ìÝñïò ôçò åéóüäïõ êáèþò êáé ãéá ôá ìåôáâáôéêÜ
(comparability) ãñáöÞìáôá, áêüìá êáé óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï k åßíáé 3 [57]. Åðßóçò, ðáñïõóéÜæåôáé
Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ åðéëýåé ôï ðñüâëçìá óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ãéá ôçí êëÜóç ôùí äéìåñþí ìåôáèåôéêþí
(bipartite permutation) ãñáöçìÜôùí. Óôçí åñãáóßá [7], ïé óõããñáöåßò áðïäåéêíýïõí ôçí NP-ðëçñüôçôá
ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôçí êëÜóç ôùí quasi-threshold ãñáöçìÜôùí, ìå óõíÝðåéá ôçí áõôüìáôç áðüäåéîç ôïõ
áðïôåëÝóìáôïò ãéá ôéò õðåñêëÜóåéò ôùí quasi-threshold ãñáöçìÜôùí, äçëáäÞ ôùí ôñéãùíéêþí (chordal)
êáé ôùí ãñáöçìÜôùí äéáóôçìÜôùí (interval).

Ôï Ó÷Þìá 7.2 áíáðáñéóôÜ ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá. Ôï äéáêåêïììÝíï ôåôñÜãùíï áíôéóôïé÷åß óôéò
êëÜóåéò åêåßíåò üðïõ ôï åêÜóôïôå ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç P, åíþ ç Ýëëåéøç áíôéóôïé÷åß óôéò êëÜóåéò
üðïõ ôï ðñüâëçìá ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò.

Óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï áêïëïõèåß ç ðåñéãñáöÞ áëãïñßèìùí ðïõ áðïäåéêíýïõí üôé ôï ðñüâëçìá ôçò
åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï ãéá ôéò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí ðïõ áíáöÝñèçêáí ðéï
ðÜíù. ¼ôáí ïé áëãüñéèìïé áõôïß ðáñÜãïõí Ýíá ìüíï ìïíïðÜôé, ôüôå õðÜñ÷åé êáé ìïíïðÜôé Hamilton óôï
åêÜóôïôå ãñÜöçìá ðïõ ìåëåôÜìå, êáé éó÷ýåé ï ßäéïò áëãüñéèìïò êáé ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ ìïíïðáôéïý
Hamilton. ÄéáöïñåôéêÜ, äåí õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé Hamilton óôï ãñÜöçìá ðïõ ìåëåôÜìå.
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Ó÷Þìá 7.2: Ç Ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ÐñïâëÞìáôïò ÅðéêÜëõøçò ìå ÌïíïðÜôéá ãéá ÓõíäåäåìÝíá ÃñáöÞìáôá
ðïõ áíÞêïõí óå ÊëÜóåéò ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí.

7.4 Ðïëõùíõìéêïß Áëãüñéèìïé ãéá ôï ÌïíïðÜôé Hamilton êáé ôï Ðñüâëçìá
ôçò ÅðéêÜëõøçò ìå ÌïíïðÜôéá óå ÓõìðëçñùìáôéêÜ Ðáñáãüìåíá, óå ÄéìåñÞ
ÌåôáèåôéêÜ êáé óå ÃñáöÞìáôá ÄéáóôçìÜôùí

Áñ÷éêÜ, èá áðïäåé÷èåß üôé ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï ãéá ôçí
êëÜóç ôùí äéìåñþí ìåôáèåôéêþí (bipartite permutation) ãñáöçìÜôùí.

¸óôù G = (S, T,E) Ýíá äéìåñÝò ìåôáèåôéêü (bipartite permutation) ãñÜöçìá, üðïõ S, T ôá åðéìÝñïõò
óýíïëá ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ìßá éó÷õñÞ äéÜôáîç (strong ordering) ôùí êüìâùí åíüò äéìåñïýò (bipartite)
ãñáöÞìáôïò G = (S, T,E) áðïôåëåßôáé áðü ìéá äéÜôáîç ôïõ óõíüëïõ S êáé áðü ìéá äéÜôáîç ôïõ óõíüëïõ
T , ôÝôïéá þóôå ãéá üëá ôá æåýãç (s, t), (s′, t′) ∈ E ìå s < s′ êáé t > t′ íá éó÷ýåé (s, t′), (s′, t) ∈ E.

ËÞììá 7.1. (Spinrad et al.[55]) ¸óôù G = (S, T, E) Ýíá äéìåñÝò (bipartite) ãñÜöçìá. Ôüôå ïé ðáñáêÜôù
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ðñïôÜóåéò åßíáé éóïäýíáìåò:

(1) Ôï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá äéìåñÝò ìåôáèåôéêü (bipartite permutation) ãñÜöçìá.

(2) ÕðÜñ÷åé ìéá éó÷õñÞ äéÜôáîç ôùí êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

Ïñéóìüò 7.1. ¸óôù G Ýíá äéìåñÝò ìåôáèåôéêü (bipartite permutation) ãñÜöçìá. Ìßá åðéêÜëõøç ìïíï-
ðáôéþí (path cover) (P2, P2, . . . , Pk) ôïõ ãñáöÞìáôïò G ïíïìÜæåôáé óõíå÷üìåíç (contiguous) åÜí éêáíï-
ðïéïýíôáé ïé åðüìåíåò äýï óõíèÞêåò:

(1) ÅÜí s åßíáé ï ìïíáäéêüò êüìâïò óôï ìïíïðÜôé Pi êáé åÜí s′ < s < s′′, ôüôå ïé êüìâïé s′ êáé s′′

áíÞêïõí óå äéáöïñåôéêÜ ìïíïðÜôéá.

(2) ÅÜí st åßíáé ìßá áêìÞ óôï ìïíïðÜôé Pi êáé s′t′ åßíáé ìßá áêìÞ óôï ìïíïðÜôé Pj , üðïõ i 6= j êáé s < s′,
ôüôå éó÷ýåé t < t′.

ËÞììá 7.2. ¸óôù G Ýíá äéìåñÝò ìåôáèåôéêü (bipartite permutation) ãñÜöçìá. Ôüôå, õðÜñ÷åé ìéá óõíå-
÷üìåíç åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí (path cover) ãéá ôï ãñÜöçìá G, ç ïðïßá åßíáé âÝëôéóôç.

Áðüäåéîç: Èá ìåôáôñÝøïõìå ìßá áõèáßñåôç âÝëôéóôç åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí (path cover) P óå ìßá óõíå÷ü-
ìåíç âÝëôéóôç åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí (path cover), ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò äýï óõíèÞêåò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ
ïñéóìïý îå÷ùñéóôÜ:

(1) ¸óôù s′, s, s′′ ïé êüìâïé ðïõ äåí éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç 1. ×ùñßò ôïí ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò,
áò õðïèÝóïõìå üôé ïé êüìâïé s′, s′′ åßíáé ðéï êïíôÜ óôïí êüìâï s áðü ôá äåîéÜ êáé áðü ôá áñéóôåñÜ
óôç äéÜôáîç óôï óýíïëï S óå êÜðïéï ìïíïðÜôé Pj ôçò åðéêÜëõøçò ìïíïðáôéþí (path cover) P . ¸óôù
s′ − t − s′′ ôï õðïìïíïðÜôé ôïõ Pj . Áðü ôïí ïñéóìü 2, ðñïêýðôåé üôé ï êüìâïò t ãåéôïíåýåé ìå ôïí
êüìâï s. ÓõíäÝïõìå ôïí êüìâï t ìå ôïí êüìâï s êáé áöáéñïýìå ôç óýíäåóç áíÜìåóá óôïõò êüìâïõò
t êáé s′′ óôçí åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí (path cover). ÅðáíáëáìâÜíïíôáò áõôÞ ôç äéáäéêáóßá, ðñïêýðôåé
ìßá âÝëôéóôç åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí (path cover) ðïõ éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç 1.

(2) ¸óôù st êáé s′t′, áíôßóôïé÷á, ïé áêìÝò óôá ìïíïðÜôéá Pi êáé Pj ôçò åðéêÜëõøçò ìïíïðáôéþí (path
cover) P , ðïõ äåí éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç 2. Åî' ïñéóìïý, ãíùñßæïõìå üôé ïé áêìÝò st êáé s′t′

áíÞêïõí óôï óýíïëï E. Áöáéñïýìå ôéò áêìÝò st êáé s′t′ áðü ôçí åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí (path cover)
êáé ôéò áíôéêáèéóôïýìå ìå ôéò áêìÝò st′ êáé s′t. Ðñïêýðôïõí äýï íÝá ìïíïðÜôéá, ôá P ′i êáé P ′j , ôá
ïðïßá êáëýðôïõí ôïõò ßäéïõò êüìâïõò ðïõ êáëýðôïõí êáé ôá ìïíïðÜôéá Pi êáé Pj . ÅðáíáëáìâÜíïíôáò
ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ãéá üëá ôá æåýãç ôùí áêìþí ðïõ äåí éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç 2, ðñïêýðôåé ìßá
âÝëôéóôç åðéêÜëõøç ìïíïðáôéþí (path cover) ðïõ éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç 2.

Èåþñçìá 7.1. Ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï ãéá ôá ãñáöÞìáôá
äéáóôçìÜôùí (interval).

Áðüäåéîç: Èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíáí greedy áëãüñéèìï ãéá ôï âÝëôéóôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá

óå Ýíá óýíïëï áðü ôáîéíïìçìÝíá äéáóôÞìáôá (sorted intervals). Ìå ôïí üñï ôáîéíïìçìÝíá äéáóôÞìáôá,
åííïïýìå üôé ôá Üêñá ôùí äéáóôçìÜôùí ìå ôá ïðïßá ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß Ýíá interval ãñÜöçìá, ìðïñïýí
íá ôáîéíïìçèïýí óå áõîáíüìåíç óåéñÜ, ðáßñíïíôáò äéáêñéôÝò ôéìÝò ìåôáîý ôïõ 1 êáé ôïõ 2n, üðïõ n ôï
ðëÞèïò ôùí êüìâùí ôïõ ãñáöÞìáôïò äéáóôçìÜôùí (interval). Óôç óõíÝ÷åéá ôïõ áëãïñßèìïõ, ïñßæïõìå ùò
I = {v1, v2, . . . , vn} ôï óýíïëï ôùí n ôáîéíïìçìÝíùí äéáóôçìÜôùí åíüò ãñáöÞìáôïò äéáóôçìÜôùí (interval)
êáé ãéá i = 1, 2, . . . , n, ïñßæïõìå ai êáé bi ôéò óõíôåôáãìÝíåò áðü ôá áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ, áíôßóôïé÷á, ôùí
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Üêñùí åíüò äéáóôÞìáôïò vi. Ãéá ïðïéáäÞðïôå äýï äéáóôÞìáôá vi êáé vj , åÜí éó÷ýåé i < j ôüôå óõíåðÜãåôáé
üôé bi < bj .

Ï áëãüñéèìïò áñ÷éêÜ îåêéíÜåé ìå Ýíá áðëü ìïíïðÜôé P , ôï ïðïßï îåêéíÜåé áðü ôïí êüìâï v êáé êáôáëÞãåé
óôïí êüìâï v. Óôç óõíÝ÷åéá, óôçñéæüìåíïò óôçí Üðëçóôç áñ÷Þ (greedy principle), åðåêôåßíåé ôï ìïíïðÜôé
P . ¸óôù üôé ôï ìïíïðÜôé P åßíáé ôï áêüëïõèï: P = x1 → x2 → · · · → xs, üðïõ s > 1. Óôç óõíÝ÷åéá,
åðéëÝãåôáé ï ìéêñüôåñïò ãåßôïíáò ôïõ êüìâïõ xs ðïõ äåí Ý÷åé êáëõöèåß, êáé ôï ìïíïðÜôé P åðåêôåßíåôáé
ãéá íá ôï êáëýøåé. ÅÜí äåí õðÜñ÷åé ôÝôïéïò ãåßôïíáò, ôüôå ôï ìïíïðÜôé P óôáìáôÜåé êáé, åÜí åßíáé åöéêôü,
Ýíá êáéíïýñéï ìïíïðÜôé îåêéíÜåé ãéá ôï õðüëïéðï ãñÜöçìá áðü åêåßíïí ôïí êüìâï ðïõ äåí Ý÷åé êáëõöèåß
êáé Ý÷åé ôïí ìéêñüôåñï áñéèìü óôç äéÜôáîç. ¸óôù S Ýíá óýíïëï ìå áñéèìïýò êáé min S ï ìéêñüôåñïò
áñéèìüò ôïõ óõíüëïõ S. Áêïëïõèåß ðåñéãñáöÞ ôïõ áëãïñßèìïõ:

Áëãüñéèìïò GOPC. Åýñåóç ìéáò âÝëôéóôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá (path cover) åíüò G(I)
áðü Ýíá óýíïëï I ôáîéíïìçìÝíùí äéáóôçìÜôùí.

Åßóïäïò: ¸íá óýíïëï ìå ôáîéíïìçìÝíá äéáóôÞìáôá I = {v1, v2, . . . , vn}.

¸îïäïò: Ìßá âÝëôéóôç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá (path cover) ôïõ G(I).

1. U ← I; r ← 1;

2. Pr ← v1; U ← U − {v1};

3. while U 6= ∅ do

4. Let xs be the path-end of Pr;

5. S ← {vj : (xs, vj) ∈ E, vj ∈ V };

6. if S 6= ∅ then

7. k ← min{j : vj ∈ S}; Pr ← Pr → vk;

else

8. k ← min{j : vj ∈ U}; r ← r + 1; Pr ← vk;

9. U ← U − {vk};

end while

10. Output P1, P2, . . . , Pr;

Ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé ìßá âÝëôéóôç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá (path cover) óå Ýíá óýíïëï
ôáîéíïìçìÝíùí äéáóôçìÜôùí óå ÷ñüíï O(n log n). Áêïëïõèåß ðáñÜäåéãìá ðïõ õðïëïãßæåé ìå âÜóç ôïí
áëãüñéèìï GOPC ìßá âÝëôéóôç äéáìÝñéóç ìïíïðáôéþí ãéá ôï äïèÝí interval ãñÜöçìá.

¸óôù, üôé ôï ãñÜöçìá ðïõ ìáò äßíïõí ãéá íá õðïëïãßóïõìå ìßá âÝëôéóôç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá
(path cover) åßíáé áõôü ðïõ öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 7.3. ÎåêéíÜìå ìå ôï Ia äéÜóôçìá, ãéáôß Ý÷åé ôï ìéêñüôåñï
äåîéü Üêñï. Ï êüìâïò a Ý÷åé ãåßôïíåò ôïõò êüìâïõò b êáé i êáé ç åðÝêôáóç ôïõ ìïíïðáôéïý P1 ãßíåôáé
ðñïò ôïí êüìâï b, ãéáôß ôï áíôßóôïé÷ï äéÜóôçìá Ib Ý÷åé ìéêñüôåñï äåîéü Üêñï áðü ôï äéÜóôçìá Ii. Óôç
óõíÝ÷åéá, ôï ìïíïðÜôé P1 åðåêôåßíåôáé ðñïò ôïí êüìâï i, ãéáôß åßíáé ï ìïíáäéêüò ãåßôïíáò ôïõ êüìâïõ b

ðïõ äåí Ý÷åé êáëõöèåß. Ï êüìâïò i ãåéôïíåýåé ìå ôïõò êüìâïõò c, d, e, f, g, h ðïõ äåí Ý÷ïõí êáëõöèåß, êáé
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Ó÷Þìá 7.3: ¸íá ÃñÜöçìá ÄéáóôçìÜôùí (Interval) êáé ôá Áíôßóôïé÷á ÔáîéíïìçìÝíá ÄéáóôÞìáôá.

åðéëÝãåôáé ãéá åðüìåíïò êüìâïò óôï ìïíïðÜôé ï êüìâïò c, ãéáôß Ý÷åé ôï ìéêñüôåñï äåîéü Üêñï áðü ôïõò
åíáðïìåßíáíôåò áêÜëõðôïõò êüìâïõò. ÔÝëïò, åðéëÝãåôáé êáé ï êüìâïò d. ÌåôÜ ôçí åðéëïãÞ ôïõ êüìâïõ d,
áíáêáëýðôïõìå üôé ï êüìâïò d äåí Ý÷åé Üëëïõò áêÜëõðôïõò ãåßôïíåò, áöïý ïé ãåßôïíÝò ôïõ c êáé i, Ý÷ïõí
Þäç ðñïóôåèåß óôï ìïíïðÜôé P1. ÅðïìÝíùò, îåêéíÜåé Ýíá äåýôåñï ìïíïðÜôé, ôï P2, ìå ðñþôç åðßóêåøç óôïí
êüìâï e êáé ìåôÜ óôïí êüìâï f . ¼ðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò, ôï ìïíïðÜôé P2 ôåñìáôßæåé êáé îåêéíÜåé Ýíá
ôñßôï ìïíïðÜôé ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïõò êüìâïõò g êáé h. ¶ñá, ç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ðïõ ðñïêýðôåé ãéá ôï
óõãêåêñéìÝíï interval ãñÜöçìá åßíáé ç åîÞò: P1 = {a, b, i, c, d}, P2 = {e, f} êáé P3 = {g, h}.
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ÊåöÜëáéï 8

Êõñßáñ÷ï Óýíïëï

8.1 Óôü÷ïò

8.2 Êõñßáñ÷ï Óýíïëï

8.3 Ðïëõùíõìéêüò Áëãüñéèìïò ãéá ôï Êõñßáñ÷ï Óýíïëï óôá ÃñáöÞìáôá ÄéáóôçìÜôùí (Interval)

8.1 Óôü÷ïò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò ôïõ Êõñßáñ÷ïõ Óõíü-
ëïõ ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ìåëåôÜìå. ÓõãêåêñéìÝíá, ìÜò åíäéáöÝñåé íá âñïýìå ôï
üñéï óôï ïðïßï ôï ðñüâëçìá áõôü ìåôáôñÝðåôáé áðü ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï óå ìç ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï.

8.2 Êõñßáñ÷ï Óýíïëï

¸óôù ãñÜöçìá G = (V,E) êáé Ýíáò èåôéêüò áñéèìüò k ≤ |V |. Ôüôå Ýíá õðïóýíïëï êüìâùí S ⊆ V ,
ìå |S| ≤ k, ïíïìÜæåôáé êõñßáñ÷ï åÜí êÜèå êüìâïò óôï óýíïëï V − S ãåéôïíåýåé ìå ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí
êüìâï áðü ôï óýíïëï S. ¸íá êõñßáñ÷ï óýíïëï ëÝãåôáé áíåîÜñôçôï, åÜí äåí õðÜñ÷ïõí äýï êüìâïé óôï
óýíïëï S ôÝôïéïé þóôå íá ãåéôïíåýïõí ìåôáîý ôïõò. Ôï ðñüâëçìá ôïõ Êõñßáñ÷ïõ Óõíüëïõ áðïäåéêíýåôáé
üôé åßíáé NP-ðëÞñåò [39]. ÐáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò óôá ôñéãùíéêÜ (chordal) ãñáöÞìáôá [14], êáèþò êáé óôá
ìåôáâáôéêÜ (comparability) ãñáöÞìáôá [27]. ¸÷åé, åðßóçò, áðïäåé÷èåß ç NP-ðëçñüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò
êáé ãéá ôá äéìåñÞ (bipartite) ãñáöÞìáôá [27]. ÅðéðëÝïí, ôï ðñüâëçìá ôïõ Êõñßáñ÷ïõ Óõíüëïõ ðáñáìÝíåé
NP-ðëÞñåò êáé ãéá ôá äéá÷ùñßóéìá (split) ãñáöÞìáôá [17].

¼ìùò, åêôüò áðü áðïôåëÝóìáôá NP-ðëçñüôçôáò Ý÷ïõí âñåèåß êáé áëãüñéèìïé ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ
ãéá äéÜöïñåò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí, ôïðïèåôþíôáò ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá óôçí êëÜóç P ü-
ôáí ðåñéïñßæåôáé óôéò óõãêåêñéìÝíåò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï ðñüâëçìá ãßíåôáé
ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï ãéá ôá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá (cographs) ãñáöÞìáôá, ôá ãñáöÞìáôá äéáóôç-
ìÜôùí (interval), ôá ìåôáèåôéêÜ (permutation) ãñáöÞìáôá êáèþò êáé ãéá ôá éó÷õñÜ ôñéãùíéêÜ (strongly
chordal) ãñáöÞìáôá [35, 13, 33]. ÔÝëïò, óôçí åñãáóßá [18], ðáñïõóéÜæåôáé Ýíáò ëïãáñéèìéêüò êáé Ýíáò
ãñáììéêüò áëãüñéèìïò ðïõ åðéëýåé âÝëôéóôá ôï ðñüâëçìá ãéá ôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí (interval).
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Ó÷Þìá 8.1: Ç Ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ÐñïâëÞìáôïò ôïõ Êõñßáñ÷ïõ Óõíüëïõ ãéá ÓõíäåäåìÝíá ÃñáöÞìáôá ðïõ
áíÞêïõí óå ÊëÜóåéò ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí.

Ôï Ó÷Þìá 8.1 áíáðáñéóôÜ ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá. Ôï äéáêåêïììÝíï ôåôñÜãùíï áíôéóôïé÷åß óôéò
êëÜóåéò åêåßíåò üðïõ ôï ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç P, åíþ ç Ýëëåéøç áíôéóôïé÷åß óôéò êëÜóåéò üðïõ ôï
ðñüâëçìá ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñåò.

Óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï áêïëïõèåß ç ðåñéãñáöÞ áëãïñßèìùí ðïõ áðïäåéêíýïõí üôé ôï ðñüâëçìá ôïõ
êõñßáñ÷ïõ óõíüëïõ åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï ãéá ôçí êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí äéáóôçìÜôùí (interval).
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8.3 Ðïëõùíõìéêüò Áëãüñéèìïò ãéá ôï Êõñßáñ÷ï Óýíïëï óôá ÃñáöÞìáôá Äéá-
óôçìÜôùí (Interval)

Óå áõôüí ôïí áëãüñéèìï ÷ñçóéìïðïéïýìå äéáóôÞìáôá áðü ôï óýíïëï I, ôá ïðïßá åßíáé áñéèìçìÝíá áðü
ôï 1 ìÝ÷ñé ôï n êáôÜ áýîïõóá ôÜîç, áíÜëïãá ìå ôá áñéóôåñÜ ôïõò Üêñá, üðïõ n ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí
óå Ýíá äïèÝí ãñÜöçìá äéáóôçìÜôùí (interval). Ôá Üêñá ôùí äéáóôçìÜôùí ðáßñíïõí ôéìÝò áðü 1 Ýùò
2n. Ïñßæïõìå ùò I = {v1, v2, . . . , vn} ôï óýíïëï ôùí n ôáîéíïìçìÝíùí äéáóôçìÜôùí åíüò ãñáöÞìáôïò
äéáóôçìÜôùí (interval) êáé ãéá i = 1, 2, . . . , n, ïñßæïõìå ai êáé bi ôéò óõíôåôáãìÝíåò áðü ôá áñéóôåñÜ êáé
äåîéÜ, áíôßóôïé÷á, ôùí Üêñùí åíüò äéáóôÞìáôïò vi. Ãéá ïðïéáäÞðïôå äýï äéáóôÞìáôá vi êáé vj , åÜí éó÷ýåé
i < j ôüôå óõíåðÜãåôáé üôé bi < bj .ÅðéðëÝïí, ãéá ïðïéáäÞðïôå äýï äéáóôÞìáôá vi êáé vj , åÜí éó÷ýåé i < j,
ôüôå èá éó÷ýåé êáé ai < aj .

Èåþñçìá 8.1. Ôï Domatic Partition Ðñüâëçìá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï ãéá ôá ãñáöÞìáôá äéáóôç-
ìÜôùí (interval).

Áðüäåéîç: Ï áëãüñéèìïò äéáôçñåß ä + 1 îÝíá óýíïëá äéáóôçìÜôùí, üðïõ ä åßíáé ï åëÜ÷éóôïò âáèìüò
ôïõ G(I) êáé õðïëïãßæåôáé óå ÷ñüíï O(m + n). ¸÷åé áðïäåé÷èåß üôé éó÷ýåé d(G) ≤ ä + 1, üðïõ d(G)
åßíáé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò áðü ìç óõíåêôéêÜ dominating óýíïëá ãéá ïðïéïäÞðïôå ãñÜöçìá G [18]. Áñ÷éêÜ,
ôá óýíïëá áõôÜ åßíáé êåíÜ. Ôüôå, áñ÷ßæïõìå íá åðéóêåðôüìáóôå Ýíá-Ýíá ôá äéáóôÞìáôá, óýìöùíá ìå ôçí
áýîïõóá óåéñÜ ðïõ ôá Ý÷ïõìå äéáôÜîåé, ãéá íá áðïöáóßóïõìå óå ðïéï óýíïëï ðñÝðåé íá ôïðïèåôçèåß ôï êÜèå
äéÜóôçìá. Óôï ôÝëïò ôïõ áëãïñßèìïõ, êÜèå äéÜóôçìá ôïðïèåôåßôáé óå Ýíá óýíïëï êáé êÜèå óýíïëï åßíáé
Ýíá dominating óýíïëï. Ïñßæïõìå ôéò åîÞò ìåôáâëçôÝò: DP = {Pi : Pi åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ óõíüëïõ
I, 1 ≤ i ≤ ä + 1 } åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá áðü ä + 1 îÝíá óýíïëá äéáóôçìÜôùí. ÊÜèå óýíïëï Pi óõó÷åôßæåôáé
ìå ìßá ìåôáâëçôÞ pri, ç ç ïðïßá åßíáé ôï ìÝãéóôï äåîéü Üêñï bj åíüò vj óôï óýíïëï Pi, ãéá 1 ≤ i ≤ ä +
1 . Ç ìåôáâëçôÞ pri åßíáé ôï ìÝãéóôï äåîéü Üêñï ôïõ óõíüëïõ Pi. Áñ÷éêÜ, üëá ôá óýíïëá Pi åßíáé êåíÜ.
Ôá äéáóôÞìáôá ôïðïèåôïýíôáé Ýíá-Ýíá óå êÜðïéï óýíïëï ôïõ DP . PQ åßíáé ìéá ïõñÜ ðñïôåñáéïôÞôùí, ç
ïðïßá äéáôçñåß ôï ìÝãéóôï äåîéü Üêñï áðü üëá ôá óýíïëá ôïõ DP . Ç ïõñÜ PQ õðïóôçñßæåé ôéò ëåéôïõñãßåò
åýñåóçò ôïõ åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ, åéóáãùãÞò óôïé÷åßïõ êáé äéáãñáöÞò óôïé÷åßïõ áðü ôçí ïõñÜ PQ. Óôçí
ðñáãìáôéêüôçôá, áõôüò ï áëãüñéèìïò åßíáé Üðëçóôïò (greedy). ¼ôáí åðéóêÝðôåôáé Ýíá äéÜóôçìá, ôïðïèåôåß
ôï äéÜóôçìá óå Ýíá óýíïëï ôïõ óõíüëïõ DP . Óýìöùíá ìå Ýíáí greedy êáíüíá, åðéëÝãåé ôï óýíïëï ôïõ
ïðïßïõ ôï ôñÝ÷ùí ìÝãéóôï äåîéü Üêñï åßíáé ôï ìéêñüôåñï áíÜìåóá óôá óýíïëá ôïõ óõíüëïõ DP . Áêïëïõèåß
ðåñéãñáöÞ ôïõ áëãïñßèìïõ:

Áëãüñéèìïò GDP: Åýñåóç ìéáò domatic partition åíüò G(I) äïèÝíôïò åíüò óõíüëïõ I ôáîéíï-
ìçìÝíùí äéáóôçìÜôùí.

Åßóïäïò: ¸íá óýíïëï ìå ôáîéíïìçìÝíá äéáóôÞìáôá I = {v1, v2, . . . , vn}.

¸îïäïò: ¸íá domatic partition DP ôïõ G(I) ìåãÝèïõò ä + 1.

1. Find the minimum degree ä of G(I);

2. for i = 1 to ä + 1 do

3. Pi ← ∅;

4. pri ← i−(ä + 1);

5. Insert pri into PQ;

end for
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6. for i = 1 to n do

7. Find the minimum prk from PQ;

8. Pk ← Pk ∪ {vi};

9. if bi > prk then do

10. Delete prk from PQ;

11. prk ← bi;

12. Insert prk into PQ;

end if

end for;

13. Output DP .

Ç éó÷ýò ôïõ áëãïñßèìïõ áõôïý Ý÷åé áðïäåé÷èåß [50, 53]. Ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ åîáñôÜôáé
áðü ôéò ëåéôïõñãßåò ôçò åýñåóçò ôïõ åëá÷ßóôïõ óôïé÷åßïõ ôçò ïõñÜò PQ, êáèþò êáé ôçò åéóáãùãÞò êáé
äéáãñáöÞò åíüò óôïé÷åßïõ áðü ôçí ïõñÜ PQ. ÅðéðëÝïí, åÜí ä > log log n, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ìéá two-level ïõñÜ ðñïôåñáéïôÞôùí, ãéá íá õëïðïéÞóïõå ôçí PQ. ÁõôÞ ç äïìÞ äåäïìÝíùí ÷ñçóéìïðïéåß
O(n) ÷þñï êáé ÷ñåéÜæåôáé O(log log n) ÷ñüíï, ãéá íá ïëïêëçñþóåé êÜèå ìßá áðü ôéò ðáñáðÜíù ëåéôïõñãßåò.
Ùò åê ôïýôïõ, ç ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ ãéá ôïí áëãüñéèìï GDP åßíáé O(n log log n).
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ÊåöÜëáéï 9

ÓõìðåñÜóìáôá

9.1 ÁðïôåëÝóìáôá

9.2 Áíïé÷ôÜ ÐñïâëÞìáôá

9.1 ÁðïôåëÝóìáôá

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðñïÝêõøáí áðü ôá ðñïçãïýìåíá êåöÜ-
ëáéá, êáôÜ ôç ìåëÝôç ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ãéá ôéò äéÜöïñåò êëÜóåéò ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ðéï
óõãêåêñéìÝíá, èá ðáñïõóéÜóïõìå ãéá êÜèå ìßá êëÜóç ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïéá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò
ðáñáìÝíïõí NP-ðëÞñç êáé ðïéá áíÞêïõí óôçí êëÜóç P. Îåêéíþíôáò ìå ôçí êëÜóç ôùí ìåôáâáôéêþí (com-
parability) ãñáöçìÜôùí, åßäáìå üôé üëá ôá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò ðïõ ìåëåôÞóáìå ðáñáìÝíïõí NP-ðëÞñç.
Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôçí êëÜóç ôùí ôñéãùíéêþí (chordal) ãñáöçìÜôùí. Óôá ìåôáèåôéêÜ (permutation)
ãñáöÞìáôá, ðáñáôçñÞóáìå üôé ï áñìïíéêüò áñéèìüò, ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò, ôï ìÝãéóôï óýíïëï êïðÞò
êáé ç äéáìÝñéóç ìïíïðáôéþí, ðáñáìÝíïõí NP-ðëÞñç. Ôï ßäéï äåí éó÷ýåé ãéá ôï ìïíïðÜôé Hamilton êáé ôï
êõñßáñ÷ï óýíïëï, ôá ïðïßá åðéëýïíôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ãéá áõôÞ ôçí êëÜóç ãñáöçìÜôùí. Ãéá ôçí
êëÜóç ôùí äéìåñþí (bipartite) ãñáöçìÜôùí, ðñïêýðôåé üôé ôï ìÝãéóôï óýíïëï êïðÞò áíÞêåé óôçí êëÜóç
P, åíþ üëá ôá Üëëá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò ôá ïðïßá ìåëåôÞóáìå, ðáñáìÝíïõí NP-ðëÞñç. Áêüìç, áðü ôçí
ðåñéãñáöÞ ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ðñïÝêõøå üôé óôá äéá÷ùñßóéìá (split) ãñáöÞìáôá üëá ôá ðñïâëÞìá-
ôá áðüöáóçò ðáñáìÝíïõí NP-ðëÞñç. Ðñï÷ùñþíôáò óôçí êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí äéáóôçìÜôùí (interval),
ðáñáôçñÞóáìå üôé ï áñìïíéêüò áñéèìüò, ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò êáé ôï ìÝãéóôï óýíïëï êïðÞò ðáñáìÝ-
íïõí NP-ðëÞñç, åíþ ôï ìïíïðÜôé Hamilton, ç äéáìÝñéóç ìïíïðáôéþí êáé ôï êõñßáñ÷ï óýíïëï åðéëýïíôáé
óå ðïëùíõìéêü ÷ñüíï, áíÞêïõí åðïìÝíùò óôçí êëÜóç P. ÅðéðëÝïí, ãéá ôá óõìðëçñùìáôéêÜ ðáñáãüìåíá
ãñáöÞìáôá (cographs), ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ðáñáìÝíåé NP-ðëÞñçò, åíþ üëá ôá Üëëá ðñïâëÞìáôá á-
ðüöáóçò ðïõ ìåëåôÞóáìå áíÞêïõí óôçí êëÜóç P. ÔÝëïò, óôá êáôùöëéêÜ (threshold) ãñáöÞìáôá üëá ôá
ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò ðïõ ðáñïõóéÜóáìå áíÞêïõí óôçí êëÜóç P, åíþ ãéá ôá äéìåñÞ ìåôáèåôéêÜ (bipartite
permutation) ãñáöÞìáôá, áñìïíéêüò êáé ï á÷ñùìáôéêüò áñéèìüò ðáñáìÝíïõí NP-ðëÞñç êáé ôá õðüëïéðá
ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò ðïõ åßäáìå åðéëýïíôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ï ðáñáêÜôù ðßíáêáò óõíïøßæåé ôá
ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá.
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Ðßíáêáò 9.1: ÁðïôåëÝóìáôá Ðïëõðëïêüôçôáò ôùí ÐñïâëçìÜôùí Áðüöáóçò ðïõ ÌåëåôÞóáìå óôéò ÊëÜóåéò
ôùí ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí

GRAPH CLASS HARMNUM ACHRNUM MAXCUT HAM-PATHCOV INDSET
Comparability NP NP NP NP NP

Chordal NP NP NP NP NP
Permutation NP NP NP P P

Bipartite NP NP P NP NP
Split NP NP NP NP NP

Interval NP NP NP P P
Cograph P NP P P P

Threshold P P P P P
Bipartite Permutation NP NP P P P

9.2 Áíïé÷ôÜ ÐñïâëÞìáôá

ÕðÜñ÷ïõí êÜðïéá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò ãéá ïðïßá Ý÷åé ãßíåé ðïëý Ýñåõíá ó÷åôéêÜ ìå ôï áí ðáñáìÝíïõí
NP-ðëÞñç Þ áí õðÜñ÷åé êÜðïéïò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ðïõ íá ôá åðéëýåé. ÁõôÜ ôá ðñïâëÞ-
ìáôá åßíáé üðùò ëÝìå áíïé÷ôÜ êáé ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá åßíáé ôá 1-HP, 2-HP óôá ãñáöÞìáôá äéáóôçìÜôùí
(interval graphs). Óáí 1-HP ïñßæïõìå ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ìïíïðáôéïý Hamilton óå Ýíá ãñÜöçìá, ìå ôïí
ðåñéïñéóìü íá îåêéíÜåé ôï ìïíïðÜôé áðü Ýíáí óõãêåêñéìÝíï êüìâï. Óáí 2-HP ïñßæïõìå ôï ðñüâëçìá åýñå-
óçò ìïíïðáôéïý Hamilton óå Ýíá ãñÜöçìá, üôáí îåêéíÜåé áðü Ýíáí óõãêåêñéìÝíï êüìâï ôïõ ãñáöÞìáôïò
êáé êáôáëÞãåé óå êÜðïéïí óõãêåêñéìÝíï êüìâï ôïõ. ¸íá Üëëï áíïé÷ôü ðñüâëçìá åßíáé ôï ðñüâëçìá ôïõ
á÷ñùìáôéêïý áñéèìïý óôá äéá÷ùñßóéìá (split) ãñáöÞìáôá.
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