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+�. /��� &���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +0

+�.�+ 1��������� 2�%����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +0

+�.�. 1��������� /������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +3

+�4 '��������� /������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .5
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.�. *	�� ���	���#� 6789: � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .4
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��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4.
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.�0�0 ;����	����� � ;�	��	���� *	�� ���	���# 6789: � � � � � � � 0+
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4�?�+ ,���� 2��� 	�� /�������	���� ;��������� � � � � � � � � � � � � ?3

4�?�. ;��#������ CGHFC � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ?I
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���������� �	����&��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +>

+�+5 ��������� �	�
������ ��� �
���'%��� ��� ����	����&��� � � � � � � � +>

+�++ )�� ��&*�	��� �� �	�������	�� ��� ����	����&�� ��� �� �	�������	�� ���

�	�������	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +3

+�+. + 
������ �(��� �) ��� �	�������	�� ,-./01 ��� ��� �#	&� �� � � � � � � � � +I

+�+4 21+ 34� �������� ��� 51� ���'	� 34� ����%����� � � � � � � � � � � � � +-

.�+ 6����� ��� #��	� -7891 #� ��� ������ -:891� � � � � � � � � � � � � ..

.�. ;� ����� ��� �(�� �) ��������	�	��� ���� ����� �#	 :89< ��� 	� 
������

�� 
������ ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .4

.�4 + 
������ �(��� �) ��� �(�� �) ��������	�	��� '��� ��� :89< 
�� �����&*��	

�#	&� � �� ��	 �=�	� �#	 �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .0

.�0 ������� �
'����� �� = �0 cos�+ �0 sin� 
�� 
��	�	� �
' �� &��� ���&�

��� ���%�������� �#	&��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .?

.�? ;� ������� �
'����� �� = �0 cos� + �0 sin� ����	 �������� ���%�� � � � .?

.�> 8 ��#������'� �'
�� '�#	 �#	 ���&#	 �� (��� �) �&	�� �����	������� � � .>

.�3 ��� ���� 2� ������ ��	 ������ "��'	� ��� �� 5� �� >����������'

92?@A ���&��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .>

.�I B�&	���� � 
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4�++ $	��������� ���'	�� �� �X %#�'	��QJH.IR� � � � � � � � � � � � � � � � � � I5
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� ������� �	�	#���� ���� ����� �	 � W	��	��� 	���E� �� ������ ��	� ���� ����#

����	���� ��� � 	� �� �� 	����� V	�� ������� �� ������ ��# �%� �%�� 	�� �#���

	��� ��# 	�� ������
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����%����� #��� ����	�� �	� � ��� X+�+.Y�

� r�&� ����W 	�� ����� 	��	��� 	�� �% �� 	#	 ��	������ ������	�� 	�� ������
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	 ���� @F1 ���� #	� 	� ��#	��� % � �����	��  �#�� ���E����� }�	#��� �#��� + �	�
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����� �%	����� ��� 	�� ������ ��#������ X~{6BY�

���� ���� � �� ��� ��#��� � ���������� ����������� 	�� �(�) ��# 	�� ����
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#��� ��#����� � ������ ��#������H G{6 �������	�� ��# 	� �� ��� 	�� ����� � ��� 	�

�(��� �) ���� 	� ���������� 	�� ������ 	�� ��	����%��� X�����Y �(�� �) ��	� �����

	�� G{6� &� ��#
���� �����	������ 	�� ��#��� ����� 	��� �� ����	� �����
��T
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���� �(��� �) ��� #�� 	� �� ��� �� ���� ���� � �� ��� �����	��� �(�� �)
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	� ������ 	�� ����%��� ��� #�� 	�� G{6B� ��� ����� ��# #�� 	� �	�� �� 	�� �W���

�� ��U ��	� 	� ����� ���E��� 	�� ���
��� 	�� �(�� �)� #��� ����	�� �	� � ��� X.�4Y�
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	� ��)� �#� ���������	���� ���	�%���	��� �� ��� �������	�	� �����	��� 	�� ��� �
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G{6B ��� ����� ��# %�� ��������%�� ����� (�0� �0)� � ��� X.�0Y 
������	�� � ���

�������� �����	��� ��� �������	�� ��# 	�� 	��� �� = �0 cos� + �0 sin�� ;�	#� �

	���� �������E	�� �	� � ��� X.�?Y�

,����� 	� BA:9_]7[ �#� ��	����%��� ���� ��� �������� 	����%	��� #��� 	�� ���H

������ ��� ��	��	�� ��� � ��� ����� 	�� ��	����%���� /������ #	� �� G{6B ���

����� ��# %�� ��������%�� ����� (�0� �0) 
������	�� � ��� �������� �����	���

������� �� 	� ����	������� ��� ��# 	� ����#� #	� �� (�� �Y ���� �� �����%� ���		��H
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	� ���	���# 	#�� #��� 	�� ������ �	� (��� �)� � ������ ���� %�� ���	�����%�� �	�
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��� X�	�� ���	���#� 6789:Y �#�

������ ���� ���	�����%�� ;�	#� ���� ��� � �#��� ��� 	�� ����� � ��������%���

�	�� ���	���#� ����%�	�� �� BA:9_]7[�
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��%� 	�� �(�� �) → �(��� �)
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����	#� ���� ;� �������� 	� ���	��� ���		���%��� 	��

� ���	��X.�IY� � �����	��� �(��� �) ���� � ���
��� 	�� ��#��� gXN�`Y �	�� �W��� 	��

�� ��� ����� ����	����� �� � �����	��� �(��� �) ���	�� ��# 	� ���������� ��	� �����

	�� ������� ��#������ 	�� ������ 	� ���	� �������� � ���	�E� ����� � � 	�� �W���

	�� N� � 	��� �(0� �) �������E	�� �� � ���������� ��	� ����� 	�� ������� ��#������

��� ����� ��# 	�� �� � 	�� �W#��� 	�� XN�`YH���		���%����

����� 	� ����� 	�� G{6� 	�� ������ 	� ���	� �������� � ���	�E� ����� � � 	��

�W��� 	�� N ��� ����� ��# 	�� �� � 	�� �W#��� 	�� XN�`YH���		���%��� �����������

	�� T
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� cos� + � sin� = 0 X.�4Y

��#	� ��� 	� ���	� �������� �� �� �� �� = � cos�+� sin� ��# �������� �	�� ���	���#�

� ���������� ��	� ����� 	�� G{6� 	�� ������ 	� ���	� �������� � ���	�E� ����� �

� 	�� �W��� 	�� N ��� ����� ��# 	�� �� � 	�� �W#��� 	�� XN�`YH���		���%���� #���

����	�� �	� � ���	� X.�.Y��� X.�4Y� ������� 	�� ���������� 	�� �����	���� gXN�`Y �#��

��	� 	� ����� ��� ����������� 	� � %�� X.�4Y� &� �(0� �) ����E	��  �����������	��

	� �H�����	���XdA]7S 8KOc7 g\:ScA9:Y ��� 	�� ����� �� �� � ���#	�	�T∫ �

�

�(�)�(�− �)�� = �(�)� � ! � � � 
 X.�0Y

��� % ���T

�(0� �) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
�(�� �)�(� cos� + � sin�)���� X.�?Y

|����� ��# 	�� W����� X.�4Y �������� #	� 	� ����� 	�� �������� 	�� ������ 	�

���	� �������� � ���	�E� ����� � � 	�� �W��� 	�� N ��� 	�� ������ � ��#�	��� ��#

	�� �� � 	�� �W#��� ���� �� ����������� 	�� ������	� W�����T

(�− �� cos�) cos� + (� − �� sin�) sin� = 0 X.�>Y

��� ��������� � 	� � %�� X.�3Y

� cos� + � sin�− �� = 0 X.�3Y
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����� ��	� 	� ������ ��#������ 	�� �������� �	������	�� 	� ������ ��#������

��# 	�� �� � 	�� �W#��� ��	� �� cos� �	�� ��	������ N ��� �� cos� �	�� ��	������

�̀ ,�U ��	# 	� �#��� #���� ��# 	�� X.�?Y ��������T

�(��� �) =
∫∞
−∞
∫∞
−∞ �(�� �)�(� cos � + � sin�− ��)�����

−∞ � �� � ∞� 0 ≤ � � �
X.�IY

� W����� X.�IY �����E	�� �	�� ���	���#� 6789: ��� �������E� 	�� ���
��� X�(��� �)Y

���� ��#��� gXN�`Y� � ����W� 	�� �����	���� �����	���� � �%�� �	� ���������� W������E�

#	� � �����	��� �� ��������	� �#�� ��	� 	�� ���� ��� ��% � �� ��# 	�� �� � 	��

�W#��� ��� 	� ���	� � ��	�� �������� � ���	�E� ����� � � 	�� �W��� 	�� N� '��������

���� ��	����	# #	� �� % � �#��� � ����� ���
���� �� ���� �����	�� 	�� �� *����#	�

� �	�� ���	���#� 6789: ����E� 	� ���
��� �� 	� ����# ���������� �� ���� 	��

(�� �)H���		���%��� � ���
��� ����� �� �����	� ��� ������ ��# 	� ����������

�� ���� ��� �	�
��	�� ;� W������)���� ����#�� 	�� W����� X.�IY � ����������

���� �	�
��	��� ����� 	�� X��� ��YH���		���%�� ��	� 	� ��	������ 	�� ���
����

	�� ����� ����	�%���	�� 	�� (�� �)H���		���%�� ��	� ����� � ������� � 	� � %��T(
��
��

)
=

(
cos� sin�

− sin� cos�

)(
�

�

)

V	��� % ��� 	�� ������	� � %��� �	�W� 	�� (��� ��) ��� 	�� (�� �)T{
�� = � cos� + � sin�

�� = −� sin� + � cos�
X.�-Y

{
� = �� cos�− �� sin�

� = �� sin� + �� cos�
X.�+5Y

;�	������	��	�� 	�� W����� X.�+5Y �	�� W����� X.�IY� ����	����� #	� 	� #�����

	�� � �����	���� ����T

� cos� + � sin�− �� = (�� cos�− �� sin�) cos� + (�� sin� + �� cos�) sin�− ��
= ��(cos2 � + sin2 �) − �� sin� cos� + �� cos� sin�− �� = 0

X.�++Y

��� � W����� X.�IY ���	��T

�(��� �) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
�(�� cos�− �� sin�� �� sin� + �� cos�)�(0)������ X.�+.Y

.I



;��� � �H�����	��� �	�� W����� X.�IY ���� �����	��� 	�� �	�
��	�� ��� % ���T

∫ ∞

−∞
�(��)��� = 1 X.�+4Y

;�# 	� �������� � �	�� ���	���#� 6789: �(��� �) �	�� W����� X.�IY �	�� ���	�E	��

�	� ������	� ���������� 	�� �	�
��	�� ���

�(��� �) =
∫∞
−∞ �(�� cos�− �� sin�� �� sin� + �� cos�)����

−∞ � �� � ∞� 0 ≤ � � ��
X.�+0Y

��� )�*���� +��!����� ����

� �����	����� ��#��� ��# 	�� ���
��%� 	�� ���� ��������� � 	�� ��	��	���� �	�� ���	���#

6789:� ���� �� ������ 	�� �����	��� gXN�`Y ���%�	�� 	�� �(��� �) ��� 0 ≤� � � ��

&� ����� ��� �� ������ ��	# 	� ��#
���� ���� 	� ������ ��	����� &���� 	� �����

������ #	�T < +H2 �	�� ���	���#� n9\]]AK] �� ���� ��� 	�� ���
���� �(��� �) ��� �����

� � 	�� �W��� 	�� N ���� ���������� � 	�� .H2 �	�� ���	���# n9\]]AK] 	�� �� ����

��#��� ���� �	�� 	��� ��� � ���	�E� ����� � � 	��� �W��� 	�� ����� �� ��	�	���

'�� ����T

"(���� �) = # (��� cos�� ��� sin�) X.�+?Y

#��� ��� ���� ��	��	�� � � �W���� �� �	� ���� 	�� �� ��	�	��� #��� ����	�� �	�

� ��� X.�-Y�

x ��#��W� 	�� ������	�� % � �� W��T ;� �E��� ��# 	�� �����# 	�� +H2 �	�� ���	�����

n9\]]AK] ��� 	�� ��	��	����� �	�� ���	�����T

# (��) = #1{�(�)} =

∫ ∞

−∞
�(�)�−$2������ X.�+>Y

�(�) = #−1
1 {# (��)} =

∫ ∞

−∞
# (��)�

$2������� X.�+3Y

#��� ����	��� 	� ���
�����# 	�� �������� ������	�� ��� 	�� �����	���� 	�� �	�� ���	�����

n9\]AK] ���� ��� ����� � 	��	�� #	{�(�)} ������ 	� :H����	�	� �	�� ���	���#

n9\]AK] 	�� �(�) ����� ��� � #−1
	 {# (�)} ������ 	�� ��	��	���� :H����	�	� �	�� ���	���#

n9\]AK] ��� 	%��� 	� �� ��	��	�� � �	� ���		���%�� N ���� �	� ���� 	�� �� ��	�	���

������� � 	� � ��� X.�-Y � � 1H2 �	�� ���	���#� n9\]AK] 	�� ���
���� ���	�� ��#

	�� W�����T

"(���� �) = #1{�(��� �) =

∫ ∞

−∞
�(��� �)�−
2��������� X.�+IY

.-



� ��� .�-T ��������� �	�
������ ��� C�#������� ��	������ �����/ '
�� %�&	���� �

����	��&� �	���� �� 1�D E@FGHIG ��� 
������� ��� �#	&� � �� �� 2�D E@FGHIG ���

������� ���'	���

&� ��� �����	��# 
��� ���� �	�� W����� X.�+IY ��  �������������� 	�� W�����

X.�.Y ��#	 % ���T

"(���� �) =
∫∞
−∞ �(��� �)�−
2���������

=
∫∞
−∞
∫∞
−∞ �(�� �)�−
2������������

=
∫∞
−∞
∫∞
−∞ �(�� �)�−
2�(� cos+� sin)�������

= # (��� cos�� ��� sin�)�

#��� # (��� ��) = #2[�(�� �)] =
∫∞
−∞
∫∞
−∞ �(�� �)�−
2�(���+���)����� *���%��� ���

����#��� 	� � %��T

(
�

�

)
=

(
cos� − sin�

sin� cos�

)(
��
��

)

(
��
��

)
=

(
cos� − sin�

sin� cos�

)(
���
���

)
��#	� � �	�� ���	���#� n9\]AK] �����%�� �	���#� ��	� 	�� ����	���� 	�� ���		��H

�%��� 	��� ��#	 ������� �� % ��� 	���� #	�T
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"(���� �) = # (��� ��)|���=0 X.�+-Y

� W����� X.�+5Y ���� 	� ����� ��� 	�� ��	��#��� 	�� 	����������� ����#������

��	������� ���� #	� � �	�� ���	���#� n9\]AK] 	�� ��������	�	�� ���
���� ��� �����

� ���� ���������� � 	� ������	�	� �	�� ���	���# n9\]AK] 	�� ��	����%��� ���� �	�

	��� ��� � ���	�E� 	�� ���� ����� � 	��� �W��� �	� ���� 	�� �� ��	�	��� �����	�	���

����#�� ������%� #	� ���� � .H2 �	�� ���	���#� n9\]AK] 	�� ��#��� ����� �� �����

��# 	�� +H2 �	�� ���	���# n9\]AK] 	�� ���
����� � �� ��� ��#�� ����� �� �����	������	�

�%�� 	�� ��	��	����� �	�� ���	����� n9\]AK] 	�� ��#���� ����%��� #	� ��� �����H

	��� ���������E	�� ���������	� ��# 	�� �	�� ���	���# n9\]AK] 	��� &� ������	�

��������� �� �� W������ 	� 
���	� ��� ����������	�� ��� 	� �%���� �����	������

� �	� ���	���# n9\]]AK]T

� ��� .�+5T >�C���� �	���������� �� �� �����������' E@FGGHIG�

*����#	� ��	� � �%����� ���� ����	��� � ������	�� ��# ������� ��#���� �����	�������

����	��� �� ���� ��� 	#�� ��������� ��� 	�� ������	� �#��� ,�� �� ����	����� 	��

���
��%� ��� #�� 	�� ����� � �	� ��� %� ����	��� [0� �] ���� ����	��� �����	�� ��#	�

����	��� 	� �#�� ��� ������� �� ������ ���� �� ����� ���
���� �� ���
����	�� �

������ ����# 
���� < �	�� ���	���#� n9\]AK] 	�� �(��� �) �������E	�� ����	��� ��#

	��� ��������	%�  �����������	��	� ������	# �	�� ���	���# n9\]AK] �����	����	��	��

�� ���� ��� < �	�� ���	���#� n9\]AK] # (��� ��) �������E	�� �#�� ��# 	� ������	�

����� ��� 
������	�� ��	����� �	�� ����� (��� ��)� < ������	#� ��	��	����� �	�� ���	���#�

n9\]AK] 	�� # (��� ��) � ����	#� ��� �� n7Bc n9\]AK] 1]7:Bg9][� ����	� 	� ����� 	��

# (��� ��) �� ���� �U %�� 		������ ��%���� ����� 	�� �����#	�� ���%� 	� ��	�����

4+



� ��� .�++T 6�#����� �	� ������#	� 
����� 
�� 
������� �� ����	��� ��� �	��������

��� ���� ���&�/ �� �
�&� 
����
���	 �� 
���������

����� ��� 	� ����� 	�� 		������� ��%���	�� �� 	��	�E��	��X.�++Y� �� 	��%� 	�� # (��� ��)

�	� ����� 	�� ��%���	�� ��%�� �� ��������	��� ��# 	�� 	��%� 	�� ��	������ ������ �

������ �%���� ����
����� &� ������ �#�� 	�� ����
���� �	�  ��� 	�� �� �#	�	��

����� �� ����������� )������W��� 	� ��#��� 7]cAg7ScB� ��� ���� �#��
�� ��� ��

���� � �	�� �� ��� ��#�� ���� �������	�� ��# 	� �������� ���������� ��� �����	��

� ��#����� 	�� ��#��� &� ������	� ��	� ��� ������� � ����� ���������	� ��� 	��

��#�� ��� ������	�� ��� ����� ��	���� ��������� ��#	� � ��� 	%	��� �������� �����

�� 
��� %�� ��	������ �	�� ��#�� 	� ����� �������� � ��U��� �� ����	�����	���

��� ��������� ����� �� �������	� � ����W� �#� #���� �� �	�� ������	��#	�	� ��

��� ���� ��

��, -����!������ �������!�!�� 	��#���

��,�� .���/����0���

V�� ������� 
��� ��� 	�� �����	����� ��#��� ���� � ���������
��� XQ7S^M]9lKScA9:Y

s-t ��� ���E	�� �� W��T

�(�� �) =

∫ �

0

�(��� �)�� X.�.5Y

#��� �� = � cos� + � sin� ��# 	�� � %��

4.



(
�

�

)
=

(
cos� − sin�

sin� cos�

)(
��
��

)

;� �%���� �� ���)��� 	� 	��	� ���������
���� Q � �����%� ���		���%��

% ���T

�(�� �)
�
= ��(�� �) =

∫ �

0

�(�(cos(�− �)� �)�� X.�.+Y

� ������ ������� 	�� 	��	� Q ���� #	� ��������	� 	� ��������� #��� 	��

���
����� ��� #�� 	�� ������ ��� ��� ����� (�� �) � (�� �) 	�� ��#��� ��� �������

*�� ��� �����	��� ���������� ���� ��	� ��� �������E	�� �	� � ��� X.�+.Y� #��� ���

��� 	��� 	�� � #�� 	� ����� 	�� ��#��� (�� �) ��������	�� � 	�� ��	������ 	��%�

	�� �(��� �)� V	��� ��	����
��#���	 #	� � 	���� ��� 	� 	��	� Q ����� �� ��������

��# 	� ����#� #	� 	����	��� ��� 	��� 	�� �(��� �) ���� �	�� ��#�� ��	� ����� 	��

��	������� ������� ��#������XG{6Y� /����� #���� �� �����E��� ����
�� � 	��� 	��

�(��� �) ��	� ����� ���� ��������%��� G{6 ��# ���� ����� 	�� G{6 ������� ����

� 	�� ���������� ��	� ����� 	�� G{6  ��	�� ��	� � ����������� 	� ����	�� ���

������� �� ������ ���� �� ������ ��� �	���� 	��� � #�� 	� ����� ��	� ����� 	��

G{6� ;�	# ����� �� �������� ��T

�1(�� �|�) = �(��� �)� X.�..Y

#��� �1(�� �|�) ����E� 	� .H2 �����	��� ��� �������� ��# 	�� ���������
��� 	��

���
���� ��� ����� � ��� ����� �� � �� = � cos� + � sin� �

,�� �� ������ 	� �������� ���������
��� 	�� ��#��� ��� #�� 	�� ����� �� 	����	���

	�� �1(�� �|�) �U %�� ���������� �� ���� 	� �T

�(�� �) =

∫ �

0

�1(�� �|�)�� X.�.4Y

������ 	� �	�� ���	��# n9\]]AK] %1(��� ��� |�) = #2{�1(�� �|�)} ���

%1(��� ��� |�) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
�1(�� �|�)�−2�
(���+���)���� X.�.0Y

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
�(��� �)�2�
(�����+�����)������ = "(���� �)�(���) X.�.?Y

#��� 	� 	��	��� ���	%���� �� �� �#�� �� ����%���� #	� � �1(�� �|�) ���� �	����

��	� 	�� �� ��	������� * ���� �#���� � �	�� ���	���#� n9\]AK] 	�� ���������
����

��� ��� ��������%�� ����� % � �� ������%� 	��%� ��	� ����� 	�� ������� ��� ��H

��� ��# 	�� �� � 	�� �W#���� ��	� ����� 	�� �������� �� 	��%� ���� ��� � 	�

�	�� ���	���# n9\]AK] 	�� ���
���� �������������%�� � ��� �%�	� �����	��� �

��	������ ���	� �	� ������ ��	�� ;�	# 	� ���	�%��� ����	�� �	� � ��� X.�+4Y
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� ��� .�+.T ;
�C�
������ ��� 	� 
������ ��� ����� ��� ������ �1 ��� ��� �#	&� ��

��� ���� ����	# �� ������ ���������
���� ��� ���� ���	%���� 	�� ������	�� 	��

��	����� 	�����

;� �	�%���� ���������
��� ��� ��� ������ �1 �� �2� ��� W	����� 	� �	�� ���	���#

n9\]AK] 	�� ���	�%���	��� 	#	 ����	����� #	� � 	��� �	�� �� � 	�� �W#��� ���������	���

�	� �������� ����#�� 	�� ��� �� �����	���)��� �� ���� � % ���T

%(��� ��) =

∫ �

0

%1(��� ��|�)�� =

∫ �

0

# (��� ��)�(���)�� X.�.>Y

,�� �� ��������� 	�� W����� X.�.>Y ������ 	� ��� �� �� �����%	���� ��� �(���) =

�(���(�))  �����������	�� 	� � %��T

� ��� .�+4T 8 �����������'� E@FGHIG ��� ������ �
�C�
������� �1�
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(
���
���

)
=

(
cos � sin �

− sin � cos �

)(
��
��

)

;�# 	�� 	��	#	�	�T

�(�(�)) =
∑



(�(�− �
)&|� ′
(�
)|) X.�.3Y

#��� �
 ���� �� ������%� 	��%� 	�� �����	���� �(�)� ��	������� �U %�� �����	��#

���	%����T

%(��� ��) =
# (��� ��)

�
X.�.IY

#��� � =
√

�2
� + �2

� ���� � �	�
��	� �	�  ��� 	�� ��	������ �� �#	�	��� � W�����

X.�.IY ������ #	� � ������	�	�� �	�� ���	���#� n9\]AK] 	�� ���������
���� ���� �

�	�� ���	���#� n9\]AK] 	�� ��	����%��� � 
����� 	�� ��	��	���� 	��� 	�� ��#�	����

��# 	�� �� � 	�� �W#���� r������E��	�� 	�� ��	��	���� �	�� ���	���# n9\]AK] 	��

W������ X.�.IY % ���T

�(�� �) = �(�� �) ∗ �(�� �) X.�.-Y

#��� ∗ ��������	� 	�� ��	������ ���%��W�� � ����� ���� .H2 �	�� ������%�� ����	����

"�����������	�� 	�� .H2 �	�� ���	���# n9\]AK] ���� ����	����� �� ���� 	�� ����	����

�����	����� � ������ ���� ����	#� ��� �� �	�� ���	���#� x7:^KO� � �����	��� 	��

��������� ���	���	�� ��#������ ���	�� �� W��T

�(�� �) = #−1
2

1

�
=

1

�
X.�45Y

#��� � =
√

�2 + �2� ;�# 	�� W����� X.�45Y ����	����� #	� 	� ����%�� ��� ������	���

��# 	� �	�� ���	���# 	�� ���������
���� ���	���� %�� ���	��� ����#����� ��	�
��	�

�	� �	�	#���� XBjAgcHA:f7]A7:cY�

�	� ���	���	� ����#����� � �����	��� 	�� ��������� ���	���	�� ��#������ jXN�`Y

�� �� �����E	�� �����	��� �������� ������������� X@RnY ��#	� �������� 	�� �H

������ �#� �������� ������ H ���� ��	����%��� �	� ��# 	� ���������� ����#������

/���� � #��� +L\ ��� �� 	��  ����%� �� �#	�	� ��� ����� 	�� �)��%� �� �#	�	�� �
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�	�  ��� 	�� ��#��� �� � V��	�� ��	�  ������������	�� ��� �� ������� � �	������

��#�� 	�� 
���	�� + ��� % ��� 	� �%� �	����� ��� ˆ�	+1 ��� 	� ������	��� ��#���

;�	� � ���������� �������
��	�� W��� ��� W��� �% �� �	 � ������)� �� �	���	���

��	#��	� � �� 	���	��	� ��# 	��  ���	�� �	� 	%��� 	�� ������������ � 	�% ����

�	������ ��#�� ����	�� #	� ���� � 	���� ����� '�%�� �� ������� #	� �� �%�����

����� �����	������� #��� � no@�  ������������ �#�� 	� �����	� 	�� ���������
����

��# #�� ��	� 	�� �������	��� ����������� ��#	 �� % ��� �������� 	�� ���
���� 	��

�	������� ��#��� � 	�� ���
��� ��� % ��� ����	��� ��# 	�� �	������ � ������

	�� �������	���� ��#��� s-t 
���E	�� �	�  ���� 	�� ��������� 	�� 
�# �� ��� ��


�	������ 	�� �����	�������%�� ��#���

� ��� 4�+T (� ����� 
�� ����@�C�& ��	��� �	�� �
�	���
���'� ���'��C���

�	�����������
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,�� ���	�  �#���� � ������ �������	��#� ���#������ �����	������ �	� &���������

/������� '�E�	������ X@F1Y ��� �	�� *�����	������ &��������� /������� XR@Fb1Y

�	�� � CGHFC ���#������ ��� �� ��������%� 	��� < ���#������ ��	#� ���	���� ������

	� +-33 �� ���� � ���
����	� �	�	��	���� ��� � �� ����� ����%�� s++t % � 
��

������� � %��� ����� �����# ��# ������%� ��� ������� �	�� �	�	��	���� ;� 	�

���� ��� ���	���� � ���#������ CGHFC ��� ���������	�� �	� �� ���� 	#�� %���

���#������ #�� ��� ����� �������� ��� �� ����	� ���� ���#������ ��� ������� ��

������	��� � %�� ����� �����# ��������%��� ���
����	�� �	������ 	�� �%���	��

������������ XCGYs+.t�

"�����������	�� ��	� 	� ����� ��������� � ���#������ CGHFC ��� �����	�����

� 	��������� ������� ��������� 	� +-I0 s+4ts+0t� ���U #�� ��	� � 	���#� �������	��#�

	���� ������ ��# ��� ������	��� ����%����� 	� +-35 �	� s+?t�s+>t ��� �	�� ����	#�

�	� ���� 	�� ��	�������� �� � ���#������ 6ASj7]8B9:HG\S �̀ |	�� ����#�	�� �

���
����	� �����	������ � 	��������� ������� � ������ � ���������	 �������#

��#
���� ��	��	����� � @9ABB9: �#��
�� �	� ������� ������� � 	�� CGHFC ��	%��W��

�	�� ������	� ���� �������	��� W������ � ����� ���� ����� �� ��������� ��� �� ����

��	����	�T

ˆ�	+1
� =

�̂	�∑

′ �
′�

∑
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��̂
	
�

X4�+3Y

'���	%�� W����� ��� 	� ��� ������	� � W����� X4�+3Y �� ��	����� �	�� ����#	�	�

X4�?�.Y4 ����� ��� 	�� ���#	�	� ��� ��������%� 	�� �	�� ����#	�	� +� . ��	��	�� ��

%����=�� ��� ?@C4?

� W����� X4�+3Y 	�� CGHFC ���������� % � %��� ���# 	��� ��� 	�����E� � 	� ����#

���	%�� �#� �������	���� ���������� #��� ����	�� �	� � ��� X4�.Y�

������ ���#	�	� 	�� ���������� ����T

+� |�� 	� MANKOB ��������	�� 	��	# ���� �

.� � ���������� 	�� �� ���� 	�� �������� ���� ������ ��� ���
�%)����

4� /���� 	� ������	� ��� �� �������� ���� ������������ � CGHFC ���#�����

��	#��	� �%	� %��� �� ����	��# ��������# ��� ��	�%�� ��� 	� �����%�� MANKOB

	� ������	� ��� �� �������� �� �������� �� ��� 	� 	��� ���%��

0� < ���#������ ���� ���# �� ��������� �	�� ��������	�  �����������	�� %�� ���	%��

��� 
���E	�� �	�� ���
��� ��� 	���� ��� ����� � ��� ��� ����������� ����

�%���	�� �������������
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� ��� 4�.T 8 ���'��C��� S:�4S � ���%� ��	���� �
�	���
����� �����&C����

< CGHFC ���#������ ��� 	�� �����	����� � 	��������� ������� % � ��� �����

�����	���	�� &� ���	� ����� #	� � �������� 	�� ���������� ���� ����� *��  ��������������

���� ���� ����	� 45H?5 ������)��� /���� ��� ������)� ����	� ��� ���
��� ��� ���

���������
���� � CGHFC ���#������ ����� �� ����%�	�� �� ����	� ����� � ���������

	�W�� ��%����  �#�� �W������� � � %�� � 	� no@� }�	#��� �� ��%�� �� �����E���

#	� � CGHFC ���#������ ����� �� ���������� ����	�� ���	�%���	� ��# 	�� no@�

�#�� 	�� ����#	�	�� 	�� �� ����� 	� ����# �������# ���	%�� ��� ������ W��������

	� �� ����#����� W���%����� '��U #�� ��	�� � ����	������ ��������	��#�  �#���

�����E� 	�� ����� � ��	�� 	�� ��#��� �	� �������  ����� &� �%�	�� ����%�	���

	�� ���� #	� 	� ���	���� 	�� �%���	�� ������������ XCGY �	� ����� 
���E	�� ����

���	� ����
��� �����	�������%�� ��#��� ,� U��	# 	� �#��� ����� ��� ���� ��

������)�� 	�� CGHFC ��� � ���#������ �������E� 	�� ���� �%���	�� �������������

� ���������� 	�� �	������� ��#���� ��� ���� ����	� �� �#��
��� ��W��	���

�	�� ���W�� � CGHFC ���#������ ���� ���� ���	�%���	� �� � �������	��� ����������

�	���	��� ������ ��� 	� ���	�%���	�� ����#��	�� ��������� ��# ������� ��� ��

 ����������  ��������	# ���	�� �	� 	�� �����	������ ��� %���� ��� ��������%��

����%����� � ������%� ������%��

���;����, � �;��+��)� ?@C4?

< ���#������ ��	#� ��� �� ��������%� 	�� ������ ��� #��� ����%���� �	�� �#	�	�

X4�?�.Y� �	� ���� �������	���� �����	������ ��#��� 	���������� ������� ��� �����

?-



 �#���� ��#	 �W�E� �� 	�� ��	����� ��� �����	��� ��	� 	�� ��%��  ��������������

	 �����

����� ��	#� � ���#������ ���� 	� ����� �������� ��� �� ����	� ���� �������	��%�

���������� ��� �� ������ #��� 	�� ���� 	� ���
����	� �	������ 	�� �%���	�� �������������

�� ������)��� 	� ����� ����� 	�� ����������� 	��� r��� ��� ����� ���
����	�

�	�� �	�	��	��� �	� ����� ���� ������� �� 
��� ���� ��� 	� �%���	� ����������� ����

�� ������� ����� �� 
��� �� �����E�� ������ ����#��	� ����%��� � ������

����	����� ��	� 	� ����%�� ����%�� ���� �	����� ��� ������ ��#	� �������	��� ��

��	��������� ��	� 	� ������� ����%��� 	�� ���	�	 ���
����	��� � ���� �����

� ��%� ��	�  ����������	�� ��	 �� ����%���� �� 
���� ��� ���������	��� ���� �	�

��#
���� ���� �U ��	%� 	�� ����	����� 	� ����%�� ��� ������ ���� �	����� ��� ��

� �� ���� �� �	�� W���	���  ������ ���� �	�� ������	��#	�	� �� ���� �	�������

|	�� ����#E��� 	�� FC s+3t ����%������ 	� ����	������� ����%��� 	� ����� �	��

������	��#	�	� % ���� �����E��	�� ����� ����%�� ��� ���� � ���
��� � �� 	� �����

����%�� 	� �������� � (�� �)� #��� � ���� � ����� �	�
��	��

�	� 	��������� �������� � �#��� ��� 	� ����%�� ���� 	� ��	#��� ��� ��� ����	���

���� ����� ���� ��#	� �� W%���� ��# ���� ������	�� �� XMANKOBY ����
�� ���%� ��	��

	� ��	#��� ��� ����%���� � ��� ���
���� �U ��	# 	� ����� �� ��%�� �� ���� ���

�����	��� ��� �������E��� 	� ���
��� �#� ��	����%���� ,�� ��������	����� �#�����

�� ������� �� ��������	����� 	�� �����	�������%�� ��#�� �� ��� �����	��� �	�

��� %� ����� ��#	 ��	� ��	�� �������E��� 	�� ��#�� �	� ������	# ���� �� %��

�������� �	���� � � <�#	 �� �	����� �
� �� ���
��%� ��� 	�� ������� ����� ����	��H

���� ������� �� ���������	��� ��# 	� ���	��� 	�� ������	� ��������� W������T

�
 = ��
 �� $ = 1� ������ 0 X4�+IY

	� ����� ����� �� ����)��	� �	�� ������	� W������ #��� 	� @ ��������	� ��������

%�� ������T

� = *� X4�+-Y

�	�� W����� X4�+IY 	� �������� �
 ���� � $H��	� ������ 	�� ������ * ��� ���

�	�� �� 	�� � � �����	�� ��# 	�� ��� 5 = 1� ����� 6 � #���6 ���� 	� ������ 	�� ������	�� ���

	�� ��#��� � ��� �� ��������	� %�� ������	�� �� �	�� ��#��� &� �	�� �� 	�� ���
����

�� #��� ������	�� ��� �	� � ��� X4�4Y� ����%���	�� ������� �� ���	�� ����������

	�� � XM]9lKScA9:B QA:BY ��� � �%	���� ��� ��� ���
��� ��������	�	�� ��# %�� ����

���������� XQA:Y�

�	�� W����� X4�+-Y� �* ���� %��� ������� @ y k ��� �����E	�� ������� ���	���	���

;�	#� �������� 	� ���������� 	�� ����#����� �#��� ��� �	�� �� 	�� X�
���Y ��������	�

	� �%�� ��������� �#� MANKO 5 	�� ��	����%��� �	� ���� ���������� $ 	�� ���
�����

&� ���	%�� 	�� ����������� ���
���� ����� �� ���� ���# � ����	� ������� � 	�

���	%�� ����#������ �	�� ����	��� 	�� 6789:� 	� �	�� �� 	�� ������ ���	���	��

���E��	�� ��	 	� ���	�� ���
���� �� ���
����� 	��� ��# 	�� ��������� �#�� 	��
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� ��� 4�4T D������' ��	���� ��� �������&�� 
��������

MANKO� 	� ����� ��������� � ��� ����%�� ������ ��� �� ��������%� 	�� MANKO ���

�� ������	��� � 	� ������ 	��� ����%	��� 	� 	��� ���%�� � ����	��� 	�� ����H

����� ���	%��� ���� ��� ��� �����	��� ����	���� #��� ��� ���� ���
���� ���
���

��������%� ��# ����� MANKOB ��� ��� %�� ��
����	�� � ��� 	��� ������� � 	��

� 	��� ��������� 	�� ���	��� ���
���� � ��� MANKO� ;�	%� �� ��������%� ����E��	��

��# �������� �������	� #��� � W���%���� 	�� ��	���
������ � ��#����� 	�� ��� ��	��

��� 	� �����������# 	�� ��	����� ��� ����� �� ��������	� ��# 	� ����� ��� ���

	� � ����# 	�� ���	���	�� ��� 	� �%	���� 	�� ��	������� ��� ������	� ��# 	��

W���%���� 	�� ��	���
������ �	�� ������

;� �����E�� 	� ������ ���	���	�� *� ��� �� �����E�� # � �#�� �#�� ��	#���

�	�����	�� �	� ���� ���
���� 5 ���� ��� �#�� ��# 	� ��	#��� �������� ��# ��� MANKO

7 	�� ��	����%���� 	#	 	� ����%�� ��� �� �	�� ������ ,�U ��	# 	� �#�� �������

�� ������� %�� �	�� �� ��# 	� ����� ����%�� �� 	�� ���#	�	� ���� � ����� ������

	�� �����# 	�� ��	����� ��� ��%����	�� ��# 	� MANKO 7 ��� ��� ����	�� �	� ����

���
���� 5� �
����� �� � �� ��#�
��� � 	%	���� ����� ����%��� 	� ��#
���� 	��

�����	������ �� �	�� 		����%��� < �#��� ��� ����%	��� #	� �����E��� ��	� 	�

�� ������	��� ����%�� ���� ���	� ��� ��	�%���� ��  �������������� 	�� ���#�����

FC XKNMKSc7cA9: H[7NA[Av7cA9:Y ��	 �� % ��� 	�� ���� ��� ��������� 	� �%���	�

������������

>+



0�+���/��= ��� ?@C4? �;��+/�)��

< ���#������ CGHFC ���	��	�� ��# �������#��� 
���	�� 	� ����� ������
����	��

�% �� �� �������� � ���#������� ,���� � ���#������ ��	# ���%�	�� 	�� �����#	�	��

��� 	� ����� �	�
��	� �(�|�; �)� ��� % � �� ���� � 	� ����	������� ����%�� �

����� ��� � 	� �����%�� ����%��� �� 	� ����� �%� ��	�� ��# 	� �����	�� � ���

���� �� �	������ ��� 	�� �����	�������%�� ��#��� % � �	# � �� ����	�������

	�� �����#	�	� �(�|�) ���
����	�� ��#)� 	� �����	�� � � &� 
���	� ���� 	� 
���

���	������ 	�� �����#	�	�� �(�|�; �) XFHBcKMY ��� 	� 
��� ����	�������� ��	�� � �	# �

� ��� ������)� �� ��W����� 	� �����#	�	� �(�|�) CHBcKM ��� ���E��	�� �� W��T

FHBcKMT ����E#��� �	�� �� ��� �	����� ��� 	�� �����	�������%�� ��#��� �������E���T

;(�� �̂	) = 2[���(�|�; �̂	)] X4�.5Y

CHBcKMT /���%���� 	�� �#��� �	����� ��� 	�� �����	�������%�� ��#�� ��	

�� ����	�����	�� � ;(�� �̂	)T

ˆ�	+1 = arg max
�

;(�� �̂	) X4�.+Y

� ����� 	�� ���������� ���� #	� �� � �� 	� ����� ����%��� 	� ��#
���� 	��

�%���	�� ������������ �� �	�� %����� �� ������� }�	#��� � 	�� ������� 	�� �����

����%��� � ���������� 	�� �����#	�	�� ��� ��	� �� ����� ��	 ��� �� ��������	��

,� U��	# 	� �#��� � ��� ������)� �������E	�� � �%�� 	��� 	�� ���������� 	��

�����#	�	�� 	�� ����� ����%��� �	� FHBcKM ��� ����	�����	�� �	� CHBcKM� '�����	�

�� ��W��� #	� ��	� � ���������� ����	����� 	� �����#	�	� �(�|�) � ��� ������)��

�	#� ��� �� ��	� % � ���� 	� �%���	� 	��� 	�� � ������ ������)�� ��#	 ��# �� �

�%�� �� �� ���W� 	����

' �� �;��+��)� ��<,��� �= *�����.,����

�U ��	# 	� ����� �����	��# ���� �� ����������� #	� � �	# �� 	�� CG �����	������

���� �� 
���� ��� ��#�� � ��� �� ����	����� 	� �����	��� �����#	�	�� �(�|�) �
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�(�|�; �̂	) X4�.>Y

�� ��T

�[��=(�)|�; �̂	] ≥ 2[��=(�)|�; �̂	] − 1 X4�.3Y
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C7]^9f XC7]^9f ]7:89[ mKO8Y� 	� ����� ����� �� �������� ��# 	� �����	��� ����#	�	��

�����#	�	�� PAQQB s.+tT

�(�) =
1

B
���[−?@(�)]� X4�0+Y

#��� C ���� ��� �	���� ���������������� ? ���� ��� 
����	� �����%�� �����	���

��� �������E� 	�� ������ 	�� ��	������ � � %�� � 	� �%���	# 	�� ��� � @(�) ���� �

�����	��� �%����� XK:K]_` g\:ScA9:Y� � �����	��� ��	� ���� %�� �����%�� ��������

��# �����	����� �� ����� ������� � %�� ����# ������ ��# ��	����� MANKOB� 	�� �����

��� �������	�� ��# 	� D� � 
 = 1� ������ 8T

@(�) =
"∑
�=1

∑

����#$�

E
��4�(�
� ��� ��� ����) X4�0.Y

�	�� W����� X4�04Y� 	� MANKOB � ���	� $� 5� 7� ��� ���� �	�� �� 	�� ����� ������� ;�	#

	� ����# ���	%�� �������� %��� �����# ��# M]A9]B ��� ���	������ ��� �����	�����

� 	��������� �������� ��� ����% � ��� 	�� P7\BBA7: M]A9]B s..t� <� ����� �������

�� % ��� ���������	 �����# ��# MANKOB� ,�� ���������� � �������� %�	��� �	�� ��#��

����� �� ����	�  �����������	�� ��� ����� ��� ���% � #�� 	� MANKOB 	�� ��#���

��� � �����	��� �%����� 
���E	�� �	� �������� 	�� �	���� #��� 	�� MANKOB 	��

������� /���� ��	��	# �� ����E� 	� �%���� 	�� ������ ��� 	�� �����	���� �%�����

�	� ���	%�� PAQQB ��� %�� ��������%�� MANKO ����� �� ���� �%��� � �����#	�� ��#

��� ������

�	�� �����#	�� ������%� �����	������ � 	��������� �������� ���� � ���

����� ��� ��� MANKO $ ��� ��� ����� ���	��	�� ��# MANKOB ��� ���� ��� ���	��� �	� MANKO

$� *%����� ���  ������������ ����� 	�� ��� MANKO s.4t�����  ������������ �����	����

��� � 	�E��	�� � 	� ������� %�	���� �	�W� 	�� ��� MANKOB� ��� ���	%���� 	��

��������� � W����� X4�04Y �� �� ��������	�� �	��T
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� ��� 4�0T �����	���� ������ ��� PAQQB � 	�� ���	%��� �����#	�	��

@(�) =
�∑

=1

∑
�∈$��
%�

E
�4
�(�
 − ��)� X4�04Y

#��� 4
�(�
 − ��) = (�
 − ��)
2�

*����#	� ���� ��� ����%� ����	#	�	� ��� 	� ���� 	�� ������ ��� 	� 
��� 	���

������� �� ����� ���	����	�� ��# 	����%� ��	���%� ��� 	� 
��� ������� ���������E��	��

��# 	� ��	��	���� 	�� ��#�	���� ������ �	� �%�	�� 	�� ��� MANKOB 	�� �������

<� �����	���� ��� ���������E��� 	� ����� % ��� ����� 	� ����� ��� ����	�� �	�

� ��� X4�0Y� � 	��� 	�� �����	���� ��	�� �����E	�� #	�� � = �
− �� = 0 ��� ��W��	��

� 	�� ��W��� 	�� �������� ������ �	� ��	����� MANKO� ,�U ��	# 	� �#��� �����

������%� �	�� 	��%� 	�� MANKO ������� ��W��� 	�� �����	���� �%����� @(�)� � ����� �

	� ���� 	�� ����� 	�� � 	�� ���	%��� �����#	�	� 	�� ��#���� <� �����	���� �%�����

 ���E��	�� � ��� ��	������ ������� � 	� ���������� 	�� �����	����� ��� ����H

�����E� 	� ������ ��� ����� �� /����#E	�� ��	%��� ��� �����	��� 
����� �����H

	���� s.0t ��� ��W����� 	�� W�������� ����� � ������� �	�W� 	�� MANKO ��W��	��� <�

�������� ��W��#��� �����	���� s+5t s.?t�s.>t�s.3t 	����� �� ������ �������%� �����H

	���� 	�� � ��� ����� �� <� � 	�� ���	%��� �����#	�	� ��� ��W����	�� ��� ���� ��#

��� ��	%��� 
����� �����	��� �����E��	�� � 	�� ���	%��� �����#	�	� ��� ���	�����

	�� ���%� XK8_KHM]KBK]fA:_ M]A9]BY ��#	� ������� �� ���%W��� 	� 
���# W���������

�	� ���	%����� �����������	�� 	�� ����%� ������%� �#�� ����
�� �� ���	����� 	�

�����	�	� 	�� ����� �	� 	���# ���	%����� <� �������%� �����	���� ����� �� ����

���	%� � �� ���	%�� /���� 	� �� ������	��������� W��	��	��%� ���������� ��� ��

��	���W��� ���%� ���� ����	��� ���� �������� �� % � �������� ����� ��	������

�����	���� ������ �� ���	���	�� ���	� � � %�� � �����
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"�����������	�� 	�� PAQQB � 	�� ���	%��� �����#	�	� 	�� W������ X4�0+Y� � �������H

��� 	�� � 	�� ��	%��� �����#	�	�� ���	��T

���(� |�) = ��9(�) − A@(�)� X4�00Y

#��� � �����	��� ������������ 9(�) ����� �� �������� @9ABB9: � P7\BBA7: ��	�����

#��� ���������	�� �	�� �#	�	� X4�.Y� ����
���� ��#�� ������� �� �������� �����

	��%� 	�� �����	���� ������������ ���� ������E��	�� ��# 	�� � 	�� ���	%��� #��

A@(�)� *U ��	# 	� 	�#��� ����	����� #	� ��%�� �� ���� � ��������� ��	 �� ���H


����	�� ��#)� 	� ����%�� H�	����� �� �%�� 	�� ������������� ���� ��� 	� ����%��

	�� � 	� ���	%��� �����#	�	��� ;�	� � ��������� �%� 	�� ��# 	�� �����	�� �	�������

A� ;� � �����	��� A ���� ��� � ���%�� � CJ@ ���� ���� � ���� �%���	�� �������������

����� � A ������ �����	�� 	��%�� � #��� 	�� M]A9] ������ � �	� ����	�������� ,�U

��	#� � A� ��� �����E	�� ��������	��� 	�� ���
����	�� ����	��������� ���� � ���

�������	��#� �������	�� #�� ����� �	� 
���# W��������� �	� CJ@ ����� ������� �

	��� 	�� �����%	��� A ������E	�� ��# 	�  ���	� ��� � ������ 	�� 
���E	�� �	�� ������

	�� ��� 	� ������	� ���	�%���	� ���� ���� ��� ������� �%����� ��� �� ��������	�

��	#��	� � 	��� 	�� s.It�

< 	���� 	�� � 	�� ���	%��� �����#	�	�� ������E� �� � W����� X4�00Y % � %��

�%���	� � �� % � ����� �� � 	�E#��� 	����� �%���	�� ,�� � 	�� ���	%��� �����#	�	�

� 	� 	��� 	�� W������ X4�04Y� � �����	��� ������ ��%�� �� ���� ���	��� ���	� �

����# �� W���������� #	� � �����	��� X4�00Y �� % � %�� �%���	�� <�#	� �#�� ���	%�

� 	�� ���	%��� �����#	�	� ������� �� �������� #	� �� % ��� �������� � %�� ����#

�%���	� 	�� ���������� 	�� � 	�� ���	%��� �����	���� �(� |�)� *� ���	%� � 	��

���	%��� �����#	�	� % ��� ���	��� ��� ����	�� �� % ���  ������ ���#	�	� W����

���%�� ���� 	� ����#� #	� ����� �� �������� �#�� � 	����� �%���	�� � CJ@ �%�����

���� ����	� ��� �� � CG �%����� ��# ��������# ��#	� � � 	�� ���	%��� #��� �����

�� ������ �� ��������#� �	�� ����� ��� % ��� ��������	� ���#	�	��

V�� ����� ����	��# 	�� PAQQB M]A9] ���� #	� ������E� #��� 	�� ���� 	�� ��#	���

�	�
��%� �	�� 	��%� 	�� MANKO ���������	�� �� ����� 	� �#��
�� 2��	� ��� �����	��

��	# ����� ����� �� �������� 	� #��� 	�� ��#��� ���������	�� 	�� ���%� ��# 
�����

 ����	����	��� 	�� ��#����

��2�, -��#��/��� 7=3<:7 �� 7>&4%( �� !�� ���!���� ��!�����

< ���#������ CJ@ ����� �� ��������� � �������� ���� � 	�� ���	%��� ������	�	��

�	#� ��# PAQQB ��	������ �U ��	� 	�� �#	�	� �� �� ������� � 	�� ���#����� *;@

��� � M]A9] 	�� �����E	�� u[K8A7: M]A9]u XC@Y s.-t� � ����� �������� �� ����	��� 	��

���#	�	� #	� ��� MANKO �������	�� ��# 	� 	����# 	�� ������ �� 	��	# ���� � 	�� #��

������������ ���������	�� � ������� � 	� ����%��� *U ��	# 	� 	�#�� ���	�����	��

��������	� �� ���%� ���� ��� ���� %� ��� ���� 	����� ����#������ ;� ������� 	�

����� ����	��� �����	������ � 	�� ��# ��������# X�#�� M]A9]Y CJ@ ���#����� ���

�	� ���% �� �� 	� ��	����� �	�� ����	��� 	�� 	���������� ��������
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V�	� {��� 5 = 1� ����� 6} ������ 	� 	��� 	�� ��	����%���� ��� �%���� �� ������������
��� 	� 5 MANKO ���

{
�̂�� 5 = 1� ����� 6

}
���� 	� ��	������ ��� ���� ��� ��# 	� �����������

	�� �����	������� &� ��������	�	� ��	������ ��� �%���� �� ����������� ���

	� ��	������ ��� ����� ��# 	�� �����	����� �������� 	� ����� ��������	�� F H

�	�� ��� � ��� �̂ ��	��	�� � � �	�� �� �� ��� �̂� ��	��	�� �� &� ����%�� ��� ��� �������

% ��� �	�� �� �
� $ = 1� �����G #��� ��� ��	� �������� 	� ����� ��������	�� G H�	�� ���

�� � �%���	�� ������������ � � 	�� ���	%��� �	����� �̂ 	�� ��	����%��� � �����

�� ��������	� 
�	��	������	�� 	� �����	��� H(�) ��� % � �� W��T

�̂ = arg min
�

H(�) = arg min
�

H�(�� �) + 3H� (�)� X4�0?Y

#��� H�(�� �) ���� � ���������� 	�� ������������ ��� ��� ���� ���������� ��� 	�

���	%�� ����
�� ��� ���� � �	� ����%�� ��� ��� ��� 	�� ���#	�	� 	�� ��	����%���

��� �������� ���������� ��# 	�� � 	�� ���	%��� #�� H� (�)� � 
����	� �	�
��	�

3 I 0 ���� %��� ����#� �������	�� �	������� ��� �%� � 	� � 	��� ������ ��	��

	�� #��� ���������� 	�� ���	�%���	��� � ���� ����%����� �� �� �������	�� ��� ��#

	�� C�DE���� �������� #��� � W����� X4�0?Y ���� � �	����� 	�� �%���	�� � 	��

��	%��� ������������ XCJ@Y � 	�� H(�) �� ����	�� �� � ���������� 	�� � 	��

��	%��� �����#	�	�� 	�� � ��� 3H� (�) ��� ����	�� ������� � 	� ��������� 	�� � 	��

���	%��� �����#	�	�� 	�� ��	����%����

'�� ��������%��� � � 	�� ���	%��� �����#	�	� 	�� ��#���H��	����%��� H(��>)

W��	�	�� ��# ��� �	�
��	%� � ����� ��������	�� � ��� >� &� 
����	��# ��������

> % � �	�� �� (>�′� 5
′ = 1� ����� 6) ��� ���� � ����� ��	��	�� ��� � 	� �	�� �� 	��

��#��� � � � �%� � 	�� ���	%��� �����#	�	� ������E� 	�� ������%� ������ �	� f9NKOB

�� ��� 	� ��	��	�� � �	�� �� >�′ 	�� ��������	�� > ��� ����T

H� (��>) =
∑
�

∑
�′#ℵ(�)

E��′((�� −>�′)� X4�0>Y

#��� F(5) ������ 	� ��	���� 	�� MANKO 5 ����% ��	�� ��� 	�� ��	# 	��� &�


����	��# �������� > ��� ���� � ��	��	�� �� � 	� �������� � ��� �� �������	� �	��H

����� 	�� ��	����� E��′ ����%��� 	� �	�� �� �� # � � 	��� ��′ ��	��� ���� � 	�

>�′ � 5
′ ∈ F(5)� < #��� ((�) ���� ��� �����	���� 	�� ������ � ����� �������E� ���

�� ����� � M]A9] �	� ���	%����� �U ��	# 	� ����� ��%�� �� ������� #	� 	� #�����

� 	�� �����	���� ((�) � 	�E	�� ������� � 	� �� ������E� 	�� ������%� �	�W� 	��

��	������ MANKOB� � = �� − ��′ ���� �U ��	� 	� �%���� 	� � 	�  ������������ �� � =

��−>5′� /����� ��%�� �� ������� #	� 	� �������� > ���� ��� �	�
��	� ��� ��%�� ��

��������	� ��� ��� 	��� �������	� �	������� � ������ 
��� �� �� E��′ ≥ 0� |�� �����

�	� �����	��� ((�) �� ������� 	� ����� 	�� ������	� ��	 �� ������������������

	�� M]A9] ��� ��  ���������������

'���	����� #	� � M]A9] W��	�	�� ��# ��� �	�
��	%� ��������	� � ��� >� ��#	 �

� 	�� ��	%��� �����#	�	� 	�� W������ X4�0?Y ����� �� �����	� �	� ����� 	�� ��#

������ � 	�� ��	��� �����#	�	��T
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H(��>) = H�(�� �) + 3H� (��>) X4�03Y

�� ��%�� � ��# ������ � 	�� ��	%��� �����#	�	� H(��>) �� ���� ���	�� ��#	

�#��� ����	 �	� ����	��� ��� � H�(�� �) ���� ���	�� �� ��%�� �� �����W��� 	�

���	#	�	� 	�� H� (��>)�

�*����<= ��+���=��

�U ��	# 	� ����� �� ��W��� #	� ���������	 M]A9] 	�� ������ X4�0>Y ���� ���	� ���%�	��

�#�� 	�� �������� #	� � ((�) ���� ���	�� /����%��� � ��#��W� 	�� ���	#	�	�� 	�� X4�0>Y

�� W��	�	�� ��# 	�� ����������#	�	� 	�� ((�)�

�	�� X4�0>Y� 	� 
��� E ���	���� %�� ������� � ������ ��	������ � �	�� �� E��′�

�� 	��%� 	�� ������ �������� 	� ����#����� 	�� ��	������ ;� � ((�) ���� ���	�� 	#	

% ���T

((!� + (1 − !)�) ≤ !((�) + (1 − !)((�) X4�0IY

��� !J[0� 1]� 2��%�	�� ��� ������ (� (1)�>(1)) ��� (� (2)�>(2)) �	�  ��� 	�� H� (��>)�

� ������� ���	#	�	�� ��� 	� H� (��>) � 
��� 	�� W����� X4�0IY % � �� W��T

∑
��′

E��′([�(� 1
� −>1

�′)+(1−!)(� 2
� −>2

�′)] ≤ !
∑
��′

E��′((� 1
� −>1

�′)+(1−�)
∑
��′

E��′((� 2
� −>2

�′)

X4�0-Y

��� !J[0� 1]� ;��� E��′ ≥ 0 ��� 	� �������� 	�� ���	�� �����	���� ���� ���	#�

�����W�� #	� � H� (��>) ���� ���	� �� ((�) ���� ���	��

?FKILM �� ��� *+���+�� ������)�

;��� �����W�� #	� � � 	�� ���	%��� �����#	�	� ��	�� 	�� ������ ���� ���	�� �������

�� ��� ����� ����%���	�� 	� ��	������ ����� ��� 	� �����	��� ((�)� *������ ��

��������� 	�� W����� X4�0>Y � ��� ��� � CK8A7: M]A9] XC@Y� ��� �����	�� ��#

	�� H�&�� (��>) ��� �	� ���% �� �� 	������������ ��	� 	�� ��� �� ��� ����	�����

��������	����� �#����� �	�� 	���� ��� � 	�� M]A9]H��'� (��>)� 	�� ����� ��  ��������������

��� 	�� ������� 	�� CJ@ ���#������ �U ��	� 	� � 	�� ���	%��� �����#	�	� �	�

	����������

r��� � ��� ������ ������ �	�� ��#��	� 	��� 	�� �����	���� ((�) = |�| ���
	�� �%��� '���	����� #	� 
�	��	������	�� 	�� ��#��	� 	��� 	�� �����	���� �	#�

	�� 	������ ��	������ � ���� ��	����� �� ���� � 	����#� �������� ,�� ����������

>��$!�{2� 2� 5} = 2 = arg min( |K − 2| + |K − 2| + |K − 5|� < ������� ��� �����%��

��#	� � ������� �#� ���#��� ����%��� ���	��� 	�� ���%� ��� ���� %� ��� ���� 	�����

����#����� ����� � �����	��� H�&�� (��>)  �����������	�� 	�� ((�) = |�| ����T

3+



H�&�� (��>) =
∑
�

∑
�′∈�(�)

E��′((�� −>�′) =
∑
�

∑
�′∈�(�)

|�� −>�′| X4�?5Y

#��� E��′ = 1 ��� 5′ ∈ 6(5) ��� 0 ������� ����� � ((�) = |�| ���� ���	� ��� �

H�&�� (��>) ���� ����� ���	� ������� � 	�� �������� ��#��W�� /�#��� � � 	��

���	%��� �����#	�	� H�&�� ���� �����	��� 	�� � ��� >� � CJ@ 
�	��	������� 	��

W������ X4�0?Y ���	�� ��� ��# ������ �	����� ��� ����	�� �� W��T

�̂ � >̂ = arg min
���

H�(�� �) + 3H�&�� (��>) X4�?+Y

#��� >̂ ���� � CJ@ �	����� ��� 	� �	�
��	� >� ;�	� � ��# ������ �	�����

�������	�� � ��� �%���� �� ��	�������� X8KBSK:cY� � ����� ��� ��� ������)� 7 ������

	� ����� �����T

ˆ��+1 = arg min
�

H�(�� �) + 3H�&�� (�� >̂�) X4�?.Y

ˆ>�+1 = arg min
�

H�&�� ( ˆ��+1�>) X4�?4Y

����� � H(��>) ���� ���	�� � �%����� �� ��	�������� ��� 	�� W����� X4�?.Y ��� 	��

X4�?4Y ����� � ��������� ;�	# ���
���� ��#�� ��� #	�� � H�&� �� ���� �������������

"������������ 	� ���
�����# 5 ∈ 6(5′) ��� �� ������������� 	��� �� ��	��� 	��

>�′ � * 
��� 	� �������� #	� � 	�E	�� � �%��� � 	�� ��#��	� 	��� 	�� �����	�����

�� ����� ˆ>�+1 	�� W������ X4�?4Y ���� 	� ������ 	�� 	������ ����%��� 	�� ˆ��+1 ���

% ���T

ˆ��+1 = arg min
�

H�(�� �) + 3H�&�� (�� >̂�) X4�?0Y

ˆ>�+1
�′ = >��$!�( ˆ��+1

� � 5 ∈ 6(5′)) X4�??Y

;� ���� %�� ��������� #��� 7 = 2 ��� 5′ = 6� ,�U ��	� 	� ����	���� ��# 	�� W�����

X4�??Y >̂3
6 = >��$!��̂ 3

5 � �̂
3
6 � �̂

3
7 � /W	�E��	�� 	�� W����� X4�?0Y ����	����� #	� ��� ����

	�� �	����� CJ@ ��� 	� � ���%�	�� 	�� �%��� >̂� 	�� ����������� ������)���

x � 	�� ���	%��� �����#	�	� 	�� W������ X4�?0Y ������ 	� ����� H��'� (�� >̂�) =∑
�

∑
�′∈�(�) |�� − >̂�

�′|�
;�# 	�� %������ 	�� � 	�� ���	%��� �����#	�	�� ����	����� #	� � � %�� ������

�	� ������ ��� 	�� ��#��	� 	��� 	�� �����	����� % � �� ���	%���� ��� ˆ��+1
� ��

%��	�� ��# 	� 	����# ������ 	�� >̂�
�′ � ;��� 	� >̂�

�′ ���� 	� ���� 	������ ������� 	��

�̂�UB�

'���	����� #	� �� � W����� X4�??Y ���� ����� ����������� ��# ��� �������

���	�������	�� � �������� ����%���� �	�� �� ��	������� 	�� X4�?0Y �����������	��

���
����	� �� ��� 	�� ������ 	��  ������������	�� �%����� ������ X_]78AK:c [KcjH

98BY� 	�� ����� �� ��	����� �	� �#��� �������� ����� ����%��� ���������

3.



� ��� 4�?T B�&	���� � �
&���� ��� ���������� � �� 
������� ��� �
'����� �����

��� �	������ R@PT@<K� + �	���� ������ ����	�� ��	 �
'���� ���� ��� �	�������+

����������	� ��� � ������ �� 
����� ����	��	 �� �	�
	�� �	����� ��� � = 1 ��� ���

� = 5 �	�&������

� � 	�� ���	%��� �����#	�	� H�&�� (��>) ���� ���	� ���� # � ������������ � �����

#��� 	� ������	� % ��� ��#��	� 	��� ���%� ��� �� = >�′� <�#	� ���� ������� ��

 �������������� 	�� ��������%�� ����%� 
�	��	�������� ���� 
���E��	�� �	� �����������#	�	�

	�� �����	����� ,�� �� �������)��� ��	# 	� ��#
�����  ������������ 	� �����	���

	�� ���������� 	�� ���
������ ������	#��� (�	�
	��) ��� �� ����������� 	� |�|T
1

L
�	�
	��(��) ≈ |�|� X4�?>Y

#��� � ���� � �����	��� ��� �����E� 	�� ����
�� 	�� ����%������� � �������

�����	��� 	�� X4�?>Y ����	�� �	� � ��� X4�?Y ��� ��� ������	��%� 	��%� 	�� �	�
��	��

� ��� �� �� 	�� ������� 	�� � �	� ���������� 	�� ����%������� ����� � ��W��	��� �

��#��	� 	��� 	�� �����	���� �������E	�� ����	���

* U��	� 	� ����%������ ���E��� 	� 	���� ����� 	�� [K8A7: � 	�� ���	%��� �����#	�	��

H��'� (��>) ��T

H��'� (��>) =
1

�

∑
�

∑
�′∈�(�)

�	�
	��(�(�� −>�′)) X4�?3Y

,�� �� ��

������� #	� � H��'� �����%�� ���	�� ���� �� ���� �� � �����	���

((�) = �	�
	��(�) ���� ���	� ��� 	#	 ��# 	�� �������� ��#��W� ������� �� ���	

������� #	� ��� � H��'� ���� ���	�� /���� ����� �� ��W��� 	� ���	#	�	� 	�� ((�) =

�	�
	��(�) ����	����	�� #	� � ��	�� �������#� 	�� ���	�� ��# 	�� ��
�2(�) ≥ 0�

*U ��	� 	� 	���������%�� ����� 	�� C@ � 	�� ���	%��� �����#	�	�� 	� CJ@

��#
���� ���	��T
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�̂ � >̂ = arg min
���

H�(�|�) + 3H��'� (��>) X4�?IY

��� % ��� �	���	�� � ��� 	�� ������%�T

ˆ��+1 = arg min
�

H�(�|�) + 3H��'� (�� >̂�) X4�?-Y

ˆ>�+1 = arg min
�

H�+1
� ( ˆ��+1�>) X4�>5Y

'�%�� �� ������� #	� � �� ��	������� 	�� W������ X4�>5Y ���� �#�� � ����%�����

	�� �%��� ��� � ��������� 	�� ���	�� � ���������# 	�� ��# �������	��� �%����� �

�� ��	������� �	�� W����� X4�?-Y ���� ���� ��� �������	��� CJ@ �	����� 	�� � �

,�U ��	# 	� �#�� ��� ��� W�	���# 
�# �H������)� 7 ��%�� �� ������	�����	�� �

��	���#� 
�# �� ������)�� ��� 	�� W������ X4�?-Y ��� X4�>5Y� <�#	 #�� � ��#

������ CJ@ �	����� ����	�� ��  ���E	�� ���	��� ������������� �	�� �#���

����#	�	� �� ���� ��� � ��������� 	�� ��# ������ �	������ �W������ X4�?-Y ���

X4�>5Y� ���	�� %	�� ��	 � ��������	��� ��������#	�	� �� ���� � �#� ���� �U ��	�

	�� ��������%��� �%���	�� � 	�� ��	%��� �����#	�	�� XCJ@Y �����	������ �	�

	��������� ��������

,�U ��	# 	� �#�� ��  �������������� 	�� � 	�� ���	%��� �����#	�	� H���� (�� >̂�)

��� �� W������ X4�?0Y� X4�??Y �� ����	��� �	�� W�� �����T

ˆ��+1 = arg min
�≤0

H�(�|�) + 3H���� (�� >̂�) X4�>+Y

ˆ>�+1
�′ = >��$!�( ˆ��+1

� � 5 ∈ 6(5′))� X4�>.Y

#��� � W����� X4�>+Y ���� � 
�	��	������� CJ@ �� ���� �  �����������	�� 	�� � 	��

���	%��� �����#	�	� H���� (��>) ��� ����T

H���� (�� >̂�) =
∑
�

(�� − >̂�
� )

2

2>̂�
�

X4�>4Y

'�%�� �� ������� #	� � W����� X4�>.Y ���� ���� � 	�� W����� X4�??Y�

�.�+)��� �= ?FKILM 3NION ��= ��)��+�./�

�U ��	� 	�� ����#	�	�� ����#E��� 	� CJ@ �����	����� � 	�� � 	�� ���	%���

�����#	�	� ��� ����� �	��� �������� X[K8A7: M]A9]Y �	� ��#
���� 	�� 	����������

�������� ,�� �� �������#���� 	�� ����%� ���	������ �	� ��#
���� 	�����������

 ���E	�� �� ������� 	� � ��� � ��� %��	� �� �������� 	� ���	%�� ����#����� ���

����
�� �%�� 	�� ���	������ 	�� ���������� ������������ H�(�|�)� ,�� 	�� 	���������

�������� �� ���� � �%��� ����#� ������� ��# 	� MANKO 5 ��� �
 ���� � �����#� 	��

��	����� ��� ��� ����	�� �	� ���� ���������� ���
���� $ ��� 	� BA:9_]7[� JB
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������� 	� ������ ���	���	�� C×k* �� % � �	�� ��*
� ��� ������� #	� ��� �����

��	#��� �	� ���� ���������� $ ���
���� ��# 	� MANKO 5� �	� ���������%�� ���	%��

��� 	��������� �������� ��  ������������ 	� ������ * ��� �� ���	���������� 	�

������	# �	�� ���	���# 6789: ������	�� 	� ��������	� ������	� ��� �� �� ���������

��	# 	� ���	%�� �	� R@Fb1 ���� ��� �	�� @F1� �	� ���	%�� ���� 	� ����%�� 	��

BA:9_]7[ �
 ���� ��W��	�	� ��� ���������� ��	����� @9ABB9: ��#	 � �����#	�	� ����

0 (�|�) = 0	$��	�(�̄) � �%�� 	��� (̄�) = *� � 2��%�	�� ��	�� 	�� �����#	�	��� �������

�� ���)��� 	�� H�(�|�) �� W��T

H�(�|�) = −
∑



�
�	�[
∑
�

*
���] −
∑
�

*
��� X4�>0Y

� CJ@HC@ �����	����� ���	�� ��# 	�� W������ X4�?-Y ��� X4�>5Y� '���	������

#	� ��� ��� ��U ��	%� 	�� W������ ���� ��# �#�� 	�� ��� �� ��	������� ��� �� ��%��

������ ��# �������	��%� ��#���� ��� ��� ��� ���	�� ��� ���������)� 	�� ������

7H������)��� ,�� �� ������ � X4�>5Y� ����	������ �� XxBA79 Kc 7OY #	� 	� ��#
����

������	�� � ��� ���� ��# W ����	%� +H2 �� ��	�������� ��� ��� ˆ>�+1
�′ ���  ������������

	� �%���� kKac9: ��� ��� +H2 �� ��	�������� ,�� 	�� W����� X4�?-Y� �  ���E	��

�� ������ 	�� �� ��	������� 	�� H(�� >̂�) X��	���#� 
�# ��Y ��� ��� ������)� 7

XW�	���#� 
�# ��Y� ;��� ������� �� ������ ��� ������)� 	�� ��	����� 
�# ��

 �����������	�� 	� �%���� 	�� ��E���� ������ � %��� ���# �������� ������ XM]KS9:8AH

cA9:K]Y� ��� ��	� ��� 	� ��������� � ���	#	�	� 	�� �����	���� ��	�� ��� �� ��	�������

��� ����	�� #	� ��	#� � 	�#��� ������� ������ ��� �	� ���W� ��	#� � 	�#��� �����

� ������� �����	������ � ��������	��� ��������#	�	� �#� 
���	�� 	�� ��#��� 	��

��E���� ������ % � �� ���� �	� ���W� X��� 	� 	���������Y � 	�� ��	������ 	��

���
���� ��� 	�� ���������
����� ����� � ��������	��#�  �#��� 	�� W������ X4�>5Y

���� ����	%�� ���
����	�� ��#)� 	� %�� 
��� 	�� ��#��� bP ���  ����������	�� ���

	�� ������ 	�� X4�?-Y� ��	������� #	� � �������#� ��������	��#�  �#��� ������E	��

��# 	� M� ��� ���� � �����#� 	�� 7 ������)�� �% �� �� % ��� ��������� ��� ����

������ ���������� � 2M ���������� ���
���� ��� ���������
����� ;�# ������	�

��� %����� ����	������ #	� � �����#� N ����	�� �� �������������� � 	� ������

������)�� ���  ���E��	�� ��� ��� CJ@ �����	������ ���  ���������� ��� ��������%��

��	%��� 
����� M]A9] W���������� <�#	 ��	������� #	� ��� CJ@ �����	�����

 �����������	�� [K8A7: M]A9] ��� �� ��� ���� ���	�%���	�  ���E	�� 	#��  �#�� #��

��� ��������%�� CJ@ �����	������

r�������	�� 	�� C@ ���#����9 � � 	�� ���	%��� �����#	�	� H���� (�� >̂�) ��� 	�

	��������� ������� s45t� � C@ �	�	�%�	�� �U %��� �������	��# FCH{RG XKNMKSc7cA9:H

[7NA[Av7cA9: 9:K BcKM O7cKY ���#������ ��� ����%��� � �������� �#	�	�� � W������

#��� � ��#�� �̂ ������	�� �% �� �� % ��� 	� 
%�	��	� ���	%����� % � �� W��T

ˆ��+1
� = �̂��

∑

*
�

���
�����̂�∑


′ *
′� + 3�)
���(�=�̂	)
��


= �̂��

∑

*
�

��
�

�����̂
	
�∑


*
� + 3
�̂	
 −�	




�	



� X4�>?Y

3?



� ��� 4�>T U����� ���'	��

#��� H���(�) =
∑

�((�� −>�)
2&(2>�)) ��� >� ���%�	�� ����	��� �� ���� � 	����#�

������� ���� ��	����� (3× 3� 5× 5) 	�� MANKO 5� #��� ���
���� ��� �	�� W����� X4�??Y�

� {RG �%����� �� ����	�� �������� ���� � #�� 	� ������	� ��� ���%�����

��? �������!��� -��!������!�

�U ��	# 	� ������� ����������� ��� ���� ��# �������	����� ���#�������� 	�� ���#�����

*%���	�� '������������ ��� ���� �� 	�� ����%���� �� CGHFC� 	�� ���#����� *%���	��

� 	�� ��	%��� '����������� ��� ���� �� 	�� ����%���� �� CJ@H/* ��� 	%���

	�� ���#����� *%���	�� � 	�� ��	%��� '����������� CJ@ � CK8A7: @]A9]� ���

���� �� 	�� ����%���� �� CJ@HFCC@� �	�� �#	�	� ��	� �� ������������ ������

������	��� ���	�%���	� ��� �� �W���������� ��� �� ���������� ��	��� 	��� 	���

����������� �� ���� 	�� ������ 	��� �	�� �����	����� 	����������� ��#���� �

��#�� ���  ������������ �	� ������	� ��� ��� ���	�� 	� 	%��� ���� X_]9\:8 cj]\cjY

��� 	� �������� 	�� �������� ��#��� �����	������ ���� � ��#��� ����	� �� RjKMM H

G9_7: Mj7:c9[ ��� ����	�� �	� � ��� X0�+Y� ��� ���	�� ����������� 	�� ����������

������� ��� % � ����	���� 256 × 256�

,�� �� ���������� 	��� ����������� �����	������ ������� �	���%�� ��� 	�� ����H

��	��� �	����� 	�� �����	�������%��� ��#���� "������������ ����#� 	�� 
�	����

����	�����
���� � %���� hRk6� ��� �� ����	����������� 	�� ���#	�	� 	�� �����	�������%���

��#��� ��� ���E	�� �� W�� T

�D6< = 20�	�10
||� − ��*� ||

� − �̂
� X4�>>Y

#��� �� �*� �� �̂ ���� � �� ��� ��#�� X_]9\:8 c]\cjY� � ��#�� ��� ���
��	�� � 	��

nAOcK] o7S^@]9lKScA9: ��� � �����	�������%�� ��#�� ��	��	�� ��
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,�� 	��� �������� ����������� ����	��9�	�� ��� ��� ����� ����
�� �� �����	�������%��

��#�� ��� 	� �%�� hRk6 ��# 	� ������	� ����

/���%���� 	�� �����	�������%�� no@ ��#�� � ���	�� x7:: ��#	�� #��� ����%�H

��� ��� � ���������� �������� ����� 	�� ������� 	�� ����
�� ��� ���� ��� ����%�

��#�� � � %�� � 	� ��#����� ���	��� � ���#	�� ������ ���%��

'���	����	�� 	�� ��#�� ���� ��� 	�� ������%� �����	���� ��	������� #	� ��� ��

	��� �������	��%� �%����� ���� ���� ���	� �� ���� 	�� ���#	�	� 	�� �����	�������%���

��#��� ��� ������ ��� ��� ����� ����
��� '��U #�� ��	� �� �%���� �� ����������

������� ������� �� ���� #	� � ���#������ CJ@HFCC@ ��������E� ���� ����	��

���	�%���	� ��# 	��� ��� �������
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0�0 "����� *	�
���#��� *��	%��

0�? "����� *	�
���#��� ��� ��	������ *��	%��

0�> '�����	��� ;��	%����	�

,�� 	�������

�U ��	# 	� ������� ���	����� ��� ���	%�� ��� 	�� �����	����� ��#���� �	� ���	�

���	%�� �%	��� ��������# �	� �	�� �� 	�� ��#���� � ����# 	�� W�������� 	��

��#���� /������ 	� �	�� �� 	�� ���
���� 	�� ��#��� ���������� @9ABB9: ��	�����

��� 	� �	�� �� 	�� ��#��� ,��������� ��	����� ���  �����������	�� 	� �%���	� �

	�� ��	%��� XCJ@Y ���	������ #��� �� ��	������	�� 	�� ����	��# ��������� 	���

�������E��� 	�� ��	������ �����%	���� ��� 	� ���	%�� ���� /����%��� 
���E#����

�U ��	# 	� ���	%��  ������������ %�� ��� �������#��%�� ���	%�� �����	�� #	� ��

�����	��� 	�� ���	%��� ��� ���������� ������	��%� ��	����%� ��� ��� �	�� �� 	��

��#���� *U ��	# 	� 	�#�� �	� ������ 	� ���	%�� ��	# �� ����  ����� ��������E#����

;�	� 	� ��� ���	%�� ���������	�� �	�� �#	�	� X0�4Y�
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/������ ���	����� ��� %�� ��	�� ���� ��# ���	%��� ��� 
���E	�� �	� �%���	� �

	�� ��	%��� ����������� ��� % � ,��������� �	�
���#��� � 	�� ���	%��� �����#	�	��

;�	� � � 	�� ���	%��� �����#	�	� ����%	� #	� � ���	�� 	�W�� ������%� ������ �	�

MANKOB 	�� ��#���� �	�� 	%����� ��	�������� ���� 	� ��� �	�
��	%� ��� ����������

,��������� ��	����� � �%�� 	��� ���%� ��� ����������� � ����� �	�
���	��  ������

;�	# % � �� ���	%����� �� ����������� ��	%� �� ��� ������ ���������� ��� 	�� ����% ��

	�� ��#��� � %�� ��� %� ���	%��� * ����# 	�� �����	�������� ��	�� 	�� ���	%����

��  ����� �	�
���#��� ����������� ������	�� 	� ��� �	�
��	%� ���� ,���� ��	�������

<� �����	��� ��	�� 	�� ��	������ �%� ��� 	� �%�� 	��� ��� 	� ���������� 	��  �����

�	�
��#���� ����������� #��� ��	� ������ 	�#�� %	�� �%� ��� 	� 
���# 	��

�	�
��	#	�	�� 	�� � 	�� ���	%��� �����#	�	�� 	�� ��#���� ;�	# 	� ���	%�� �������	��

�	�� �#	�	� X0�0Y�

&%���� �	�� �#	�	� X0�.Y ���������� 	� �%���� 	�� ��E���� ������ ��� �� ���

����  ������ ��� 	�� �� ��	�������� 	�� �����	���� 	�� �������� ��� ���	%����

,��  �/���� !�� 6�9��*� +�
����

&� �������# ���	%�� ���  ������������ �� �������	��%� �%����� ���� ��� 	� ��� ���	%��

���  ������������� ��� ����%���	�� ��	����� �	�� �#	�	� X0�4Y ��� X0�0Y ����� ��

�������� � ��� ���	� ����� �������� ��# 	� �������# ���	���T

O� = � X0�+Y

'��# ���� #��� 	� ���	���� ��� �� ��%�� �� ����� � ���� ��	�� 	�� ���	���	���

&�#��� ��� 	�� ���� 	�� ����	��� �	������ ��� W ���E��� ����� ���	�� � �������

	�� ���	����� 	�� �� ��	�� 		������� ��� �	�	��	��� ���
����	� �	� ����� �� �����H

E��� 	� �����	��� ������������� ��	��� 	� ���	���� 	�� �%���	�� ������������ ���

	��	�� 	� ���	���� 	�� �%���	�� � 	�� ��	%��� ������������� /�� �U �� ������� �

	� ���	���� 	�� �� ��	�� 		��������

�+���+�� �;�P/���� ���+��Q���T /���%���� 	� 	��� 	�� � � �	�� ����� �� ���H

���	� � ������� ���	���	�� *� �� ��� ���� 	�� ���
��%� *� ��� ��% ��� ���#	��

� #���� 	�� /�������� ��#�	���� ��# 	� ������ ���
���� ����	������ �� 2�� �

���� 	�� �� ��	�� 		������� ������ �� ����	������� 	� ������� �	�W� 	��

����	�������� ����%��� ��� 	�� �����	�������%��� ��#���� *�����	���� 	� ���	����

��	# ��� 	� 	��������� ������� �������	�� �� W��T

P(�) = arg min
�

||� −*� ||2 ⇒ �̂ = arg min
�

P(�) X0�.Y

&�))�T � �����	��� P : �	 → � � P(�) = 1
2
��;� − �� �� #��� � ; ∈ �	�	 ����

%��� ����	���#�� �	��� �����%��� �������� � ∈ �	 ��� � ∈ �	� ����	�� 		��������
������

� �����	��� P(�) ����� �� ����� ����� ���T

I0



P(�) = ||� −*� ||2 = (� −*�)� (� −*�) =
1

2
�� (2*�*)� − 2��*�� + ��� X0�4Y

/���%��� � �����	��� P(�) ���� 		�������� ������ w�� � ���� 	�� �� ��	��

��� 	� ��������%�� �����	��� ����	�� �	�� �� ��	������� �����	���� ��� ����

		�������%� ����%�� <�#	 � �� ��	������� �� ������	������� � 	� �%���� 	��

��E���� ������ ��� ����� � ��� ����#	�� ��	������ ��#��� ���  ������������ 	�

����� 	�� �����	�����

'�� ��������%��� � ����� ���� �����	���� � �	� ����� �0 ���
���E	�� � ∇�(�0)

� �(�0) ��� % � ��	������� 	�� ��	������ 	�� �%���	�� ��W���� 	�� � � ��# 	� �����

��	#� /���%���� � ��	������ 	�� ����	���� ������ −∇�(�0) ���� � ��	������ 	��

�%���	�� ������ 	�� � ��# 	� ����� ��	#� /���� ����#� ������%� ��� � ��	������

	�� ����	���� ������ ���� ��� ���� ��	������ #	�� )� ��� 	� �� ��	� ���� �����H

	����� � ���	����� �#� ���������� ��� �� ������� 	� �������� ��%� �� ���� ����

%��� �������	��#� ��#������ ��� �� ����%���� #	� ��� ���	�� 	� �� ��# ����� ��

��� � ��� ������)� �	���������	 ��	� −!�∇�(��)� ��� �� 
���� 	� �#��� ��+1

���������� 	� W�� �������	��# � ���T

�(�+1) = �(�) − !�∇�(�(�)) X0�0Y

#��� !� ���� ��� �	��� 
����	� �	�
��	� ��� ��� �� �� 	� �%���� 	�� 
���	���

������� �����#���	 �	� �������� �������	��� ���������� �� ���#������ 	�� ��#	����

������ X_]78AK:c BcKKMKBc 8KBSK:c 7O_9]Acj[Y� #��� � ����� ����%�� ����� ��� ����

� ���E�	���� 	����	�� �	� ���%�� ����� �������E��� 	� �� ��	�� � ���#	�	� !�

���%�	�� ��	T

!� = arg min
�≥0

�(�(�) − !∇�(�(�))) X0�?Y

&� ����	�� ���	���� ��� �� �	���	�� ��	#� � ���#������ ���� # � #	�� �����E	��

� ����� ∇�(�(�+1)) = 0� ��#	� ��# ������������ ������ � ����� ������ 	��� ��� � ���%��

���� #	�� � ��#��	� ������� |�(�(�+1))− �(�(�))| ������ �	�� 	��%� 	�� �����	���� ���

��� ������)�� ���� ����#	�� ��# %�� �����������%�� ��	���� �� W��T

|�(�(�+1)) − �(�(�))| � Q X0�>Y

� �%����� 	�� ��E���� ������ ���� ��� �����	��� ��# 	� �%���� 	�� ��#	����

������� <� 
����%� ���#	�	� ��	�� 	�� ��#��� ���� #	�T

+� /����� ��	��
����� �����	���� � �	�
��	�� � � 
���	��

.� � ������� ��������� 	�� �� ����	� 	�� ���������# 	�� xKBBA7: �������

4� 2� ����	� ��	��	���� ��� ��� ��	 ��������� ����#� �× � �������
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����� �����E��� � �����	��#	�	�� ���� �������	���� ��#��� % � �� ���� � 	�

��	������ � ��� ������)�� ,�� ��� ��	��
����� �����	��� � �	�
��	�� �(�) =
1
2
��;�−�� �� � ∈ �	�� ;� = ; I 0� � ����	�� ��	������ ���E�	���� ���� � ��#���

;H��E���� ��	������� ������ ��� ��	������� �1 ��� �2 ��� ������� �	 �����E��	��
;H ��E���� �� �� �� #	� �(1)�;�2 = 0�

'+��)�T V�	� ; %��� ������	��#� ��� ����	���#� ��� �������� <� ��	�������

�0� �1� �2� ������ �� ���� ; H ��E���� �� ��� #�� 	� $� 5 � $ �= 5 �� �� �(
)�;�� = 0�

&�))�T V�	� ; ����	���#� ��� �	��� �����%��� ��� �������� ;� �� ��	�������

�0� �1� ������ �� ∈ �	 � 7 ≤ �−1 ���� �� ������%� ��� ;H ��E����� 	#	 ���� ��� ��������

��W��	�	��

< ���#������ 	�� ��E���� ������ s4.t ��� 	�� �� ��	������� 	�� ��	��
������

�����	���� � �	�
��	��T

�(�) =
1

2
��;�− �� � X0�3Y

#��� ; = ;� I 0� � ∈ �	� '�%�� �� ������� #	� ���� � ������� ; I 0� � �����	���

� % � %�� ����# �� ��	� ��� ����� �� 
��� �����	�� 	�� ;� = �� V ��	�� �� �����

�������� 	� �0 ��� 	�� �H��E���� ��	������� �0� �1� ������ �	−1 ��� 7 ≥ 0 % ��� 	� W��T

�� = ∇�(�(�)) = ;�� − �� X0�IY

!� = − �(�)��(�)

�(�)�;�(�)
� X0�-Y

�(�+1) = �(�) + !��
(�) X0�+5Y

���� ���� �����	��� 	� 
���	� 	�� ���#������� ��%�� �� ����%���� 	� W��T

&�))�T �	�� ���#����� 	�� ��E����� ������ �� �� �(�+1)��(
) = 0 ��� 0 ≥ 7 ≤
�− 1 ��� 0 ≥ $ ≤ 7� #��� � ���� � ������

;�	# 	� ����� ���� �����	��# # � �#�� ���� � �(�+1) ���� ��������� � ���

�������� 	�� ��� ���� ��� �����	�� ��# 	� �0� �1� ������ �� ���� ��� ���	� � 
��� ��	#

��������	�� #	� � �� ��	������� 	�� �����	���� �� ���� ��� ��� ��	������ W ����	��

���	�� ��� �#��� ��� �� ��	������� �� ���� #�� 	�� ��� ��� 	�� �% �� 	#	 ���������

��	�������� ;�	� ����
�� � ���#	�	� ���� ��� �����	� 	� ��������%�� �%���� ����

���	����	����

�	� �%���� ��	� �� ���������E��� 	�� ��E���� ��	�������� ��	� ��	�� �������E���

	�� ��	������� ����� � ���#������ ��� ����� � ��� �	���� 	�� ����������� �

��	������ �������E	�� �� �������#� ��������#� 	�� ����������� ��	������� ���

	�� 	�% ����� ������� � 	%	��� 	�#�� ��	 #�� �� ��	������� �� ���� ����
��� �H

��E����� ���U �� ��� 	� #���� 	�� ��#���� <�#	 ��� 	�� ���� 	�� �� ��	�� 	��

X0�3Y  ���E��	�� � ���E�	���� ��	� ����� 	�� ����
��� ��E���� ��	�������� �

���	� ��	������ �	�� ����� �� ���E�	����� 	� �� ��	� % ��	�� ����� �������� 	�

�0 ���� � ��	������ 	�� BcKKMKBc 8KBSK:cT
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�(0) = −�(0) X0�++Y

��� ��U��	# � ���� �	� ���	� �	���� ����T

�(1) = �(0) + !0�
(0)� X0�+.Y

#���

!0 = arg min
�≥0

�(�(0) + !�(0)) = − �(0)��(0)

�(0)�;�(0)
X0�+4Y

�	� �#��� 
���� ������ ���E�	��� �	�� ��	������ �(1) ��� ���� �H ��E���� �

	�� �(0)� /���%���� �(1) �� �������# ��������# 	�� �1 ��� �(0)� ,����� �	� (7 + 1)


��� ���%���� �(�+1) �� ���� �������#� ��������#� 	�� �(�+1) ��� �(�) ��� % ���T

�(�+1) = −�(�+1) + ?�(�)� 7 = 1� 2� ���� X0�+0Y

<� ���	��	%� ?�� 7 = 1� 2� ��� ���%���	�� � 	%	��� 	�#�� ��	 � �(�+1) �� ���� �H

��E���� � 	�� �0� �1� ������ ��� ;�	# ��	�� ��	�� ���%���	�� 	� ���	��	� ?� �� ����T

?� =
�(�+1)�;�(�)

�(�)�;�(�)
X0�+?Y

< ���#������ 	�� ��E���� ������ ����)�E	�� �	� ������	� 
���	�T

+� 7 = 0� /������ �� ���� �	������ �(0)�

.� �(0) = ∇�(�(0))� ;� �(0) = 0 &/$<�� ������ �(0) = −�(0)�

4� !� = − �(	)� '(	)

'(	)�+'(	)
�

0� �(�+1) = �(�) + !��
(�)�

?� �(�+1) = ∇�(�(�+1))� ;� �(�+1) = 0 &/$<��

>� ?� = �(	+1)�+'(	)

'(	)�+'(	)
�

3� �(�+1) = −�(�+1) + ?�(�)�

I� 7 = 7 + 1� '����� �	� 
��� 4�

;��������� �U ��	� 	� �%���� ��#	� �� 	�  �������������� ��� 	�� �� ��	�������

��#	 ��� 	�� ������ 	�� �����	���� 	�� ���	%��� ��� ���������	�� �	�� ������	�

�#	�	��
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,�� @����� -��!�0��!�  ��!���

&� ���	%�� ��	# s44t 
���E	�� �	� �	� ��	��� ������ 	�� ��������������� 1A^j9:9f

 �����������	�� 	�� �	����� CJ@ ��� ������	�� 	�� ��	������ � 	�� ���	%���

�����#	�	�� �U ��	# 	� �������� ������E��� #	� � � 	�� ���	%��� �����#	�	� 	�� ��#���

�(�) �������� ,��������� ��	������ �	�� ����	��� ���� 	� ����%�� H ����	������

���� �� ���
��%� ��� �������	�� � 	� �	�
��	� �� � �����	��� ������������ �(�|�)

� 	�E	�� � 	�� � 	�� ��	%��� �����#	�	� �(� |�) �%�� 	�� ������	�� 	�� o7`KB ��

W��T

�(� |�) ∝ �(�|�)�(�) X0�+>Y

'��� �� ����� �� �������� ��� �� 
���� 	� ��� ��	������ 	��� ��� 	�� � ���%�	��

	�� ����	������ � 	� 
����� 	�� CJ@ �	������� �� ���� ��� ������� %�� ����H

���# ��#
���� � �������������� 1A^j9:9f� V ��	�� 	� ��#
���� �� ��	��������T

� = arg min
�

[||� −*� ||2 + 3||;� ||]� X0�+3Y

#��� 3 ���� %��� �������	�� �	������� ��� ; = ∇2 ���� � $��������#� 	��	��� 	�

�)����	# ��	��� ���  ����������	�� �� ��������#� ��� 	�� �������������� 1A^j9:9f�

/�� ��	������	�� 	�� W����� X0�+3Y �� ���� � % ���T

(*�* + 3;�;)� = *�� X0�+IY

/W��	��� 	�� ������ ����	���� 	�� ������� , ���; ��� ���%���	�� �	�� �� ��	�������

X0�+IY� 	� �������� �������# ���	��� ����� �� ������ � 	� �%���� 	�� ��E����

������� ��� ����� �����	���� ��	%��� 
����� ��� ����� � ��� ����#	�� �����

��#��� ���  ������������ 	�� ����� 	�� �����	���� ��� ����%��� �	�� �#	�	� X0�.Y�

< ���#������ �������
��	�� �����	�� ��� ���� #�� ��� ����	�� �	����� 	�� ��#����

	�� ����� ��� ���� 	�  ������������ �� �� ��� �	����� ��� 	�� �#��� ������)�

�% �� �� �	����� � �������� 	�� ��#����

V ��	�� ����%�� 	�� �� ��	������� � 1A^j9:9f �������������� ����������� #	�

�� �� �� ������� � 	� �	� ��	��� ������ 	�� 1A^j9:9f ���������������� � �����

% � �� ���� � 	�� W����� X0�+>Y �%���	�� �� 
���� 	� 
%�	��	� ���� � ���%�	�� 	��

����	������ � ���������	�� CJ@ �	������

,����� � ,��������� �����	��� ����#	�	�� �����#	�	�� ��� %�� �������� F H����	����

� ��� �� 	� ���� �	�
��	�� % � �� W��T

6(�|��R) =
1

(2=)
�
2 |R| 12

���−
1
2
(�−,)-−1(�−,)� X0�+-Y

#��� F ���� � ����	��� 	�� ��������	�� � ��� ��R ���� � �%�� 	��� 	�� ��������	�� ���

� ������� ����	�
��	#	�	�� ��	��	�� �� < ��	��	����� 	�� ������ ����	�
��	#	�	��

���� ����	#� �� ������� ����
����
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� � 	�� ���	%��� �����	��� ����#	�	�� �����#	�	�� 	�� � �#��� �������� ,���������

��	����� ����T

�(�) = 6(� |0� (!;�;)−1)� X0�.5Y

x �����	��� !� � ����� �%� � ��	� ������ 	�#�� 	�� ������ ����
��� ��� ������#�����

	� ��	����� 	�� �����%	��� 	�� ���	%���� �����E	�� ���H�����	��� Xj`MK]M7]7[KH

cK]Y� ,�� 	�� ���������# ��	�� 	�� �����%	��� ������� �� ������������ ��� 	�#�����

< ��� ���#� ���� �� ����%���� #	� ��	� � ���H�����	��� ����  ����� �	�����

'�%�� �� ������� #	� �U ��	� 	� ����	���� �� ���� %� 	�� ��#��� #��� % ���

��#	��� �����%� �	�� 	��%� 	�� MANKOB �� 	��%� 	�� G7MO7SA7: 	��	� ;� ���� ����

�����	�� ��U #	� � ���� %� ��� �� �����%� ���� ��� ����%��

x ��# ������� �����	��� ����#	�	�� �����#	�	�� �(�|�) ����T

�(�|�) =
�∏

=1

[*� ]��

exp(−[*� ]
)

�
!
� X0�.+Y

#��� � � �� ��� ��#��� � 	� �������� � 	�� �	����� ��# 	� BA:9_]7[ X�
� � �����#�

	�� ��	����� ��� �	��� �	�� �H��	� �%�� 	�� BA:9_]7[Y ��� * � 	��	�� ���
�����

<�#	� ������� � 	�� �#	�	� X4�.Y� � W����� X0�.+Y ����	�� �� W��T

log �(�|�) ≈ 8(�) − 1

2
(*� − �)�+−1(*� − �)� X0�..Y

#��� + = �$!�(�1� �2� ������ �� )�

/�#��� % ��� ����� 	�� ��# ������� �����	��� ����#	�	�� �����#	�	�� �(�|�) ���

	�� � 	�� ���	%��� �����#	�	� �(�) ��� �����	�� 	�� �	�
��	� !  ����� �	�����

���� ���� ���# �� ������ CJ@ �	������ ��� 	�� ��#�� � � �	�� ���W� ��	# ���	��

�� ��	������	�� 	�� ����	��# ��������� 	�� � 	�� ��	%��� ������������ �� ���� � T

�̂./� = arg max
�

{�(� |�)} = arg min
�

{− log �(�|�) − log �(�)} X0�.4Y

��� � 
%�	��	� ���� ��� 	�� � ���	�� ��# 	�� 	���T

�̂./� = (*�+−1* + !;�;)−1*�+−1� X0�.0Y

� W����� X0�.0Y ����� �� ����� ��� �� W��T

(*�+−1* + !;�;)� = *�+−1� X0�.?Y

&� �������� �������# ���	���� �#�� 	�� ������ ����	���� 	�� ������� , � +

��� ;� ���	�� �������	���  �����������	�� 	� �%���� 	�� ��E���� ������ XbPRY�

/�	#� ��# 	�� ��#�� � ��� ���������� ��%�� �� ��������� � ��� ������)� ���

	� 	��� 	�� �����%	��� ! 
��� 	�� ������	� W������� 	�� ����� 	�� �������� ��# 	��

�� ��	������� 	�� X0�.4Y �� ���� ! ��	� 	� ����T

I-



! =
6 − 1

||;� ||2 X0�.>Y

<�#	 ��	������� #	� � 	� ���	� 	�#��� ��� �����	�� 	� �����	�� !  �����

�	���� 
������� ��� CJ@ �	����� ��� 	�� ��#�� � � ��� ��� ���� 	� �%���	� � 	��

��	%��� ����������� �(� |�)�

,�, @�����  �!�0���#����  ��!���

* ����# �� W������� 	�� ������������ �������� 	��  ����� �	����� ���	%���

�%	��� 	�  ����� ��������E#��� ���	%��� *U ���� �#���� �� �����	��� 	�� ���	%���

��� �	�
�����	��  ����� �������	�� ������	��%� 	��%� ��� ��� MANKO 	�� ��#��� ���

������� �� 	�� �������� � %�� �������� ������ S = �$!�(!1� !2� ���� !� )� � W�����

X0�.5Y �U ��	# 	� ���	%�� ���	��T

�(�) = 6(� |0� (;�O;)−1) X0�.3Y

&� ����%�	��� ��	�� 	�� ���	%��� ���� #	� ���
��� ��#)� 	�� 	�  ����� �	�
��H

�#��� ���� 	�� ��#��� ��� � #��� ;� �������#E	�� ������� � 	� ����%�� ��� ��

�����	��� ,�U ��	# 	� �#��� ���������� 	� o7`KBA7: ��������� ��� �����%	��� %��

��#�� ����� �	� ���	%�� ��� ��� �%	��� #	� � �����	��� ! ���� 	� ��� �	�
��	�

��� �������� ,���� ��	����� � �����%	���� � ��� TT

�(!
) = !
�−2
2

 exp−0(�−2)�� X0�.IY

�%�� 	��� �1 =
�
2

0(�−2)
��� ���������� U1 =

�
2

02(�−2)2
�

/���%���� 	� ,���� ��	����� ��U ��	%� 	�� �����%	���� ��#	� ���� � ��E���� �

	�� ���	%��� �����#	�	� 	�� ��	��	�#��� 	�� ����������� ���� ,���������� ��	�������

;�	# ���
���� ��#	� ���9�� #	� % ��� ��� ,��������� �	�
��	� �� ����%	��� #	�

�����E��� 	� �%�� 	��� � ��� �%���� �� 
������ ���������	� ��� 	� ���������� V2

���%�	�� �#� ���#��� ��# F ����	������ . = �1� �2� ���� �� ��� �������� ,���������

��	������ �	��� ������������ ��� �� ������������ ���	� �� ���%W��� %�� ��E���

	��� ��� 	�� � 	�� ���	%��� ��	������ ;�������	�� #	� ���� ��� ����� �� ����%)���

� 	�� ����
�� 3 ≡ 1
22 � � �����	��� ������������ ���%�	�� �� V2 ����T

�(1; �� V2) =
�∏
	=1

�(�	; �� V
2) =

1

(2=V2)
�
2

exp

{
− 1

2V2

�∑
	=1

(�	 − �)2

}
X0�.-Y

<�#	 � �����	��� ������������ ���%�	�� 3 ������ 	� �����T

�(1|3) =
�∏
	=1

6(�	|�� 3−1) ≈ 3
�
2 exp

{
−3

2

�∑
	=1

(�	 − �)2

}
X0�45Y
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� ��	��	�� � ��E���� � 	�� ���	%��� �����#	�	� �� ��%�� �� ���� ������� 	��

�����%��� ���� ������� 	�� 3 ��� ���� ��	���� ��������� �����	���� 	�� 3� ;�	#

��	��	�� � � ��� ,���� ��	����� � ����� ���E	�� �� W��T

"!>>!(3|�� �) =
1

W(�)
�131−1 exp(−�3) X0�4+Y

;� � ���� �	��#� ��%����� 	#	 � W(�) = (�− 1)!� x ,���� ��	����� % � �%�� 	���

��� ���������� ��	��	�� �T

�[3] =
�

�
X0�4.Y

U!�[3] =
�

�2
X0�44Y

<�#	 % ��� #	� � � 	�� ���	%��� �����#	�	� ���� �(3) = "!>>!(3|�0� �0)� ;� 	��

��������������� � 	� �����	��� ������������ X0�45Y� �������� 	�� � 	�� ��	%���

��	�����T

�(3|1) ≈ 310−13
�
2 exp

{
−�03− 3

2

�∑
	=1

(�	 − �)2

}
X0�40Y

�	�� ����� ��������E��� ��� ,���� ��	����� 	�� 	���� "!>>!(3|�3 � �� ) #���T

!� = !0 +
6

2
X0�4?Y

�� = �0 +
1

2

�∑
	=1

(�	 − �)2 = �0 +
6

2
V2
.�� X0�4>Y

#��� V2
.� ���� � �	����� �%���	�� ������������ ��� 	� �����������

� �� ��	������� 	�� X0�.4Y ��	� 	� ���� ��� ����� �	� ������	� �������# ���	���T

(*�+−1* + ;�O;)� = *�+−1� X0�43Y

��� ��� �� ��������� � ��� ������)� 	��  ����� �	�
���#��� �����%	����

S = !1� !2� ����� !3 �� ��	������� 	�� X0�.4Y �� ���� !
 ��� % ���T

!
 =
�− 1

(;�)2

 + 2T(�− 2)

X0�4IY

� �����	��� � ����� �� ���� 	��%� �	� ����	��� (2�+∞)� � ������ 	��� ����E�

	� ���	%�� � 	� ������	� 	�#��� �	�� W����� X0�4IY #	�� � �����	��� � ������

	��%� ���	� �	� 2� � ��	��� #��� 	�� ���������	� ��

����� #	� �� �����	��� !

W��	��	�� �#�� ��# 	�� #�� (;�)2


 ��� ��U��	# �� �	������ 	�� !
 W��	��	�� �#��

��# 	� ����%��� ;�U 	�� ���� ������ �� ������� ����� 	��%� ��� 	� �����	�� �� �

��	��� #��� 	�� ���������	� ������ �� <�#	 �� �	������ 	�� !
 �� W��	��	�� ��#

	� ����%�� ��� % ��� 	�� ���� 	��� ��� ��� MANKO 	�� ��#���� <�#	 ������E��	�� 	�

-+



	��� 	�� � ���	� �	� 2� ������� �� % ��� %��  ����� �	�
���#��� ���	%�� ��� 	�

��	��	� �� � 	��� 	�� � �������	� �� ���� ���	� ������ � �����	��� T W��	�� ��#

	� ����%��� ����� ��������	�� #	� ���� ������� 	�� ����������� 	�� ;� ��� % ���T

T =
1

�− 2

√
�

2U!�(;�)
X0�4-Y

,�2 @�����  �!�0���#���� ��� +�!�A/����  ��!���

�U ��	# 	� ���	%�� s40t ����%	��� %�� �������# ���	%�� ����#������ �	� ������

	� � ���� F × 1 �������� ��� ��������	� 	� ����%��� ������ 	� BA:9_]7[� ;�	#

���������	�� �� ���	%���� 	�� �	�� ���	����� 6789: 	�� �� ���� ��#��� ��� 	��

��������� ����
��T

� = *� + �� X0�05Y

#��� � ���� � �����	� �� ��� ��#�� ��� �%���� �� �	�������� , ���� � 6 ×6

������� 	�� �	�� ���	����� 6789: ��� � ���� � �����	��#� �������#� �#��
��� r���%H

	��� #	� � �#��
�� �������� �������� ��	����� � � 6(0� ?−1�)� #��� 5 ���� %�� 6×1

������# ��������� ( ���� � 6 ×6 ���������� ������� ��� ?−1 � ���������� 	�� ����
��

��� ����	�� �����	��

,�� 	� M]A9] ���	%�� ��� ��  ��������������� ���E��� ������%� ���	�� 	�W�� 	��

��#��� � � 	%����� ��	�������� 0�� 90�� 45� �� 135� ��� �����	�� ��# 	��� 	�����

��	��	�� �T

Q1($� 5) = �($� 5) − �($� 5 + 1) X0�0+Y

Q2($� 5) = �($� 5) − �($ + 1� 5) X0�0.Y

Q3($� 5) = �($� 5) − �($ + 1� 5 + 1) X0�04Y

Q4($� 5) = �($� 5) − �($− 1� 5 + 1) X0�00Y

#��� Q�($� 5) � 7 = 1� 2� 3� 4� �� ������%� 	�� MANKO ($� 5) � MANKOB ��� 
������	�� �U

��	%� 	�� 	%����� ��	�������� <� �������� W������ ������� �� ����	��� � �����

��������	�� ��� ��#����� 	�� ��#�� ��T

;�� = Q�� 7 = 1� 2� 3� 4� X0�0?Y

#��� ;� ���� �F×6 ��������#� 	��	�� �	�� ��	������ 7 ��� ��#�� � ����	��� F×
1� "���� 
��
� 	�� ����#	�	�� ��� ��� �#���� ��������  ������������ 	� ��������	�	�

���
�����# Q� = [Q�1 � Q
�
2 � ����� Q

�
� ]� � � ��#��� ��� 	�� ������%� ���� #	� ��	%� ����������

-.



,��������� ��	����� � Q�
 ∼ F(0� (!�
 )
−1) ��� $ = 1� 2� ����� 6 ��� 7 = 1� 2� 3� 4� #��� !�


���� � ��	��	���� ���������� 	�� Q�
 ��� F ���� 	� �%���� 	�� ��#����

,�� 	� ��	��	���� ���������� !�
 � ������	�� �� ���
������� ��� 	�� F ×6 ��������

������ S� 	�� 4F × 46 �������� ������ Õ ��� ��� 	�� 4F × 1 ������ !̃ ��	��	�� �T

O� = �$!�{!�1� !�2� ����� !��} X0�0>Y

Õ = �$!�{O1� O2� O3� O4} X0�03Y

!̃ = [!1� !2� !3� !4]� � X0�0IY

#��� !� = !�1� !
�
2� ���� !

�
� ��	��	�� � � 	�� Q�� &%���� ��� 	�� ������%� ��	��	�� �  ����������	��

� ���
�����#�T

Q̃ = [Q1� Q2� Q3� Q4]� X0�0-Y

r���%	��� #	� �� ������%� � ��� ��	������ ��� � ��� MANKO 	�� ��#��� ����

��W��	�	�� ;�	� � ��#��� #��� �� ���� ��� ������	� ���� ��� ������� 	���

������������ ���� V	��� � ��# ������ �����	��� ����#	�	�� �����#	�	�� ��� 	�� ������%�

���� ,��������� ��� ���	�� ��#T

�(Q̃|!̃) ∝
4∏
�=1

�∏

=1

(!�
 )
1
2 exp

(
−1

2
((Q�)�O�Q�)

)
=

(
4∏
�=1

�∏

=1

(!�
 )
1
2

)
exp

(
−1

2
(Q̃ÕQ̃)

)
X0�?5Y

,�� �� ��� 	����� 	� �������� Q̃ � 	�� ��#�� � � ���E��� 	�� 46 × F 	��	�

;̃ = [(;1)� � (;2)� � (;3)� � (;4)� ]� V	��� � � %�� �	�W� ��#��� ��� �������� ���	��

��# 	�� Q̃ = ;̃� � ����E#���� �U ��	� 	� � %�� ��� �	�� �(Q̃|!̃)� ���E��� ��� �� ���	���

�����%�� ��	����� ��� 	�� ��#�� � � � ����� ���	�� ��# 	��T

�(� |!̃) ∝
4∏
�=1

�∏

=1

(!�
 )
1
8 exp

(
−1

2

((
;��

)�
O�;��

))
X0�?+Y

x ��	����� ��	� �� ���� ���	��� �����%�� ���� �� ���������� �	� ������� ,��

��� ���	��� �����%�� ,���������� � �	���� ��������������� �� �����	��� 	��  �����

�	�
���#���� ������������ !�
 � �� ����� �� ����� ���� � ;̃ �� ���� 		�������#�

�������� +��{;̃� Õ;̃} �= 8
∏4
�=1

∏�

=1(!

�

 )

1
8 � #��� 8 ��� �	����� ���#�� ��� � Õ ����

���������� }�	#��� 	%	���� ����� M]A9]B % ��� ������	� � ��	� �� � ���
����	�

��� ���	��������	�� � o7`KBA7: ��#����� �U ��	� 	� ���
����	�� � �����	� ���#	�	�

� � ����	�� �		������	��� ���� 	� ��� �	�
��	� ��� ����� �� �������� ��# ���

�����	��� ����#	�	�� �����#	�	�� �(� |!̃) ����	� W�� ��� ;�	# ��	�%�� 	�� � 	��

���	%��� ����� �������  ����	����	���� 	�� ��#���� � �����  ����������	�� ��	� 	�

���������� �����	�������
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'�� ��������%��� � � 	�� ���	%��� �����#	�	� 	�� X0�?+Y ��� ������ ���
��	��

����%	��	�� #	�� #�� 	� �	�� �� 	�� ��������� ������ Õ ���� ��������� � 	� ���	���#

	��� �%�� (
∏�

=1

∏4
�=1 !

�

 )

1
4� � ;�	# ������	� ��#	�

;̃� Õ;̃ =
4∑
�=1

(;�)�O�;� X0�?.Y

���� %��� F ×6 ������� ��� 	�� ����� �� ��T

+��
(
;̃� Õ;̃

) 1
2 ∝

(
�∏

=1

4∏
�=1

!�


) 1
8

� X0�?4Y

� ��#��� ��	� ����� �	� �� ���	��� � 	�� ���	%��� �����#	�	� ��� ������ �	��

X0�?+Y ��� � ��� ������� �������������

< �#��� 	�� �����%	��� !�
 ���� �� u������	���u 	� ���� 	�� ��#��� ��� ���

��	������� '�� ��������%��� ��� ����� ���������� X����� !�
 Y ������ ����� �	�
���

�	�� ��	������ ��� ���
��	�� � �������� ��� ������� #	� �	�� ��	������ ��	� ����H

 � ����� &� ����#� #	� 	� !�
 �� ���� �	����� ������������ 	�� ������%� ��	������

MANKO � ���� %� ����% ��� 	�� ��#���� V ��	�� �� ���	%���� � M]A9] �� ���	��� 	��

���%� ��� �� ���
����E� 	� �#��
� � ����%� ���� %� 	�� ��#����

}�	#��� 	� ����%�	��� ��	�� 	�� ��#��� ���� #	� ����	���	�� 4F �����	��� !�
 ��

�	������� ��# 6 ����	������� /���� W������ #	� ��	� 	%	��� �� ���� ��� ������	�

��	��	��� #�� ����� �	��� ������������� ,�� �� W����	� 	� ��#
���� ��	# ������

	� !�
 �� 	� ��� �	�
��	%� ��	� ��� �����%	���� ��� 
���E#���� �	�� *�DE���� Xo7`KBA7:Y

������� ������� 	� ,���� ��	����� ��U��	%��

{� �#��� ���  ������������ ,���� � 	�� ���	%��� �����#	�	� �	� �� �	�����

���	%�� ��� ���� 	���� < ���	�� ���� #	�� � ,���� ��	����� ���� ��E���� �� ����

	� ��	��	���� 	�� ����������� ���� ��������� ��	������ ��� ��������� 	�� �������

	�� *�DE����� ���	%���� 2�	���� ���#���� ���� ��� ���	%�� % ��� ������	� �

��	� �� � ���� �	�	��	��� ���
����	�� #��� % �  ������������ � *�DE���� ���	���������

&%���� #��� �� ���� ��� ������	� 	� !�
 �� ���E��	�� ������� ���� ���E��	�� ���

��������	��� ������ 	� ������	� �����	�������� ��� 	�� ,���� ��	����� �

����	� �����T

�(!�
 |>�� ��) ∝ (!�
 )
�	−1

2 exp−>�(�� − 2)!�
 X0�?0Y

� �%�� 	��� ��� ���������� 2[!�
 ] = ��(2>�(�� − 2))−1� 4 !�[!�
 ] = ��(2>
2
�(�� − 2)2)−1�

;�	� � ����%�����  ����������	�� ��#	� � 	��� 	�� �����%	��� �� ����� �� �	�����	�

�� � 
���#� ����	������ �	�� � 	�� ���	%��� ����� ��� ���% � � ,���� ��	������

'�� �����	���� ����� �� → ∞ 	#	 % ��� #	�T

2[!�
 ] → (2>�)
−1 X0�??Y

4 !�[!�
 ] → 0 X0�?>Y
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* ���� �#��� � � 	�� ���	%��� �����#	�	� ��� ����%�� ���������� � ���� �����


���# ��� ���	�� ���� �������	��� �����	�� !�
 = (2>�)
−1∀$� ��	� 	� ����� �������

���������� #	� 	� ���	%�� ���� �	������ ;�	��%	��� #	�� �� → 2 	#	T

2[!�
 ] → ∞ X0�?3Y

4 !�[!�
 ] → ∞ X0�?IY

<�#	 � M]A9] � ��� ���� ���#��� ���������� ��� �� ����E� ���#��� 	� !�
 �

���	%���� �� 	��%� 	��� �� % ��� ����� 
���# �	�
��	#	�	�� ���������	�� 	� ����%���

��	� ��� �	�	�%�� 	� ���	%�� � �� �	������ *	� ��# 	�� �������� �������� �������

�� ���� #	� � �����	��� �� ���� %��� 	�#��� �� ��������� 	� 
���# �� �	����#	�	��

	�� ���	%��� ����#������

�U ��	# 	� ����� ��%�� �� ���������� #	� � �%����� ��� ��������� ��������

����� � ���
����	� �����	������ �������� �����	���� ����
�� ��������� ��	�������

}�	#��� 	� ����# ����� ��	�� 	�� ��#��� 
����� ������� ��� � ����	���� ��� �

�#��
�� �������� @9ABB9: ��	������ �	� ������� ������ ��  �������������� ��	� 	�

�%���� ���� ��� 	�� ����	��� ��� � �#��
�� �������� @9ABB9: ��	������ ,�� �� 
����

	�� 
%�	��	� 	��%� 	�� � ��� !̃ ���������� 	� CJ@ ����%������ ;�	� 
���E	�� �	�

����	������� 	�� � 	�� ��	%��� �����#	�	��� V	��� % ���T

�(� ; !̃|�;>� �) ∝ �(�� �� !̃;>� �) = �(�|�� !̃)�(� |!̃)�(!̃;>� �) X0�?-Y

#���> = [>1�>2�>3�>4]
� � � = [�1� �2� �3� �4]

� � � ����	������� 	�� ���#	�	�� �(�� �� !̃�>� �)

�� ���� � ��� !̃ ���� ��������� � 	�� �� ��	������� 	�� ����	���� ����������T

P./� (�� !̃|��>� �) ∝ − log �(�� �� !̃�>� �)

= − log �(�|�� !̃) − log �(� |!̃) − log �(!̃|>� �)
X0�>5Y

x �����	��� ������������ �(�|�� !̃) ���� ���� � 	�� X0�.+Y� ��#	 ��� � ��������#�

	�� ���� ���	�� ��# 	�� X0�..Y ��� % ���T

− log �(�|�) ∝ −8(�) +
1

2
(*� − �)�+−1(*� − �)� X0�>+Y

#��� + = �$!�(�1� �2� ������ �� )� < ���������� 	�� �����#	�	�� log �(� |!̃) ��# 	�� X0�?+Y

���	�� ��# 	��T

− log �(� |!̃) = −1

8

4∑
�=1

�∑

=1

log(!�
 ) +
1

2

4∑
�=1

�∑

=1

(;��)�O�;�� X0�>.Y

��� 	%��� � ���������� 	�� � 	�� ���	%��� �����#	�	�� ��� 	� !�
 ���	�� ��# 	��T

− log �(!̃|>� �) = −
4∑
�=1

�� − 2

2

�∑

=1

log(!�
 ) +
4∑
�=1

>�(�� − 2)
�∑

=1

!�
 X0�>4Y

-?



<�#	 ������� � 	� �������� � �����	��� ��� % ��� �� �� ��	��������� ��

���� � ��� �� ���� !̃ ����T

P./� (�� !̃|��>� �) = −8(�) + 1
2
(*� − �)�+−1(*� − �) − 1

8

∑4
�=1

∑�

=1 log(!�
 )

+1
2

∑4
�=1

∑�

=1(;

��)�O�;�� −∑4
�=1

4	−2
2

∑�

=1 log(!�
 )+∑4

�=1 >�(�� − 2)
∑�


=1 !
�



X0�>0Y

,�� �� 	�� �� ��	��������� �� ���� � ��� !̃ �%	��� 	� �������� �� ���� !

∇�̃P./� (�� !̃|��>� �) = 0 ��� �� ���� �̃ ∇�P./� (�� !̃|��>� �) = 0 ��� � ���%� ��� % ���

��	��	�� �T

(!�
 )
∗ =

1
8

+ 1
2
(�� − 2)

1
2
(Q�
 )

2 + >�(�� − 2)
X0�>?Y

� ∗
./� =

(
*�+−1* +

4∑
�=1

(;�)�O�;�

)−1

*�+−1� X0�>>Y

}�	#��� � � %�� X0�>>Y �� ����� �� ������ � ����	� ����� ��#	� � �����	��� ��	��	����

	�� (*�+−1* +
∑4

�=1(;
�)�O�;�) �� ���� ����	� W��	��� 	�� �� �����	���� X:9:H

SA]S\O7:cY ����� 	�� ������� O� ��� �#��� � O� �� ���� �����	��#� ������� ��

�����������	��� V	�� ��	������� �	�  ���� 	�� ��#��� 	�� ��E���� ������� �

����� �������	�� ��	����� �	�� �#	�	� X0�.Y�

x ����	����� ��� ����� ��� 	� ����#� #	� �� �����	��� �� �%� ��� 	� 
���#

	�� �� �	����#	�	�� 	�� ���	%��� ��

����	�� ��# 	�� W����� X0�>?Y ��� ���� 	�

(!�
 )
∗� '�� ��������%��� #	�� 	� �� → ∞ 	#	 (!�
 )

∗ = (2>�)
−1∀$ ��� 	� ���	%�� ���	��

�	������ ;�	��%	��� #	�� �� → 2� 	#	 (!�
 )
∗ = ((Q�
 )

2)−1∀$� %	�� 	� (!�
 ) �����%����

�	��� �����%��	� ��# 	� ,���� M]A9] ��� ����� ���������� 	� ����%���

,�? �������!��� -��!������!�

�U ��	# 	� ������� ����������� 	��� ���	%�� ��� �����	����� 	����������� ��#����

&� "����� ;�	�
��	� *��	%�� ��� "����� *	�
���#��� *��	%��� 	� ����� �������	��

�  ����� �	���# ��� �� 	� ����%���� �� "�; ���  ����� �	�
���#��� ���	%�� ���

�� 	� ����%���� �� "�*� �	� ���	� �� �����%	��� 7 ��� �%� ��� 	� ��	��	���� 	��

����������� 	�� ��	������ 	�� � 	�� ���	%��� �����#	�	�� �����%���� �	���%� ��� #��

	� MANKO 	�� ��#��� ��	��	� �	� ��	�� ���	%�� 	� !
 ���� �	�
��	%� ��� ����������

,���� ��	����� ��� #	�� � �����	��� � → 2 	�� ,���� ��	������ 	#	 ��	%� �	�
��H

���	�� ������� � 	�� 	��%� 	�� MANKO 	�� ��#���� /����� ����������� 	� "�����

*	�
���#��� *��	%�� ��� ��	������� #��� � � 	�� ���	%��� �����#	�	� W��	�	��

��# 	�� ������%� 	�� MANKO 	�� ��#���� �� ����� ���� �	�
��	%� ��� ��������� ��	������

#��� �� �����	��� ��� ���������E��� 	�� ����
�� !�
 ��	�� 	�� ��	������ ����������

->



� ��� 0�+T $����� ���'	��

��� ,���� ��	������ �	� ���	%�� ��	# #	�� � �����	��� �� → 2� �� �	�
��	%� W��H

	��	�� ��# 	�� 	��%� 	�� MANKO 	�� ��#��� ��� �� 	� ����%���� �� "�*���

}� �� ��� ��#�� ��� 	� ������	� ��� ������� #��� ��� �	� ������� 4� 	� RjKMMH

G9_7: Mj7:c9[ � ����	��� 256× 256 ���� ����	�� �	� � ��� X0�+Y���� �� ���� �� ����

�	���%� ��� 	� hRk6 ��� ��� �� �� 	� ���#	�	� 	�� �����	�������%��� ��#����

�	� � ���	� X0�.Y� X0�4Y ��� X0�0Y �������E��	�� �� ������%� �����	���� 	�� hRk6
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