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ÌåëåôÜìå ôç ó÷Ýóç ìåôáîý ÷áñáêôçñéóôéêþí ðñïâëçìÜôùí ôçò êëÜóçò
ðïëõðëïêüôçôáò NP êáé ôùí Ãëùóóþí ìå Óõìöñáæüìåíá, äçëáäÞ ðþò äéÜ-
öïñá NP-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá ìðïñïýí íá áíáðáñáóôáèïýí ùò ãëþóóåò êáé íá
ðåñéãñáöïýí áðü óõíôáêôéêïýò êáíüíåò åõáßóèçôïõò óôá óõìöñáæüìåíá.

Báóéêü êßíçôñï ôçò ðáñáðÜíù ìåëÝôçò åßíáé ç Üãíùóôç ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí
êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò NP êáé NSPACE(n), ìå ôçí ôåëåõôáßá íá ÷á-
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ðïëõðëïêüôçôáò NP ìå õðåñ-ãñáììéêü ðéóôïðïéçôéêü. ÔÝôïéá ðñïâëÞìáôá
äåí ìðïñïýí íá ðåñéãñáöïýí áðü óõíôáêôéêïýò êáíüíåò ìå óõìöñáæüìåíá.
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Extended Abstract in English

Stamoulis Georgios. MSc, Computer Science Department, University of
Ioannina, Greece. February 2009. Context Sensitive Grammars for NP-
complete languages. Thesis Supervisor: Christos Nomikos.

We study the relationship between NP-complete problems and Context Sensitive
Languages i.e. how well known NP-complete problems (such as Partition,
Directed Hamiltonian Path, Clique, 3D Matching and Satis�ability of Logical
Expressions) can be described as languages and generated by Context Sensitive
Grammars.

We take advantage of a nice property of these problems in NP, the linear
certi�cate property, and we built all the \yes" instances of these problems
by describing appropriate sets of Context Sensitive Grammatical rules. This
work is motivated by the fact that the exact relationship between NP and
NSPACE(n) is unknown, although we know that they represent di�erent
classes of problems/languages. The latter class is precisely the class of
Context Sensitive Languages, and also can be viewed as the class of problems
that can be veri�ed in linear space when a (guessed) certi�cate of same size
is considered. Also we investigate if it is possible to exist some problems in
NP with super linear certi�cates. Such problems are very unlikely to be able
to be described by Context Sensitive Grammars.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 ÃåíéêÜ

1.2 Óôü÷ïé ôçò ÄéáôñéâÞò

1.3 ÄïìÞ ôçò ÄéáôñéâÞò

1.1 ÃåíéêÜ
Óôç ðáñïýóá äéáôñéâÞ ìåëåôÜìå ôç ó÷Ýóç ðïõ Ý÷ïõí äýï äéáöïñåôéêÜ èåùñç-
ôéêÜ ìïíôÝëá ïñéóìïý ãëùóóþí. Ùò ãëþóóá åííïýìå Ýíá óýíïëï áðü óõìâï-
ëïóåéñÝò, áñéèìïýò êôë. Ï ðéï ôõðéêüò ïñéóìüò ìéáò ãëþóóáò ãßíåôáé ìÝóù
ìéáò ãñáììáôéêÞò, äçëáäÞ Ýíá óýíïëï êáíüíùí ôï ïðïßï ìáò ëÝåé ðþò (ìå
ðïéüí ôñüðï) ðáñÜãïíôáé ïé ëÝîåéò ìéáò ãëþóóáò. Ï åíáëëáêôéêüò ïñéóìüò
áíáöÝñåôáé óå ìåèçìáôéêÝò êáôáóêåõÝò (áõôüìáôá) ðñïóïìåßùóçò åíüò ìï-
íôÝëïõ ôïõ õðïëïãéóôÞ. Ìå âÜóç áõôÜ ôá áõôüìáôá, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå
ôéò ãëþóóåò ùò ôéò óõìâïëïóåéñÝò åêåßíåò ôéò ïðïßåò ìðïñåß íá áíáãíùñßóåé
êáé íá ðáñÜîåé Ýíá óõãêåêñéìÝíï áõôüìáôï.

Ìå âÜóç ôïõò äýï áõôïýò ïñéóìïýò, åßíáé äõíáôü íá ïñßóïõìå ðïëëÝò êáé
äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò íÝåò ãëþóóåò. Óôçí äéáôñéâÞ áõôÞ èåùñïýìå äýï
äéáöïñåôéêÜ ìïíôÝëá áðü êÜèå ôÝôïéá ðñïóÝããéóç, ôùí ïðïßùí ç áêñéâÞò ó÷Ýóç
äåí åßíáé áêüìá ãíùóôÞ, äçëáäÞ ôï åÜí ðáñÜãïõí Þ ü÷é ôéò ßäéåò ãëþóóåò, êáé
äéåñåõíïýìå ôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí óýãêñéóç áõôþí.
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1.2 Óôü÷ïé ôçò ÄéáôñéâÞò
Óôü÷ïò ôçò ðáñïýóáò äéáôñéâÞò åßíáé äþóåé ìéá åíáëëáêôéêÞ ðñïóÝããéóç óå
äéÜöïñá åõñÝùò ãíùóôÜ êáé êáôÜ êüñïí ðñáêôéêÜ õðïëïãéóôéêÜ ðñïâÞìáôá
áðü ôç åõñÝùò ãíùóôÞ êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò NP. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, äåß-
÷íïõìå ôï ðþò ìðïñïýí íá äçìéïõñãçèïýí üëá ôá \êáëÜ" óôéãìéüôõðá ôùí
ðñïâëçìáôþí áõôþí ìå âÜóç ôïí áñ÷éêü ïñéóìü ôùí ãëùóóþí. Èåùñïýìå
ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ ùò ãëþóóåò ìå ôá ìÝëç ôçò åêÜóôïôå ãëþóóáò íá áíôé-
óôïé÷ïýí óå óôéãìéüôõðá ôï ôñÝ÷ïíôïò ðñïâëÞìáôïò ðïõ Ý÷ïõí ôç åðéèõìçôÞ
éäéüôçôá. Ðñïóðáèïýìå íá äéåñåõíÞóïõìå ôï êáôÜ ðüóïí åßíáé äõíáôüí íá
äçìéïõñãçèïýí áõôÜ ôá óôéãìéüôõðá ìå âÜóç ãñáììáôéêÝò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí
óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï óýíïëï ãëùóóþí - ôéò ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá.

Ïëá áõôÜ ìáò äßíïõí ìéá äéáßóèçóç ãéá ôçí áêñéâÞ ó÷Ýóç ôùí ãëùóóþí
ðïõ áíÞêïõí óôçí êëÜóç NP ìå ôéò ãëþóóåò ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ãñáììáôéêÝò
ìå óõìöñáæüìåíá. Äåß÷íïõìå üôé ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ åðéëÝîáìå ìðïñïýí íá
ðåñéåãñáöïýí áðü ãñáììáôéêåò ìå óõìöñáæüìåíá, êáé Üñá áõôü, óå ðñþôï
óôÜäéï, åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôï ïðïßï ìáò åðéôñÝðåé íá åéêÜóïõìå üôé üëá ôá
ðñïâëÞìáôá ðïõ áíÞêïõ óôçí êëÜóç NP ìðïñïýí íá ðåñéåãñáöïýí áðü ôÝôïéåò
ãñáììáôéêÝò.

Óôï ôåëåõôáßï êåöÜëáéï üìùò, ðåñéãñÜöïõìå Ýíá ôå÷íéôü ðñüâëçìá, ôï
ïðïßï, áí êáé äåß÷íïõìå üôé áíÞêåé óôçí êëÜóç NP, åíôïýôïéò äåí åßíáé êáèü-
ëïõ ðñïöáíÝò ôï ðþò ìðïñåß íá ðåñéåãñáöåß áðü ìéá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñá-
æüìåíá.

1.3 ÄïìÞ ôçò ÄéáôñéâÞò
Ç äïìÞ ôçò ðáñïýóçò äéáôñéâÞò Ý÷åé ùò åîÞò: Óôï ðñþôï ìÝñïò ôçò äéáôñé-
âÞò ïñßæïõìå êáé ðåñéãñÜöïõìå üëá åêåßíá ôá áðáñáßôçôá áðïôåëÝóìáôá ó÷å-
ôéêÜ ìå ãñáììáôéêÝò, êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò êôë êáèþò åðßóçò êáé ôé ó÷Ýóç
Ý÷ïõí ìåôáîý ôïõò þóôå íá öáíåß ðëÝïí îåêÜèáñá ôï êßíçôñï ðßóù áðü ôçí
ðñïóÝããéóÞ ìáò.

Óôï äåýôåñï ìÝñïò, êÜèå êåöÜëáéï ðåñéëáìâÜíåé Ýíá óýíïëï êáíüíùí ðïõ
ðáñÜãïõí üëá ôá \íáé" óôéãìéüôõðá ãéá ôï åêÜóôïôå õðïëïãéóôéêü ðñüâëçìá,
÷ñçóéìïðïéþíôáò êáíüíåò ìå óõìöñáæüìåíá.

ÔÝëïò, ôï ôåëåõôáßï êåöÜëáéï ðåñéÝ÷åé ôçí ðåñéãñáöÞ åíüò õðïøÞöéïõ ðñï-
âëÞìáôïò ôï ïðïßï öáßíåôáé íá äéá÷ùñßæåé ôéò äýï õðïêåßìåíåò êëÜóåéò ìåëÝ-
ôçò: ôçí NP ìå ôçí êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ ðáñÜãùíôáé áðü ãñáììáôéêÝò
ìå óõìöñáæüìåíá.
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ÊåöÜëáéï 2

ÔõðéêÝò Ãëþóóåò êáé ÃñáììáôéêÝò

2.1 ÔõðéêÝò Ãëþóóåò

2.2 ÃñáììáôéêÝò

2.3 ÔõðéêÝò ãñáììáôéêÝò

2.4 Ç Éåñáñ÷ßá Ôóüìóêé

2.1 ÔõðéêÝò Ãëþóóåò
Ìéá ôõðéêÞ ãëþóóá åßíáé ãåíéêÜ Ýíá óýíïëï áðü ëÝîåéò ïé ïðïßåò áíôëïýí
ôá óýìâïëÜ ôïõò áðü Ýíá äåýôåñï, ãéá ðáñÜäåéãìá Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï
óõìâüëùí, ãñáììÜôùí Þ áñéèìþí. Ôï óýíïëï áõôü áðü ôï ïðïßï ìðïñïýìå íá
\áíôëÞóïõìå" áõôÜ ôá ãñÜììáôá (óýìâïëá) ïíïìÜæåôáé ôï áëöÜâçôï ôçò õðï-
êåßìåíçò ãëþóóáò ìÝóù ôïõ ïðïßïõ ïñßæåôáé ç ãëþóóá. Ìéá ôõðéêÞ ãëþóóá
óõíÞèùò ïñßæåôáé ìÝóù ìéáò ôõðéêÞò ãñáììáôéêÞò. Ï üñïò ÔõðéêÞ Ãëþóóá
åßíáé Ýíáò êáèáñÜ óõíôáêôéêüò üñïò, ãéá ôï ëüãï áõôü äåí õðÜñ÷åé áðáñáßôçôá
êÜðïéá åîÞãçóç ç ïðïßá êáé ôïí åñìçíåýåé. Ãéá íá îå÷ùñßóïõìå ôéò ëÝîåéò -
óõìâïëïóåéñÝò ïé ïðïßåò áíÞêïõí óôç ãëþóóá áðü Üëëåò óõìâïëïóåéñÝò ïé
ïðïßåò áðëÜ áðïôåëïýíôáé áðü óýìâïëá ôïõ áëöáâÞôïõ ôçò ãëþóóáò áõôÞò,
ïé áñ÷éêÝò óõ÷íÜ ïíïìÜæïíôáé êáëþò ïñéóìÝíåò óõìâïëïóåéñÝò (Þ, óôç ìáèç-
ìáôéêÞ ëïãéêÞ, êáëþò ïñéóìÝíåò ðñïôÜóåéò).

Ïé ôõðéêÝò ãëþóóåò ìåëåôþíôáé óôï ðåäßï ôçò ìáèçìáôéêÞò ëïãéêÝò, óôçí
ðëçñïöïñéêÞ êáèþò êáé óôç ãëùóóïëïãßá. Ç êýñéá êáé ðéï óçìáíôéêÞ ðñá-
êôéêÞ åöáñìïãÞ ôùí ôõðéêþí ãëùóóþí óôçí åðéóôÞìç ôçò ðëçñïöïñéêÞò åßíáé
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ãéá ôïí áêñéâÞ ïñéóìü óõíôáêôéêÜ ïñèþí ðñïãñáììÜôùí ãéá êÜðïéá ãëþóóá
ðñïãñáììáôéóìïý. Ï êëÜäïò ôùí ìáèçìáôéêþí êáé ôçò åðéóôÞìçò ôùí õðï-
ëïãéóôþí ï ïðïßïò áó÷ïëåßôáé ìüíï ìå áìéãþò óõíôáêôéêÝò éäéüôçôåò ôÝôïéùí
ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý, üðùò ôï ðñüôõðï åóùôåñéê´òç äïìÞò ìéáò ôÝôïéáò
ãëþóóáò, åßíáé ãíùóôüò ùò ÔõðéêÞ Èåùñßá Ãëùóóþí.

Ïé \ëÝîåéò" ìéáò ôõðéêÞò ãëþóóáò Ý÷ïõí óõ÷íÜ ìéá óõãêåêñéìÝíç óçìáóéï-
ëïãéêÞ åñìçíåßá, áí êáé áõôÞ ç åñìçíåßá äåí åßíáé ôõðéêÜ ìÝñïò ôçò ãëþóóáò,
Óôçí ðñÜîç, áõôü åßíáé ðÜíôïôå óõíõöáóìÝíï ìå ôç äïìÞ ôçò ãëþóóáò áõôÞò,
êáé ïé ôõðéêÝò ãñáììáôéêÝò ìðïñïýí íá ìáò âïçèÞóïõí íá áíôéìåôùðßóïõìå
ôï íüçìá êáëÜ ïñéóìÝíùí ëÝîåùí (ìå ôïí üñï ôõðéêÞ ãñáììáôéêÞ åííïïýìå
Ýíá óýíïëï êáíüíùí ïé ïðïßïé áíáäñïìéêÜ ïñßæïõí ìéá ãëþóóá). Åíá ðïëý
ãíùóôü ðáñÜäåéãìá åßíáé ï ïñéóìüò ôçò áëÞèåéáò êáôÜ ôïí Tarski óôçí ðñùôï-
âÜèìéá ëïãéêÞ, åíþ óôï ðåäßï ôçò åðéóôÞìçò ôùí õðïëïãéóôþí ïé ãåííÞôïñåò
ìåôáöñáóôþí lex êáé yacc.

2.1.1 ËÝîåéò áðü Ýíá áëöÜâçôï
Åíá áëöÜâçôï, óôï ðëáßóéï ôùí ôõðéêþí ãëùóóþí, ìðïñåß íá åßíáé Ýíá ïðïéï-
äÞðïôå óýíïëï óõìâüëùí, áí êáé ôéò ðåñéóüôåñåò öïñÝò ôï áëöÜâçôï áõôü
ïñßæåôáé ìå ôç óõíÞèç Ýííïéá ôçò ëÝîçò, äçëáäÞ áðïôåëåß Ýíá óýíïëï ÷áñáêôÞ-
ñùí. Ôá áëöÜâçôá, ãåíéêÜ, ìðïñïýí íá åßíáé Üðåéñá: Ýíá ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá
Üðåéñïõ áëöáâÞôïõ Ýßíáé ç ôï áëöÜâçôï ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôç ðñùôïâÜè-
ìéá ëïãéêÞ ç ïðïßá óõ÷íÜ ðåñéãñÜöåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò Ýíá áëöÜâçôï óôï
ïðïßï, åêôüò ôùí óõìâüëùí ∨;∧;¬ ðáñåíèÝóåéò êôë, ðåñéÝ÷åé Üðåéñá (áëëÜ
áñéèìÞóéìá) óôïé÷åßá x0; x1; : : : ôá ïðïßá áíôéðñïóùðåýïõí ôéò ìåôáâëçôÝò.
Ôá óôïé÷åßá åíüò áëöáâÞôïõ ìåñéêÝò öïñÝò ïíïìÜæïíôáé êáé \ãñÜììáôá".

Ìéá ëÝîç áðü Ýíá áëöÜâçôï ìðïñåß íá åßíáé ìéá ïðïéáäÞðïôå Üðåéñç áêï-
ëïõèßá, Þ óõìâïëïóåéñÜ, ãñáììÜôùí. Ôï óýíïëï üëùí áõôþí ôùí ëÝîåùí -
óõìâïëïóåéñþí áðü Ýíá áëöÜâçôï Σ, óõíÞèùò óõìâïëßæåôáé ùò Σ∗ (ôï ïðïßï
êáé áíáöÝñåôáé ùò Kleene êëåéóôüôçôá). Ãéá Ýíá áëöÜâçôï, ýðÜñ÷åé ìüíï ìßá
óõìâïëïóåéñÜ ìÞêïõò 0, ç êåíÞ óõìâïëïóåéñÜ, ôçí ïðïßá êáé èá óõìâïëßæïõìå
ùò � Þ " (ìåñéêÝò öïñÝò õéïèåôÞôáé ï üñïò �). Óôç óõíÝ÷åéá ôçò äéáôñéâÞò, èá
óõìâïëßæïõìå ôç óõìâïëïóåéñÜ áõôÞ ìå ôïí ôõðéêü ôñüðï - ùò �.

2.1.2 Ïñéóìüò Ôõðéêþí Ãëùóóþí
ÐáñáêÜôù äßíïõìå ëåíáí ïñéóìü ôùí ôõðéêþí ãëùóóþí:

Ïñéóìüò 1 Ìéá ôõðéêÞ ãëþóóá L óå êÜðïéï áëöÜâçôï Σ åßíáé Ýíá õðïóýíïëï
ôïõ óõíüëïõ Σ∗.
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ÃåíéêÜ, óôçí åðéóôÞìç ôùí õðïëïãéóôþí êáé óôïí êëÜäï ôùí ìáèçìáôéêþí
óôéò ïðïßåò ç Ýñåõíá äåí áó÷ïëåßôáé ìå öõóéêÝò ãëþóóåò, ï üñïò \ôõðéêÞ"
üôáí áíöåñüìáóôå óå ìéÜ ãëþóóá, ðáñáëåßðåôáé.

Åíþ ç èåùñßá ôõðéêþí ãëùóóþí óõíÞèùò (áí ü÷é ðÜíôá) áó÷ïëåßôáé ìå ôõ-
ðéêÝò ãëþóóåò ïé ïðïßåò ðåñéãñÜöïíôáé áðü Ýíá óýíïëï óõíôáêôéêþí êáíüíùí,
ï ðñáãìáôéêüò ïñéóìüò ôïõ üñïõ \ôõðéêÞ ãëþóóá" äåí åßíáé ôßðïôá ðåñéóóü-
ôåñï Þ ôßðïôá ëéãüôåñï áðü ôïí áíùôÝñù ïñéóìü: Ýíá óýíïëï (åíäå÷ïìÝíùò
Üðåéñï) áðü óõìâïëïóåéñÝò (óõíÞèùò, áí êáé ü÷é áðáñáßôçôá, ðåðåñáóìÝíïõ
ìÞêïõò) áðü ôï õðïêÝéìåíï áëöÜâçôï. Óôç ðñÜîç, õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò ãëþó-
óåò ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá ðåñéãñáöïýí áðü Ýíá óýíïëï óõíôáêôéêþí êáíüíùí,
ãéá ðáñÜäåéãìá ôï óýíïëï ôùí êáíïíéêþí ãëùóóþí Þ ôùí ãëùóóþí ìå óõì-
öñáæüìåíá. Ï üñïò ìéáò ôõðéêÞò ãëþóóáò ìðïñåß íá âñßóêåôáé êïíôýôåñá
óôïí ïñéóìü ìéáò \ãëþóóáò" ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü Ýíá óýíïëï óõíáêôéêþí
êáíüíùí. Ìå Üëëá ëüãéá, ìéá äåäïìÝíç ôõðéêÞ ãëþóóá ìðïñåß íá èåùñçèåß
üôé ïñßæåôáé ìÝóù ìéáò ôõðéêÞò ãñáììáôéêÞò ðïõ ðåñéãñÜöåé ôçí éäéüôçôá ôùí
áíôßóôïé÷ùí óõìâïëïóåéñþí ðïõ áíÞêïõí óôç ãëþóóá áõôÞ.

2.1.3 Ðáñáäåßãìáôá Ôõðéêþí Ãëùóóþí
Ôï åðüìåíï óýíïëï êáíüíùí ðåñéãñÜöåé ìéá ôõðéêÞ ãëþóóá L ç ïðïßá áíôëåß
ôá óýìâïëá ôùí ëÝîåþí ôçò áðü åÜí áëöÜâçôï Σ = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9;+;=
}:

◦ ÊÜèå ìç êåíÞ óõìâïëïóåéñÜ ç ïðïßá äåí ðåñéÝ÷åé ôá óýìâïëá + Þ = êáé
äåí áñ÷ßæåé ìå 0, áíÞêåé óôç ãëþóóá L.

◦ Ç óõìâïëïóåéñÜ 0 áíÞêåé óôç ãëþóóá L.

◦ Ìéá óõìâïëïóåéñÜ ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé ôï óýìâïëï = áíÞêåé óôç ãëþóóá L
åÜí, êáé ìüíïí åÜí, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá óýìâïëï =, êáé áõôü äéá÷ùñßæåé
äýï Ýãêõñåò óõìâïëïóåéñÝò ôçò ãëþóóáò L.

◦ Ìéá óõìâïëïóåéñÜ ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé ôï óýìâïëï + áíÞêåé óôç ãëþóóá
L åÜí, êáé ìüíïí åÜí, êÜèå óýìâïëï + äéá÷ùñßæåé äýï Ýãêõñåò óõìâï-
ëïóåéñÝò ôçò ãëþóóáò L.

◦ Êáìßá Üëëç óõìâïëïóåéñÜ äåí áíÞêåé óôç ãëþóóá L ðÝñáí áõôþí ðïõ
ðåñéãñÜöçêáí ðáñáðÜíù.

Ìå âÜóç áõôïýò ôïõò êáíüíåò, ç óõìâïëïóåéñÜ \123+456 = 0" áíÞêåé óôç
ãëþóóá ìáò, áëëÜ ãéá ðáñÜäåéãìá ç óõìâïëïóåéñÜ + = 222 = 333 äåí áíÞêåé.
Ç ðáñáðÜíù ôõðéêÞ ãëþóóá ðåñéãñÜöåé öõóéêïýò áñéèìïýò, êáëÜ ïñéóìÝíåò
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ðñïôÜóåéò ðñüóèåóçò öõóéêþí áñéèìþí êáé, ôÝëïò, êáëÜ ïñéóìÝíåò ðñïôÜóåéò
éóüôçôáò öõóéêþí áñéèìþí. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç ðáñáðÜíù ãëþóóá åêöñÜæåé
ôï \ðþò ðñÝðåé íá öáßíïíôáé" áõôÝò ïé ðñïôÜóåéò (äçëáäÞ ïñßæåé ôï óõíôáêôéêü
áõôþí), áëëÜ üìùò ü÷é ôï ôé åêöñÜæïõí (äçëáäÞ ôç óçìáóéïëïãßá áõôþí). Ãéá
ðáñÜäåéãìá, äåí ðñïêýðôåé ðïõèåíÜ áðü ôïõò ðáñáðÜíù êáíüíåò ôï ôé áêñéâþò
óçìáßíåé ôï óýìâïëï \0" Þ üôé ôï óýìâïëï \+" áíôéóôïé÷åß óôç ëåéôïõñãßá
ôçò ðñüóèåôçò üðùò ôçí îÝñïõìå.

Oôáí áó÷ïëïýìáóôå ìå ðåðåñáóìÝíåò ãëþóóåò, äçëáäÞ ãëþóóåò ïé ïðïßåò
ðåñéÝ÷ïõí Ýíáí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü óõìâïëïóåéñþí, ôüôå áðëÜ ìðïñïýìå íá
áðáñéèìÞóïõìå üëåò ôéò äõíáôÝò êáëÜ ïñéóìÝíåò óõìâïëïóåéñÝò ðïõ áíÞêïõ
óôç ãëþóóá áõôÞ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìéá óå ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç áíÞêåé ç
ãëþóóá L = {b; aba; aabbaa; aaabbbaaa} ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé ìüíï áõôÝò ôéò ôÝó-
óåñéò óõìâïëïóåéñÝò.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, áêüìá êáé åÜí Ý÷ïõìå Ýíá ðåðåñáóìÝíï áëöÜâçôï,
áõôü åßíáé éêáíü íá ïñßæåé ìéá ãëþóóá ìå Üðåéñï áñéèìü óõìâïëïóåéñþí, üðùò
ãéá ðáñÜäåéãìá ç åðüìåíç ãëþóóá L ðïõ ïñßæåôáé óôï áëöÜâçôï Σ = {�; �}
êáé ðåñéÝ÷åé Ýíáí Üðåéñï áñéèìü óõìâïëïóåéñþí: ��; ����; ������; : : : . ÊáôÜ
êáíüíá ïé ôõðéêÝò ãëþóóåò åßíáé Üðåéñåò êáé ìéá áðëÞ áðáñßèìçóç äåí åßíáé
éêáíÞ íá ìáò äþóåé ôéò óõìâïëïóåéñåò ðïõ áíÞêïõí óôçí õðïêåßìåíç Üðåéñç
ãëþóóá, ãéá ôï ëüãù áõôü ðáñáêÜôù èá ïñßóïõìå Ýíá óýíïëï êáíüíùí ïé
ïðïßïé èá ðåñéãñÜöïõí äïìéêÝò éäéüôçôåò ôùí óõìâïëïóåéñþí ðïõ áíÞêïõí óå
ìéá äåäïìÝíç ãëþóóá êáèþò êáé ôïí ôñüðï ìïõ ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå
ôÝôïéåò óõìâïëïóåéñåò.

ÌåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá ôÝôïéùí ãëùóóþí åßíáé ôá ðáñáêÜôù:

◦ L = Σ∗, äçëáäÞ ôï óýíïëï üëùí ôùí óõìâïëïóåéñþí ðïõ ìðïñïýí íá
ó÷çìáôéóôïýí ìå ôá óýìâïëá ôïõ áëöáâÞôïõ Σ:

◦ L = �∗ = �n, üðïõ ç ìåôáâëçôÞ n áíÞêåé óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò êáé
ç Ýêöñáóç �n óçìáßíåé åðáíÜëçøç ôïõ óõìâüëïõ � n öïñÝò (ç ãëþóóá
áõôÞ áðïôåëåßôáé áðü ôï óýíïëï ôùí óõìâïëïóåéñþí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìüíï
Ýíá óýìâïëï - ôï �).

◦ Ôï óýíïëï üëùí ôùí óõíôáêôéêÜ ïñèþí ðñïãñáììÜôùí ìéáò äåäïìÝíçò
ãëþóóáò ðñïãñáììáôéóìïý (ôï óõíôáêôéêü ôçò ïðïßáò ó÷åäüí ðÜíôá
ïñßæåôáé áðü ìéá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá).

◦ Ôï óýíïëï üëùí ôùí ðéèáíþí åéóüäùí ìå ôéò ïðïßåò ìéá äåäïìÝíç ìç÷áíÞ
Turing ôåñìáôßæåé óå ìéá êáôÜóôáóç ôåñìáôéóìïý.
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2.1.4 Ëåéôïõñãßåò óå Ãëþóóåò êáé ÓõìâïëïóåéñÝò
ÄéÜöïñåò ëåéôïõñãßåò óôéò ãëþóóåò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ðïëý óõ÷íÜ. ÁõôÝò ðå-
ñéÝ÷ïõí ôéò êëáóóéêÝò ëåéôïõñãßåò ðÜíù óå óýíïëá, üðùò ôïìÞ, Ýíùóç êáé
óõìðëÞñùìá, êáèþò êáé äéÜöïñåò Üëëåò ëåéôïõñãßåò ïé ïðïßåò åíåñãïýí ðÜíù
óå óõìâïëïóåéñÝò ïé ïðïßåò áíÞêïõí óå ìéá äåäïìÝíç ãëþóóá. Ãéá ðáñÜ-
äåéãìá, èåùñïýìå üôé Ý÷ïõìå äýï ãëþóóåò L1 êáé L2 ìå ôï ßäéï áëöÜâçôï Σ.
Ôüôå:

. Ç ðáñÜèåóç L1 ◦L2 ùí äýï ãëùóóþí áðïôåëåßôáé áðü üëåò ôéò óõìâïëï-
óåéñÝò ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá ãñáöôïýí óôçí ìïñöÞ uv : u ∈ L1; u ∈ L2.

. Ç ôïìÞ ôùí äýï ãëùóóþí, ðïõ óõìâïëßæåôáé ùò L1∩L2 áðïôåëåßôáé áðü
üëåò åêåßíåò ôéò óõìâïëïóåéñÝò ïé ïðïßåò áíÞêïõí êáé óôéò äýï ãëþóóåò.
ÄçëáäÞ w ∈ L1 ∩ L2 ⇔ w ∈ L1 ∧ w ∈ L2.

. Ôï óõìðëÞñùìá ìéáò ãëþóóáò L, ôï ïðïßï êáé ôï óõìâïëßæïõìå ùò
¬L ùò L̄, ßíáé ìéá íÝá ãëþóóá ìå ôï ßäéï áëöÜâçôï êáé ðåñéÝ÷åé üëåò
åêåßíåò ôéò óõìâïëïóåéñÝò ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ êïéíïý áëöáâÞôïõ ðïõ äåí
áíÞêïõí óôçí áñ÷éêÞ ãëþóóá L.

. Êleene êëåéóôüôçôá: ç ãëþóóá áõôÞ áðïôåëåßôáé áðü üëåò åêåßíåò ôéò
óõìâïëïóåéñÝò ïé ïðïßåò åßíáé ðáñáèÝóåéò ìçäÝí Þ ðåñéóóüôåñùí óõìâï-
ëïóåéñþí ðïõ áíÞêïõí óôçí áñ÷éêÞ ãëþóóá. ÄçëáäÞ, ç Êleene êëåé-
óôüôçôá ìéáò ãëþóóáò L, ç ïðïßá óõìâïëßæåôáé ùò L∗, ðåñéÝ÷åé üëåò
åêåßíåò ôéò óõìâïëïóåéñÝò w ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá ãñáöôïýí óôçí åîÞò
ìïñöÞ: L∗ = {w ∈ Σ : w = w1w2 : : : wn}; wi ∈ L; 1 ≤ i ≤ n ãéá êÜðïéï
n ≥ 0.

. Ç áíôßóôñïöç ãëþóóá Lr ìéáò ãëþóóáò L ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò óõìâïëóïåé-
ñÝò ôçò áñ÷éêÞò ãëþóóáò óôçí áíôßóôñïöç ìïñöÞ ôïõò. Ç áíôßóôñïöç
ìéáò óõìâïëïóåéñÜò ïñßæåôáé ùò åîÞò:

1. Ãéá ôç êåíÞ óõìâïëïóåéñÜ � éó÷ýåé üôé �r = �.

2. Ãéá êÜèå ìç êåíÞ óõìâïëïóåéñÜ w = w1w2 : : : wn, ç áíôßóôñïöÞ
ôçò åßíáé wr = wnwn−1 : : : w1.

Áñá ç ãëþóóá Lr ïñßæåôáé ùò åîÞò: Lr = {wr | w ∈ L}.

ÁõôÝò ïé ëåéôïõñãßåò ðÜíù óå ãëþóóåò, êáé êáô'åðÝêôáóç óå óõìâïëåé-
ñÝò, ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá äéåñåõíçèïýí éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò äéáöüñùí
êëÜóåùí ãëùóóþí. Ìéá êëÜóç ãëùóóþí åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ìéá äåäïìÝíç
ëåéôïõñãßá üôáí ç ëåéôïõñãßá áõôÞ, åöáñìïæüìåíç óå ãëþóóåò ôçò êëÜóçò
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áõôÞò, ðÜíôá ðáñÜãåé ìéá ãëþóóá ðïõ áíÞêåé óôçí ßäéá êëÜóç ìå ôçí áñ÷éêÞ
óôçí ïðïßá åöáñìüóôçêå ç ëåéôïõñãßá. Ãéá ðáñÜäåéãìá ìðïñåß íá áðïäå÷ôåß
üôé ïé ãþóóåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá åßíáé êëåéóôÝò, ãéá ðáñÜäåéãìá, ùò ðñïò
ôçí Ýíùóç êáé ôçí ðáñÜèåóç áëëá äåí åßíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò ôçí ôïìÞ Þ ôï
óõìðëÞñùìá (âëÝðå Hopcroft, Ullman).

2.2 ÃñáììáôéêÝò
Ç ôõðéêÞ èåùñßá ãëùóóþí åßíáé Ýíáò êëÜäïò ôùí ìáèçìáôéêþí ï ïðïßïò ÷ñç-
óéìïðïéåßôáé êýñéá óôçí åðéóôÞìç ôùí õðïëïãéóôþí êáé óôçí ãëùóóïëïãßá ìå
óêïðü íá ïñßóåé ôïõò êáíüíåò åêåßíïõò ìå ôïõò ïðïßïõò ìéá óõãêåêñéìÝíç
(öõóéêÞ ç ôå÷íéôÞ) ãëþóóá ìðïñåß íá ðáñá÷èåß. ÄçëáäÞ, ìéá ãñáììáôéêÞ ðå-
ñéãñÜöåé ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï óõìâïëïóåéñÝò ðïõ áíÞêïõí óå ìéá ãëþóóá
ìðïñïýí íá ðáñá÷èïýí. Ìå Üëëá ëüãéá, ìéá ãñáììáôéêÞ ðåñéãñÜöåé ôïí ôñüðï
ìå ôïí ïðïßï ó÷çìáôßæïíôáé Ýãêõñåò áêïëïõèßåò óõìâüëùí (ôá óôïé÷åßá ôïõ
áëöáâÞôïõ) ïé ïðïßåò áíÞêïõí óôçí ãëþóóá êáé ïé ïðïßåò áíôéðñïóùðåýïõí
Ýãêõñåò ëÝîåéò Þ äçëþóåéò óôçí õðïêåßìåíç ãëþóóá, üìùò ìéá ãñáììáôéêÞ
äåí ðåñéãñÜöç ôçí óçìáóéïëïãßá ôïõ ôß áõôÝò ïé ëÝîåéò ðåñéãñÜöïõí.

Ìéá ãñáììáôéêÞ óõ÷íÜ áíôéìåôùðßæåôáé þò Ýíáò ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï ðá-
ñÜãïíôáé üëåò ïé Ýãêõñåò óõìâïëïóåéñÝò ìéáò ãëþóóáò. Åðßóçò, ìå âÜóç
ìéá ãñáììáôéêÞ ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç ãëþóóá, ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå
Ýíáí áëãüñéèìï ï ïðïßïò ëåéôïõñãåß ùò \áíáãíùñéóôÞò" ôçò ãëþóóáò áõôÞò,
äçëáäÞ Ýíáí áëãüñéèìï ï ïðïßïò, äïèåßóáò ìéáò óõìâïëïóåéñÜò, åëÝã÷åé Ýáí
áõôÞ åßíáé ìÝëïò ôçò õðïêåßìåíçò ãëþóóáò. Ãéá íá ðåñéãñáöïýí ôÝôïéïé áíá-
ãíùñéóôÝò ãëùóóþí, óôçí ôõðéêÞ èåùñßá ãëùóóþí ÷ñçóéìïðïéïýíôáé Üëëåò
ôõðéêÝò êáôáóêåõÝò ãíùóôÝò êáé ùò áõôüìáôá.

ÅðéðëÝïí, ìéá ãñáììáôéêÞ ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôçí áíÜëõóç ôùí
óõìâïëïóåéñþí ìéáò ãëþóóáò, äçëáäÞ ãéá ìéá äïèåßóá óõìâïëïóåéñÜ ìðïñåß
íá ðåñéãñÜøåé ôçí åóùôåñéêÞ ôçò äïìÞ, ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï \êáôáóêåõÜ-
óôçêå" áõôÞ ç óõìâïëïóåéñÜ. Óôçí åðéóôÞìç ôùí õðïëïãéóôþí, áõôÞ ç äéáäé-
êáóßá ïíïìÜæåôáé óõíôáêôéêÞ áíÜëõóç êáé ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáôÜ êüñïí óôïõò
ìåôáöñáóôÝò ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý. Ïé ðåñéóóüôåñåò (åÜí ü÷é üëåò) ïé
óýã÷ñïíåòò ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý Ý÷ïõí ðïëý óôïé÷åéïèåôçìÝíç óçìá-
óéïëïãßá, äçëáäÞ ôï íüçìá ôùí äéáöüñùí äéáôõðþóåùí åßíáé äïìçìÝíï êá-
ôÜëëçëá óôï åêÜóôïôå óõíôáêôéêü. Áñá, ôï ðñþôï âÞìá ãéá íá ðåñéãñáöåß
ç óçìáóßá ôùí äéáöüñùí äçëþóåùí êáé äéáôõðþóåùí óå ìéá ãëþóóá ðñï-
ãñáììáôéóìïý åßíáé íá áíáëõèåß êáé ýóôåñá íá åðåîåñãáóôåß ùò ðñïò áõôÞ ôçí
áíáëõôéêÞ ìïñöÞ, ç ïðïßá åßíáé ãíùóôÞ êáé ùò óõíôáêôéêü äÝíôñï óôçí èåùñßá
ãëùóóþí êáé ìåôáöñáóôþí óôçí åðéóôÞìç ôùí õðïëïãéóôþí.
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2.3 ÔõðéêÝò ãñáììáôéêÝò
Ìéá ãñáììáôéêÞ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óýíïëï êáíüíùí ìåôáó÷çìáôéóìïý ôùí
óõìâïëïóåéñþí ðïõ ïíïìÜæïíôáé êáé ðáñáãùãÝò. ÊÜèå ôÝôïéïò êáíüíáò óå
ìéÜ ãñáììáôéêÞ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óýìâïëï ðïõ ÷ùñßæåôáé áðü ìéá óõìâï-
ëïóåéñÜ áðü ôïí ÷áñáêôÞñá →. Ðáñáäåßãìáôá êáíüíùí ôÝôïéáò ìïñöÞò åßíáé,
ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé A→ ÁB, B → Γ
 êáé Γ → �. Ôá óýìâïëá ðïõ åìöáíßæï-
íôáé óôï áñéóôåñü ìÝëïò åíüò êáíüíá ïíïìÜæïíôáé ìåôáâëçôÝò Þ ìç ôåñìáôéêÜ
óýìâïëá. ÁõôÜ åßíáé ôá óýìâïëá ðïõ ìðïñïýí íá áíôéêáôáóôáèïý áðü äéÜöï-
ñåò óõìâïëïóåéñÝò ìå âÜóç ðÜíôá ôç ãñáììáôéêÞ. Ç óõìâïëïóåéñÜ ôïõ äåîéïý
ìÝëïõò åíüò êáíüíá áðïôåëåßôáé áðü ìåôáâëçôÝò êáé ôåñìáôéêÜ óýìâïëá. Ïé
ìåôáâëçôÝò óõíÞèùò áíáðáñßóôáíôáé ìå êåöáëáßá ãñÜììáôá åíþ ôá ôåñìáôéêÜ
óýìâïëá åßíáé óôçí ïõóßá ïé ÷áñáêôÞñåò ðïõ áðïôåëïýí ôï áëöÜâçôï ôçò õðï-
êåßìåíçò ãëþóóáò êáé óõ÷íÜ áíáðáñßóôáíôáé ìå ìéêñÜ ãñÜììáôá, óýìâïëá Þ
áñéèìïýò, åêôüò êáé åÜí áíáöÝñåôáé áëëéþò. ôá ôåñìáôéêÜ óýìâïëá äåí ìðï-
ñïýí (áðü ìüíá ôïõò) íá áíôéêáôáóôáèïýí áðü ïðïéïäÞðïôå Üëëï óýìâïëï.
Ìéá óõãêåêñéìÝíç ìåôáâëçôÞ ïíïìÜæåôáé áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ. ÓõíÞèùò åìöá-
íßæåôáé óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôïõ ðñþôïõ êáíüíá ôçò ãñáììáôéêÞò. Ôï óýìâïëï
áõôü óõ÷íÜ áíáðáñßóôáôáé ìå ôï ãñÜììá S.

Ãéá íá ðáñá÷èåß ìéá óõìâïëïóåéñÜ ôçò õðïêåßìåíçò ãëþóóáò, ç ãñáì-
ìáôéêÞ îåêéíÜ ðÜíôá áðü ôïí áñ÷éêü êáíüíá ï ïðüéïò ðåñéÝ÷åé ôï áñ÷éêü
óýìâïëï, êáé Ýðåéôá åðáíáëçðôéêÜ åöáñìüæåé ôïõò êáíüíåò ôçò ãñáììáôéêÞò
(ïðïßïäÞðïôå áñéèìü öïñþí, ìå ïðïéáäÞðïôå óåéñÜ åÜí ðñüêåéôáé ãéá äéáöïñå-
ôéêïýò êáíüíåò) ãéá íá åðáíåããñÜøåé ôç óõìâïëïóåéñÜ, ìå ôçí íÝá ðïõ ðñïêý-
ðôåé ìåôÜ áðü êÜèå åöáñìïãÞ åíüò êáíüíá. Ùò åöáñìïãÞ åíüò êáíüíá óå ìéá
óõìâïëïóåéñÜ åííïýìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç êÜðïéáò ìåôáâëçôÞò ôçò ôñÝ÷ïõóáò
óõìâïëïóåéñÜò ìáò áðü Ýíáí êáíüíá ï ïðïßïò ðåñéÝ÷åé óôï áñéóôåñü ôïõ ìÝëïò
ôç óõãêåêñéìÝíç ìåôáâëçôÞ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, åÜí èåùñÞóïõìå üôé Ý÷ïõìå ìéá ãñáììáôéêÞ ç ïðïßá ðå-
ñéÝ÷åé ôïõò ðáñáðÜíù ôñåéò êáíüíåò êáé ç áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ åßíáé ç Á ôüôå,
áñ÷éêÜ, îåêéíþíôáò áðü ôçí Á ðáñÜãïõìå ôç óõìâïëïóåéñÜ ÁÂ åöáñìüæï-
íôáò ôïí ðñþôï êáíüíá. Ï êáíüíáò áõôüò åííïåß \ç ìåôáâëçôÞ Á ìðïñåß
íá áíôéêáôáóôáèåß ìå ôç óõìâïëïóåéñÜ ÁÂ". Åðåéôá, áðü ôç óõìâïëïóåéñÜ
ìáò ÁÂ Ý÷ïõìå äýï åðéëïãÝò: åßôå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôï Á üðùò êáé óôï
ðñþôï âÞìá, åßôå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôç ìåôáâëçôÞ Â ìå ôç óõìâïëïóåéñÜ
Γ
. Ç äéáäéêáóßá áõôÞ åðåíáëáìâÜíåôáé ïðïéïíäÞðïôå áñéèìü öïñþí, äçëáäÞ
óå êÜèå âÞìá åðéëÝãïõìå ìéá ìåôáâëçôÞ ôçò ôñÝ÷ïõóáò óõìâïëïóåéñÜò ìáò
êáé ôçí áíôéêáèéóôïýìå ìå ôç óõìâïëïóåéñÜ ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôïõ êáíüíá
åêåßíïõ ðïõ ðåñéÝ÷åé óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôç ìåôáâëçôÞ ðïõ ìüëéò åðéëÝîáìå.
ÅÜí Ý÷ïõìå ìéá ãñáììáôéêÞ ç ïðïßá äßíåé ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá äéáöïñåôéêÝò
åðéëïãÝò áíôéêáôÜóôáóçò ãéá ôçí ßäéá ìåôáâëçôÞ, ôüôå ìðïñïýìå íá óõã÷ùíåý-
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óïõìå üëåò ôéò äõíáôÝò åðéëïãÝò óå Ýíáí êáíüíá ÷ùñßæïíôáò ôéò äéáöïñåôéêÝò
åðéëåïãÝò ìå ôïí ÷áñáêôÞñá \|". ÄçëáäÞ åÜí Ý÷ïõìå äýï êáíüíåò B → C
êáé Â → ÂD ôüôå ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå Ýíáí êáíüíá B → C | BD ðïõ
óçìáßíåé üôé üôáí áðïöáóßóïõìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå êÜðïéá ìåôáâëçôÞ Â
ôçò ôñÝ÷ïõóáò óõìâïëïóåéñÜò ìáò, ôüôå ìðïñïýìå íá ôçí áíôéêáôáóôÞóïõìå
åßôå ìå C åßôå ìå BD.

Ç ãëþóóá áðïôåëåßôáé áðü üëåò ôéò óõìâïëïóåéñÝò ïé ïðïßåò ìðïñïýí
íá ðáñá÷èïýí ìå ôïí óõãêåêñéìÝíï ôñüðï. ÊÜèå ìéá óõãêåêñéìÝíç áëëç-
ëïõ÷ßá Ýããõñùí åðéëïãþí ðïõ åöáñìüæïíôáé êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò äéáäéêá-
óßáò ìåôáó÷çìáôéóìïý ôçò óõìâïëïóåéñÜò, ìÝ÷ñé áõôÞ íá öôÜóåé óôçí ôåëéêÞ-
åðéèõìçôÞ ìïñöÞ ôçò, ðáñÜãåé êáé ìßá óõãêåêñéìÝíç óõìâïëïóåéñÜ ðïõ áíÞêåé
óôç ãëþóóá. ÅÜí õðÜñ÷ïõí ðïëëïß êáé äéáöïñåôéêïß ôñüðïé ðáñáãùãÞò ìéáò
äåäïìÝíçò óõìâïëïóåéñÜò ìå ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá, ôüôå ç ãñáììáôéêÞ
ïíïìÜæåôáé äéöïñïýìåíç. Ðñïöáíþò. ìéá ãñáììáôéêÞ ðáñÜãåé óõìâïëïóåéñÝò
áðü ìéá óõãêåêñéìÝíç ãëþóóá ìå ôçí Ýííïéá üôé ìéá ãñáììáôéêÞ äåí ìðïñåß
íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ äýï äéáöïñåôéêþí ìåôáîý ôïõò ãëùóóþí
ôáõôü÷ñïíá.

Ãéá ðáñÜäåéãìá Ýóôù üôé èÝëïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá ãñáììáôéêÞ ðïõ
íá ðáñÜãåé ôçí ãëþóóá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü üëåò åêåßíåò ôéò ëÝîåéò ìå ãñÜì-
ìáôá � êáé �, ïé ïðïßåò Ý÷ïõí Ýíáí áñéèìü áðü óõíå÷üìåíá � (ðéèáíüí 0)
áêïëïõèïýìåíá áðü ôïí ßäéï áñéèìü áðü �. Åóôù üôé ôï áñ÷éêü óýìâïëï
åßíáé ôï S. Ôüôå ç ãñáììáôéêÞ ðïõ øÜ÷íïõìå åßíáé ç åîÞò:

S → �S�
S → "

Óôçí ðáñáðÜíù ðåñßðôùóç áñ÷ßæïõìå ìå ôï áñ÷éêü óýìâïëï S êáé åðé-
ëÝãïõìå ãéá åöáñìïãÞ êÜðïéïí áðü ôïõò äýï êáíüíåò. ÅÜí åðéëÝîïõìå ôïí
ðñþôï êáíüíá, ôüôå áíôéêáèéóôïýìå ôï S ìå ôï �S�. ÅðéëÝãïíôáò ôïí äåý-
ôåñï êáíüíá, áíôéêáèéóôïýìå ôï S ìå ", äçëáäÞ ôçí êåíÞ óõìâïëïóåéñÜ êáé
ôåëåéþíïõìå: äåí Ý÷åé ìåßíåé ôßðïôá íá áíôéêáôáóôÞóïõìå. Óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ Ý÷ïõìå åðéëÝîåé ôïí ðñþôï êáíüíá, ìðïñïýìå íá åðáíáëÜâïõìå ôçí ðá-
ñáðÜíù åðéëåãÞ ïðïéïíäÞðïôå áñéèìü öïñþí èÝëïõìå ìÝ÷ñé íá êëáôáëÞîïõìå
óå ìéá óõìâïëïóåéñÜ áðü � êáé � óôçí ïðïßá íá ìçí ìðïñïýìå íá êÜíïõìå
ðëÝïí áëëáãÝò. ÅÜí äçëáäÞ åðéëÝîïõìå ôçí äåýôåñç öïñÜ îáíÜ ôïí ðñþôï
êáíüíá áíôéêáôÜóôáóçò S → �S� êáé ôçí ôñßôç öïñá ôïí êáíüíá s → "
ôüôå êáôáëÞãïõìå óôçí óõìâïëïóåéñÜ ���� óôçí ïðïßá äåí ìðïñïýìå íá
óõíå÷ßóïõìå ôéò áëëáãÝò. ÁõôÞ ôçí áëëçëïõ÷ßá åðéëïãþí ìðïñïýìå íá ôçí
óõìâïëßóïõìå ðéï ðåñéëçðôéêÜ ùò åîÞò: S ⇒ �S� ⇒ ��S�� ⇒ ����. Ç
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ãëþóóá áõôÞò ôçò ãñáììáôéêÞò åßíáé ðåñéÝ÷åé ôçò ëÝîåéò-óõìâïëïóåéñÝò ôïõ
óõíüëïõ {w ∈ {�; �}∗|w = �n�n; n ≥ 0}.

Ï ðñþôïò ôõðéêüò ïñéóìüò ðïõ äüèçêå óôéò ãñáììáôéêÝò (äçëáäÞ ôé åßíáé,
ôé ðåñéãñÜöïõí, ðþò óõìâïëßæïíôáé) äüèçêå óôçí äåêáåôßá ôïõ 50' áðü ôïí
ãëùóóïëüãï, öéëüóïöï, ðïëéôéêü áêôéâéóôÞ êáé óõããñáöÝá ÅâñáúêÞò êáôá-
ãùãÞò Áìåñéêáíü ÁâñáÜì ÍïÜì Ôóüìóêé.

Ïñéóìüò 2 Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ðïõ Ýäùóå ï Ôóüìóêé, ìéá ãñáììáôéêÞ
G áðïôåëåßôáé áðü ôéò åîÞò óõíéóôþóåò:

. Áðü Ýíá ìç êåíü óýíïëï Í ôùí ìç ôåñìáôéêþí óõìâüëùí Þ ìåôáâëçôþí.

. Åíá ìç êåíü óýíïëï Σ ôùí ôåñìáôéêþí óõìâüëùí îÝíï ùò ðñïò ôï Í .

. Åíá óýíïëï êáíüíùí ðáñáãùãÞò P ôçò åîÞò ìïñöÞò:

(Σ ∪N)∗N(Σ ∪N)∗ → (Σ ∪N)∗

. Åíá óõãêåêñéìÝíï óýìâïëï S - ôï áñ÷éêü óýìâïëï.

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù óõóôáôéêÜ, ìéá ãñáììáôéêÞ ïñßæåôáé ùò ìéá äéáôå-
ôáãìÝíç ôåôñÜäá G = (N;Σ; P; S) áõôþí.

ÄçëáäÞ, êÜèå êáíüíáò ðáñáãùãÞò áðåéêïíßæåé ìéá óõìâïëïóåéñÜ óå ìéÜ
Üëëç, üðïõ ç áñ÷éêÞ óõìâïëïóåéñÜ ðåñéÝ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá ìç ôåñìáôéêü
óýìâïëï (ìåôáâëçôÞ). Óôç ðåñßðôùóç ðïõ ç äåýôåñç óõìâïëïóåéñÜ åßíáé ç
êåíÞ, äçëáäÞ ç óõìâïëïóåéñÜ åêåßíç ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êáèüëïõ óýìâïëá, ãéá
íá áðïöåýãïíôáé ïé ðáñáíïÞóåéò, áõôÞ ç êåíÞ óõìâïëïóåéñÜ èá óõìâïëßæåôáé
óôïõò êáíüíåò ìå ôï ãíùóôü óýìâïëï �.

H ëåéôïõñãßá ìéáò ãñáììáôéêÞò ìðïñåß íá ïñéóôåß ìå âÜóç ôéò ðáñáêÜôù
ó÷Ýóåéò óôéò óõìâïëïóåéñÝò

Ïñéóìüò 3 Åóôù ìéá ãñáììáôéêÞ G = (N;Σ; P; S). ôüôå

◦ ç äõáäéêÞ ó÷Ýóç ⇒G óå óõìâïëïóåéñÝò áðü ôï óýíïëï (Σ∪N)∗ ïñßæåôáé
ùò åîÞò:

x⇒G y åÜíí ∃u; v; w ∈ Σ∗; X ∈ N :

x = uXv ∧ y = uwv ∧X → w ∈ P

◦ H ó÷Ýóç ⇒G
∗ ïñßæåôáé ùò ç ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôïõ óõíüëïõ (Σ∪

N)∗.
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◦ Ç ãëþóóá ôçò ãñáììáôéêÞò G, ïðïßá óõìâïëßæåôáé ùò L(G), ïñßæåôáé
ùò üëåò åêåßíåò ïé óõìâïëïóåéñÝò áðü ôï áëöÜâçôï Σ ïé ïðïßåò ìðïñïýí
íá ðáñá÷èïýí îåêéíüíôáò áðü ôï áñ÷éêü óýìâïëï S ôçò ãñáììáôéêÞò
ìáò êáé Ýðåéôá åöáñìüæïíôáò ôïõò êáíüíåò ðáñáãùãÞò óôï Ñ ìÝ÷ñé íá
êáôáëÞîïõìå óå ìéá óõìâïëïóåéñÜ ç ïðïßá íá ìçí ðåñéÝ÷åé êáèüëïõ ìç
ôåñìáôéêÜ óýìâïëá. Ðéï ôõðéêÜ L(G) = {w ∈ Σ∗ | S⇒G

∗w}:

ÐáñÜäåéãìá 1 Åóôù ç ãñáììáôéêÞ G üðïõ N = {S;B} ;Σ = {a; b; c}, S
åßíáé ôï áñ÷éêü óýìâïëï êáé ôï óýíïëï Ñ áðïôåëåßôáé áðü ôïõò ðáñáêÜôù
êáíüíåò:

1. S → aBSc

2. S → abc

3. Ba→ aB

4. Bb→ bb

ÌåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá ðáñáãùãþí óõìâïëïóåéñþí åßíáé ôá åîÞò:

�: S ⇒ abc

�: S ⇒ aBSc ⇒ aBabcc⇒ aaBbcc⇒ aabbcc


: S ⇒ aBSc ⇒ aBaBScc ⇒ aBaB abc cc ⇒ aaBBabccc ⇒ aaB aB
bccc ⇒ aaaBBbccc ⇒ aaaBbbccc ⇒ aaabbbccc

H ðáñáðÜíù ãñáììáôéêÞ ïñßæåé ôç ãëþóóá L = {anbncn|n ≥ 1} üðïõ an
åßíáé ìéá óõìâïëïóåéñÜ ìå n óõíå÷üìåíá a. Áñá, ç ãëþóóá áõôÞ åßíáé ôï
óýíïëï ôùí óõìâïëïóåéñþí ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé áðü Ýíá Þ ðåñéóóüôåñïõò
÷áñáêôÞñåò a, áêïëïõèïýìåíïõò áðü ôïí ßäéï áñéèìü ÷áñáêôÞñùí b, áêïëïõ-
èïýìåíïõò áðü ôïí ßäéï áñéèìü ÷áñáêôÞñùí c.

2.4 Ç Éåñáñ÷ßá Ôóüìóêé
Ïôáí ï Íüáì Ôóüìóêé áñ÷éêÜ üñéóå ôéò ôõðéêÝò ãñáììáôéêÝò ôï 1956, ôéò
êáôÝôáîå óå Ýíá óýíïëï ôýðùí (êëÜóåùí) ïé ïðïßåò ðëÝïí åßíáé ãíùóôÝò ùò ç
Éåñáñ÷ßá Ôóüìóêé. Ç äéáöïñÜ áíÜìåóá óå áõôÝò ôéò êëÜóåéò åßíáé ïôé Ý÷ïõí
áõîáíüìåíç áõóôçñüôçôá üóïí áöïñÜ ôïí ïñéóìü ôùí êáíüíùí ðáñáãùãÞò
êáé ìðïñïýí íá ðåñéãñÜøïõí ëéãüôåñåò ôõðéêÝò ãëþóóåò.

H éåñáñ÷ßá áõÞ åßíáé ç áêüëïõèç:

13



ÃñáììáôéêÝò ôýðïõ 0 Þ ìç ðåñéïñéóìÝíåò ãñáììáôéêÝò: áõôÝò ðåñéÝ÷ïõí
üëåò ôéò ôõðéêÝò ãñáììáôéêÝò. ÐáñÜãïõí üëåò ôéò ãëþóóåò ïé ïðïßåò
ìðïñïýí íá áíáãíùñéóôïýí áðü ìéá ìç÷áíÞ Turing.Ïé ãëþóóåò áõôÝò
åßíáé åðéóçò ãíùóôÝò ùò áíáäñïìéêþò áðáñéèìÞóéìåò ãëþóóåò. ÁõôÝò
åßíáé äéáöïñåôéêÝò áðü ôéò áíáäñïéêÝò ãëþóóåò ïé ïðïßåò áðïöáóßæïíôáé
áðü ìç÷áíÝò Turing ïé ïðïßåò ðÜíôïôå ôåñìáôßæïõí ôç ëåéôïõñãßá ôïõò.

ÃñáììáôéêÝò ôýðïõ 1 Þ ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá: ïé ãñáììáôéêÝò
áõôÝò ðáñÜãïõí ôéò ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá. Å÷ïõí êáíüíåò ôéò ìïñ-
öÞò �A� → �
� üðïõ Á Ýíá ìç ôåñìáôéêü óýìâïëï ôçò ãñáììáôéêÞò
åíþ �; �; 
 åßíáé óõìâïëïóåéñÝò ôåñìáôéêþí êáé ìç ôåñìáôéêþí óõìâü-
ëùí ìå ôéò óõìâïëïóåéñÝò � êáé � íá ìðïñåß íá åßíáé êåíÝò áëëÜ ç óõì-
âïëïóåéñÜ 
 åßíáé áðáñáßôçôá ìç êåíÞ. Ï êáíüíáò S → � åðéôñÝðåôáé
åÜí ç áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ S äåí åìöáíßæåôáé óôï äåîß ìÝñïò êÜíåíüò êá-
íüíá ôïõ óõíüëïõ êáíüíùí Ñ. Ïé ãëþóóåò ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé áðü áõôÝò
ôéò ãñáììáôéêÝò åßíáé áêñéâþò ïé ßäéåò ãëþóóåò ðïõ áíáãíùñßæïíôáé áðü
Ýíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï, äçëáäÞ áðü ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ
ìç÷áíÞ Turing ôçò ïðïßáò ç ôáéíßá öñÜóóåôáé áðü ôï ìÝãåèïò ôçò óõì-
âïëïóåéñÜò åéóüäïõ. Èá áíáëýóïõìå ôéò ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá
êáèþò êáé ôéò õðïêåßìåíåò ãëþóóåò ðïõ áõôÝò ðáñÜãïõí ìáæß ìå ðïë-
ëÝò åíäéáöÝñïõóåò éäéüôçôåò áõôþí ìå ìåãÜëç ëåðôïìÝñåéá óå åðüìåíï
áíôßóôïé÷ï êåöÜëáéï.

ÃñáììáôéêÝò ôýðïõ 2 Þ ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá: ïé ãñáììá-
ôéêÝò áõôÝò ðáñÜãïõí ôéò ãëþóóåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá. Ïé êáíüíåò ðïõ
ðåñéÝ÷ïõí ïé ãñáììáôéêÝò áõôÝò åßíáé ôçò ìïñöÞò A→ 
 üðïõ Á Ýíá ìç
ôåñìáôéêü óýìâïëï åíþ 
 ìéá óõìâïëïóåéñÜ ôåñìáôéêþí êáé ìç ôåñìá-
ôéêþí óõìâüëùí, åíäå÷ïìÝíùò êåíÞ. ÁõôÝò ïé ãëþóóåò åßíáé áêñéâþò
ïé ãëþóóåò ðïõ ìðïñïýí íá áíáãíùñéóôïýí áðü Ýíá ìç íôåôåñìéíéóôéêü
áõôüìáôï åöïäéáóìÝíï ìå ìéÜ óôïßâá. Ïé ãëþóóåò ÷ùñßò óõìöñáæü-
ìåíá åßíáé ôï èåùñçôéêü õðüâáèñï ãéá ôï óõíôáôêéêü ó÷åäüí üëùí ôùí
óýã÷ñïíùí ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý êõñéþò åðåéäÞ õðÜñ÷ïõí ðïëý
ãíùóôïß êáé ó÷åôéêÜ ãñÞãïñïé áëãüñéèìïé ãéá ôç óõíáêôéêÞ áíÜëõóç
åíüò ðñïãñÜììáôïò ãñáììÝíïõ ìå êáíüíåò ãñáìììáôéêþí ÷ùñßò óõì-
öñáæüìåíá.

ÃñáììáôéêÝò ôýðïõ 3 Þ êáíïíéêÝò ãñáììáôéêÝò: ïé ãñáììáôéêÝò áõôÝò ðá-
ñÜãïõí ôéò êáíïíéêÝò ãëþóóåò. ÔÝôïéåò ãñáììáôéêÝò ðåñéïñßæïõí ôïõò
êáíüíåò ôïõò óôï íá ðåñéÝ÷ïõí Ýíá áðëü ìç ôåñìáôéêü óýìâïëï óôï
áñéóôåñü ìÝëïò åíüò êáíüíá ôï ïðïßï êáé áíôéêáèßóôáôáé áðü Ýíá áðëü
ôåñìáôéêü óýìâïëï, åíäå÷ïìÝíïò áêïëïõèïýìåíï (Þ ðñïçãïýìåíï, áëëÜ
ü÷é ôáõôü÷ñïíá êáé ôá äýï óôçí ßäéá ãñáììáôéêÞ) áðü Ýíá áðëü ìç
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ôåñìáôéêü óýìâïëï. Ï êáíüíáò S → � åðéôñÝðåôáé óå áõôÝò ôéò ãñáì-
ìáôéêÝò åÜí ôï áñ÷éêü ìç ôåñìáôéêü óýìâïëï S äåí åìöáíßæåôáé óôï
äåîß ìÝëïò êáíåíüò êáíüíá - ôÝôïéåò ãñáììáôéêÝò äçëáäÞ ìðïñïýí íá
äçìéïõñãÞóïõí ôç êåíÞ óõìâïëïóåéñÜ. ÁõôÝò ïé ãëþóóåò, ïé êáíïíéêÝò
äçëáäÞ, åßíáé áêñéâþò ïé ßäéåò ãëþóóåò ïé ïðïßåò áðïöáóßæïíôáé (êáé ü÷é
áðëÜ áíáãíùñßæïíôáé üðùò ðñéí) áðü ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá. ÅðéðëÝïí,
áõôÞ ç ïéêïãÝíåéá ôõðéêþí ãëùóóþí ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß êáé áðü
êáíïíéêÝò åêöñÜóåéò. Ïé êáíïíéêÝò ãëþóóåò ãåíéêÜ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé
ãéá íá ïñéóôïýí ëåêôéêÜ ðñüôõðá óôç äéáäéêáóßá ôçò ëåêôéêÞò áíÜëõóçò
ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý.

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï óýíïëï ôùí ãëùóóþí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò áíáäñï-
ìéêÝò ãëþóóåò äåí åßíáé ìÝëïò ôçò ðáñáðÜíù éåñáñ÷ßáò.

ÅðéðëÝïí, êÜèå êáíïíéêÞ ãëþóóá åßíáé êáé ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá,
êÜèå ãëþóóá ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá åßíáé êáé ãëþóóá ìå óõìöñáæüìåíá, êÜèå
ãëþóóá ìå óõìöñáæüìåíá åßíáé êáé áíáäñïìéêÞ ãëþóóá êáé êÜèå áíáäñïìéêÞ
ãëþóóá åßíáé êáé áíáäñïìéêþò áðáñéèìÞóéìç ãëþóóá. ÅðéðëÝïí, õðÜñ÷ïõí
áíáäñïìéêþò áðáñéèìÞóéìåò ãëþóóåò ïé ïðïßåò äåí åßíáé ìå óõìöñáæüìåíá,
ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá ïé ïðïßåò äåí åßíáé ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá êáé ãëþó-
óåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá ïé ïðïßåò äåí åßíáé êáíïíéêÝò ãëþóóåò.

Óôïí åðüìåíï ðßíáêá öáßíïôáé ïé ôÝóóåñåéò ôýðïé ãñáììáôéêþí ðïõ áðï-
ôåëïýí ôçí éåñáñ÷ßá ôïõ Ôóüìóêé, ôéò ãëþóóåò ðïõ ç êÜèå ìéá ðáñÜãåé, ôïí
ôýðï ôïõ áõôïìÜôïõ ôï ïðïßï áíáãíùñßæåé Þ áðïöáóßæåé ôçí åêÜóôïôå ãëþóóá
êáèþò êáé ôïí ôýðï ôùí êáíüíùí ðáñáãùãÞò ðïõ ðñÝðåé ç êÜèå ãñáììáôéêÞ
íá ðåñéÝ÷åé:

ÃñáììáôéêÞ Ãëþóóá Áõôüìáôï ÌïñöÞ Êáíüíùí
Týðïõ 0 Áíáäñïìéêþò Áðáñ. Ìç÷áíÞ Turing �→ �
Ôýðïõ 1 Ìå Óõìöñáæ. ÃÖÁ �A� → �
�
Ôýðïõ 2 ×ùñßò Óõìöñáæ. Áõôüì. ìå Óôïßâá A→ �
Ôýðïõ 3 ÊáíïíéêÝò Ðåðåñ. Áõôüì. Á→ á, Á→ áÂ

üðïõ óôïí ðáñáðÜíù ðßíáêá �; �; 
; � ∈ (Σ ∪ N)∗, 
 6= �, á ∈ Σ êáé
Á;Â ∈ N .
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ÊåöÜëáéï 3

Áõôüìáôá êáé Ìç÷áíÝò Turing

4.1 Ìç÷áíÝò Turing

4.2 Ôõðéêüò ïñéóìüò ôùí ìç÷áíþí Turing

4.3 Õðïëïãéóìïß ìå Ìç÷áíÝò Turing

4.4 Mç ÍôåôåñìéíéóôéêÝò Ìç÷áíÝò Turing

3.1 Ìç÷áíÝò Turing
Ôï 1936 ï Üããëïò ìáèçìáôéêüò Alan Turing ðñüôåéíå êáé ðåñéÝãñáøå ôõðéêÜ
Ýíá ãåíéêü ìïíôÝëï õðïëïãéóìïý ôï ïðïßï Ýìåéíå ãíùóôü ùò ìç÷áíÞ Turing.
Ç ìç÷áíÞ áõôÞ Ý÷åé ðïëëÝò ïìïéüôçôåò ìå ôï ãåíéêü ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï,
üìùò ïé êýñéåò äéáöïñÝò, üðùò ç Üðåéñç êáé áðåñéüñéóôç ìíÞìç êáèþò ìðï-
ñïýìå íá áðïèçêåýóïõìå üôéäÞðïôå óôéò êáôáóôÜóåéò áõôÞò, ôçí êáèéóôïýí
ùò ôï êáôÜëëçëï ìáèçìáôéêü ìïíôÝëï ãéá ôçí ôõðéêÞ ðåñéãñáöÞ ôïõ õðïëï-
ãéóìïý üðùò áõôüò åêôåëåßôáé áðü ôïõò óýã÷ñïíïõò ãåíéêÞò ÷ñÞóçò õðïëïãé-
óôÝò. Ìéá ìç÷áíç Turing ìðïñåß íá êÜíåé êáé íá õðïëïãßóåé ïôéäÞðïôå Ýíáò
õðïëïãéóôÞò ìðïñåß. Áêñéâþò üìùò áõôÞ ç éó÷ýò ôçò ìç÷áíÞò Turing ôçí ðå-
ñéïñßæåé êáèþò ðñïêýðôïõí ðñïâëÞìáôá ôá ïðïßá åßíáé áäýíáôïí íá åðéëõèïýí
áðü áõôÞ, êáé êáô'åðÝêôáóç áðü ïðïéïíäÞðïôå õðïëïãéóôÞ.

Êáôá êáéñïýò ðñïôÜèçêáí äéÜöïñá ìáèçìáôéêÜ ìïíôÝëá ðñïóïìïßùóçò ôïõ
õðïëïãéóìïý. ¼ëá üìùò åí ôÝëåé áðïäåß÷ôçêáí éóïäýíáìá ìå ôçí ìç÷áíÞ
Turing, ìå ôçí Ýííïéá üôé ïðïéáäÞðïôå ðñïâëÞìáôá áõôÜ ôá ìïíôÝëá Þôáí
éêáíÜ íá ëýóïõí, õðÞñ÷å ìéá ìç÷áíÞ Turing ç ïðïßá åðßóçò ôá Ýëõíå.
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ÄéáéóèçôéêÜ ç ëåéôïõñãßá ìéáò ìç÷áíÞò Turing åßíáé ðïëý áðëÞ. ×ñçóé-
ìïðïéåß ìéá áðåñéüñéóôç (ùò ðñïò ïðïéïäÞðïôå Üêñï áëëÜ ðáñáêÜôù èá ÷ñç-
óéìïðïéïýìå Ýíá éóïäýíáìï ìïíôÝëï ç ôáéíßá ôïõ ïðïßïõ åßíáé áðåñéüñéóôç ùò
ðñïò ôï Ýíá ìüíï Üêñï, ôï äåîß ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò) ôáéíßá êáé Ý÷åé
ìéá áðåñéüñéóôç ìíÞìç. Åßíáé åöïäéáóìÝíç ìå ìéá êåöáëÞ ç ïðïßá ìðïñåß íá
äéáâÜæåé êÜðïéï óýìâïëï ìéá ïñéóìÝíç óôéãìÞ, êáé áíÜëïãá ìå ôï óýìâïëï
ðïõ äéáâÜæåé êáé ôçí êáôÜóôáóç ðïõ âñßóêåôáé óå äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ,
ìðïñåß íá áëëÜîåé ôï óýìâïëï ôï ïðïßï äéáâÜæåé êáé íá êéíçèåß êáôÜ ìéá èÝóç
äåîéÜ Þ áñéóôåñÜ Þ íá ìåßíåé åêåß ðïõ åßíáé. Ç Ýííïéá ôçò êáôÜóôáóçò áíôé-
êáôïðôñßæåé ôçí ðëçñïöïñßá ðïõ Ý÷åé áðïèçêåýóåé ç ìç÷áíÞ ìÝ÷ñé óôéãìÞò.
Áõôü ôçò äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá \èõìÜôáé" äéÜöïñá ðñÜãìáôá, þóôå íá êÜíåé
ôéò êáôÜëëçëåò åíÝñãåéåò óôï ìÝëëïí. Áñ÷éêÜ ç ôáéíßá ðåñé´÷åé ôçí åßóïäï,
ìéá áêïëïõèßá áðü óýìâïëá, êáé êÝíÜ óýìâïëá ïðïõäÞðïôå áëëïý. Ç ìç÷áíÞ
óõíå÷ßæåé íá êÜíåé õðïëïãéóìïýò, äçëáäÞ íá áðïèçêåýåé ðëçñïöïñßåò êáé íá
äéáâÜæåé óýìâïëÜ, Ýùò üôïõ áðïöáóßóåé íá óôáìáôÞóåé ðáñÜãùíôáò ìéá Ýîïäï.
Ç Ýîïäïò áõôÞ ìðïñåß íá åßíáé \íáé" Þ \ü÷é" åÜí ç áñ÷éêÞ óõìâïëïóåéñÜ ðëåéñÞ
êÜðïéá óõíèÞêç, Þ êáðïéá Üëëç Ýîïäïò ç ïðïßá èá åßíáé óõíÜñôçóç ôçò áñ÷é-
êÞò óõìâïëïóåéñÜò. ÖõóéêÜ, óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò, ôßðïôá äåí ìðïñåß íá ìáò
åããõçèåß üôé üíôùò ç ìç÷áíÞ êÜðïôå èá ôåñìáôßóåé. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç
ìç÷áíÞ óõíå÷ßæåé ôïí õðïëïãéóìü ôçò ãéá ðÜíôá.

Óõíïøßæïíôáò ôéò äéáöïñÝò ìåôáîý ðåðåñáóìÝíùí (íôåôåñìéíéóôéêþí Þ ìç)
áõôïìÜôùí êáé ìç÷áíþí Ôuring, áõôÝò åßíáé:

. Ìéá ìç÷áíÞ Turing ìðïñåß íá ãñÜøåé óôçí ôáéíßá êáé íá äéáâÜóåé áðü
áõôÞí.

. Ç êåöáëÞ åããñáöÞò-áíÜãíùóçò ìðïñåß íá êéíçèåß êáé ðñïò ôéò äýï êá-
ôåõèýíóåéò, äçëáäÞ äåîéÜ êáé áñéóôåñÜ áðü ôçí ôñÝ÷ïõóá èÝóç ôçò.

. Ç ôáéíßá åßíáé Üðåéñç.

. Ïé åéäéêÝò êáôáóôÜóåéò áðïäï÷Þò Þ áðüññéøçò ôåñìáôßæïõí Üììåóá ôçí
ëåéôïõñãßá ôçò ìç÷áíÞò Turing.

3.2 Ôõðéêüò ïñéóìüò ôùí ìç÷áíþí Turing
Ôï ðéï óçìáíôéêü êïììÜôé óôçí ðåñéãñáöÞ ìéáò ìç÷áíÞò Turing åßíáé ï ïñé-
óìüò ôçò óõíÜñôçóçò ìåôÜâáóçò, åðåéäÞ áõôÞ êáèïñßæåé ìå ðéï ôñüðï èá ëåé-
ôïõñãåß êÜèå äåäïìÝíç óôéãìÞ ç ìç÷áíÞ, äçëáäÞ ìå ðéïí ôñüðï èá óõíå÷ßæåôáé
ï õðïëïãéóìüò. Ãéá ìéá ìç÷áíÞ Turing ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò � Ý÷åé ôçí
åîÞò åñìçíåßá: äåäïìÝíïõ ôïõ ôñÝ÷ïíôïò óõìâüëïõ ðïõ äéáâÜæåé ç êåöáëÞ
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áðü ôçí ôáéíßá êáé ôçò ôñÝ÷ïõóáò êáôÜóôáóçò óôçí ïðïßá ç ìç÷áíÞ âñßóêåôáé,
ç êåöáëÞ ãñÜöåé Ýíáí íåü ÷áñáêôÞñá óôçí èÝóç ôçí ïðïßá âñßóêåôáé, áëëÜæåé
ôçí êáôÜóôáóç ôçò ìç÷áíÞò êáé ìåôáêéíåßôáé êáôÜëëçëá êáôÜ ìßá èÝóç äåîéÜ
Þ áñéóôåñÜ Þ ìÝíåé åêåß ðïõ åßíáé.

Ðéï ôõðéêÜ, Ýóôù Q ôï óýíïëï êáôáóôÜóåùí ôçí ìç÷áíÞò êáé Γ ôï áëöÜ-
âçôï ôçò ôáéíßáò ôüôå ç óõíÜñôçóç åßíáé ôçò ìïñöÞò � : Q×Γ → Q×Γ×{→
;←;−}.

Ïñéóìüò 4 Ìéá ìç÷áíÞ Turing åßíáé ìéá ðåíôÜäá (Q;Σ;Γ; �; s) üðïõ ôá Q
åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáôáóôÜóåùí ôï ïðïßï ðåñéÝ÷åé ôéò åéäéêÝò êá-
ôáóôÜóåéò ôåñìáôéóìïý qhalt; qaccept êáé qreject. Σ åßíáé ôï áëöÜâçôï åéóüäïõ
ôï ïðïßï äåí ðåñéÝ÷åé ôï óýìâïëï êåíïý t, Γ åßíáé ôï áëöÜâçôï ôçò ôáéíßáò
ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï óýìâïëï êåíïý t êáé ôï óýìâïëï ôçò áñ÷Þò ôçò óõìâïëïóåé-
ñÜò . (ôï ïðïßï äåß÷íåé ôï áñéóôåñüôåñï Üêñï ôçò ôáéíßáò üðïõ ç êåöáëÞ äåí
ìðïñåß íá ðñïóðåëÜóåé ðñïò ôá áñéóôåñÜ, êÜôé ðïõ äåí åðçñåÜæåé ôçí ãåíéêü-
ôçôá êáé ôçí éó÷ý ôçò ìç÷áíÞò Turing), s ∈ Q åßíáé ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôçò
ìç÷áíÞò êáé � : Q× Γ → Q× Γ× {→;←;−}åßíáé ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò.
Áöïý ç êåöáëÞ äåí ìðïñåß íá ðÜåé áñéóôåñüôåñá ôïõ óõìâüëïõ ., Ý÷ïõìå üôé
�(q; .) = (p; .;→), ãéá ïðïéåóäÞðïôå êáôáóôÜóåéò q; p, äçëáäÞ ôï óýìâïëï .
äåí ìðïñåß íá ðñïóðåëáèåß ðñïò ôá áñéóôåñÜ êáé ðïôÝ äåí äéáãñÜöåôáé.

Ðùò üìùò ëåéôïõñãåß ìéá ìç÷áíÞ Turing; Áñ÷éêÜ, ìéá ìç÷áíÞ Touring,
ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü, äÝ÷åôáé ôçí åßóïäï, ìéá óõìâï-
ëïóåéñá w = �1�2 : : : �n ∈ Σ∗ ôï ïðïßï ôï áðïèçêåýåé óôéò n áñéóôåñüôåñåò
èÝóåéò ôçò ôáéíßáò. Ç áñ÷Þ ôçò óõìâïëïóåéñÜò äåéêôïäïôåßôáé áðü ôï óýì-
âïëï . ôï ïðïßï êáé ôïðïèåôåßôáé áêñéâþò óôá áñéóôåñÜ ôçò óõìâïëïóåéñÜò
åéóüäïõ. Ïé õðüëïéðåò èÝóåéò ôçò ôáéíßáò ðåñéÝ÷ïõí ôï êåíü óýìâïëï t ôï
ïðïßï õðïèÝóáìå üôé äåí áíÞêåé óôï áëöÜâçôï åéóüäïõ, äçëáäÞ ç áñ÷éêÞ óõì-
âïëïóåéñÜ åéóüäïõ äåí ôï ðåñéÝ÷åé, êáé Üñá ç ðñþôç åìöÜíéóç åíüò ôÝôïéïõ
óõìâüëïõ óçìáôïäïôåß ôï ôÝëïò ôçò åéóüäïõ. Ç êåöáëÞ áñ÷éêÜ ôïðïèåôåß-
ôáé óôçí áñéóôåñüôåñç èÝóç ôçò ôáéíßáò ç ïðïßá ðÜíôá ðåñéÝ÷åé ôï óýìâïëï
.. Áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ áñ÷ßæåé ç ëåéôïõñãßá ôçò ìç÷áíÞò Turing, ï õðïëïãé-
óìüò ôçò óõíå÷ßæåôáé üðùò ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò, ìÝ÷ñé
íá öôÜóåé óå ìéá êáôÜóôáóç ôåñìáôéóìïý, qhalt; qaccept êáé qreject. ÅÜí êáìéÜ
ôÝôïéá êáôÜóôáóç äåí Ý÷åé åìöáíéóôåß êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïõ õðïëïãéóìïý, ç
ìç÷áíÞ óõíå÷ßæåé. ÅÜí ç ìç÷áíÞ áðëÜ ôåñìáôßóåé óôçí êáôÜóôáóç qhalt ìå
åßóïäï w = �1�2 : : : �n, ôüôå èåùñïýìå ùò Ýîïäï ôçò ìç÷áíÞò ôï ðåñéå÷üìåíï
ôçò ôáéíßáò êáôÜ ôïí ôåñìáôéóìü ôçò êáé óõìâïëßæïõìå M(w) = y üðïõ Ì ç
ìç÷áíÞ Turing êáé y ìéá óõìâïëïóåéñÜ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ðåñéå÷üìåíï ôçò
ôáéíßáò áìÝóùò ìåôÜ ôïí ôåñìáôéóìü ôçò ìç÷áíÞò Ì .
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Êáèþò ï õðïëïãéóìüò ôçò ìç÷áíÞò Turing óõíå÷ßæåé, áëëáãÝò óõìâáßíïõí
óôçí ôñÝ÷ïõóá êáôÜóôáóç, óôï ôñÝ÷ùí óýìâïëï ðïõ äéáâÜæåé ç êåöáëÞ êá-
èþò êáé óôá ðåñéå÷üìåíá ôçò ôáéíßáò. Ãéá íá áíôéêáôïðôñéóôïýí êÜèå ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ ïé ôéìÝò ôùí ôñéþí áõôþí áíôéêåéìÝíùí, ïñéæïõìå ôçí Ýííïéá ôçò äéáìüñ-
öùóçò. Ç ôñÝ÷ïõóá äéáìüñöùóç, ðïõ ðñÝðåé íá ðáñáóôáèåß ìå óõãêåêñéìÝíï
ôñüðï, ìáò äßíåé ðëçñïöïñßá ãéá ôçí ôñÝ÷ïõóá äéáìüñöùóç ôïõ õðïëïãéóìïý,
üðùò áõôüò ðåñéãñÜöåôáé áðü ôéò ôéìÝò ôùí ôñéþí ðáñáðÜíù áíôéêåéìÝíùí.
Åóôù üôé ç ôñÝ÷ïõóá êáôÜóôáóç åßíáé ç q, ç êåöáëÞ äéáâÜæåé êÜðïéï óýìâïëï
�. ÁñéóôåñÜ ôïõ � õðÜñ÷åé ìéá õðïóõìâïëïóåéñÜ ôçò óõìâïëïóåéñÜò ôçò ôáé-
íßáò, u, åíþ ôï óýìâïëï � ìáæß ìå ôçí õðüëïéðç õðïóõìâïëïóåéñÜ óôá äåîéÜ
ôïõ óõìâïëßæåôáé ìå v. ÄçëáäÞ åÜí ç óõìâïëïóåéñÜ ôçò ôáéíßáò ôç äåäïìÝíç
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ åßíáé ç w, ôüôå w = uv. ÁõôÞ ç äéáìüñöùóç óõìâïëßæåôáé
ùò (u q v). Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç äéáìüñöùóç (111 q2 01) óçìáßíåé üôé ç ìç÷áíÞ
âñßóêåôáé áõôÞ ôç óôéãìÞ óôç êáôÜóôáóç q2 êáé ç êåöáëÞ äéáâÜæåé ôï 0, åíþ
ç óõìâïëïóåéñÜ ðïõ ðåñéÝ÷åé ç ôáéíßá åßíáé ç 11101.

Ôé ó÷Ýóç Ý÷ïõí üìùò ìåôáîý ôïõò ïé äéÜöïñåò äéáìïñöþóåéò ìéáò ìç÷áíÞò;

Ïñéóìüò 5 Åóôù Ì ìéÜ ìç÷áíÞ Turing. ËÝìå üôé ìéá äéáìüñöùóç (u q v)
áðïöÝñåé óå Ýíá âÞìá ôçí äéáìüñöùóç (u′ q′ v′), ãåãïíüò ôï ïðïßï óõìâïëß-
æåôáé ùò (u q v) `M (u′ q′ v′), åÜí, äéáéóèçôéêÜ, Ýíá âÞìá ôçò ìç÷áíÞò ìáò
áðü ôçí äéáìüñöùóç (u q v) ìáò ìåôáöÝñåé óôçí äéáìüñöùóç (u′ q′ v′). Ðéï
ôõðéêÜ, éó÷ýåé ôï áêüëïõèï: áñ÷éêÜ, Ýóôù � ôï áñ÷éêü óýìâïëï ôçò óõì-
âïëïóåéñÜò v êáé Ýóôù üôé Ýï÷õìå ôçí ìåôÜâáóç �(q; �) = (p; �;K). Ôüôå,
áñ÷éêÜ, ðñÝðåé íá éó÷ýåé üôé q′ = p. Å÷ïõìå ôñåéò ðåñéðôþóåéò:

1. Ê =→: Ôüôå v′ = v åêôüò áðü ôï ðñþôï óýìâïëï, ôï ïðïßï Þôáí �, ôï
ïðïßï ðñïóáñôÜôáé ôþñá ùò rho óôçí óõìâïëïóåéñÜ u. ÄçëáäÞ u′ = u�.

2. Ê =←: Ôüôå u′ = u åêôüò áðü ôï ôåëåõôáßï óýìâïëï ôï ïðïßï ðñïóôß-
èåôáé óôç óõìâïëïóåéñÜ v′ êáé ôçò ïðïßáò ôï ðñþôï, ðñéí ôçí ðñïóÜñ-
ôçóç, óýìâïëï ìåôáôñÝðåôáé áðü � óå �.

3. ÔÝëïò, åÜí Ê = − ôüôå u′ = u êáé v′ = v åêôüò áðü ôï ðñþôï óýìâïëï
ôï ïðïßï ìåôáôñÝðåôáé áðü � óå �.

Áöïý ïñßóáìå ôç ó÷Ýóç ôçò \ðáñáãùãÞò óå Ýíá âÞìá" ìåôáîý ôùí äéá-
ìïñöþóåùí, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôç ó÷Ýóç \ðáñÜãåé" ùò ôçí ìåôáâáôéêÞ
êëåéóôüôçôá ôçò áñ÷éêÞò ó÷Ýóçò. ËÝìå üôé ìéá äéáìüñöùóç C ðáñÜãåé Þ áðï-
öÝñåé óå k ≥ 0; k ∈ N âÞìáôá ôç äéáìüñöùóç C ′, ôï ïðïßï ôï óõìâïëßæïõìå
ùò C `k C ′, åÜí õðÜñ÷ïõí k − 1 åíäéÜìåóåò êáôáóôÜóåéò Ci Ýôóé þóôå íá
éó÷ýåé C ` C1 ` · · · ` Ck−1 ` C ′. ÔÝëïò, ëÝìå üôé ç äéáìüñöùóç C áðïöÝñåé
Þ ðáñÜãåé ôç äéáìüñöùóç C ′, ôï ïðïßï óõìâïëßæåôáé ùò C `∗ C ′, åÜí õðÜñ÷åé
k ≥ 0; k ∈ N ôÝôïéo þóôå C `k C ′.
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3.3 Õðïëïãéóìïß ìå Ìç÷áíÝò Turing
ÃåíéêÜ ïé ìç÷áíÝò Turing öáßíïíôáé éäáíéêÜ áõôüìáôá ãéá íá ëýíïõí óõãêåêñé-
ìÝíïõ ôýðïõò ðñïâëçìÜôùí Þ íá õðïëïãßæïõí óõíáñôÞóåéò ùò ðñïò äéÜöïñåò
óõìâïëïóåéñÝò, äçëáäÞ öáßíïíôáé éêáíÝò íá õðïëïãßæïõí êáé íá áðïöáóßæïõí
Þ íá áðïäÝ÷ïíôáé äéÜöïñåò ãëþóóåò:

Ïñéóìüò 6 Åóôù ìéá ãëþóóá L ⊂ Σ∗ óôï áëöÜâçôï Σ. Åóôù Ì ìéá ìç÷áíÞ
Turing ôÝôïéá þóôå, ãéá êÜèå óõìâïëïóåéñÜ x ∈ Σ∗ íá ìðïñåß íá ëÝåé \íáé"
åÜí x ∈ L, åíþ åÜí x =∈ L ôüôå ç Ì íá áðïêñßíåôáé \ü÷é" (äçëáäÞ, ìåôÜ ôï
ôÝëïò ôçò ëåéôïõñãßáò ôçò íá ìåôáâáßíåé óå ìéá åéäéêÞ êáôÜóôáóç áðïäï÷Þò
qaccept Þ áðüññéøçò qreject áíôßóôïé÷á). Ôüôå, ç ìç÷áíÞ Ì áðïöáóßæåé ôç
ãëþóóá L. ÅÜí ìéá ãëþóóá L áðïöáóßæåôáé áðü ìéá ìç÷áíÞ Turing üôå ç L
åßíáé áíáäñïìéêÞ ãëþóóá.

ÅÜí ç ìç÷áíÞ Turing M áðáíôÜåé (èåôéêÜ) ìüíïí üôáí x ∈ L, åíþ óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ x =∈ L ç Ì äåí ôåñìáôßæåé ðïôÝ, ôüôå ç ìç÷áíÞ Ì áðïäÝ÷åôáé
ôçí ãëþóóá L. Ìéá ãëþóóá ðïõ ãßíåôáé áðïäåêôÞ áðü êÜðïéá ìç÷áíÞ Turing,
åßíáé áíáäñïìéêþò áðáñéèìÞóéìç.

Áí êáé ï üñïò ôçò áðïöáóéóéìüôçôáò ìéáò ãëþóóáò öáßíåôáé ëïãéêüò êáé
äéáéóèçôéêüò, áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ï üñïò ôçò áðïäï÷Þò ðáñïõóéÜæåé ìéá áóõìå-
ôñßá. Ç ìç÷áíÞ áðáíôÜåé ìüíï üôáí ç óõìâïëïóåéñÜ áíÞêåé óôçí õðïêåßìåíç
ãëþóóá, åíþ áí äåí áíÞêåé ôüôå ç ìç÷áíÞ äå ôåñìáôßæåé ðïôÝ. Ðþò üìùò
åßìáóôå óßãïõñïé üôé ç ìç÷áíÞ ìå ôç äåäïìÝíç åßóïäï äåí ôåñìáôßæåé. Ôï
áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá, äçëáäÞ áõôü ôïõ ôåñìáôéóìïý ìéáò ìç÷áíÞò ìå åßóïäï
ìéá äåäïìÝíç óõìâïëïóåéñÜ åßíáé ßóùò ôï ðéï ãíùóôü ìç åðéëýóçìï ðñüâëçìá.
Áõôü ìáò äåß÷íåé üôé ç áðïäï÷Þ ìéáò ãëþóóáò äåí åßíáé ìéá êáíïíéêÞ áëãï-
ñéèìéêÞ Ýííïéá, üìùò ìáò âïçèÜåé íá êáôçãïñéïðïéÞóïõìå ôá äéÜöïñá ðñïâëç-
ìáôá. Åíá áíÜëïãï ðñüôõðï õðÜñ÷åé êáé óôïí ïñéóìü ôùí ìç íôåôåñìéíéóôéêþí
ìç÷áíþí Turing, üðùò åî'Üëëïõ èá äïýìå êáé óå åðüìåíç åíüôçôá ôïõ ðáñü-
íôïò êåöáëáßïõ.

Ïóïí áöïñÜ ôç ó÷Ýóç ôùí áíáäñïìéêþí ìå ôéò áíáäñïìéêþò áðáñéèìÞóéìåò
ãëþóóåò, ôï ðáñáêÜôù áðïôÝëåóìá åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷ôåß:

Ðñüôáóç 1 ÅÜí ìéá ãëþóóá L åßíáé áíáäñïìéêÞ, ôüôå åßíáé êáé áíáäñïìé-
êþò áðáñéèìÞóéìç.

Áðüäåéîç: Åóôù ìéá ìç÷áíÞ Ôuring Ì ç ïðïßá áðïöáóßæåé ìéá ãëþóóá L,
äçëáäÞ ç ãëþóóá L åßíáé áíäñïìéêÞ. Èá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá íÝá ìç÷áíÞ
Turing Ì ′ ç ïðïßá íá áðïäÝ÷åôáé ôç óõãêåêñéìÝíç ãëþóóá ùò åîÞò: ç Ì ′

ëåéôïõñãåß ôåëåßùò áíôßóôïé÷á ìå ôçí Ì , ìå ôç ìüíç äéáöïñÜ üôé üôáí ç Ì
åôïéìÜæåôáé íá åéóÝëèåé óå ìéá êáôÜóôáóç áðüññéøçò ôçò äåäïìÝíçò óõìâï-
óåéñÜò, ç Ì ′ ðÝöôåé óå ìéá Üðåéñç áíáêýêëùóç, ãéá ðáñÜäåéãìá áñ÷ßæåé íá
êéíåßôáé åð'Üðåéñïí ðñïò ôá äåîéÜ, êáé äå ôåñìáôßæåé ðïôÝ. ¤
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3.4 Ìç ÍôåñìéíéóôéêÝò Ìç÷áíÝò Turing
Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá èá ïñßóïõìå Ýíá ìïíôÝëï ìç÷áíþí Turing ðïõ üðùò
äåí áíôáðïêñßíåôáé óôçí Ýííïéá ôïõ ðñáãìáôéêïý õðïëïãéóìïý. Ïé ëüãïé ðïõ
ïñßæïõìå ôÝôïéá ìç ñåáëéóôéêÜ ìïíôÝëá åßíáé êõñßùò ãéá êáôçãïñéïðïßçóç êáé
ìåëÝôç äéáöüñùí ðñïâëçìÜôùí. Ðáñ'üë'áõôÜ, ôï íÝï ìïíôÝëï èá åßíáé éóïäý-
íáìï ìå ôï êëáóóéêü ìïíôÝëï ôçò ìç÷áíÞò Turing, ìå ôçí Ýííïéá üôé êÜèå
ìç÷áíÞ Turing åßíáé óå Ýóç íá ðñïóïìïéþóåé ôï íÝï ìç íôåôåñìéíéóôéêü ìï-
íôÝëï áëëÜ ÷Üíïíôáò åêèåôéêÞ éó÷ý, üóïí áöïñÜ ôïí ÷ñüíï åêôÝëåóçò.

Ïñéóìüò 7 Ìéá ìç íåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Ôuring åßíáé êá ðÜëé, üðùò êáé
óôçí ðåñßðôùóç ôùí êëáóóéêþí ìç÷áíþí Turing, ìéá äéáôåôáãìÝíç ôåôñÜäá
N = (K;Σ;∆; s). Ôá K;Σ êáé s ïñßæïíôáé üðùò êáé ðñßí, äçëáäÞ áíôéóôïé-
÷ïýí óôï óýíïëï êáôáóôÜóåùí, óôï áëöÜâçôï êáé óôçí áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç. Ç
êýñéá äéáöïñÜ Ýãêåéôáé óôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò ìåôÜâáóçò. Ôï ãåãïíüò
üôé ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ, üðùò åî'Üëëïõ õðïäçëþíåé êáé ï üñïò \ìç
íôåôåñìéíéóìüò", äåí Ý÷åé ìéá áêñéâþò êáèïñéóìÝíç åðüìåíç êßíçóç ôïõëÜ-
÷éóôïí óå Ýíá âÞìá ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò áëëÜ Ýíá óýíïëï åðéëïãÞò ôçò åðü-
ìåíçò êßíçóçò, \áíáãêÜæåé" ôç ∆ íá ìçí åßíáé ðéá óõíÜñôçóç áëëÜ ó÷Ýóç.

ÄçëáäÞ ∆ ⊂ (K×Σ)×
(
(K∪{h; “íáé”; “o÷é”})×Σ×{−;→;←}

)
, êÜôé ôï

ïðïßï óçìáßíåé üôé ãéá êÜèå óõíäéáóìü êáôáóôÜóåùò - óõìâüëïõ åíäÝ÷åôáé
íá õðÜñ÷ïõí ðåñéóóüôåñåò ôçò ìßáò äéáèÝóéìåò ìåôáâÜóåéò.

Ïé äéáìïñöþóåéò ìéáò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìç÷áíÞò Turing ïñßæïíôáé ìå
ôåëåßùò áíÜëïãï ôñüðï üðùò êáé óôç íåôåñìéíéóôéêÞ ðåñßðôùóç ìå ôç ìüíç
äéáöïñÜ üôé ç ó÷Ýóç \áðïöÝññåé" 'ç \ðáñÜãåé" äåí åßíáé ðëÝïí óõíÜñôçóç áëëÜ
ó÷Ýóç. ÊáôÜ ô'Üëëá, ïé íüìéìåò ìåôáâÜóåéò ìåôáîý äéáìïñöþóåùí ïñßæïíôáé
ôåëåßùò áíÜëïãá.

Ï õðïëïãéìüò ìéáò ìç÷áíÞò Turing åßíáé óôçí ïõóßá Ýíá äÝíäñï ôá êëá-
äßá ôïõ ïðïßïõ áíôéóôïé÷ïýí óå äéáöïñåôéêÜ ìïíïðÜôéá - ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò
åðéëïãÝò ôçò ìç÷áíÞò. ÅÜí êÜðïéï ôÝôïéï õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ïäçãåß óå
áðïäï÷Þ ôçò åéóüäïõ, ôüôå ç ìç÷áíÞ áõôÞ áðïäÝ÷åôáé ôçí åßóïäü ôçò. Áíôß-
èåôá, åÜí êáíÝíá ôÝôïéï õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé äåí ïäçãåß óå áðïäï÷Þ, Þ
áíôßóôïé÷á üëá ïäçãïýí óå áðüññéøç, ôüôå ç ìç÷áíÞ áðïññßðôåé ôçí åßóïäü
ôçò.

Áðü ôá ðáñáðÜíù, åßíáé ôåëåßùò óáöÝò üôé êÜèå íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ
Turing åßíéá êáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ êáèþò ïé óõíáñôÞóåéò åßíáé åéäéêÞ ðåñß-
ðôùóç ó÷Ýóåùí. ÄçëáäÞ ïé íåôåñìéíéóôéêÝò ìç÷áíÝò Turing åßíáé óôçí ïïõóßá
ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò ìç÷áíÝò ãéá ôéò ïðïßåò ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé ðÜíôïôå êáëÜ
êáèïñéóìÝíï.
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Èåþñçìá 1 ÊÜèå ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing ç ïðïßá åêåôåëåßôáé óå
÷ñüíï t(n) Ý÷åé ìéá éóïäýíáìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing, ðïõ áðïöáóß-
æåé äçëáäÞ ôçí ßäéá ãëþóóá, ç ïðïßá åêôåëåßôáé óå ÷ñüíï 2O(t(n) ãéá åéóüäïõò
ìåãÝèïõò n.

Áðüäåéîç: Åóôù ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing Í ç ïðïßá åêå-
ôåëåßôáé óå ÷ñüíï t(n). ÈÝëïõìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí íôåôåñìéíéóôéêü
áëãüñéèìï, ïõóéáóôéêÜ ìéá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing Ì , ç ïðïßá èá ðñï-
óïìåéþíåé ôéò ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò åðéëïãÝò ôçò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìç÷áíÞò
Í .

Ç ðñïóïìåéïýìåíç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Ì èåùñåß üëåò ôéò áêïëïõèßåò
ìç íôåôåñìéíéóôéêþí åðéëïãþí, ìå áýîïõóá äéÜôáîç ìÞêïõò, êáé ãéá êÜèå ìßá
ôÝôïéá áêïëïõèßá, ðñïóïìåéþíåé ôçí ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Í , ç ïðïßá
ãéá äùèÝí ðñüâëçìá Ð, áðïöáóßæåé ôçí áíôßóôïé÷ç ãëþóóá óå ÷ñüíï t(n).
Ï ÷ñüíïò t(n) äåí åßíáé åê ôùí ðñùôÝñùí ãíùóôüò óôçí Í , Üñá ðñÝðåé íá
èåùñÞóåé üëåò ôéò áêïëïõèßåò êáé ü÷é ìüíï áõôÝò ìÞêïõò t(|n|). ÅÜí ïé áíôß-
óôïé÷åò åðéëïãÝò ôçò åêÜóôïôå áêïëïõèßáò ðïõ ðñïóïìåéþíåé ç ìç÷áíÞ Ì
ïäçãïýí óå ìéá ôåëéêÞ \íáé" êáôÜóôáóç, ôüôå ç ìç÷áíÞ Ì óôáìáôÜåé åðßóçò
óå ìéá \íáé" êáôÜóôáóç ôåñìáôéóìïý, áëëéþò áðëÜ ðñï÷ùñÜåé èåùñþíôáò ôçí
åðüìåíç áêïëïõèßá ìç íôåôåñìéíéóôéêþí åðéëïãþí.

Ãéá íá äçìéïõñãçèåß ç åðüìåíç áêïëïõèßá áðü ôçí íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ
Ì , áñêåß íá äïýìå üôé êÜèå ìéá áêïëïõèßá åðéëïãþí ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò
ìéá áêïëïõèßá áêåñáßùí áðü ôï ðåäßï 0; 1; : : : ; d− 1, üðïõ d åßíáé ï ìÝãéóôïò
áñéèìüò åðéëïãþí ðïõ ìïñåß íá Ý÷åé óå êÜðïéï âçìá ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç-
÷áíÞ Í . Áñá ãéá ôç äçìéïõñãßá ôçò åðüìåíçò áêïëïõèßáò áðü ôçí Ì áñêåß íá
äçìéïõñãçèåß ï åðüìåíïò áêÝñáéïò óôï d-áäéêü óýóôçìá. ÅÜí óå êÜðïéï âÞìá
ôçò ðñïóïìåßùóçò, ç ìç÷áíÞ Ì èåùñåß áêïëïõèßåò ìÞêïõò Ýóôù t, êáé êáìßá
áðü áõôÝò äåí ôåñìáôßæåé óå ìéá \íáé" êáôÜóôáóç êáé åðéðëÝïí äåí õðÜñ÷åé
êáìßá áêïëïõèßá ôçò ïðïßáò íá óõíå÷ßæåé ï õðïëïãéóìüò ìå åðéëïãÝò ìÞêïõò
ìåãáëýôåñïõ ôïõ t, ôüôå ç ìç÷áíÞ Ì ìðïñåß íá óõìðåñÜíåé üôé ç ìç÷áíÞ Í
áðïññßðôåé ôçí åßóïäü ôçò. Áñá ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò ãéá íá ðñïóïìåéùèåß ç ìç
íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Í áðü ôçí Ì åßíáé

∑t(n)
i=1 d

i = O(dt(n)) åðß ôïí ÷ñüíï
ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ãéá íá äçìéïõñãçèåß êáé íá åëåã÷èåß êÜèå áêïëïõèßá åðéëïãþí,
÷ñüíïò ï ïðïßïò åßíáé O(2t(n)). ¤

3.5 ÊëÜóåéò Ðïëõðëïêüôçôáò ×ñüíïõ êáé ×þñïõ
Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá, èá ïñßóïõìå ôéò êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò ÷þñïõ êáé
÷ñüíïõ åíäéáöÝñïíôüò ìáò êáé èá ðáñïõóéÜóïõìå ïñßóìÝíá ÷ñÞóéìá áðïôåëÝ-
óìáôá.
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3.5.1 Ðïëõðëïêüôçôá ×ñüíïõ
Áêüìá êáé åÜí Ýíá ðñüâëçìá åßíáé ãåíéêÜ åðéëýóéìï, áõôü óå êáìßá ðåñß-
ðùóç äå óçìáßíåé üôé ìðïñåß íá åðéëõèåß óå ëïãéêü ÷ñüíï, ôïõëÜ÷éóôïí ìå ôç
óçìåñéíÞ ôå÷íïëïãßá õðïëïãéóôéêþí óõóôçìÜôùí. ÐáñáêÜôù, ïñßæïõìå ôïí
ôñüðï ìå ôïí ïðïßï \ìåôñéÝôáé" ï õðïëïãéóôéêüò ÷ñüíïò åíüò õðïëïãéóôéêïý
ìïíÝëïõ: ôá âÞìáôá ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé þóôå íá ôåñìáôßóåé ôçí ëåéôïõñãßá ôïõ.

Åóôù ìéá ìç÷áíÞ Turing ç ïðïßá ôåñìáôßæåé ãéá üëåò ôéò ðéèáíÝò åéóüäïõò.
Ï ÷ñüíïò åêôÝëåóçò ôçò ìç÷áíÞò áõôÞò åßíáé ìéá óõíÜñôçóç f : N→ N üðïõ
ç óõíÜñôçóç áõôÞ, ìå åßóïäï ìéá óõìâïëïóåéñÜ x : |x| = n áíôéðñïóùðåýåé
ôï ìÝãéóôï áñéèìü õðïëïãéóôéêþí âçìÜôùí ðïõ ÷ñåéÜæåôáé þóôå ç ìç÷áíÞ
íá ôåñìáôßóåé ôç ëåéôïõñãßá ôçò ãéá êÜèå åßóïäï. Áõôü éó÷ýåé êáé ãéá ôéò
íåôåñìéíéóôéêÝò êáé ãéá ôéò ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò ìç÷áíÝò Turing.
Ãéá ôéò íôåñìéíéóôéêÝò Ý÷ïõìå ôïí åîÞò ïñéóìü:

Ïñéóìüò 8 Åóôù g : N→ R ìéá óõíÜñôçóç. Ïñßæïõìå ôçí êëÜóç ðïëõðëï-
êüôçôáò TIME(g(n)) íá åßíáé Ýíá óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò ãëþóóåò ïé ïðïßåò
áðïöáóßæïíôáé óå ÷ñüíï O(g(n)) áðü êÜðïéá ìç÷áíÞ Turing, ãéá åéóüäïõò
ìåãÝèïõò n.

ËÝìå üôé ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing Í áðïöáóßæåé ìéá ãëþóóá
L óå ÷ñüíï f(n), f : N → N, åÜí ç Í áö'åíüò áðïöáóßæåé ôç ãëþóóá L
êáé áö'åôáßñïõ êÜèå õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé äåí Ý÷åé ìÞêïò ìåãáëýôåï áðü
f(|x|) ðïëïãéóôéêÜ âÞìáôáãéá ôç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ |x|. ÄçëáäÞ, üôáí
ôåñìáôßæåé ç ìç÷áíÞ, ôï êÜíåé ìåôÜ áðü k ≤ f(|x|) âÞìáôá. Ìå Üëëá ëüãéá,
èåùñïýìå ùò \÷ñüíï" åêôÝëåóçò ôçò ìç÷áíÞò ôï ýøïò ôïõ õðïëïãéóôéêïý
äÝíôñïõ ôçò äåäïìÝíçò ìç÷áíÞò, ÷ùñßò íá ëáìâÜíïõìå õð'üøéí ôï ðëÜôïò,
äçëáäÞ ôï ðüóá äéáöïñåôéêÜ õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá áõôü Ý÷åé.

Ïñéóìüò 9 Åóôù t : N → R ìéá óõíÜñôçóç. Ïñßæïõìå ôçí êëÜóç ðïëõ-
ðëïêüôçôáò NTIME(g(n)) íá åßíáé Ýíá óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò ãëþóóåò
ïé ïðïßåò áðïöáóßæïíôáé óå ÷ñüíï O(t(n)) áðü êÜðïéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ
ìç÷áíÞ Turing, ãéá åéóüäïõò ìåãÝèïõò n.

Éóùò ç ðéï óçìáíôéêÞ êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò ÷ñüíïõ åßíáé ç êëÜóç NP ç
ïðïßá ïñßæåôáé ùò åîÞò: NP =

⋃
k NTIME(nk), äçëáäÞ ôï óýíïëï åêåßíùí

ôùí ãëùóóþí ðïõ áðïöáóßæïíôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ùò ðñïò ôï ìÝãå-
èïò ôçò åêÜóôïôå åéóüäïõ. Óôçí êëÜóç áõôÞ áíÞêïõí ôá ðåñéóóüôåñá, áí ü÷é
üëá, ôá ðñïâëÞìáôá ðñáêôéêïý êáé èåùñçôéêïý åíäéáöÝñïíôïò. Åßíáé ãåíéêÜ
ç êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí ôá ïðïßá Ý÷ïõí ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, ìç íôåôåñ-
ìéíéóôéêïýò áëãïñßèìïõò. Ãéá ðïëëÜ áðü áõôÜ, äåí åßíáé ãíùóôü åÜí áõôïé ïé
ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ìç íôåôåñìéíéóôéêïß áëãüñéèìïé ìðïñïýí íá ìåôáöñá-
óôïýí óå ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ íåôåñìéíéóôéêïýò áëãïñßèìïõò.
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3.5.2 Ðïëõðëïêüôçôá ×þñïõ
Ìáæß ìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ÷ñüíïõ, ç ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ åßíáé ìéá óç-
ìáíôéêüôáôç êëÜóç ìå ôçí ïðïßá ìåôñÜìå ôçí áíÜèåóç ðüñùí óå äéÜöïñïõò
ðñáêôéêïýò õðïëïãéóìïýò. Ç ðïëõðëïêüôçôá áõôÞ áíôéêáôïðôñßæåé ôç ìíÞìç
ðïõ ÷ñåéÜæåôáé Ýíá ðñüâëçìá ãéá íá åêôåëåóôåß. Ïðùò êáé óôç ðåñßðôùóç ôçò
÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêüôçôáò, üóï ðéï ìéêñÞ ç ðïóüôçôá ìíÞìçò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé
Ýíá äåäïìÝíï ðñüâëçìá, ôüóï ðéï åöéêü åßíáé, üôáí áíáöáñüìáóôå óôçí ÷ùñéêÞ
ðïëõðëïêüôçôá. Áõôïý ôïõ åßäïõò ç ðïëõðëïêüôçôá Ý÷åé ðïëëÜ êïéíÜ óôïé-
÷åßá ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ÷ñïíéêÞ êáé ðáñÜëëçëá ìáò âïçèÜåé óôçí ðåñ'áéôÝñù
ïìáäïðïéÞóç õðïëïãéóôéêþí ðñïâëçìÜôùí.

Áñ÷éêÜ, äïèÝíôïò åíüò õðïëïãéóôéêïý ðñïâëÞìáôïò, åßíáé áíáãêáßï íá ïñß-
óïõìå ôõðéêÜ ôé åßíáé ç ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý. Áõôü
öõóéêÜ èá ãßíåé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ãéá ìïíôÝëï ôéò ìç÷áíÝò Turing:

Ïñéóìüò 10 Åóôù Ì ìéá ìç÷áíÞ Turing ç ïðïßá ôåñìáôßæåé ãéá üëåò ôéò
åéóüäïõò. Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò ó÷åôéêÜ ìå ôïí ôñüðï õðïëïãéóìïý
ôçò ìç÷áíÞò áõôÞò:

1. Ç ìç÷áíÞ Ì åßíáé íôåôåñìéíéóôéêÞ. Ôüôå ç ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ ôçò
äåäïìÝíçò ìç÷áíÞò Ì åßíáé ìéá óõíÜñôçóç f : N→ N, üðïõ f(n) åßíáé
ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò äéåõèýíóåùí ìíÞìçò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ìç÷áíÞ Ì þóôå
íá ïëïêëçñþóåé ôïí õðïëïãéóìü ôçò ãéá åéóüäïõò ìåãÝèïõò (ìÞêïõò) n.
ÅÜí ç ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ ìéáò ìç÷áíÞò Turing Ì åßíáé f(n) ôüôå
ëÝìå üôé ç ìç÷áíÞ åêôåëåßôáé óå ÷þñï f(n).

2. Ç ìç÷áíÞ Ì åßíáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ. Ôüôå, ç ðïëõðëïêüôçôá ÷þñïõ
ôçò Ì åßíáé f(n) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ï ìÝãéóôï áñéèìü äéåõèýíóåùí
ìíÞìçò (êåëéþí ôáéíßáò óôç ðåñßðôùóç ôùí ìç÷áíþí Turing) ðïõ ÷ñåéÜ-
æåôáé íá ðñïóðåëÜóåé ç ìç÷áíÞ þóôå íá ïëïêëçñþóåé ôïí õðïëïãéóìü
ôçò ãéá åéóüäïõò ìåãÝèïõò n.

ÐáñáêÜôù ïñßæïõìå ôéò êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò ÷þñïõ:

Ïñéóìüò 11 Åóôù t : N → R ìéá óõíÜñôçóç. Ïñßæïõìå ôçí êëÜóç ðïëõ-
ðëïêüôçôáò SPACE(t(n)) íá åßíáé Ýíá óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò ãëþóóåò ïé
ïðïßåò áðïöáóßæïíôáé óå ÷þñï O(t(n)) áðü êÜðïéá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ
Turing, ãéá åéóüäïõò ìåãÝèïõò n.

êáé áíôßóôïé÷á ãéá ôç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ðåñßðôùóç
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Ïñéóìüò 12 Åóôù t : N → R ìéá óõíÜñôçóç. Ïñßæïõìå ôçí êëÜóç ðïëõ-
ðëïêüôçôáò NSPACE(t(n)) íá åßíáé Ýíá óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò ãëþóóåò
ïé ïðïßåò áðïöáóßæïíôáé óå ÷þñï O(t(n)) áðü êÜðïéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ
ìç÷áíÞ Turing, ãéá åéóüäïõò ìåãÝèïõò n.

Ç êýñéá êëÜóç åíäéáöÝñïíôüò ìáò åßíáé ç êëÜóç NSPACE(n), äçëáäÞ ç
êëÜóç åêåßíç ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá ôá ðñïâëÞìáôá ôá ïðïßá áðïöáóßæïíôáé óå ÷þñï
áêñéâþò ãñáììéêü óå ó÷Ýóç ìå ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ (ôçí ïðïßá èåùñïýìå
íá Ý÷åé ìÝãåèïò n). Ïðùò èá äïýìå êáé óôç óõíÝ÷åéá, ç óõãêåêñéìÝíç êëÜóç
åßíáé óôçí ïõóßá ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ìå óõìöñáæüìåíá.

3.5.3 Ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò
Ôá ðñïâëÞìáôá üìùò ðïõ áíÞêïõí óôçí êëÜóç NP, Ý÷ïõí ìéá ðïëý óçìáíôéêÞ
éäéüôçôá, ôçí ïðïßá êáé èá áîéïðïéÞóïõìå êáôÜ êüñïí óôï åðüìåíï êïììÜôé
ôçò ðáñïýóçò äéáôñéâÞò. Ðñéí áíáëýóïõìå ôçí éäéüôçôá áõôÞ , åßíáé áðáñáßôçôï
íá ïñßóïõìå ôé åßíáé ïé åðáëçèåõôÝò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ:

Ïñéóìüò 13 Åíáò åðáëçèåõôÞò ãéá ìéÜ ãëþóóá Á åßíáé Ýíáò áëãüñéèìïò V
üðïõ

Á = {w | V (w; c) = “íáé”; ãéá êáðïéï c ∈ Σ(A)∗}

Ìåôñïýìå ôï ÷ñüíï åêôÝëåóçò ôïõ õðïëïãéóìïý ôïõ åðáëçèåõôÞ ðÜíôá ùò
ðñïò ôï ìÞêïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ w. Áñá, Ýíáò ðïëõùíõìéêïý ÷ñü-
íïõ åðáëçèåõôÞò åêôåëåßôáé óå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêÜ öñáãìÝíï ùò ðñïò ôï ìÝ-
ãåèïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ ôïõ áëãïñßèìïõ - ìç÷áíÞò Á. Ç ãëþóóá
Á åßíáé ðïëõùíõìéêÜ åðáëçèåýóéìç åÜí Ý÷åé êÜðïéïí ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ
åðáëçèåõôÞ.

Ãéá íá ãßíåé ðéï êáôáíïçôÞ ç ëåéôïõñãßá ôùí åðáëçèåõôþí, áò èåùñÞóïõìå
ôï ðáñáêÜôù ðáñÜäåéãìá:

ÐáñÜäåéãìá 2 Åóôù ôï ðñüâëçìá ôïõ (ìç êáôåõèõíüìåíïõ) ìïíïðáôéïý ×Ü-
ìéëôïí óå Ýíá ãñÜöçìá. Áõôü ðïõ åðéèõìïýìå åßíáé, äïèÝíôïò åíüò ìç êáôåõ-
èõíüìåíïõ ãñáöÞìáôïò G = (V;E) íá áðáíôÞóïõìå èåôéêÜ Þ áñíçôéêÜ óôï
åñþôçìá ôïõ êáôÜ ðüóïí ôï ãñÜöçìá áõôü Ý÷åé ìïíïðÜôé ×Üìéëôïí, äçëáäÞ
ìïíïðÜôé ðïõ íá ðåñíÜåé áêñéâþò ìßá öïñÜ áðü êÜèå êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Ðñïò ôï ðáñüí, äåí õðÜñ÷åé ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ íôåôåñìéíéóôéêüò áëãü-
ñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü. Ìéá ðéèáíüôçôá åðßëõóçò åßíáé ç åîÞò: äï-
êéìÜæïõìå üëá ôá äõíáôÜ ìïíïðÜôéá, ôï ïðïßá ìðïñåß íá åßíáé åêèåôéêÜ óå
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ðëÞèïò, ìÞêïõò |V | − 1 áêìþí. ÅÜí êÜðïéï áðü áõôü êùäêïðïéåß êáôÜë-
ëçëá êÜðïéï ìïíïðÜôé ×Üìéëôïí, ôüôå áðáíôÜìå \íáé". ÅÜí êáíÝíá ôÝôïéï
äõíáôü ìïíïðÜôé äåí éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç ôïõ ìïíïðáôéïý ×Üìéëôïí, ôüôå
áðáíôÜìå \ü÷é". Áðü ôç óôéãìÞ ðïõ ìðïñÝé íá õðÜñîïõí åêèåôéêÜ ðïëëÜ äéá-
öïñåôéÜ õðïøÞöéá ìïíïðÜôéá, ï ðáñáðÜíù \êïõôüò" áëãüñéèìïò åêôåëåßôáé
óå åêèåôéêü, ùò ðñïò ôçí áíáðáñÜóôáóç ôïõ ãñáöÞìáôïò, ÷ñüíï.

Ïìùò, ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá Ý÷åé ôçí åîÞò éäéüçôá. ÅÜí êÜðïéïò \ìá-
ãéêüò" áëãüñéèìïò, Ýíá ìáýñï êïõôß, ìáò äþóåé Ýíá õðïøÞöéï ìïíïðÜôé ×Ü-
ìéëôïí, ï Ýëåã÷ïò ôïõ êáôÜ ðüóïí åßíáé üíôïò Ýíá Ýãêõñï ìïíïðÜôé ×Üìéëôïí,
äéáäéêáóßá ôçí ïðïßá åî'Üëëïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé óôïí ðáñáðÜíù åêèåôéêü
áëãüñéèìï ìðïñåß íá ãßíåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Áí êáé äåí Ý÷ïõìå ðï-
ëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãïñßèìïõò ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü, åíôïýôïéò, åÜí êÜ-
ðïéïò ìáò åöïäéÜæåé ìå ðéèáíÜ ìïíïðÜôéá ×Üìéëôïí, ìðïñïýìå, óå ðïëõùíõ-
ìéêü ÷ñüíï, íá åðáëçèåýïõìå ôçí åãêõñüôçôá áõôþí: áðëÜ êïéôÜìå åÜí ôï
ìïíïðÜôé Ý÷åé ìÞêïò |V |−1 êáé äåí åðáíáëáìâÜíåé êÜðïéá êïñõöÞ. Ìå Üëëá
ëüãéá, ç åðáëÞèåõóç åíüò ðéèáíïý ìïíïðáôéïý ×Üìéëôïí, åßíáé ìéá äéáäéêáóßá
ðïëý åõêïëüôåñç áðü ôçí åýñåóç áõôïý.

ÁõôÞ ç äéáäéêáóßá åßíáé óôçí ïõóßá ï \åðáëçèåõôÞò" V ôïõ ðáñáðÜíù
ïñéóìïý, åíþ ôï ðñïò Ýëåã÷ï ìïíïðÜôé ×Üìéëôïí åßíáé ç óõìâïëóïåéñÜ c.
ÁõôÞ ç óõìâïëïóåéñÜ ïíïìÜæåôáé êáé ðéóôïðïéçôéêü, áöïý ðéóôïðïéåß ôçí
ýðáñîç ìïíïðáôéïý ×Üìéëôïí. Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç, áöïý ï åðáëçèåõôÞò
åêôåëåßôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, ôüôå ðñïöáíþò êáé ôï ðéóôïðïéçôéêü äåí
ìðïñåß íá Ý÷éå ìÞêïò ìåãáëýôåñï áðü ðïëõùíõìéêü.

Ôï åðüìåíï áðïôÝëåóìá åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêü ôçò ó÷Ýóçò ðñïâëçìÜôùí
ðïõ áíÞêïõí óôçí êëÜóç NP êáé áõôþí ðïõ Ý÷ïõí ðïëõùíõìéêïýò åðáëçèåõ-
ôÝò.

Èåþñçìá 2 Åóôù L ⊆ Σ∗ ìéá ãëþóóá óôï áëöÜâçôï Σ. Ôüôå, L ∈ NP åÜí
êáé ìüíïí åÜí õðÜñ÷åé ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ åðáëçèåõôÞò, Ýóôù V , ôÝôïéïò
þóôå L = {w | V (w; c) = “íáé”; ãéá êáðïéï c ∈ Σ(A)∗; c = poly(n)}
Áðüäåéîç: Åóôù üôé Ý÷ïõìå óôç äéÜèåóÞ ìáò Ýíáí ôÝôïéï åðáëçèåõôÞ V .
Èá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ìç íôåôåñìéíéóôéêü áëãü-
ñéèìï (äçëáäÞ ìç÷áíÞ Turing) A ðïõ èá áðïöáóßæåé ôç ãëþóóá L ùò åîÞò:
ï áëãüñéèìïò Á ìå åßóïäï w ∈ Σ∗ \ìáíôåýåé" ìéá óõìâïëóïåéñÜ c ìå ìÞêïò
ôï ðïëý |w|k ãéá êÜðïéï k ∈ Z êáé ôüôå ÷ñçóéìïðïéåß ôïí åðáëçèåõôÞ V þóôå
íá áðïöáóßóåé ôï êáôÜ ðüóïí V (w; c) = “íáé”. ÅÜí ç áðÜíôçóç åßíáé üíôïò
\íáé" ôüôå ç ìç÷áíÞ áðïêñßíåôáé \íáé" áëëéþò áðïêñßíåôáé \ü÷é".

Ãéá ôçí áíôßóôñïöç ðåñßðôùóç, Ýóôù üôé ç ãëþóóá L áíÞêåé óôç êëÜóç
ðïëõðëïêüôçôáò NP. ÄçëáäÞ, õðÜñ÷åé Ýíáò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ìç íôå-
ôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ï ïðïßïò áðïöáóßæåé ôç äåäïìÝíç ãëþóóá óå ÷ñüíï
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|w|k ãéá êÜðïéï k ∈ Z. Ïñßæïõìå ôïí åðáëçèåõôÞ V ùò åîÞò: V (w; c) = “íáé”
åÜí êáé ìüíïí åÜí ç óõìâïëïóåéñÜ c êùäéêïðïéåß Ýíáí õðïëïãéóìü áðïäï÷Þò
ôïõ áëãïñßèìïõ Á ìå åßóïäï w. Åßíáé îåêÜèáñï üôé ï áëãüñéèìïò åðáëÞèåõóçò
V åêôåëåßôáé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (áöïý ï Á åßíáé ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ,
êáíÝíá Ýãêõñï õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé äåí Ý÷åé ìåãáëýôåñï áðü ðïëõùíõìéêü
ìÞêïò) êáé åðéðëÝïí ÷ñåéÜæåôáé ãñáììéêüò ùò ðñïò ôï ìÞêïò ôçò óõìâïëï-
óåéñÜò êùäéêïðïßçóçò ôïõ õðïëïãéóìïý ãéá íá áðïöáíèåß åÜí áõôÞ åßíáé ìéá
Ýãêõñç óõìâïëïóåéñÜ õðïëïãéóìïý áðïäï÷Þò. Áñá ï áëãüñéèìïò V áðáíôÜåé
\íáé" åÜí êáé ìüíïí åÜí A(w) = \íáé". ¤

Ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá ìáò äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá áíôéëçöèïýìå äéáé-
óèçôéêÜ ôß áêñéâþò óçìáßíåé íá âñßóêåôáé Ýíá ðñüâëçìá óôçí êëÜóç ðïëõ-
ðëïêüôçôáò NP: êÜèå \íáé" óôéãìéüôõðï êÜèå ðñïâëÞìáôïò ðïõ áíÞêåé óôçí
NP, Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óýíôïìï (ðïëõùíõìéêü) ðéóôïðïéçôéêü c ôïõ ãåãï-
íüôïò üôé üíôïò åßíáé Ýíá \íáé" óôéãìéüôõðï. Ðñïöáíþò, ôá \ü÷é" óôéãìéüôõðá
äåí Ý÷ïõí ôÝôïéá ðéóôïðïéçôéêÜ. Ïðùò åßðáìå êáé ðñéí, ìðïñÝé íá ìçí Ý÷ïõìå
åöéêôïýò ôñüðïõ íá \íáêáëýøïõìå" áõôÜ ôá ðéóôïðïéçôéêÜ, áëëÜ åßìáóôå óß-
ãïõñïé üôé áõôÜ õðÜñ÷ïõí åÜí ôï óôéãìéüôõðï åßíáé Ýíá \íáé" óôéãìéüôõðï.

Ïðùò åßðáìå, ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ ìïíïðáôéïý ×Üìéëôïí ôï ðéóôïðïéçôéêü
åßíáé ôï ßäéï ôï ìïíïðÜôé ×Üìéëôïí ôï ïðïßï êáé õðÜñ÷åé åÜí êáé ìüíïí åÜí
ôï õðïêåßåíï ãñÜöçìá Ý÷åé ìïíïðÜôé ×Üìéëôïí. Óôï ðñüâëçìá ôçò éêáíïðïéç-
óéìüôçôáò ìéáò ëïãéêÞò Ýêöñáóçò, ôï ðéóôïðïéçôéêü åßíáé ç åêåßíç ç áíÜèåóç
áëçèïôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò áõôÞò ç ïðïßá êÜíåé áëçèÞ ôç ðñüôáóç. Êáé ðÜëé,
ôï ðéóôïðïéçôéêü áõôü õðÜñ÷åé åÜí êáé ìüíï åÜí ç ðñüôáóç åßíáé, Þ ìðïñÝé íá
ãßíåé, áëçèÞò äçëáäÞ åÜí Ýéíáé éêáíïðïéÞóéìç.

Ïðùò âëÝðïõìå, ôá ðéóôïðïéçôéêÜ ãåíéêÜ öáßíåôáé íá åßíáé ìÝñïò ôçò åé-
óüäïõ Þ ôïõëÜ÷éóôïí íá ìçí åßíáé ðïôÝ ìåãáëýôåñá áðü ôçí åßóïäï. ÐÜíù
óå áõôÞ ôç ðáñáôÞñçóç ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ôçí õðüèåóç üôé ç êëÜóç ðï-
ëõðëïêüôçôáò NP ðåñéÝ÷åé üëá ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí åðáëçèåõôÝò, êáé
Üñá ðéóôïðïéçôéêÜ, ãñáììéêïý ÷þñïõ (êáé ü÷é ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ). Ôï
ðáñáêÜôù áðïôÝëåóìá üìùò êéíåßôáé óôçí ôåëåßùò áíôßèåôç êáôåýèõíóç:

Èåþñçìá 3 NP 6= NSPACE(n)

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò, èá ìáò âïçèÞóåé ðïëý ç ðá-
ñáêÜôù óõíÜñôçóç ç ïðïßá åíåñãåß ðÜíù óå óõìâïëïóåéñÝò. ÁõôÞ ç óõíÜñ-
ôçóç, ôçí ïðïßá ëüãù ôçò ëåéôïõñãßáò ôçò èá ôçí ïíïìÜóïõìå pad áðü ôïí
áããëéü üñï ôçò Ýííïéáò \åðÝêôáóç", èá Ý÷åé äýï ïñßóìáôá: ìßá óõìâïëï-
óåéñÜ w êáé Ýíáí áñéèìü z. Ëåéôïõñãßá ôçò åßíáé íá ðñïóèÝôåé óôï ôÝëïò
ôçò óõìâïëïóåéñÜò w Ýíáí ÷áñáêôÞñá ðïõ äåí õðÜñ÷åé óôï áëöÜâçôï ôçò
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w, Ýóôù ôïí t, ôüóåò öïñÝò üóåò þóôå ç ôåëéêÞ óõìâïëïóåéñÜ íá Ý÷åé ìÞ-
êïò ôïõëÜ÷éóôïí z. Ðéï ôõðéêÜ, ç óõíÜñôçóç pad : Σ∗ × N → Σ∗t∗ ïñß-
æåôáé ùò åîÞò: pad(w; z) = wti; i = max(0; z − |w|). Ìå Üëëá ëüãéá
|pad(w; z)| = max(|w|; z).

Ôþñá, Ýóôù ìéá ãëþóóá L. Ãéá êÜèå óõíÜñôçóç f : N → N ïñßæïõìå ôç
óõíÜñôçóç pad ðïõ åíåñãåß óå ãëþóóåò ùò åîÞò:

pad(L; f(n)) = {pad(x; f(|x|)); x ∈ L}:

Ìéá ðïý óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ôçò óõíÜñôçóçò pad ôçí ïðïßá èá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå óôçí óõíÝ÷åéá ãéá ôïí äéá÷ùñéóìü ôùí êëÜóåùí NP êáé NSPACE(n)
åßíáé ç ðáñáêÜôù, ôçí ïðïßá èá äéáôõðþóïõìå ìå ìïñöÞ ëÞììáôïò:

ËÞììá 1 Ãéá êÜèå ãëþóóá L êáé ãéá êÜèå k ∈ Z ó÷ýåé üôé

pad(L; nk) ∈ NP ⇔ A ∈ NP

Áðüäåéîç: Áñ÷éêÜ èá áðïäåßîïõìå ôçí ðñþôç êáôåýèõíóç. Åóôù üôé pad(L; nk)
ãéá êÜðïéá ãëþóóá L êáé ãéá êÜðïéï k ∈ Z. Áõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé ìç
íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ï ïðïßïò äïèåßóáò ìéáò
óõìâïëïóåéñÜò w áðáíôÜåé åÜí w ∈ pad(L; nk). Åóôù Á áõôüò ï áëãüñéè-
ìïò. Ãéá íá äÝéîïõìå üôé ç ãëþóóá L ∈ NP áñêåß íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí
ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ìç íåôåôñìéíéóôéêü áëãüñéèìï ðïõ íá ôçí áðïöáóßæåé.
Äïèåßóáò ìéáò óõìâïëïóåéñÜò x ãéá íá äïýìå ôï êáôÜ ðüóïí áíÞêåé Þ ü÷é
óôçí L áõôü ðïõ êÜíïõìå åßíáé ôï åîÞò: åðåêôåßíïõìå ôç x þóôå íá öôÜóåé
óå ìÞêïò |x|k êáé ìåôÜ åëÝã÷ïõìå ìÝóù ôïõ áëãïñßèìïõ Á ôï êáôÜ ðüóïí
xk ∈ pad(L; nk).

Ãéá ôçí áíôßóôñïöç êáôåýèõíóç Ýóôù Á′ ï ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ìç íôå-
ôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ï ïðïßïò áðïöáóßæåé ôç ãëþóóá L. Ìå âÜóç áõôü
ôïí áëãüñéèìï, èá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí íÝï ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ êáé ìç
íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìï Â ðïõ íá áðïöáóßæåé ôç ãëþóóá pad(L; nk). ÈÝ-
ëïõìå, äïèåßóáò ìéáò óõìâïëïóåéñÜò w íá áðïöáíèïýìå êáôÜ ðüóïí áõôÞ
áíÞêåé óôç ãëþóóá pad(L; nk). ÃñÜöïõìå ôç óõìâïëïóåéñÜ w ùò xtj êáé
åëÝã÷ïõìå ôï êáôÜ ðüóïí éó÷ýåé |w| = |x|k ðñïöáíþò óå ðïëõùíéêü ÷ñüíï.
Åðåéôá, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí áëãüñéèìï Á′ ãéá íá äéáðéóôþóïõìå åÜí x ∈ L.

¤
Ôþñá ìðïñïýìå íá åðéóôñÝøïõìå óôçí áðüäåéîç ôïõ äéá÷ùñéóìïý ôùí äýï

êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò NP êáé NSPACE(n):

Áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3 Éó÷õñéæüìáóôå, ðñïò ÷Üñçí ôçò áôüðïõ áðá-
ãùãÞò, üôé NP = NSPACE(n). Åóôù L ìéá ãëþóóá ç ïðïßá áíÞêåé óôçí
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êëÜóç NSPACE(n2) áëëÜ ü÷é óôçí NSPACE(n). Ìéá ôÝôïéá ãëþóóá õðÜñ-
÷åé óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôçò éåñáñ÷ßáò ÷þñïõ1. Ç ãëþóóá pad(L; n2) áíÞ-
êåé óôçí êëÜóç NSPACE(n) ãéáôß Ý÷ïõìå áñêåôü ÷þñï þóôå íá ôñÝîïõìå ôïí
O(n2) ÷þñïõ áëãüñéèìï ãéá ôç ãëþóóá L, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ÷þñï ï ïðïßïò
åßíáé ãñáììéêüò ùò ðñïò ôçí ãëþóóá pad(L; n2). Åî'áéôßáò ôçò õðïèÝóåùò
êáé ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ëÞììáôïò Ý÷ïõìå üôé pad(L; n2) ∈ NP ⇒ L ∈ NP ⇒
L ∈ NSPACE(n). Áôïðï, êáèþò õðïèÝóáìå üôé L =∈ NSPACE(n). Añá
NP 6= NSPACE(n). ¤

Ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá, áí êáé äéá÷ùñßæåé ôéò äýï êëÜóåéò ðïëõðëïêü-
ôçôáò, åíôïýôïéò äå ìáò äßíåé êáíÝíá áðïôÝëåóìá ãéá ôï åÜí êÜðïéá áðü áõôÝò
ðåñéêëýåé ôçí Üëëç Þ ü÷é. Áõôü ðïõ ìáò ëÝåé åßíáé üôé áðëÜ åßíáé äéáöïñå-
ôéêÝò! Ïðùò åßðáìå, ç êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò ãñáììéêïý ÷þñïõ ÷áñáêôçñß-
æåé ôéò ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá, êÜôé ðïõ åî'Üëëïõ èá áðïäåßîïõìå êáéó
ôï åðüìåíï êåöÜëáéï. Áñá ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá óôçí ïõóßá äéá÷ùñßæåé
ôéò ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá ìå ôéò ãëþóóåò óôï NP. Áñá åßôå õðÜñ÷ïõí
ãëþóóåò óôï NP ìå õðåñ - ãñáììéêü ðéóôïðïéçôéêü, åßôå õðÜñ÷ïõí ãëþóóåò
ìå óõìöñáæüìåíá ïé ïðïßåò íá ìçí ìðïñïýí íá áðïöáóéóôïýí óå ðïëõùíõìéêü
÷ñüíï ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ.

Ç ðáñïýóá äéáôñéâÞ ðñïóåããßæåé ôçí ðñþôç ðåñßðôùóç. Áñ÷éêÜ ðáñïõóéÜ-
æïõìå ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá ãéá Ýíáí áñéèìü ðñïâëçìÜôùí óôï NP.
Ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá üôé áðïôåëïýí ôá ðéï äýóêïëá êáé
÷áñáêôçñéóôéêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò êëÜóçò NP. Åßíáé NP-ðëÞñç. Áöïý ðá-
ñïõóéÜóïõìå ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá ãéá áõôÜ, èá ðñïóðáèÞóïõìå íá
ïñßóïõìå ðñïâëÞìáôá ôá ïðïßá ÷ñåéÜæïíôáé õðåñ - ãñáììéêÜ ðéóôïðïéçôéêÜ ãéá
íá åðéëõèïýí óå ðïëõùíéìéêü ÷ñüíï ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ.

1Ôï èåþñçìá ôçò Éåñáñ÷ßáò ÷þñïõ áíáöÝñåé üôé õðÜñ÷ïõí ãëþóóåò áðïöáóßóéìåò óå
÷þñï O(f(n)) áëëÜ ü÷é óå ÷þñï o(f(n)).
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ÊåöÜëáéï 4

ÃñáììáôéêÝò Êáé Ãëþóóåò Ìå
Óõìöñáæüìåíá

4.1 Ôõðéêüò ïñéóìüò ãñáììáôéêþí ìå óõìöñáæüìåíá

4.2 Ãñáììéêþò ÖñáãìÝíá Áõôüìáôá

4.3 ÐñïâëÞìáôá áðüöáóçò ó÷åôéêÜ ìå ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá

4.4 Éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ãëùóóþí ìå óõìöñáæüìåíá

Ìéá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá (context sensitive grammar) åßíáé ìéá
ôõðéêÞ ãñáììáôéêÞ óôçí ïðïßá üëïé ïé êáíüíåò áñéóôåñïý ìÝëïõò åíüò ïðïéïõ-
äÞðïôå êáíüíá ðáñáãùãÞò âñßóêïíôáé áíÜìåóá óå óõìöñáæüìåíá. Ïëïé ïé
êáíüíåò ìéáò ãñáììáôéêÞò ìå óõìöñáæüìåíá åßíáé ôçò ìïñöÞò �A� → �
�,
ôï ïðïßï äéáóéóèçôéêÜ óçìáßíåé üôé üðïôå Ý÷ïõìå ôï óýìâïëï Á ìå óõìöñá-
æüìåíá � êáé �, ôüôå ìðïñïýìå íá ôï áíôéêáôáóôÞóïõìå ìå ôç óõìâïëïóåéñÜ
ôåñìáôéêþí êáé ìç ôåñìáôéêþí óõìâüëùí 
.

Ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá
åßíáé ãåíéêüôåñç áðü ôçí êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ãñáììá-
ôéêÝò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá êáé Ýôóé ïé ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá ðåñé-
ãñÜöïõí åõñýôåñç êëÜóç ãëùóóþí. ÊÜèå ãñáììáôéêÞ ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá
åßíáé åðß ôçò ïõóßáò ìéá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá óôçí ïðïßá äåí ëáì-
âÜíïõìå êáèüëïõ õð'üøéí ôá óõìöñáæüìåíá, äçëáäÞ óôïí ðáñáðÜíù êáíüíá
�A� → �
�, ôï Á ìðïñåß íá áíôéêáôáóôáèåß ìå 
 áíåîÜñôçôá ìå ôï ôé ôá �
êáé � ìðïñåß íá åßíáé, äçëáäÞ ãéá ôïõò êáíüíåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá éó÷ýåé
üôé ôá � êáé � åßíáé ðÜíôá ïé êåíÝò óõìâïëïóåéñÝò �.
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Ç Ýííïéá ôçò ãñáììáôéêÞò ìå óõìöñáæüìåíá ùò ðáñáãþãïõ ãëùóóþí,
ðñùôï ðáñïõóéÜóôçêå áðü Íüáì Ôóüìóêé ôï 1956 ùò Ýíáò ôñüðïò ðåñéãñá-
öÞò ôïõ óõíôáêôéêïý öõóéêþí ãëùóóþí óôéò ïðïßåò ðñÜãìáôé åßíáé óõ÷íÞ ç
ðåñßðôùóç üðïõ ç ðáñïõóßá Þ ü÷é ìéáò ëÝîçò óå óõãêåêñéìÝíï óçìåßï åíôüò
ìéáò ðñüôáóçò, åîáñôÜôáé áðü ôéò ãåéôüíéêÝò ëÝîåéò, ôá óõìöñáæüìåíá. Ìéá
ôõðéêÞ ãëþóóá ç ïðüéá ðåñéãñÜöåôáé áðü ìéá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá,
åßíáé ãëþóóá ìå óõìöñáæüìåíá.

4.1 Ôõðéêüò ïñéóìüò ãñáììáôéêþí ìå óõìöñáæüìåíá
Ðéï ôõðéêÜ, ìéá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá ïñßæåôáé áêñéâþò ìå ôïí ßäéï
ôñüðï ðïõ ïñßóáìå ôéò ôõðéêÝò ãñáììáôéêÝò ìüíï ðïõ åðéôñÝðïõìå ìüíï êá-
íüíåò ôçò ìïñöÞò �A� → �
�. Ãéá ðëçñüôçôá, ðáñáèÝôïõìå ðéï êÜôù ôïí
íáôßóôïé÷ï ïñéóìü:

Ïñéóìüò 14 Ìéá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá G åßíáé ìéá ôåôñÜäá G =
(V;Σ; R; S) üðïõ

◦ V åßíáé ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí Þ ìç ôåñìáôéêþí óõìâüëùí,

◦ Σ åßíáé ôï óýíïëï ôùí ôåñìáôéêþí óõìâüëùí(ôï áëöÜâçôï ðïõ áíôéóôïé-
÷åß óôçí ãëþóóá ôçí ïðïßá ðáñÜãåé ç äåäïìÝíç ãñáììáôéêÞ),

◦ R åßíáé ôï óýíïëï ôùí êáíüíùí ðáñáãùãÞò: R ⊆ (V ∪ Σ)∗V (V ∪
Σ)∗ × (V ∪ Σ)∗ üðïõ ï êÜèå êáíüíáò åßíáé ôçò ìïñöÞò �A� → �
�
ìå �; � ∈ (V ∪ Σ)∗, A ∈ V êáé 
 ∈ (V ∪ Σ)+, äçëáäÞ ôï Á åßíáé Ýíá
áðëü ìç ôåñìáôéêü óýìâïëï, ôá �; � åßíáé óõìâïëïóåéñÝò (åíäå÷ïìÝ-
íùò êåíÝò) ôåñìáôéêþí êáé ìç ôåñìáôéêþí óõìâüëùí åíþ 
 åßíáé ìéá ìç
êåíÞ óõìâïëïóåéñÜ ôåñìáôéêþí êáé ìç ôåñìáôéêþí óõìâüëùí.

◦ S åßíáé ç áñ÷éêÞ ìåôáâëçôÞ ∈ V .

ÅðéðëÝïí åðéôñÝðåôáé êáé êáíüíáò ôçò ìïñöÞò S → �, üðïõ � åßíáé ç êåíÞ
óõìâïëïóåéñÜ, äåäïìÝíïõ üôé ï êáíüíáò S äåí åìöáíßæåôáé óå êáíÝíá äåîéü
ìÝëïò ïðïéïõäÞðïôå êáíüíá ðáñáãùãÞò. Ç ðñïóèÞêç ôçò êåíÞò óõìâïëïóåé-
ñÜò óôï óýíïëï áõôþí ôùí óõìâïëïóåéñþí ðïõ ìðïñåß íá ðáñÜãåé ìéá ãñáì-
ìáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá, åðéôñÝðåé íá èåùñïýìå ôéò ãëþóóåò ðïõ ðáñÜãïíôáé
áðü ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá ùò ãíÞóéï õðïóýíïëï ôùí ãëùóóþí ðïõ
ðáñÜãïíôáé áðü ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá, áíôé íá êÜíïõìå ôçí áóèåíÝ-
óôåñç äÞëùóç üôé üëåò ïé ãñáììáôéêÝò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá êáé ÷ùñßò → �
êáíüíåò, åßíáé åðßóçò ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá.
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Ï üñïò ìå óõìöñáæüìåíá óå êáíüíåò ôéò ìïñöÞò �A� → �
� åîçãåßôáé
áðü ôéò óõìâïëïóåéñÝò � êáé � ïé ïðïßåò êáé áðïôåëïýí ôá óõìöñáæüìåíá ôçò
ìåôáâëçôÞò Á êáé êáèïñßæïõí ôï êáôÜ ðüóï ç ìåôáâëçôÞ Á ìðïñåß íá áíôé-
êáôáóôáèåß áðü ôçí (ìç êåíÞ) óõìâïëïóåéñÜ ôåñìáôéêþí êáé ìç-ôåñìáôéêþí
óõìâüëùí 
 Þ ü÷é. Áõôïß ïé êáíüíåò åßíáé äéáöïñåôéêïß áðü ôïõò êáíüíùí
ãñáììáôéêþí ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá óôïõò ïðïßïõò ôá óõìöñáæüìåíá ìéáò ìå-
ôáâëçôÞò äåí ëáìâÜíïíôáé êáèüëïõ õð'üøéí.

ÅíáëëáêôéêÜ (êáé éóïäýíáìá) ìðïñïýìå íá ÷áñáêôçñßóïõìå ôïõò êáíü-
íåò ìéáò ãñáììáôéêÞò ìå óõìöñáæüìåíá ùò åîÞò: üðïôå Ý÷ïõìå Ýíáí êáíüíá
x → y ∈ R, ôüôå |x| ≤ |y|. Ç õðïêåßìåíç ãëþóóá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí
ãñáììáôéêÞ áõôÞ åßíáé ìéá ãëþóóá ìå óõìöñáæüìåíá. Ï ïñéóìüò üìùò áõôüò
åßíáé ôåëåßùò éóïäýíáìïò ìå ôïí åîÞò ïñéóìü ðïõ äþóáìå ðáñáðÜíù:

Èåþñçìá 4 Ïé äýï ðáñáðÜíù äéáöïñåôéêïß ïñéóìïß ôçò ìïñöÞò ôùí êáíüíùí
ìéáò ãñáììáôéêÞò ìå óõìöñáæüìåíá åßíáé éóïäýíáìïé.

Áðüäåéîç: Ãéá íá ôï äïýìå áõôü, Ýóôù ìéá ãñáììáôéêÞ óôçí ïðïßá üëïé
ïé êáíüíåò åßíáé ôçò ìïñöÞò x → y ìå |x| ≤ |y|. Áõôü óçìáßíåé üôé üôáí
áíôéêáèéóôïýìå ôçí óõìâïëïóåéñá (ôåñìáôéêþí êáé ìç-ôåñìáôéêþí óõìâüëùí)
x ìå ôçí óõìâïëïóåéñÜ y, ôï ìÞêïò ôçò êáéíïýñéáò óõìâïëïóåéñÜò äåí ìðïñåß
íá åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôçí ðñïçãïýìåíç. Ìå Üëëá ëüãéá äåí ìðïñïýìå íá
óõñéêíþóïõìå óõìâïëïóåéñÝò.

Áñ÷éêÜ, èá ðåñéãñÜøïõìå Ýíáí ôñüðï ãéá ôç ìåôáôñïðÞ êáíüíùí ôçò ðá-
ñáðÜíù ìïñöÞò, äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò x→ y ìå |x| ≤ |y|, óôçí äåýôåñç ìïñöÞ.
ÄçëáäÞ, äïèÝíôïò åíüò êáíüíá x → y èá ðåñéãñÜøïõìå ôç äéáäéêáóßá ìåôá-
ôñïðÞò áõôÞ óå Ýíá éóïäýíáìï óýíïëï êáíüíùí ïé ïðïßïé íá åßíáé üëïé ôçò
ìïñöÞò �A� → �
� ðïõ ïé óõìâïëïóåéñÝò �; � ìðïñåß íá åßíáé êåíÝò. Ï
êáíüíáò x→ y ìðïñåß íá ãñáöôåß óôç ìïñöÞ x1x2 : : : xn → y1y2 : : : yq; q ≤ n.
ÊÜèå ôåñìáôéêü óýìâïëï ôùí óõìâïëïóåéñþí x êáé y ôï áíôéêáèéóôïýìå ìå
Ýíá íÝï óýìâïëï-ìåôáâëçôÞ, ôï ïðïßï äåí õðÜñ÷åé óôï óýíïëï ôùí ìåôáâëç-
ôþí ìáò. ÄçëáäÞ ∀# ∈ Σ êáé ôï ïðïßï áíÞêç óôéò ôñÝ÷ïõóåò óõìâïëïóåéñÝò
óõìâüëùí x êáé y, ðñïóèÝôïõìå êáé ìéÜ íÝá ìåôáâëçôÞ Θ. ÁõôÝò ïé ìåôáâëçôÝò
åìöáíßæïíôáé ìüíï óôïõò êáíüíåò X ′

i → xi.
Áöïý Ý÷ïõìå áíôéêáôáóôÞóåé üëá ôá ôåñìáôéêÜ óýìâïëá ìå íÝá ìç ôåñ-

ìáôéêÜ, ðñï÷ùñÜìå óôç äçìéïõñãåßá ôùí íÝùí êáíüíùí ïé ïðïßïé Ý÷ïõí ôç
äåýôåñç ìïñöÞ. Ç íÝá óõìâïëïóåéñÜ ôþñá Ý÷åé ôç ìïñöÞ X1X2 : : : Xn →
Y1Y2 : : : Yq (üðïõ åäþ Ý÷ïõìå áíôéêáôáóôÞóåé ìå êåöáëáßï ãñÜììá üëá ôá
óýìâïëá ôçò áñ÷éêÞò óõìâïëïóåéñÜò, áêüìá êáé áõôÜ ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå
ìåôáâëçôÝò ãéá íá ôïíßóïõìå üôé ïé äýï íÝåò óõìâïëïóåéñÝò åßíáé óõìâïëïóåé-
ñÝò ìüíï ìåôáâëçôþí: ôùí Þäç õðÜñ÷ïõóùí êáé ôùí íÝùí ðïõ áíôéêáèéóôïýí
ôá ôåñìáôéêÜ óýìâïëá).
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Ôï íÝï óýíïëï êáíüíùí ðïõ èá åßíáé éóïäýíáìï ìå ôïí ðáñáðÜíù ìïíü
êáíüíá åßíáé ôï åîÞò:

X1X2 : : : Xn → Λi
1×2×3 : : : ×n

Λi
1X2 → Λi

1Λ
i
2

Λi
2X3 → Λi

2Λ
i
3

... → ...
Λi
n−1 → Λi

nΛ
i
n+1 : : :Λ

i
k

Λi
1 → Y1

... → ...
Λi
k → Yk

üðïõ ãéá ôç íåá ìåôáâëçôÞ Λl
k ç åñìçíåßá ôùí äåéêôþí k êáé l åßíáé ãéá íá

ìáò äåß÷íåé üôé Ý÷ïõìå ðñïóèÝóåé ìéá íÝá ìåôáâëçôÞ ãéá ôï k-ïóôü ôåñìáôéêü
óýìâïëï ôïõ l-ïóôïý êáíüíá.

Ç åñìçíåßá ôùí ðáñáðÜíùí êáíüíùí åßíáé ìÜëëïí ðñïöáíÞò: \óðÜìå" ôïí
áñ÷éêü êáíüíá óå Ýíá óýíïëï n+ k êáíüíùí âïçèïýìåíïé áðü ôéò íÝåò ìåôá-
âëçôÝò Λl

k üðïõ Ý÷ïõí ôï ñüëï ôùí óõìöñáæïìÝíùí þóôå íá Ýñèïõí ïé êáíüíåò
óôçí åðéèõìçôÞ ìïñöÞ. ¤

Åíá ðáñÜäåéãìá åßíáé äéáöùôéóôéêü. Åóôù üôé Ý÷ïõìå ôïí êáíüíá �B
∆ →
E
BAz êáé Ýóôù üôé áõôüò åßíáé ï ðñþôïò êáíüíáò ôçò ãñáììáôéêÞò ìáò.
Áêïëïõèïýìå ôç ðáñáðÜíù \óõíôáãÞ" êáé ðñïóèÝôïõìå ôïõò íÝïõò éóïäý-
íáìïõò êáíüíåò:. Áñ÷éêÜ, áíôéêáèéóôïýìå êÜèå ôåñìáôéêü óýìâïëï ìå ìéá
íÝá ìåôáâëçôÞ: ï êáíüíáò ìåôáôñÝðåôáé óôç ìïñöÞ A′BΓ′∆ → EΓ′B∆Z ′.
ÐñïóèÝôïõìå ôïõò áñ÷éêïýò êáíüíåò A′ → �, Γ′ → 
, Z ′ → z. Åðåéôá,
ðñïóèÝôïõìå ôïõò åîÞò êáíüíåò:

Á′BΓ′∆ → Λ1
1BΓ′∆

Λ1
1B → Λ1

1Λ
1
2

Λ1
2Γ

′ → Λ1
2Λ

1
3

Λ1
3∆ → Λ1

3Λ
1
4Λ

1
5

êáèþò êáé ôïõò ôåëéêïýò êáíüíåò
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Λ1
1 → Å

Λ1
2 → Γ′

Λ1
3 → Â

Λ1
4 → Á

Λ1
5 → Æ ′

¸íáò êáíüíáò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõíå÷þò óôç óõíÝ÷åéá, ùò ìÝñïò ôçò
ðåñéãñáöÞò êáíüíùí ãéá ôá áíôßóôïé÷á ðñïâëÞìáôá, åßíáé ï êáíüíáò ôçò ìïñ-
öÞò a× → Xa (Þ Xa→ aX), êáíüíáò ðïõ ðñïóïìåéþíåé ôé êßíçóç ôïõ äñïìÝá
ôçò ìç÷áíÞò ðñïò ôá áñéóôåñÜ (ðñïò ôá äåîéÜ). Áõôüò ï êáíüíáò ÜíÞêåé óôç
ðñþôç ìïñöÞ. Åíá éóïäýíáìï óýíïëï êáíüíùí óôçí åíáëëáêôéêÞ ìïñöÞ åßíáé
ôï åîÞò: ðñïóèÝôïõìå Ýíá ìç ôåñìáôéêü óýìâïëï Á′ ãéá ôï ôåñìáôéêü óýì-
âïëï a ôïõ êáíüíá áõôïý. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå aX → A′X. Ôþñá, ç ìåôáâëçôÞ
× ìå áñéóôåñü óõìöñáæüìåíï ôï óýìâïëï Á′ ìåôáôñÝðåôáé óå a: Á′× → A′a.
ÔÝëïò, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí êáíüíá Á′ → X ãéá íá ðÜñïõìå ôç ôåëéêÞ ìïñöÞ
A′a→ Xa.

Ãéá ôçí áíôßóôñïöç ðåñßðôùóç, Ýóôù ìéá ãñáììáôéêÞ óôçí ïðïßá üëïé ïé
êáíüíåò åßíáé ôçò ìïñöÞò �A� → �
� üðïõ Á åßíáé ìéá ìåôáâëçôÞ (ìç ôåñ-
ìáôéêü óýìâïëï) åíþ 
 ∈ (V ∪ Σ)+. Áõôü óçìáßíåé üôé ç ìåôáâëçôÞ Á, üôáí
âñßóêåôáé ìåôáîý óõìöñáæïìÝíùí � êáé �, ìðïñåß íá áíôéêáôáóôáèåß áðü ôçí
(ìç êåíÞ) óõìâïëïóåéñÜ ôåñìáôéêþí êáé ìç ôåñìáôéêþí óõìâüëùí 
. ÄåäïìÝ-
íïõ üôé ç óõìâïëïóåéñÜ 
 äåí åßíáé ç êåíÞ, ôï ìÞêïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò �
�
åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí üóï êáé ôï ìÞêïò ôçò �Á� (åßíáé ßóï óôçí ðåñßðôùóç üðïõ
ç ìåôáâëçôÞ Á áíôéêáèßóôáôáé ìå ìéá êáéíïýñãéá ìåôáâëçôÞ Þ Ýíá ôåñìáôéêü
óýìâïëï). ÄçëáäÞ, âëÝðïõìå üôé ïé óõìâïëïóåéñÝò äåí óõñéêíþíïíôáé. Áñá
ïé êáíüíåò åßíáé ôçò ìïñöÞò x→ y ìå |x| ≤ |y|.

ÐáñÜäåéãìá 3 Åóôù ç ãëþóóá {anbncn : n ≥ 0}. Ç ãëþóóá áõôÞ ùò ãíù-
óôüí äåí åßíáé ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá (êÜôé ôï ïðïßï ìðïñåß ó÷åôéêÜ åýêïëá
íá áðïäåé÷ôåß ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ ëÞììáôïò Üíôëçóçò ãéá ôéò ãëþóóåò ÷ùñßò
óõìöñáæüìåíá). ÐáñáêÜôù äßäåôáé óýíïëï êáíüíùí ìå óõìöñáæüìåíá ðïõ ðá-
ñÜãåé óõìâïëïóåéñåò áõôÞò ôçò ãëþóóáò êáé ìüíïí áõôÞò. Áñá áõôÞ ç ëþóóá
åßíáé ìå óõìöñáæüìåíá:
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S → aXBC
S → aBC
X → aXBC
X → aBC

CB → BC
aB → ab
bB → bb
bC → bc
cC → cc

4.2 Ãñáììéêþò ÖñáãìÝíá Áõôüìáôá
Åíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï ÃÖÁ (linear bounded automaton-LBA)
åßíáé ìéá ðåñéïñéóôéêÞ åêäï÷Þ ôçò ìç-íôåôåñìéíéóôéêÞò ìç÷áíÞò Turing. Ïðùò
êáé ç êëáóéêÞ ìç÷áíÞ Turing, áõôü áðïôåëåßôáé áðü ìéá ôáéíßá áðü êåëéÜ
ôá ïðïßá ìðïñïýí íá ðåñéÝ÷ïõí óýìâïëá áðü åÜí ðåðåñáóìÝíï áëöÜâçôï (ôï
åêÜóôïôå áëöÜâçôï ôçò ôñÝ÷ïõóáò ãëþóóáò), ìéá êåöáëÞ ç ïðïßá ìðïñåß íá
äéáâÜóåé áðü ç íá ãñÜøåé óôá êåëéÜ ôçò ôáéíßáò êÜèå óôéãìÞ êáé ç ïðïßá
ìðïñåß íá ìåôáêéíçèåß áñéóôåñÜ Þ äåîéÜ ç íá ðáñáìåßíåé óôç èÝóç ôçò, êáé Ýíá
ðåðåñáóìÝíï áñéèìü áðü êáôáóôÜóåéò. ÄéáöÝñåé áðü ôçí ðáñáäïóéáêÞ ìç÷áíÞ
Turing óôï üôé, áí êáé áñ÷éêÜ ç ôáéíßá ìðïñåß íá èåùñçèåß üôé Ý÷åé áðåñéüñéóôï
ìÞêïò, ôåëéêÜ ìüíï Ýíá ðåðåñáóìÝíï, êáé óõíå÷Ýò, êïììÜôé ôçò ôáéíßáò, ôï
ìÞêïò ôïõ ïðïßïõ åßíáé ìéá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ áñ÷éêïý ìÞêïõò ôçò
åéóüäïõ, åßíáé ðñïóðåëÜóéìï áðü ôçí êåöáëÞ åããñáöÞò/áíÜãíùóçò.

Åíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï ìå Üëëá ëüãéá åßíáé ìéá ìç÷áíÞ Turing
ìå ðåñéïñéóìÝíç ðïóüôçôá ìíÞìçò. ÔÝôïéåò ìç÷áíÝò ìðïñïýí íá åðéëýóïõí
ðñïâëÞìáôá ôÝôïéá ôá ïðïßá áðáéôïýí ìíÞìç ç ïðïßá ìðïñåß íá ÷ùñÝóåé ìÝóá
óôçí ôáéíßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí åßóïäï. ×ñçóéìïðïéþíôáò Ýíá áëöÜ-
âçôï ôáéíßáò äéáöïñåôéêü êáé ìåãáëýôåñï áðü ôï áëöÜâçôï ôùí óõìâïëïóåé-
ñþí åéóüäïõ, ìðïñïýìå íá áõîÞóïõìå ôçí äéáèÝóéìç ìíÞìç êáôÜ Ýíáí óôáèåñü
(O(1)) ðáñÜãïíôá. Áñá, ëÝìå üôé ãéá ìéÜ óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ ìÞêïõò n ç
ðïóüôçôá ôçò äéáèÝóéìçò ìíÞìçò ìðïñåß íá ãßíåé êáñéâþò n.
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4.2.1 Éóïäõíáìßá Ãëùóóþí ìå Óõìöñáæüìåíá êáé Ãñáììé-
êþò ÖñáãìÝíùí ÁõôïìÜôùí

Ôï 1964 ï ÉÜðùíáò ìáèçìáôéêüò S. Kuroda áðÝäåéîå êÜôé ôï åíôõðùóéáêü:
ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ìå óõìöñáæüìåíá êáé ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ
çìé-áðïöáóßæïíôáé áðü ãñáììéêþò öñáãìÝíá áõôüìáôá ôáõôßæïíôáé. Óå ðéï
ôõðéêïýò üñïõò áðÝäåéîå ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá 5 Ìéá ãëþóóá L åßíáé ãëþóóá ìå óõìöñáæüìåíá åÜí, êáé ìüíïí
åÜí, õðÜñ÷åé Ýíá ãñáììéêþò öñáãìÝío áõôüìáôï M ôÝôïéï þóôå íá áðïäÝ-
÷åôáé ôçí ßäéá ãëþóóá L, äçëáäÞ ôÝôïéï þóôå L = L(M).

Ïðùò ðÜíôá, Ý÷ïõìå íá áðïäåßîïõìå äýï êáôåõèýíóåéò. ÎåêéíÜìå áðü ôçí
ðéï áðëÞ ðåñßðôùóç ôçò ðñïóïìåßùóçò ìéáò õðïêåßìåíçò ãñáììáôéêÞò ðïõ ðá-
ñÜãåé óõìâïëïóåéñÝò ôçò ãëþóóáò L áðü Ýíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï:

ËÞììá 2 Äïèåßóáò ìéáò ãñáììáôéêÞò G = (V;Σ; R; S) ôÝôïéá þóôå L(G) =
L, õðÜñ÷åé ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï M ôï ïðïßï íá áðïäÝ÷åôáé ôçí
ßäéá ãëþóóá.

Áðüäåéîç: Åóôù ìéá ãñáììáôéêÞ G = (V;Σ; R; S) ôÝôïéá þóôå L(G) = L.
Èá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing Ì ãñáììéêþò
öñáãìÝíç, ç ïðïßá êáé èá áðïäÝ÷åôáé (çìéáðïöáóßæåé) ôçí ãëþóóá ðïõ ðáñÜ-
ãåôáé áðü ôçí ãñáììáôéêÞ G, äçëáäÞ äïèÞóáò ìéáò óõìâïëïóåéñÜò w ∈ Σ∗,
åÜí x ∈ L ôüôå ç ìç÷áíÞ èá ôåñìáôßæåé êáé èá áðïäÝ÷åôáé ôçí óõìâïëïóåéñÜ
åíþ Ýáí x =∈ L ôüôå ç ìç÷áíÞ èá åêôåëåßôáé åð'Üðåéñïí. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá
, ç ìç÷áíÞ ðïõ èá êáôáóêåõÜóïõìå èá åßíáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ.

Ç ìç÷áíÞ Ì ðïõ èá êáôáóêåõÜóïõìå áðïôåëåßôáé áðü ôñåßò ôáéíßåò. Óôçí
ðñþôç ôáéíßá èá áðïèçêåýïõìå ôçí åßóïäï w ôçí ïðïßá êáé èá ðñïóðáèïýìå íá
áíáêáôáóêåõÜóïõìå óôçí äåýôåñç ôáéíßá. ÏõóéáóôéêÜ, ðñïóðáèïýìå íá áíá-
êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ðáñáãùãÞ ôçò w áðü ôï áñ÷éêü ìç ôåñìáôéêü óýìâïëï
S óôçí ãñáììáôéêÞ G. Áñá, óôï ðñþôï âÞìá ôçò, ç ìç÷áíÞ M ãñÜöåé óôçí
äåýôåñç ôáéíßá ôï áñ÷éêü óýìâïëï S. Óôç óõíÝ÷åéá, ç ìç÷áíÞ Ì óõíå÷ßæåé ìå
âÞìáôá ôá ïðïßá ðñïóðáèïýí íá ðñïóïìåéþóïõí êÜðïéá ðáñáãùãÞ ôçò óõìâï-
ëïóåéñÜò w, ôçí ïðïßá èÝëïõìå íá åëÝíîïõìå åÜí áíÞêåé Þ ü÷é óôçí õðïêåßìåíç
ãëþóóá L. Óå êÜèå âÞìá, ç ìç÷áíÞ Ì êÜíåé ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ åðéëïãÞ:
ìåôáîý ôùí |R|+1 ðéèáíþí êáíüíùí, åðéëÝãåé êÜðïéïí áðü áõôïýò. Åóôù üôé
óå êÜðïéï âÞìá ï êáíüíáò ðïõ ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ åðÝëåîå ç ìç÷áíÞ åßíáé ï
x→ y (|x| ≤ |y| áöïý ðñüêåéôáé ãéá êáíüíá ìéáò ãñáììáôéêÞò ìå óõìöñáæü-
ìåíá). Ç ìç÷áíÞ Ì ôüôå áñ÷ßæåé íá óáñþíåé áðü áñéóôåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ ôçí
åíäéÜìåóç óõìâïëïóåéñÜ ôçò ðáñáãùãÞò ïðïßá åßíáé áðïèçêåõìÝíç óôçí äåý-
ôåñç ôáéíßá ôçò. Óå êÜðïéï óçìåßï, ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ, ç ìç÷áíÞ óôáìáôÜåé ôç
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óÜñùóç êáé áñ÷ßæåé íá åëÝã÷åé ôï êáôÜ ðüóïí ïé åðüìåíïé |u| ÷áñáêôÞñåò (åÜí
áõôïß õðÜñ÷ïõí) ôáõôßæïíôáé ìå ôïõò ÷áñáêôÞñåò ôçò óõìâïëïóåéñÜò u. ÅÜí
íáé, ôüôå ç ìç÷áíÞ áíôéêáèéóôÜ ôá óýìâïëá ôçò u ìå áõôÜ ôçò v äçìéïõñãþ-
íôáò êáôÜëëçëï ÷þñï åÜí áõôü ÷ñåéáóôåß (åÜí |u| < |v|) ìåôáêéíþíôáò ôçí
õðüëïéðç ðñïò ôá äåîéÜ óõìâïëïóåéñÜ êáôÜ ôïí êáôÜëëçëï áñéèìü ÷áñáêôÞ-
ñùí. ÅÜí ï ðáñáðÜíù Ýëåã÷ïò áðïôý÷åé, ôüôå ç ìç÷áíÞ Ì åéóÝñ÷åôáé óå Ýíáí
áôÝñìïíï õðïëïãéóìü: ç óõãêåêñéìÝíç ðñïóðÜèåéá ðáñáãùãÞò ôçò óõìâïëï-
óåéñÜò w áðÝôõ÷å (áëëÜ åöüóïí ç ìç÷áíÞ åßíáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ, áõôü äåí
ìáò ðåéñÜæåú: áñêåß ìéá áêïëïõèßá ìåôáâÜóåùí ðïõ íá ðáñÜãåé ôåëéêÜ ôçí w
þóôå íá áðïöáíèïýìå üôé ç w áíÞêåé óôçí õðïêåßìåíç ãëþóóá).

H åðéëïãÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí (|R| + 1)-ïóôÞ êáôÜóôáóç ôçò ìç÷áíÞò
Turing Ì , áðëÜ åëÝã÷åé ôï êáôÜ ðüóïí ç óõìâïëïóåéñÜ ðïõ åßíáé ãñáììÝíç
óôç äåýôåñç ôáéíßá (åñãáóßáò) åßíáé Þ ü÷é ç ßäéá ìå ôçí áðïèçêåõìÝíç óõì-
âïëïóåéñÜ åéóüäïõ óôçí ðñþôç ôáéíßá (ìüíï áíÜãíùóçò). ÅÜí íáé, ôüôå ï
õðïëïãéóìüò óôáìáôÜåé êáé ç ìç÷áíÞ Ì áðïäÝ÷åôáé ôçí óõìâïëïóåéñÜ åéóü-
äïõ w. Áõôü óçìáßíåé üôé ç óõìâïëïóåéñÜ w ìðïñåß ðñÜãìáôé íá ðáñá÷èåß áðü
ôçí ãñáììáôéêÞ G. ÅÜí üìùò ï Ýëåã÷ïò áðïôý÷åé, äçëáäÞ äåí âñåèïýí ßóåò
ïé äýï óõìâïëïóåéñÝò ðñïò óýãêñéóç, ôüôå ç ìç÷áíÞ Ì åéóÝñ÷åôáé óå Ýíáí
áôÝñìïíï õðïëïãéóìü êáé åëðßæïõìå êÜðïéá Üëëç ðáñáãùãÞ íá ìáò ïäçãÞóåé
óôçí áðïäï÷Þ ôçò óõìâïëïóåéñÜ w.

Åßíáé Üìåóï áðü ôçí ðáñáðÜíù êáôáóêåõÞ üôé ïé ìüíïé äõíáôïß õðïëï-
ãéóìïß ðïõ áíáãêÜæïõí ôçí ìç÷áíÞ Ì íá ôåñìáôßóåé åßíáé åêåßíïé ðïõ áíôé-
óôïé÷ïýí óå ìéá óùóôÞ ðáñáãùãÞ ôçò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ w áðü ôïõò
áíßóôïé÷ïõò êáíüíåò ôçò ãñáììáôéêÞò G. Óõíåðþò, ç ìç÷áíÞ Turing Ì áðï-
äÝ÷åôáé ôçí óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ w åÜí êáé ìüíïí åÜí ç w ìðïñåß íá ðáñá-
÷èåß áðü êáíüíåò ôçò ãñáììáôéêÞò ìå óõìöñáæüìåíá G, Þ, ìå Üëëá ëüãéá, åÜí
w ∈ L(G).

Ôï åðüìåíï âÞìá ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò åßíáé íá âñïýìå ðüóïò
÷þñïò ÷ñåéÜæåôáé þóôå íá ïëïêëçñùèåß Ýíáò ïðïéïóäÞðïôå óùóôüò õðïëïãé-
óìüò ôçò ìç÷áíÞò Ì üôáí áõôÞ áðïäÝ÷åôáé ìéá óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ w ∈ Σ∗

ìå ìÞêïò |w| = n.
Ïëïé ïé êáíüíåò ôçò ãñáììáôéêÞò G åßíáé ìå óõìöñáæüìåíá ðïõ ìå ôç

óåéñÜ ôïõ óçìáßíåé üôé üôáí Ý÷ïõìå ìéá ðáñáãùãÞ x ⇒ y óå Ýíá âÞìá, ôüôå
|x| ≤ |y|; x; y ∈ Σ∗ (åî'áéôßáò ôçò ìïñöÞò ôùí êáíüíùí ôçò ãñáììáôéêÞò). Óå
êÜèå äéáäï÷éêÞ ðáñáãùãÞ, áíôéêáèßóôáôáé ìéá õðï-óõìâïëïóåéñÜ ôçò x áðü ìéá
Üëëç õðïóõìâïëïóåéñÜ ôïõëÜ÷éóôïí ßóïõ ìÞêïõò êáé ôï áðïôÝëåóìá åßíáé ç
íÝá óõìâïëïóåéñÜ y. Áñá Ýóôù ç áëëçëïõ÷ßá ðáñáãùãþí, ðïõ áðïèçêåýïíôáé
óôçí äåýôåñç ôáéíßá ôçò ìç÷áíÞò Turing M : S ⇒ x1 ⇒ x2 ⇒ · · · ⇒ xk = w
(äçëáäÞ ìåôÜ áðü k + 1 ðáñáãùãÝò, Ý÷ïõìå ôçí ôåëéêÞ óõìâïëïóåéñÜ w îåêé-
íþíôáò áðü ôçí êåíÞ óõìâïëïóåéñÜ). Ìå âÜóç ôçí ðñïçãïýìåíç ðáñáôÞñçóç
Ý÷ïõìå üôé 1 = |S| ≤ |x1| ≤ |x2| ≤ · · · ≤ |xk| = w. Áñá, âëÝðïõìå üôé óå
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êÜèå õðïëïãéóìü áðïäï÷Þò, ç ìç÷áíÞ Turing M äåí ÷ñåéÜæåôáé ðåñéóóüôåñï
÷þñï áð'üôé ôï ìÞêïò ôçò ôåëéêÞò óõìâïëïóåéñÜò ðïõ èÝëïõìå íá ðáñÜîïõìå.
Áñá L ∈ NSPACE(n) êáé åðåéäÞ ç ãëþóóá L åßíáé ìéá ôõ÷áßá ãëþóóá ìå
óõìöñáæüìåíá, óõíåðÜãåôáé üôé üëåò ïé ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá ìðïñïýí
íá áíáãíùñéóôïýí áðü Ýíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï. ¤

Ôþñá áðïìÝíåé íá áðïäåéîïõìå ôï áíôßóôñïöï þóôå íá ôåëåéþóåé ç áðü-
äåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò:

ËÞììá 3 Åóôù Ýíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï M ôï ïðïßï áðïäÝ÷åôáé
(çìé-áðïöáóßæåé) ìéá ãëþóóá L ⊆ Σ∗. Ôüôå ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå
ìéá ãñáììáôéêÞ G = (V;Σ; R; S) ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå êáíüíá r ∈ R : r ≡
x→ y íá éó÷ýåé üôé |x| ≤ |y| (äçëáäÞ ìéá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá) ðïõ
íá ðáñÜãåé ôçí áíôßóôïé÷ç ãëþóóá L.

Ðñéí üìùò ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áðüäåéîç ôïõ äåýôåñïõ ìÝñïõò ôïõ èåùñÞ-
ìáôïò, êáëü åßíáé íá ðåñéãñÜøïõìå ôç ãåíéêÞ äéáäéêáóßá ðáñáãùãÞò êáíüíùí
ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôç ëåéôïõñãßá ìéáò äåäïìÝíçò ìç÷áíÞò Turing, êáé Ýðåéôá
íá ðñïóáñìüóïõìå áõôÞ ôçí áíÜëõóç óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ïýôùò þóôå ïé ðáñá-
ãüìåíïé êáíüíåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò ìåôáâÜóåéò ôçò õðïêåßìåíçò ìç÷áíÞò
íá Ý÷ïõí ôçí åðéèõìçôÞ éäéüôçôá ðïõ ÷áñáêôçñßæåé ôïõò êáíüíåò ìå óõìöñá-
æüìåíá: íá åßíáé áõîçôéêïß.

Áò èåùñÞóïõìå üôé Ý÷ïõìå óôç äéÜèåóÞ ìáò ìéá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç-
÷áíÞ Turing M ìå áëöÜâçôï S = {�1; : : : ; �k} êáé ìå óýíïëï êáôáóôÜóåùí
Q = {q1; : : : ; qn}. Èá ðåñéãñÜøïõìå, óå ãåíéêÝò ãñáììÝò, ðþò ìðïñïýìå íá
ðñïóïìïéþóïõìå ôç ëåéôïõñãßá ôçò ìç÷áíÞò áõôÞò M áðü Ýíá óýíïëï êáíü-
íùí óôï áëöÜâçôï S ′ = �1; : : : ; �k; qk0 ; : : : ; qk+n+1; /; . üðïõ ïé äýï åðéðëÝïí
êáôáóôÜóåéò åßíáé ïõóéáóôéêÜ, êáé üðùò èá öáíåß óôç óõíÝ÷åéá, êáôáóôÜóåéò
áñ÷Þò êáé ôÝëïõò åíþ ôá äýï íÝá óýìâïëá . êáé / óõìâïëßæïõí ôï äåîß êáé ôï
áñéóôåñü áíôßóôïé÷á Üêñï ôçò ðáñáãüìåíçò óõìâïëïóåéñÜò.

ÊÜèå óôÜäéï õðïëïãéóìïý ôçò ìç÷áíÞò M ðåñéãñÜöåôáé áðüëõôá áðü ôç
ôñÝ÷ïõóá äéáìüñöùóç ôçò ìç÷áíÞò áõôÞò. Óêïðüò ìáò åßíáé íá \êùäéêïðïéÞ-
óïõìå" êáôÜëëçëá êÜèå äéáìüñöùóç ìå ìéÜ êáôÜëëçëç óõìâïëïóåéñÜ (ëÝîç)
ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ áëöÜâçôïõ ôçò õðïêåßìåíçò ãñáììáôéêÞò ìáò.

Åóôù ãéá ðáñÜäåéãìá üôé ç ôñÝ÷ïõóá êáôÜóôáóç ôçò ìç÷áíÞò, ç äéáìüñ-
öùóÞ ôçò, åßíáé ç åîÞò: �2�5�0 q3 �3�1, äçëáäÞ óôçí ôáéíßá åßíáé áðïèçêåõìÝíç
ç ôñÝ÷ïõóá óõìâïëïóåéñÜ �2�5�0�3�1, ç ôñÝ÷ïõóá êáôÜóôáóÞ ìáò åßíáé ç q3
êáé ï äñïìÝáò äéáâÜæåé ôï óýìâïëï �3. ÅðéëÝãïõìå ç êùäéêïðïßçóç ôçò óõì-
âïëïóåéñÜò áõôÞò íá åßíáé ç .�2�5�0 q3 �3�1/, äçëáäÞ ïõóéáóôéêÜ ç óõìâïëï-
óåéñÜ ôçò õðïêåßìåíçò äéáìüñöùóçò ìáæß ìå ôïõò ÷áñáêôÞñåò ðñïóäéïñßóìïý

38



áñ÷Þò êáé ôÝëïõò ôçò óõìâïïóåéñÜò . Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç èá Ý÷ïõìå óõì-
âïëïóåéñÝò ôçò ìïñöÞò .u qi v/ üðïõ k + 1 ≤ i ≤ k + n+ 1 êáé u; v ⊆ S ′∗.

Óôç óõíÝ÷åéá èá äåßîïõìå ðþò íá óõó÷åôßæïõìå êáôÜëëçëïõò êáíüíåò ãéá
êÜèå ìåôÜâáóç ôçò ìç÷áíÞò ìáò: ïé êáíüíåò áõôïß (ìåôáâÜóåéò) èá ðñïóï-
ìïéþíïõí ôïí áíôßêôõðï ðïõ Ý÷ïõí ïé áíôßóôïé÷åò ìåôáâÜóåéò óôéò õðïêåßìå-
íåò óõìâïëïóåéñÝò (ðáñáêÜôù, êáé ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, èåùñïýìå
üôé üôáí ç ìç÷áíÞ èÝëåé íá ãñÜøåé Ýíá óýìâïëï êáé íá êéíçèåß ðñïò ìéÜ êá-
ôåõèõíóç ôüôå ðñþôá ãñÜöåé ôï åðéèõìçôü óýìâïëï êáé óôï åðüìåíï âÞìá
ìåôáêéíåß ôï äñïìÝá, Üíôß íá ôá êÜíåé êáé ôá äýï óå Ýíá âÞìá):

1. Ãéá êÜèå ìåôÜâáóç ôçò ìïñöÞò �(q; �i) = (p; �j;−) ôüôå Ý÷ïõìå Ýíáí
êáíüíá ôçò ìïñöÞò q�i → p�j.

2. Ãéá êÜèå ìåôÜâáóç ôçò ìïñöÞò �(q; �i) = (p;→) ôüôå Ý÷ïõìå ôïõò åîÞò
êáíüíåò: q�i�j → �ip�j; ∀�j 6= �i êáé åðéðëÝïí ôïí êáíüíá q�i / �ipt
/ (áõôüò ï ôåëåõôáßïò êáíüíáò ðåñéãñÜöåé ôçí åðÝêôáóç ôçò ôáéíßáò,
äçëáäÞ ôçò óõìâïëïóåéñÜò, êáôÜ Ýíá åðéðëÝïí ôåôñÜãùíï ðñïò ôá äåîéÜ).

3. Ãéá êÜèå ìåôÜâáóç ôçò ìïñöÞò �(q; �i) = (p;←) ôüôå Ý÷ïõìå ôïõò åîÞò
êáíüíåò: �jq�i → p�j�i; ∀�j 6= �i.

4. ÅðéðëÝïí ðñïóèÝôïõìå êáíüíåò ãéá ôçí áñ÷Þ ôïõ õðïëïãéóìïý ìáò (ôï
ïðïßï ïõóéáóôéêÜ áðïôåëåß êáé ôï ôÝëïò ôçò äéáäéêáóßáò ðáñáãùãÞò) êáé
ôï ôÝëïò áõôïý (áñ÷Þ ôçò ðáñáãùãÞò). Ãéá íá åîáíáãêÜóïõìå ôçí ðáñá-
ãùãÞ íá îåêéíÞóåé áêñéâþò áðü åêåß ðïõ èá ôåëåßùíå Ýíáò õðïëïãéóìüò
áðïäï÷Þò ðñïóèÝôïõìå ôïí êáíüíá .qn+k+1/ → S (óôçí ðñáãìáôéêü-
ôçôá ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå ôïí áíôßóôïñïöï áõôïý ôïõ êáíüíá êáé
üëùí ôùí ðáñáðÜíù, êÜôé ðïõ åîçãïýìå óôç óõíÝ÷åéá).

5. ïðïôå äåí õðÜñ÷åé ìåôÜâáóç ãéá ôï æÝõãïò êáôÜóôáóçò-óõìâüëïõ qi�j,
ôüôå ðñïóèÝôïõìå óôï óýíïëï ôùí êáíüíùí ìáò ôçí ðáñáãùãÞ qi�jqn+1�j.
Åôóé, ç êáôÜóôáóç qn+1 èåùñåßôáé ç êáôÜóôáóç ôåñìáôéóìïõ.

6. ÔÝëïò ðñïóèÝôïõìå ôïõò åðüìåíïõò êáíüíåò: qn+1�i → qn+1, qn+1/ →
q0/ êáé �iq0 → q0, äçëáäÞ êáôáóôÜóåéò ïé ïðïßåò äéáãñÜöïõí ôï ôìÞìá
ôçò ôåëéêÞò óõìâïëïóåéñÜò.

Ãéá íá ãßíïõí ðéï óáöåßò üëïé ïé ðáñáðÜíù êáíüíåò, áò èåùñÞóïõìå Ýíá
ðáñÜäåéãìá. Åóôù üôé ç ìç÷áíÞ ìáò âñßóêåôáé óôç äéáìüñöùóç �3 q1 �2�5. Ç
äéáìüñöùóç áõôÞ êùäéêïðïéåßôáé áðü ôç óõìâïëïóåéñÜ .�3q1�2�5/. Áò èåù-
ñÞóïõìå ôþñá üôé ç ìç÷áíÞ ìáò ðåñéÝ÷åé ôç ìåôÜâáóç �(q1; �2) = (q4; �5).
Ôüôå õðÜ÷åé ï áíôßóôïé÷ïò êáíüíáò q1�2 → q4�5, Üñá Ý÷ïõìå ôçí ðáñá-
ãùãÞ .�3q1�2�5/ ⇒ .�3q4�5�5/. H óõìâïëïóåéñÜ óôá äåîéÜ áíôéóôïé÷åß óôç
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äéáìüñöùóç ðïõ èá åß÷áìå åÜí åöáñìüæáìå ôçí áíôßóôïé÷ç ìåôÜâáóç óôçí
áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç. Åóôù ôþñá üôé ç ìç÷áíÞ ìáò ðåñéÝ÷åé ôç ìåôÜâáóç
�(q4; �5) = (q3;→). ôüôå Ý÷ïõìå ôïí åîÞò êáíüíá: q4�5�5 → �5q3�5, Ýôóé
þóôå .�3q4�5�5/⇒ .�3�5q3�5/.

Ôï üôé áõôïß ïé êáíüíåò ðñïóïìïéþíïõí ôïí åêÜóôïôå õðïëïãéóìü ôçò
ìç÷áíÞò ìáò åßíáé áðïôÝëåóìá ôïõ ðáñáêÜôù èåùñÞìáôïò:

Èåþñçìá 6 Åóôù M ìéÜ ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìç÷áíÞ Turing. Ôüôå ãéá êÜèå
óõìâïëïóåéñÜ u óôï áëöÜâçôï ôçò M, ç ìç÷áíÞ M áðïäÝ÷åôáé ôç óõìâï-
ëïóåéñÜ u åÜí êáé ìüíïí åÜí .q1 t u/⇒∗ .q0/.

Áðüäåéîç: Áò èåùñÞóïõìå áñ÷éêÜ üôé ç ìç÷áíÞ ìáò áðïäÝ÷åôáé ôç óõìâï-
ëïóåéñÜ u. Ôüôå, ç áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç ôçò ìç÷áíÞò åßíáé ç q0 t u êáé ìÝóù
áõôÞò, äõíçôéêÜ, èá öôÜóåé óå ìéá êáôÜóôáóç qi êáé ï äñïìÝáò èá äéáâÜæåé
Ýíá óýìâïëï �j ãéá ôá ïðïßá äåí õðÜñ÷åé êáìßá ìåôÜâáóç ôçò óõíáñôÞóåùò �.
Áñá

.q1 t u/⇒∗ .vqi�jw/⇒ .vqn+1�jw/⇒∗ .vq0/⇒∗ .q0/

Aò èåùñÞóïõìå ôþñá üôé ç ìç÷áíÞ M äåí áðïäÝ÷åôáé (áðïññßðôåé) ôç
óõìâïëïóåéñÜ u. Ôüôå, áðü ôçí áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç q0 t u ç ìç÷áíÞ äå èá
ôåñìáôßóåé ðïôÝ.

ÐñÜãìáôé, èåùñïýìå w1 = .q1 t u/ êáé åðßóçò üôé w1 ⇒ w2 ⇒ · · · ⇒
wk. Ôüôå, êÜèå wi, 1 ≤ i ≤ k, åßíáé áíáãêáßï íá ðåñéÝ÷åé êÜðïéï óýìâïëï
êáôáóôÜóåùò qj. Áñá, äåí åßíáé äõíáôüí íá ðáñá÷èåß ìå ïðïéïíäÞðïôå ôñüðï
êÜðïéá óõìâïëïóåéñÜ ç ïðïßá íá ðåñéÝ÷åé ôçí q0 êáé Üñá, äåí õðÜñ÷åé ðáñáãùãÞ
ôçò óõìâïëïóåéñÜò .q0/ áðü ôçí w1.

¤
Ãéá íá ïëïêëçñùèåß ç áðïäåéîÞ ìáò, åßíáé áðáñáßôçôï íá èåùñÞóïõìå üëïõò

ôïõò ðñïáíáöåñèÝíôåò êáíüíåò óôçí áíôßóôñïöç äéÜôáîÞ ôïõò (äçëáäÞ Ýíáí
êáíüíá a → b ôïí èåùñïýìå ùò b → a). Áõôü ãéáôß, óêïðüò ôùí êáíüíùí
åßíáé äõíçôéêÜ íá öôéÜîïõí ôç óõìâïëïóïåéñÜ ôçí ïðïßá èÝëïõìå íá äþóïõìå
ùò åßóïäï óôç ìç÷áíÞ êáé ç ïðïßá èá ôçí áðïäå÷ôåß Þ ü÷é. Ìå Üëëá ëüãéá,
ïé êáíüíåò ìáò êÜíïõí ôçí áíôßóôñïöç äïõëåßá áðü áõôÞ ðïõ êÜíåé ç ìç÷áíÞ.
Ïðùò åßäáìå, ïé êáíüíåò öôéÜ÷íïõí åêÝéíåò ôéò óõìâïëïóåéñÝò ôéò ïðïßåò áðï-
äÝ÷åôáé ç õðïêåßìåíç ìç÷áíÞ. Ïé êáíüíåò áõôïß, üôáí ôïõò èåùñçóïõìå üðùò
åßðáìå óôçí áíôßóôñïöç ìïñöÞ ôïõò, ðñïóïìïéþíïõí ôéò êéíÞóåéò ôçò ìç÷áíÞò
áðü ôï ôÝëïò ôïõ õðïëïãéóìïý áõôÞò (áðïäï÷Þ) ðñïò ôçí áñ÷Þ (äçìéïõñãåßá
ôçò óõìâïëïóåéñÜò áðïäï÷Þò).

Ôþñá, èÝëïõìå íá ãõñßóïõìå ðßóù óôçí áñ÷éêÞ ìáò ðåñßðôùóç, áõôÞò äç-
ëáäÞ óôçí ïðïßá ìáò äßíåôáé Ýíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï Ì áõôüìáôï ìå ôï
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õðïêåßìåíï áëöÜâçôï Σ êáé ìáò æçôåßôáé Ýíá óýíïëï êáíüíùí ðïõ áðïôåëïýí
ìéá ãñáììáôéêÞ ìå óõìöñáæüìåíá Γ ôÝôïéá þóôå L(Γ) = LÓ(Ì) − �. Ç
êáôáóêåõÞ ôùí êáíüíùí áõôþí èá åßíáé áíôßóôïé÷ç ìå ôçí ðáñáðÜíù ãåíéêÞ
êáôáóêåõÞ, üìùò ôþñá ç êùäéêïðïßçóç èá ðñÝðåé íá åßíáé ëßãï äéáöïñåôéêÞ
êáèþò ïé ðáñáãùãÝò èá ðñÝðåé íá åßíáé áðáñáßôçôá áõîáíüìåíïõ ìÞêïõò.

Óôçí ðáñáêÜôù óõæÞôçóç, êáé ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, èá èåùñïýìå
ôéò äéáìïñöþóåéò ôïõ ãñáììéêþò öñáãìÝíïõ áõôïìÜôïõ ùò ôñéÜäåò ôçò ìïñöÞò
(i; q; .w/) üðïõ 0 ≤ i ≤ |w| + 1 åßíáé ç èÝóç ôïõ äñïìÝá, q åßíáé ç ôñÝ÷ïõóá
êáôÜóôáóç ôïõ áõôïìÜôïõ êáé .w/, w ∈ Σ∗ åßíáé ôá ðåñéå÷üìåíá ôçò ôáéíßáò.
ÅðéðëÝïí, êÜíïõìå ôç óýìâáóç ç êáôÜóôáóç q1 íá åßíáé ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç,
åíþ ç êáôÜóôáóç q̃ ç ôåëéêÞ êáôÜóôáóç. Áñ÷éêÜ, èá èåùñïýìå óõìâïëïóåé-
ñÝò u ⊆ Σ∗ ìÞêïõò ôïõëÜ÷éóôïí äýï. ÔÝôïéåò óõìâïëïóåéñÝò ìðïñïýí íá
ãñáöôïýí óôç ìïñöÞ u = �w�; �; � ∈ Σ. Óêïðüò ìáò åßíáé íá êùäéêïðïéÞ-
óïõìå ìßá äéáìüñöùóç (i; q; .�w�/) ôçò ìç÷áíÞò ìå ìéá óõìâïëïóåéñÜ ìÞêïõò
|�w�| = |w| + 2. Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá ôï êÜíïõìå áõôü, èåùñïýìå ðÝíôå
äéáöïñåôéêÝò ðáñáëëáãÝò ãéÜ êÜèå ÷áñáêôÞñá � ôïõ áëöáâÞôïõ ìáò:

�; �́; �̀; ←−� ; −→�

H åñìçíåßá ôùí ðáñáðÜíùí óõìâüëùí åßíáé ç åîÞò:

�́ : ï ÷áñáêôÞñáò � âñßóêåôáé óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò óõìâïëïóåéñÜò,

�̀ : ï ÷áñáêÞñáò � âñßóêåôáé óôï äåîß Üêñï ôçò óõìâïëïóåéñÜò
←−� : ï ÷áñáêôÞñáò � âñßóêåôáé óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò óõìâïëïóåéñÜò, áëëÜ

ôï óýìâïëï ôï ïðïßï äéáâÜæåôáé áðü ôï äñïìÝá åßíáé ôï ., Ýíáò ÷áñá-
êôÞñáò ðñïò ôá áñéóôåñÜ ôïõ �,

−→� : ï ÷áñáêôÞñáò � âñßóêåôáé óôï äåîß ôçò óõìâïëïóåéñÜò, áëëÜ ôï óýìâïëï
ôï ïðïßï äéáâÜæåôáé áðü ôï äñïìÝá åßíáé ôï /, Ýíáò ÷áñáêôÞñáò ðñïò ôá
äåîéÜ ôïõ �.

ÔÝëïò, ç ôñÝ÷ïõóá êáôÜóôáóç èá óõìâïëßæåôáé áðü Ýíáí äåßêôç óôï óýì-
âïëï ðïõ äéáâÜæåé ï äñïìÝáò ôç äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ (ð.÷. åÜí ï äñï-
ìÝáò äéáâÜæåé � êáé âñéóêüìáóôå óôç êáôÜóôáóç z ôüôå áõôü èá óõìâïëßæåôáé
ùò �z). ÅÜí, ðáñ'üë'áõôÜ, ôï óýìâïëï ðïõ äéáâÜæåôáé ôç ôñÝ÷ïõóá ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ åßíáé . Þ /, ôüôå ï äåßêôçò èá âñßóêåôáé óôï äéðëáíü ôïõ óýìâïëï, ôï
ïðïßï, üðùò åßðáìå, èá ÷áñáêôÞñßæåôáé áðü Ýíá âÝëïò. Åôóé, åÜí ôï áõôüìáôï
Ý÷åé n êáôáóôÜóåéò, ôüôå åéóáãÜãïõìå 3(n + 1) + 2n íÝá óýìâïëá ãéá êÜèå
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÷áñáêôÞñá � ∈ Σ (åäþ óçìåéþíïõìå üôé ïé ÷áñáêôÞñåò ←−� êáé −→� ðÜíôïôå ðå-
ñéÝ÷ïõí äåßêôç êáôáóôÜóåùò). ÐáñáêÜôù öáßíåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá ôï ïðïßï
êÜíåé ôçí ðáñáðÜíù êùäéêïðïßçóç ðéï êáôáíïçôÞ:

Äéáìüñöùóç Kùäéêïðïßçóç
(3; q; .abcde/) ábcqdè
(1; q; .abcde/) áqbcdè
(5; q; .abcde/) ábcdèq
(0; q; .abcde/) ←−a qbcdè
(6; q; .abcde/) ábcd−→e q

Ôþñá, èá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá óýíïëï êáíüíùí G ôÝôïéï þóôå äïèÝíôùí
äýï äéáöïñåôéêþí äéáìïñöþóåùí 
; � ôïõ ãñáììéêþò öñáãìÝíïõ áõôïìÜôïõ
M êáèþò êáé ôùí áíôßóôïé÷ùí êùäéêïðïéÞóåþí ôïõò, Ýóôù 
̄; �̄ áíôßóôïé÷á,
íá éó÷ýåé üôé:


 ` � ⇔ 
̄ →G �̄

Èá ïñßóïõìå ôï óýíïëï êáíüíùí G \êáôáóêåõÜæïíôáò" êáôÜëëçëïõò êá-
íüíåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå êÜèå ìåôÜâáóç ôïõ áõôïìÜôïõ ìáò. Ïé êáôÜëëçëïé
êáíüíåò áõôïß öáßíïíôáé óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá:

Êáíüíáò ìåôÜâáóçò ôïõ Ì Êáíüíáò ôïõ óõíüëïõ G
�(q; a) = (p; b;−) aq → bp

áq → b́p
àq → b̀p

�(q; a) = (p; a;→) aqb→ abp
áqb→ ábp
aq b̀→ ab̀p
áq b̀→ áb̀p
àq → −→a p

�(q; .) = (p; .;→) ←−a q → áp
�(q; a) = (p; a;←) baq → bpa

bàq → bpà
b́aq → b́pa
b́àq → b́pà
áq →←−a p

�(q; /) = (p; /;←) −→a q → àp

Áðü ôç óôéãìÞ ðïõ ïé ðáñáðÜíù êáíüíåò ðñïóïìïéþíïõí ôç ëåéôïõñãßá
ôïõ áõôïìÜôïõ Ì ìå Ýíáí ðñïöáíÞ ôñüðï, âëÝðïõìå üôé ôï áõôüìáôï Ì èá
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áðïäå÷ôåß ìéá óõìâïëïóåéñÜ �u�; u ∈ Σ∗; �; � ∈ Σ ìüíï óôçí ðåñßðôùóç ðïõ
õðÜñ÷åé ìéá ðáñáãùãÞ áðü ôçí áñ÷éêÞ ìáò óõìâïëïóåéñÜ �́q1u�̀ ÷ñçóéìïðïéþ-
íôáò ôï ðáñáðÜíù óýíïëï êáíüíùí, ðñïò ìéá óõìâïëïóåéñÜ ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé
ôç êáôÜóôáóç q̃ óáí äåßêôç (q̃, üðùò åßðáìå óôç áñ÷Þ ôçò óõæÞôçóçò, åßíáé ç
ôåëéêÞ êáôÜóôáóç). ÅðéðëÝïí áõôþí, ðñïóèÝôïõìå óôï áëöÜâçôü ìáò Ýíá íÝï
áñ÷éêü óýìâïëï S êáé ôïõò áíôßóôïé÷ïõò êáíüíåò åêêáèÜñéóçò ôçò ôåëéêÞò
óõìâïëïóåéñÜò ìáò:

�q̃ → S; �S → S; S�→ S

üðïõ � ∈ {�; �́; �̀;←−� ;−→� }; ∀� ∈ Σ. Áðü ôç óôéãìÞ ðïõ áõôïß ïé êáíüíåò
èá ìåôáôñÝøïõí ôéò êùäéêïðïéÞóåéò ôùí äéáìïñöþóåùí ïé ïðïßåò ðåñéÝ÷ïõí ôç
ôåëéêÞ êáôÜóôáóç q̃ óôï ìïíáäéêü óýìâïëï S, êáé åðéðëÝïí áðü ôç óôéãìÞ ðïõ
äåí õðÜñ÷åé Üëëïò ôñüðïò íá âñåèïýìå óôï óýìâïëï S ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò
ðáñáðÜíù êáíüíåò, Ý÷ïõìå ôï åîÞò áðïôÝëåóìá:

ËÞììá 4 Ôï ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï Ì áðïäÝ÷åôáé ôç óõìâïëïóåéñÜ
�u�; u ∈ Σ∗; �; � ∈ Σ, åÜí êáé ìüíïí åÜí

�́q1u�̀ ⇒∗
G S

Ôþñá, ïñßæïõìå ùò R ôï óýíïëï åêÝéíùí ôùí êáíüíùí ïé ïðïßïé áðïôåëïýí
óôïõò áíôßèåôïõò ôïõ ðáñáðÜíù óõíüëïõ êáíüíùí. Ôüôå Ý÷ïõìå:

ËÞììá 5 Ôï ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï Ì áðïäÝ÷åôáé ôç óõìâïëïóåéñÜ
�u�; u ∈ Σ∗; �; � ∈ Σ, åÜí êáé ìüíïí åÜí

S ⇒∗
R �́q1u�̀

Åßìáóôå ðëÝïí Ýôïéìïé íá ïñßóïõìå ôç ìå óõìöñáæüìåíá ãñáììáôéêÞ ìáò,
Γ. Tá ôåñìáôéêÜ óýìâïëá ôçò ãñáììáôéêÞò áõôÞò èá åßíáé ôá ìÝëç ôïõ óõíü-
ëïõ Σ. Ïé ìåôáâëçôÝò ìáò èá åßíáé äýï åéäþí:

1. ôá óýìâïëá ôïõ áëöáâÞôïõ ôïõ óõíüëïõ êáíüíùí R ôá ïðïßá êáé äåí
áíÞêïõí óôï áëöÜâçôï Σ êáé

2. óýìâïëá ôçò ìïñöÞò �̇ ∀� ∈ Σ.

43



ÔÝëïò, ïé êáíüíåò ôçò ãñáììáôéêÞò ìáò èá åßíáé ïé êáíüíåò ôïõ óõíüëïõ
R ìáæß ìå ôïõò åîÞò êáíüíåò:

�́q1 → �̇; �̇� → ��̇; �̇�̀ → ��; ∀�; � ∈ Σ

Ðñïöáíþò, êñßíïíôáò áðü ôç ìïñöÞ ôùí êáíüíùí (áõîáíüìåíïõ ìÞêïõò)
åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôþóïõìå üôé ç ðáñáðÜíù ãñáììáôéêÞ åßíáé ðñÜãìáôé ìå
óõìöñáæüìåíá. ÅðéðëÝïí, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðáñáðÜíù ëÞììá, Ý÷ïõìå üôé:

ËÞììá 6 Åóôù w ∈ Σ∗ ìéá óõìâïëïóåéñÜ. Ôüôå w ∈ L(Γ) åÜí êáé ìüíïí
åÜí |w| ≥ 2 êáé w ∈ L(M).

Åóôù ôþñá Ì Ýíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï êáé Γ ç ãñáììáôéêÞ
ìå óõìöñáæüìåíá ðïõ ìüëéò êáôáóêåõÜóáìå. Ôüôå, áðü ôï ðáñáðÜíù ëÞììá,
Ý÷ïõìå üôé

L(M) = L(
) ∪ L0

üðïõ L0 åßíáé ôï óýíïëï ôùí óõìâïëïóåéñþí w Ýôïéåò þóôå |w| ≤ 2.
Ôï óýíïëï üìùò L0 åßíáé ðåðåñáóìÝíï, äçëáäÞ áíôéóôïé÷Þ óå ðåðåñáóìÝíç
ãëþóóá. Åßíáé üìùò ãíùóôü üôé üëåò ïé ðåðåñáóìÝíåò ãëþóóåò åßíáé êáíï-
íéêÝò êáé êáô'åðÝêôáóç ìå óõìöñáæüìåíá, êáèþò ïé êáíïíéêÝò ãëþóóåò åßíáé
ãíÞóéï õðïóýíïëï ôùí ãëùóóþí ìå óõìöñáæüìåíá (reference here). Áñá, ç
ãëþóóá L(M) ùò Ýíùóç ãëùóóþí ìå óõìöñáæüìåíá, åßíáé êáé ç ßäéá ãëþóóá
ìå óõìöñáæüìåíá êáèþò, üðùò èá äåßîïõìå óå åðüìåíç åíüôçôá, ïé ãëþóóåò
ìå óõìöñáæüìåíá åßíáé êëïéóôÝò ùò ðñïò ôçí Ýíùóç.

4.3 ÐñïâëÞìáôá áðüöáóçò ó÷åôéêÜ ìå ãëþóóåò ìå óõìöñá-
æüìåíá

Óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá åßäáìå üôé, áôßèåôá ìå ôçí ðåñéïñéóìÝíç ìíÞìç
ôïõò, ôá ãñáììéêþò öñáãìÝíá áõôüìáôá åßíáé áñêåôÜ éó÷õñÜ êáèþò çìé - áðï-
öáóßæïõí ôçí êëÜóç ãëùóóþí ìå óõìöñáæüìåíá, ìéá áñêåôÜ åõñåßá êëÜóç.
Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá èá áðïäåßîïõìå ìåñéêÜ ðñùôáñ÷éêÜ áðïôåëÝóìáôá ó÷å-
ôéêÜ ìå ôéò éêáíüôçôåò Þ ìç ôÝôïéùí ìç÷áíþí.

Áò èõìçèïýìå êÜðïéåò éäéüôçôåò ôùí ìç÷áíþí Turing. Ïôáí êÜðïéïò ìáò
äþóåé ìéá ôÝôïéá ìç÷áíÞ êáé ìéá åßóïäï x ãéá ôïí \áëãüñéèìï" ðïõ õëïðïéåß
áõôÞ ç ìç÷áíÞ, Ýíá áðïëýôïò öõóéïëïãéêü êáé óçìáíôéêü åñþôçìá åßíáé ôï
êáôÜ ðüóïí áõôÞ ç ìç÷áíÞ èá ôåñìáôßóåé ðïôÝ ìå ôçí óõãêåêñéìÝíç åßóïäï.
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Ôï ðéï áðëü ðñÜãìá ðïõ Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå Ýéíáé íá \ôñÝîïõìå" ôçí ìç÷áíÞ
ìå ôçí åßóïäï áõôÞ êáé íá äïýìå åÜí ôåñìáôßæåé ðïôÝ. Ïìùò, áí êáé üôáí ç
ìç÷áíÞ ôåñìáôßóåé åßìáóôå óå óå èÝóç íá áðáíôÞóïõìå ôï åñþôçìá, áðü ôçí
Üëëç ðëåõñÜ, åÜí ç ìç÷áíÞ äåí ôåñìáôßæåé äåí ìðïñïýìå íá ðïýìå ôßðïôá ãéá
ôï êáôÜ ðüóïí èá ôåñìáôßóåé Þ ü÷é óôï ìÝëëïí. Ìå Üëëá ëüãéá, áðïäåéêíýåôáé
üôé ôï áíßóôïé÷ï ðñüâëçìá áðüöáóçò ãéá ìç÷áíÝò Turing åßíáé ìç åðéëýóéìï.
Äåí ìðïñïýìå íá âñïýìå áëãüñéèìï ï ïðïßïò äïèåßóáò ìéáò ìç÷áíÞò Turing
Ì êáé ìéÜò åéóüäïõ x ãéá ôçí ìç÷áíÞ áõôÞ, íá ìðïñåß íá ìáò ðåß, Ýóôù êáé
óå õðåñ-åêèåôéêü ÷ñüíï, åÜí ç ìç÷áíÞ èá ôåñìáôßóåé ðïôÝ ìå ôçí åßóïäï x.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá, üôáí ðåñéïñßæïõìå ôï ìï-
íôÝëï õðïëïãéóìïý óå ãñáììéêþò öñáãìÝíá áõôüìáôá, ãßíåôáé åðéëýóçìï.
ÐáñáêÜôù èá ðåñéãñÜøïõìå ìéá äéáäéêáóßá ç ïðïßá, äïèÝíôùò åíüò ãñáììéêþò
öñáãìÝíïõ áõôïìÜôïõ M êáé ìéáò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ w, åßíáé óå èÝóç íá
ðñïóäéïñßóåé Ýáí ç ìç÷áíÞ Ì èá ôåñìáôßóåé ðïôÝ ìå åßóïäï ôçí óõìâïëïóåéñÜ
áõôÞ w:

Èåþñçìá 7 ÄïèÝíôïò åíüò ãñáììéêþò öñáãìÝíïõ áõôïìÜôïõ Ì êáé ìéáò
óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ w, ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôïõ êáôÜ ðüóïí ç ìç÷ÜíÞ
Ì ôåñìáôßæåé ðïôÝ ìå ôçí óõãêåêñéìÝíç åßóïäï w, åßíáé áëãïñéèìéêÜ åðéëý-
óéìï (äçëáäÞ åßíáé áðïöáóßóéìï).

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ èåùñÞìáôïò, ðïëý ÷ñÞóéìï åßíáé ôï
åðüìåíï ëÞììá, ôï ïðïßï ìáò äßíåé Ýíá Üíù öñÜãìá óôïí áñéèìü ôùí äéáöïñå-
ôéêþí äéáìïñöþóåùí ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé åíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï.

ËÞììá 7 Åóôù Ì = (Q;Σ;Γ; �; s) Ýíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï. Ï
áñéèìüò ôùí äéáöïñåôéêþí äéáìïñöþóåùí ôïõ áõôïìÜôïõ áõôïý, üôáí áõôü
ëåéôïõñãåß óå ìéÜ åßóïäï w ìå ìÞêïò |w| = n, åßíáé |Q||w||Σ||w|.

Áðüäåéîç: Áò èõìçèïýìå üôé ìéá äéáìüñöùóç ìéáò ìç÷áíÞò Turing M åßíáé
ïõóéáóôéêÜ ìéá áðåéêüíéóç ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò ìç÷áíÞò óå êÜðïéï óõãêåêñé-
ìÝíï âÞìá áõôÞò. Ìéá ôÝôïéá äéáìüñöùóç, üðùò ôçí ïñßóáìå, áðïôåëåßôáé áðü
ôçí êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá âñßóêåôáé ï ðåðåñáóìÝíïò Ýëåã÷ïò, áðü ôç èÝóç
óôçí ïðïßá âñßóêåôáé ï äñïìÝáò ôçò ôáéíßáò ôçí ôñÝ÷ïõóá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ êáé,
ôÝëïò, áðü ôá ðåñéå÷üìåíá ôçò ôáéíßáò. Åí ðñïêåéìÝíù, ç ìç÷áíÞ M Ý÷åé Q
äõíáôÝò êáôáóôÜóåéò, ôï ìÞêïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ åßíáé n (÷ùñßò íá
èåùñïýìå ùò ìÝñïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ ôïõò äýï ôåñìáôéêïýò ÷áñá-
êôÞñåò ôçò ìç÷áíÞò . êáé /) ïðüôå ç êåöáëÞ ôçò ìç÷áíÞò ìðïñåß íá âñßóêåôáé
óå n äéáöïñåôéêÝò èÝóåéò êáé åðéðëÝïí, ïé ðéèáíÝò óõìâïëïóåéñÝò åéóüäïõ ìÞ-
êïõò n ðïõ ìðïñïýí íá åìöáíéóôïýí óôçí ôáéíßá, ìå âÜóç ôï áëöÜâçôï Σ,
åßíáé |Σ||w|. Ôï ãéíüìåíï üëùí áõôþí ôùí ôñéþí ðïóïôÞôùí áðïôåëåß êáé ôïí
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áñéèìü ôùí äéáöïñåôéêþí äéáìïñöþóåùí ðïõ ìðïñåß íá âñåèåß ôï ãñáììéêþò
öñáãìÝíï áõôüìáôï Ì ìå ôáéíßá ìåãÝèïõò |n|. ¤

Ôþñá ìðïñïýìå íá ãõñßóïõìå óôçí áðüäåéîç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìá-
ôïò:

Áðüäåéîç ÈåùñÞìáôïò 7: Ìå óêïðü íá áðïöáóßóïõìå ôï êáôÜ ðüóïí ôï
ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï Ì áðïäÝ÷åôáé Þ ü÷é ôçí óõìâïëïóåéñÜ åéóü-
äïõ w, ðñïóïìïéþíïõìå ôçí ìç÷áíÞ Ì ìå åßóïäï w. ÄçëáäÞ êáôáóêåõÜæïõìå
ìéá íÝá ìç÷áíÞ Turing Ì ′ ç ïðïßá \ôñÝ÷åé" ôçí áñ÷éêÞ ìç÷áíÞ Ì . ÊáôÜ ôç
äéÜñêåéá ôçò ðñïóïìïßùóçò, åÜí ç ìç÷áíÞ Ì ôåñìáôßóåé, áíåîÜñôçôá áðü ôï
åÜí áðïäÝ÷åôáé Þ áðïññßðôåé ôçí óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ w, ôüôå ç Ì ′ ôåñìáôß-
æåé êáé áõôÞ ìå ôç óåéñÜ ôçò óôçí êáôÜóôáóç \íáé". ÄçëáäÞ ôï óõãêåêñéìÝíï
ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï ìáæß ìá ôç óõãêåêñéìÝíç óõìâïëïóåéñÜ åé-
óüäïõ w áðïôåëïýí Ýíá \íáé" óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò áðüöáóçò ôïèõ
êáôÜ ðüóïí Ýíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï áðïäÝ÷åôáé ìéá óõãêåêñéìÝíç
óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ w. Áõôü ðïõ áðïìÝíåé åßíáé íá äåßîïõìå ôï ðþò ìðï-
ñïýìå íá áíé÷íåýïõìå Üðåéñïõò âñüã÷ïõò þóôå íá ôåñìáôßóïõìå ôç ëåéôïõñãßá
ôçò ìç÷áíÞò Ì ′ óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò.

Ç éäÝá áíß÷íåõóçò ôçò Üðåéñçò áíáêýêëùóçò åßíáé ç åîÞò: êáèþò ç ìç÷áíÞ
(ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï) Ì êÜíåé õðïëïãéóìïýò ìå âÜóç ôç óõìâï-
ëïóåéñÜ åéóüäïõ w, ìåôáâáßíåé áðü äéáìüñöùóç óå äéáìüñöùóç. ÅÜí ðïôÝ
ç ìç÷áíÞ Ì åðáíáëÜâåé êÜðïéá äéáìüñöùóç, ôüôå èá ôçí åðáíáëáìâÜíåé óõ-
íÝ÷åéá êáé Üñá èá âñßóêåôáé óå Üðåéñç áíáêýêëùóç. ÅðåéäÞ üìùò ç ìç÷áíÞ
ìáò åßíáé ãñáììéêþò öñáãìÝíç, ç ðïóüôçôá äéáèÝóéìçò ôáéíßáò åßíáé êáé áõôÞ
öñáãìÝíç (áêñéâþò üóï êáé ôï ìÝãåèïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ). Áðü
ôï ðáñáðÜíù ëÞììá, Ý÷ïõìå üôé ôï áõôüìáôï áõôü èá Ý÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï
ðëÞèïò äéáöïñåôéêþí äéáìïñöþóåùí. Áñá, Ýíá ðïëý óõãêåêñéìÝíï ÷ñïíéêü
ðåñéèþñéï åßíáé äéáèÝóéìï óôç ìç÷áíÞ ìáò þóôå íá ôåëåéþóåé ôïí õðïëïãéóìü
ôçò. ÅÜí êáôÜ ôïí õðïëïãéóìü áõôüí, ç ìç÷áíÞ îåðåñÜóåé óå áñéèìü âçìÜôùí
ôï üñéï ôùí äéáìïñöþóåùí ðïõ õðïäåéêíýåé ôï ðáñáðÜíù ëÞììá, ôüôå åßìá-
óôå óßãïõñïé üôé óå êÜðïéï óçìåßï Ý÷åé åðáíáëÜâåé êÜðïéá äéáìüñöùóç êáé
Üñá âñßóêåôáé óå áíáêýêëùóç ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò. ÄçëáäÞ, ôï ìüíï ðïõ
Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå ãéá íá åíôïðßóïõìå ôÝôïéåò áíáêõêëþóåéò, åßíáé íá ðñï-
óïìåéþíïõìå ôç ìç÷áíÞ ìáò ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï áñéèìü âçìôÜôùí - áõôþí
ðïõ õðïäõêíýåé ôï ðáñáðÜíù ëÞììá.

¤
Ôï èåþñçìá 7 ìáò äåß÷íåé üôé ïé ìç÷áíÝò Turing êáé ôá ãñáììéêþò öñáã-

ìÝíá áõôüìáôá äéáöÝñïõí ìå Ýíáí óçìáíôéêü ôñüðï: åíþ ãéá ôéò ìç÷áíÝò
Turing ôï ðñïçãïýìåíï ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáé ìç áðïöáóßóéìï, åíôïýôïéò,
ãéá ôá ãñáììéêþò öñáãìÝíá áõôüìáôá åßíáé áðïöáóßóéìï. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,
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áõôü äåí óçìáßíåé üôé ïé äýï áõôÝò õðïëïãéóôéêÝò ìç÷áíÝò äåí Ý÷ïõí ïìïéü-
ôçôåò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï åðüìåíï èåþñçìá äåß÷íåé üôé ôï íá áðïöáóßóïõìå
ôï êáôÜ ðüóïí ç ãëþóóá ðïõ áíôéóôïé÷åß óå êÜðïéï ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõ-
ôüìáôï åßíáé êåíÞ Þ ü÷é, åßíáé ìç åðéëýóéìï, üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí
ãåíéêþí ìç÷áíþí Turing.

Èåþñçìá 8 ÄïèÝíôïò åíüò ãñáììéêþò öñáãìÝíïõ áõôïìÜôïõ Ì , áëçèåýåé
üôé ç õðïêåßìåíç ãëþóóá ðïõ áðïöáóßæåé ôï áõôüìáôï áõôü åßíáé êåíÞ;

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò, óçìáíôéêü ñüëï ðáßæåé ç Ýí-
íïéá ôïõ éóôïñéêü õðïëïãéóìþí áðïäï÷Þò:

Ïñéóìüò 15 Åóôù Ì ìéá ìç÷áíÞ Turing êáé w ìéá óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ
ãéá ôçí ìç÷áíÞ áõôÞ. Åíá éóôïñéêü õðïëïãéóìïý áðïäï÷Þò ãéá ôçí ìç÷áíÞ
Ì ìå åßóïäï w åßíáé ìéá áêïëïõèßá äéáìïñöþóåùí #1; #2; : : : ; #z üðïõ #1 åßíáé
ç áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç ôçò ìç÷áíÞò Ì ìå åßóïäï w, #z åßíáé ìéá äéáìüñöùóç
áðïäï÷Þò (ôçò óõìâïëïóåéñÜò w) êáé, ãéá êÜèå #i : #i−1 ` #i; 1 < i ≤ z.
Åíá éóôïñéêü õðïëïãéóìïý áðüññéøçò ïñßæåôáé áíÜëïãá, ìüíï ðïõ ôþñá ç
äéáìüñöùóç #z åßíáé ìéá äéáìüñöùóç áðüññéøçò ôçò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ
w.

Ôþñá, åðéóôñÝöïõìå óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò.

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå ìéÜ áðëÞ áíáãùãÞ åíüò áíôßóôïé÷ïõ ðñï-
âëÞìáôïò áðüöáóçò ãéá ôéò ìç÷áíÝò Turing, óôçí ðåñßðôùóç ôùí ãñáììéêþò
öñáãìÝíùí ìç÷áíþí Turing.

Åóôù ATM êáé EÃÖÁ ôá áíôßóôïé÷á ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò ãéá ôéò ìç÷áíÝò
Turing êáé ãéá ôá ãñáììéêþò öñáãìÝíá áõôüìáôá áíôßóôïé÷á. Ðéï óõãêåêñé-
ìÝíá, ùò ÁÔÌ ïñßæïõìå ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò óôï ïðïßï, äïèåßóáò ìéáò
ìç÷áíÞò Turing M êáé ìéáò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ w, æçôåßôáé íá áðïöáóß-
óïõìå åÜí w ∈ L(M). Áõôü ôï ðñüâëçìá åßíáé Ýíá áðü ôá ðéï ãíùóôÜ ìç
åðéëýóçìá ðñïâëÞìáôá. Èá äåßîïõìå üôé åÜí ìðïñïýóáìå íá åðéëýóïõìå (ïõ-
óéáóôéêÜ íá áðïöáóßóïõìå ôçí õðïêåßìåíç ãëþóóá) ôï ðñüâëçìá EÃÖÁ, ôüôå
èá ìðïñïýóáìå íá áðïöáóßóïõìå êáé ôï ðñüâëçìá ÁÔÌ .

Äïèåßóáò ìéáò ìç÷áíÞò Turing M êáé ìéáò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ w, èá
äåßîïõìå üôé ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå êáôÜ ðüóïí ç ìç÷áíÞ Ì áðïäÝ÷åôáé
ôçí óõìâïëïóåéñÜ w, êáôáóêåõÜæïíôáò Ýíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï
Φ êáé ìåôÜ åëÝã÷ïíôáò êáôÜ ðüóïí L(Φ) = ∅ ìå ôïí áëãüñéèìï ðïõ Þäç
õðïèÝóáìå üôé õðÜñ÷åé. Ôï ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï Φ ðïõ èá êáôá-
óêåõÜóïõìå, èá áíáãíùñßæåé ôçí ãëþóóá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü üëá éóôïñéêÜ
õðïëïãéóìþí áðïäï÷Þò ãéá ôçí ìç÷áíÞ Ì óå åßóïäï w. Ðñïöáíþò, åÜí ç
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ìç÷áíÞ Ì áðïññßðôåé ôçí óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ w, ôüôå L(Φ) = ∅. å äéá-
öïñåôéêÞ ðåñßðôùóç ç ãëþóóá L(Φ) ðåñéÝ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá óõìâïëïóåéñÜ:
áõôÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óå êÜðïéï éóôïñéêü õðïëïãéóìïý áðïäï÷Þò ôçò Ì óå åß-
óïäï w. Ìå Üëëá ëüãéá, åÜí ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå êáôÜ ðüóïí L(Φ) = ∅,
ôüôå åßíáé îåêÜèáñï üôé ôï ðñüâëçìá ÅÔÌ åßíáé åðéëýóéìï.

Ôþñá, ðñÝðåé íá ðáñéãñÜøïõìå ðþò ôï ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï Φ
êáôáóêåõÜæåôáé. Èá ðåñéãñÜøïõìå ôçí êáôáóêåõÞ áõôïý, äïèÝíôïò ìéáò ìç÷á-
íÞò Turing Ì êáé ìéáò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ w êáé äåí èá áñêåóôïýìå áðëÜ
óôçí áðüäåéîç ýðáñîçò áõôïý. Ðáñ'üëá áõôÜ, óêïðüò äåí åßíáé íá \ôñÝîïõìå"
ôï áõôüìáôï, áëëÜ íá åêìåôáëåõôïýìå ôçí ðåñéãñáöÞ áõôïý ôïõ áõôïìÜôïõ, ç
ïðïßá êáé èá áðïôåëåß åßóïäï óôïí õðïôéèÝìåíï áëãüñéèìï ï ïðïßïò èá åëÝã÷åé
êáôÜ ðüóïí L(Φ) = ∅. Ïôáí ï áëãüñéèìïò áõôüò áðïöáóßóåé ôï êáôÜ ðüóïí
L(Φ) = ∅ Þ ü÷é, åìåßò áðëÜ áíôéóôñÝöïõìå ôçí áðüäåéîç êáé ìå áõôüí ôïí
ôñüðï Ý÷ïõìå êáôáóêåõÜóåé Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ áðïöáóßæåé ôï ðñïçãïýìåíï
ðñüâëçìá ãéá ãåíéêÝò ìç÷áíÝò Turing. Áôïðï, êáèþò ôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé
ìç åðéëýóçìï.

ÊáôáóêåõÜæïõìå ôï ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï Φ Ýôóé þóôå áõôü íá
áðïäÝ÷åôáé ôç´óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ y åÜí ç y êùäéêïðïéåß Ýíá (êÜðïéï) éóôï-
ñéêü õðïëïãéóìïý áðïäï÷Þò ôçò ìç÷áíÞò Ì óå åßóïäï w. Ïðùò åßðáìå, Ýíá
éóôïñéêü õðïëïãéóìïý áðïäï÷Þò äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï áðü ìéá áêïëïõèßá äéá-
ìïñöþóåùí #1; #2; : : : ; #z óôéò ïðïßåò ìåôáâáßíåé äéáäï÷éêÜ ç ìç÷áíÞ Ì üôáí
ï õðïëïãéóìüò áõôÞò ïäçãåß óôçí áðïäï÷Þ ôçò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ w.
Èåùñïýìå üôé áõôÞ ç áêïëïõèßá äéáìïñöþóåùí êùäéêïðïéåßôáé áðü ìéá áðëÞ
óõìâïëïóåéñÜ, ìå ôéò äéáìïñöþóåéò íá äéá÷ùñßæïíôáé áðü êÜðïéïí ÷áñáêôÞñá
äéá÷ùñéóìïý ï ïðïßïò äåí áíÞêåé óôï áëöÜâçôï ôçò ìç÷áíÞò Ì ïýôå óå áõôÞ
ôïõ áõôïìÜôïõ Φ (ó÷Þìá 4.3).

. #1︸ ︷︷ ︸ ] #2︸ ︷︷ ︸ ] : : : ] #z︸ ︷︷ ︸ ]

Ó÷Þìá 4.1: Ìéá ðéèáíÞ åßóïäïò óôï áõôüìáôï Φ.

To ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï Φ äïõëåýåé ìå ôïí åîÞò ôñüðï: üôáíäÝ-
÷åôáé ùò åßóïäï ìéá óõìâïëïóåéñÜ y, ôï Φ ðñÝðåé íá áðïäå÷ôåß ôçí y åÜí áõôÞ
åßíáé ìéá óõìâïëïóåéñÜ ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óå éóôïñéêü õðïëïãéóìïý áðïäï-
÷Þò ôçò ìç÷áíÞò Ì óå åßóïäï w. Áñ÷éêÜ, ôï Φ áíáêôÜ ôéò óõìâïëïóåéñÝò ðïõ
õðïôåßèåôáé üôé êùäéêïðïéïýí äéáìïñöþóåéò, áöáéñþíôáò ôïõò ÷áñáêôÞñåò äéá-
÷ùñéóìïý ]. Åôóé ôï Φ Ý÷åé óôç äéÜèåóÞ ôïõ ôéò óõìâïëïóåéñÝò #1; #2; : : : ; #z
ãéá ôéò ïðïßåò åßíáé áíáãêáßï íá åëÝíîåé ôñåßò óõíèÞêåò:

. Ç óõìâïëïóåéñÜ #1 áíôéóôïé÷åß óôçí áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç ôçò ìç÷áíÞò
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Ì óå åßóïäï w.

. Ç #z åßíáé ìéá äéáìüñöùóç áðïäï÷Þò (ôçò óõìâïëïóåéñÜò w).

. Ãéá êÜèå #i : #i−1 ` #i; 1 < i ≤ z.

Ïé äýï ðñþôåò óõíèÞêåò åßíáé ðïëý åýêïëï íá åëåãèïýí: óôçí ðñþôç ðå-
ñßðôùóç, ôïá õôüìáôï Φ áðëÜ åëÝã÷åé åÜí ç óõìâïëïóåéñÜ #1 ôáõôßæåôáé ìå
ôçí óõìâïëïóåéñÜ s �1; : : : ; �n üðïõ �1; : : : ; �n = w êáé s ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç
ôçò ìç÷áíÞò Turing M óå åßóïäï w. Ãéá ôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç, ôï ìüíï ðïõ
Ý÷åé íá êÜíåé ôï áõôüìáôï Φ åßíáé íá øÜîåé åÜí óôç ôåëåõôáßá äéáìüñöùóç #z
õðÜñ÷åé ç êáôÜóôáóç áðïäï÷Þò qaccept ôçò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ w áðü ôç
ìç÷áíÞ M .

Ç ôñßôç ðåñßðôùóç åßíáé êáé áõôÞ ðïõ åßíáé äõóêïëüôåñï, ôïõëÜ÷éóôïí ü÷é
ðñïöáíÝò, íá åëåãèåß. Ãéá êÜèå æåýãïò ãåéôïíéêþí äéáìïñöþóåùí #i−1; #i; 1 <
i ≤ z, ôï áõôüìáôï Φ åëÝã÷åé ôï êáôÜ ðüóïí #i−1 ` #i . Áõôü ãßíåôáé åðá-
ëçèåýïíôáò üôé ïé äýï ãåéôïíéêÝò äéáìïñöþóåéò åßíáé ôáõôüóçìåò åêôüò ßóùò
áðü ôá óçìåßá êÜôù êáé åêáôÝñïèåí ôçò êåöáëÞò óôçí ðñþôç äéáìüñöùóç #i−1.
ÅÜí äéáöÝñïõí, èá ðñÝðåé ïé äéáöïñÝò íá áíôéêáôïðôñßæïõí ôïõò êáíüíåò ìåôÜ-
âáóçò ðïõ óõìöùíïýí ìå ôçí óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ôçò ìç÷áíÞò Ì . Ôüôå, ôï
áõôüìáôï Φ åëÝã÷åé üôé ç ìåôÜâáóç åßíáé Ýãêõñç, ðáëéíäñïìþíôáò ìåôáîý ôùí
áíôßóôïé÷ùí èÝóåùí åëÝã÷ïõ êáé óçìáäåýïíôáò êÜèå öïñÜ ôï ôñÝ÷ùí óýìâïëï
åëÝã÷ïõ.

ÔÝëïò, åÜí êáé ïé ôñåßò óõíèÞêåò åðáëçèåýïíôáé, ôï áõôüìáôï Φ áðïäÝ÷åôáé
ôçí åßóïäü ôïõ.

Åóôù ôþñá ï õðïôéèÝìåíïò áëãüñéèìïò ï ïðïßïò êáé åëÝã÷åé êáôÜ ðüóïí
L(Φ) = ∅ Þ ü÷é. Ï äÝ÷åôáé ùò åßóïäï ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ áõôïìÜôïõ Φ
êáé áðïöáóßæåé åÜí ç õðïêåßìåíç ãëþóóá ðïõ áðïöáóßæåé ôï Φ åßíáé êåíÞ Þ
ü÷é. ÅÜí L(Φ) = ∅, ç ìç÷áíÞ M äåí Ý÷åé êáíÝíáí õðïëïãéóìü áðïäï÷Þò
ôçò óõìâïëïóåéñÜò åéóüäïõ w. Áñá w =∈ L(M). Áíôßèåôá, åÜí L(Φ) =∈ ∅
áõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé ìéá óõìâïëïóåéñÜ ç ïðïßá êùäéêïðïéåß åíá éóôïñéêü
õðïëïãéóìïý áðïäï÷Þò ôçò óõìâïëïóåéñÜò w áðü ôç ìç÷áíÞ Ì . Áñá w ∈
L(M). Áôïðï, êáèþò ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáé ìç åðéëýóéìï.

¤

4.4 Éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ãëùóóþí ìå óõìöñáæüìåíá
Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ðáñïõóéÜóïõìå êáé èá áðïäåßîïõìå áðïôåëÝóìáôá êëåé-
óôüôçôáò óå ó÷Ýóç ðÜíôá ìå ôéò ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá. Ïé ôñåéò ðéï
âáóéêÝò éäéüôçôåò, êáé ìå ôéò ïðïßåò èá áó÷ïëçèïýìå, áöïñïýí ôéò \ðñïöá-
íåßò" ëåéôïõñãßåò: ôïìÞ, Ýíùóç êáé óõìðëÞñùìá.
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Èåþñçìá 9 Åóôù L1 êáé L2 äýï ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá. Ôüôå ç ãëþóóá
L′ = L1 ∪ L2 åßíáé êáé áõôÞ ãëþóóá ìå óõìöñáæüìåíá.

Áðüäåéîç: Åóôù L1 = L(Γ1) êáé L2 = L(Γ2) üðïõ Γ1;Γ2 åßíáé ïé áíôßóôïé-
÷åò ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá ïé ïðïßåò Ý÷ïõí îÝíá ìåôáîý ôïõò óýíïëá
ôåñìáôéêþí óõìâüëùí êáé ìåôáâëçôþí. Åóôù S1 êáé S2 íá åßíáé ïé äýï áñ÷é-
êÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ áñ÷ßæïõí ôçí åêÜóôïôå ðáñáãùãÞ ôùí äýï ãñáììáôéêþí.
Èåùñïýìå ìéá íÝá ãñáììáôéêÞ, Γ, ç ïðïßá Ý÷åé ùò óýíïëï ôåñìáôéêþí óõìâü-
ëùí ôçí Ýíùóç ôùí áíôßóôïé÷ùí óõíüëùí ôùí äýï ãñáììáôéêþí êáé áíôßóôïé÷á
ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò (ôçí Ýíùóç ôùí äýï áíôßóôïé÷ùí óõíüëùí ìåôáâëçôþí). Ç
íÝá áõôÞ ãñáììáôéêÞ ðåñéÝ÷åé ôçí Ýíùóç ôùí êáíüíùí ôùí äýï ãñáììôéêþí.
ÐñïóèÝôïõìå ìéá íÝá ìåôáâëçôÞ, ôçí S, êáé ôïí íÝï êáíüíá S → S1 | S2.
Åßíáé ðñïöáíÝò üôé L(Γ) =  L(Γ1) ∪ L(Γ2) = L1 ∪ L2. ¤

Áöïý áðïäåßîáìå ôçí êëåéóôüôçôá ôùí ãëùóóþí ìå óõìöñáæüìåíá ùò ðñïò
ôçí Ýíùóç, ôþñá èåùñïýìå ôçí ôïìÞ ãëùóóþí ìå óõìöñáæüìåíá. Óå áíôßèåóç
ìå ôéò ãëþóóåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá ïé ïðïßåò äåí åßíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò ôçí
ôïìÞ, óôçí ðåñßðôùóç ôùí ãëùóóþí ìå óõìöñáæüìåíá èá áðïäåßîïõìå ôï
áêüëïõèï áðïôÝëåóìá:

Èåþñçìá 10 Åóôù L1 êáé L2 äýï ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá. Ôüôå ç ãëþóóá
L′ = L1 ∩ L2 åßíáé êáé áõôÞ ãëþóóá ìå óõìöñáæüìåíá.

Áðüäåéîç: Åóôù L1 = L(M1) êáé L2 = L(M2) ïé ãëþóóåò äýï ãñáììéêþò
öñáãìÝíùí áõôïìÜôùí M1 áé Ì2 áíôßóôïé÷á. Ç ãåíéêÞ éäÝá ôçò áðïäåéîçò
åßíáé ìÜëëïí êáé ç ðñïöáíÞò, üìùò ðáñïõóéÜæåé êÜðïéá äõóêïëßá: ãéá íá
åëÝíîïõìå ôï êáôÜ ðüóïí ìéá óõìâïëïóåéñÜ w áíÞêåé êáé óôéò äýï ãëþóóåò
(áõôüìáôá) åëÝã÷ïõìå áñ÷éêÜ åÜí ôï áõôüìáôï Ì1 áðïäÝ÷åôáé ôç óõìâïëï-
óåéñÜ êáé, åÜí íáé, óôç óõíÝ÷åéá îáíáåëÝã÷ïõìå ôï êáôÜ ðüóï êáé ôï äåýôåñï
áõôüìáôï ôçí áðïäÝ÷åôáé. Ç êýñéá äõóêïëßá åßíáé üôé ôï áõôüìáôï Ì1, êáôÜ
ôç äéÜñêåéá ôçò ëåéôïõñãßáò ôïõ, ìðïñåß íá êáôáóôñÝøåé ôçí åßóïäï, äçëáäÞ
ôç óõìâïëïóåéñÜ w. ÅðåéäÞ äéá÷åéñéæüìáóôå ãñáììéêþò öñáãìÝíá áõôüìáôá,
ôï ìÝãåèïò ôçò äéáèÝóéìçò ìíÞíçò åßíáé ðåñéïñéóìÝíï (ãñáììéêü) êáé Üñá äå
ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå äýï áíôéãñáöá ôçò óõìâïëïóåéñÜò w óå ðáñÜèåóç þóôå
íá áîéïðïéçèåß ôï êáèÝíá áðü ôï áíôßóôïé÷ï áõôüìáôï. Ç ëýóç âáóßæåôáé óôçí
åîÞò éäÝá: èåùñïýìå üôé ç ôáéíßá ìáò åßíáé ÷ùñéóìÝíç óå \æþíåò" Þ \ôïìåßò",
óôç ðåñßðôùóÞ ìáò äýï æþíåò. Ôï íÝï ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï Ì ðïõ
èá êáôáóêåõÜóïõìå èá äïõëåýåé ùò åîÞò:

1. Áñ÷éêÜ, èá áíôéãñÜöåé ôçí åßóïäï óå áõôü Ýôóé þóôå áõôÞ íá åìöáíßæåôáé
êáé óôéò äýï æþíåò ôçò ôáéíßáò. Ãéá íá ôéò îå÷ùñßæïõìå, áðü åäþ êáé
óôï åîÞò, èá áíáöåñüìáóôå óôçí Üíù êáé óôçí êÜôù æþíç.
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2. Åðåéôá, ôï íÝï áõôüìáôï Ì èá ðñïóïìïéþóåé ôï áñ÷éêü áõôüìáôï Ì1

äïõëåýïíôáò óôçí Üíù æþíç.

3. ÅÜí ôï áõôüìáôï Ì1 áðïäå÷ôåß ôç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ, ôüôå ôï Ì
ðñïóïìïéþíåé ôï äåýôåñï áõôüìáôï Ì2 äïõëåýïíôáò üìùò ôþñá óôçí
êÜôù æþíç (óôçí ïðïßá ç áñ÷éêÞ óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ âñßóêåôáé áíÝ-
ðáöç).

Èåùñïýìå üôé ôá äýï áõôüìáôá Ì1 êáé Ì2 Ý÷ïõí ôï ßäéï áëöÜâçôï C =
{c1; : : : ; cn}∪{.; /;t}. To íÝï áõôüìáôï Ì ðïõ èá êáôáóêåõÜóïõìå, èá åßíáé
Ýíá ãñáììéêþò öñáãìÝíï áõôüìáôï ðïõ èá Ý÷åé ôï ßäéï áëöÜâçôï ìå ôá áõôü-
ìáôá Ì1 êáé Ì2 êáé åðéðëÝïí óôï áëöÜâçôï áõôü èá ðñïóôåèïýí ôá óýìâïëï
bij; 0 ≤ i; j ≤ n. Ç äéáéóèçôéêÞ åñìçíåßá ôùí íÝùí óõìâüëùí áõôþí åßíáé ç
åîÞò: ðáñïõóßá ôïõ óõìâüëïõ bij õðïäåéêíýåé üôé ôï óýìâïëï ci âñßóêåôáé óôçí
Üíù æþíç åíþ ôï óýìâïëï cj óôçí êÜôù æþíç ôçò ôáéíßáò ôïõ áõôïìÜôïõ Ì .
ÔÝëïò, èåùñïýìå üôé ç q1 åßíáé ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôïõ áõôïìÜôïõ Ì1 êáé q̃
ç ôåëéêÞ ôïõ, åíþ q2 åßíáé ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôïõ áõôïìÜôïõ Ì2. ÅðéðëÝïí
ôùí ðñïçãïõìÝíùí, èáùñïýìå üôé ôá äýï óýíïëá ôùí êáôáóôÜóåùí ôùí äýï
áõôïìÜôùí ìáò, Ì1 êáé Ì2, åßíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò. Ôï íÝï áõôüìáôï Ì
Ý÷åé ùò áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôçí êáôÜóôáóç q0, ç ïðïßá äåí ðåñéÝ÷åôáé óå êá-
íÝíá áðü ôá äýï óýíïëá êáôáóôÜóåùí ôùí äýï áõôïìÜôùí Ì1 êáé Ì2, êáé ùò
ôåëéêÞ êáôÜóôáóç ôï Ì Ý÷åé ôçí ôåëéêÞ êáôÜóôáóç ôïõ áõôïìÜôïõ Ì2. Ôï
áõôüìáôï Ì èá ðåñéÝ÷åé ôéò áêüëïõèåò ìåôáâÜóåéò (ãéá êÜèå ðéèáíü óýìâïëï
ci; 0 ≤ i ≤ n, üðïõ c0 ≡ t).

(1) Áñ÷éêïðïßçóç:

◦ �(q0; ci) = (q̄; bii;→)

◦ �(q0; /) = (q̄′; /;←)

◦ �(q̄′; bii) = (q̄′; bii;←)

◦ �(q̄′; .) = (q1; .;→)

Ïé êáôáóôÜóåéò q̄ êáé q̄′ åßíáé íÝåò êáôáóôÜóåéò ôïõ áõôïìÜôïõ Ì êáé äåí
ðåñéëáìâÜíïíôáé óôá óýíïëá êáôáóôÜóåùí ôùí äýï áñ÷éêþí áõôïìÜôùí
Ì1 êáé Ì2. Ïé ðáñáðÜíù ìåôáâÜóåéò åîáíáãêÜæïõí ôï áõôüìáôï Ì íá
\áíôéãñÜøåé" ôç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ êáé óôéò äýï æþíåò ôéò ôáéíßáò ôïõ
(ïõóéáóôéêÜ ìÝóù ôùí íÝùí óõìâüëùí bij), êáé, áöïýå ôåëéþóåé ìå ôçí
áíôéãñáöÞ, íá ãõñßóåé ðñïò ôá áñéóôåñÜ óôçí áñ÷Þ ôçò óõìâïëïóåéñÜò.

(2) Ãéá êÜèå ìåôÜâáóç ôïõ áõôïìÜôïõ Ì1, ïé áíôßóôïé÷åò ìåôáâÜóåéò, ïé
ïðïßåò ðñïêýðôïõí áðü ôçí ìåôáôñïðÞ êÜèå óõìâüëïõ ci óå bij; 0 ≤ j ≤
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n, áíÞêïõí óôï óýíïëï ìåôáâÜóåùí ôïõ áõôïìÜôïõ Ì . ÁõôÝò ïé ìå-
ôáâÜóåéò \áíáãêÜæïõí" ôï áõôüìáôï Ì íá ðñïóïìïéþóåé ôç ëåéôïõñãßá
ôïõ Ì1 äïõëåýïíôáò óôçí Üíù æþíç. ÅðéðëÝïí áõôþí ôùí ìåôáâÜóåùí,
ôï áõôïìáôï Ì Ý÷åé ôéò åðüìåíåò ìåôáâÜóåéò ãéá 0 ≤ i; j ≤ n:

◦ �(q̃; bij) = (q̃; bij;→)

◦ �(q̃; /) = (p̃; /;←)

◦ �(p̃′; bij) = (p̃; cj;←)

◦ �(p̃; .) = (q2; .;→)

Ïðùò êáé ðñéí, ç êáôÜóôáóç p̃ äåí áíÞêåé óôá óýíïëá êáôáóôÜóåùí
ôùí äýï áõôïìÜôùí Ì1 êáé Ì2 áëëÜ áðïôåëåß ìéá íÝá êáôÜóôáóç ôïïõ
áõôïìÜôïõ Ì . Ïé ðáñáðÜíù ìåôáâÜóåéò áíáãêÜæïõí ôï áõôüìáôï Ì íá
áíáêôÞóåé ôçí êÜôù æþíç êáé Ýðåéôá íá åéóÝëèåé óôçí áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç
ôïõ áõôïìÜôïõ Ì2, üôáí äéáâÜóåé ôï áñéóôåñüôåñï óýìâïëï ôçò åéóüäïõ.

(3) ÔÝëïò, ôï áõôüìáôï Ì ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ìåôáâÜóåéò ôïõ áõôïìÜôïõ Ì2

Ç ðáñáðÜíù êáôáóêåõÞ ìáò äßíåé ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá: L(Ì) =
L(Ì1) ∩ L(Ì2).

Ôåëåéþíïõìå ôç óõæÞôçóç ôçò ðáñïýóçò åíüôçôáò, êáèþò êáé ôï ôñÝ÷ïí
êåöÜëáéï, ìå Ýíá ôåëåõôáßï ðñüâëçìá. Ïôáí ç Ýñåõíá ðÜíù óôçò ãëþóóåò
ìå óõìöñáæüìåíá Þôáí óôï áðüãåéü ôçò, Ýíá áðü ôá óçìáíôéêüôåñá áíïé÷ôÜ
åñùôÞìáôá Þôáí ôï êáôÜ ðüóïí ïé ãëþóóåò áõôÝò åßíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò ôï
óõìðëÞñùìá. ÄçëáäÞ, äïèåßóáò ìéÜò ãëþóóáò ìå óõìöñáæüìåíá, Þôáí Üãíù-
óôï ôï êáôÜ ðüóï ôï óõìðëÞñùìá ôçò ãëþóóáò áõôÞò, äçëáäÞ ôï óýíïëï ôï
óõìâïëïóåéñþí åêÝéíùí ðïõ äåí áíÞêïõí óôçí áñ÷éêÞ ãëþóóá, Þôáí êáé áõôü
ìå óõìöñáæüìåíá Þ ü÷é. Åíá áíôßóôïé÷ï áðïôÝëåóìá, ðïëý åýêïëï íá áðïäåé-
÷ôåß, Þôáí ãíùóôü ãéá ôéò ãëþóóåò ÷ùñßò óõìöñáæüìåíá: ïé ãëþóóåò ÷ùñßò
óõìöñáæüìåíá äåí åßíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò ôï óõìðëÞñùìá. Ôï áðïôÝëåóìá
áõôü, Ýäåé÷íå óôïõò åñåõíçôÝò üôé ìÜëëïí êáé ïé ãëþóóåò ìå óõìöñáæüìåíá
äåí åßíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò ôï óõìðëÞñùìá. Ïìùò, áðïõóßá ìéáò ôõðéêÞò
áðüäåéîçò, êáíÝíáò äåí Þôáí óßãïõñïò êáé üëá ðeñéóôñÝöïíôáí ãýñù áðü ôçí
óöáßñá ôçò åéêáóßáò.

Oëá áõôÜ üìùò ìÝ÷ñé ôï 1987, ïðüôå êáé ï ìáèçìáôéêüò Neil Immerman
áðÝäåéîå Ýíá åíôõðùóéáêü áðïôÝëåóìá: üôé ïé êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò ÷þñïõ
åßíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò ôï óõìðëÞñùìá. Áðü ôç óôéãìÞ üìùò ðïõ ïé ãëþóóåò
ìå óõìöñáæüìåíá ðåñéãñÜöïíôáé áðü ìéá ôÝôïéá êëÜóç, üðùò áðïäåßîáìå óå
ðñïçãïýìåíç åíüôçôá ôçí êëÜóç NSPACE(n), ôüôå Ý÷ïõìå ôï åîÞò åíôõ-
ðùóéáêü ðüñéóìá ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ôïõ Neil Immerman: ïé ãëþóóåò ìå
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óõìöñáæüìåíá åßíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò ôï óõìðëÞñùìá! Óôï ßäéï áðïôÝëåóìá
Ýöôáóå áíåîÜñôçôá ôçí ßäéá åðï÷Þ êáé ï ÐïëùíéêÞò êáôáãùãÞò ìáèçìáôéêüò
R. Szelepcs�enyi, êáé áðü ôüôå ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ïíïìÜæåôáé èåþñçìá ôùí
Immerman-Szelepcs�enyi.

Ôï èåþñçìá áõôü, óôçí ôõðéêÞ ôïõ ìïñöÞ, åßíáé ôï áêüëïõèï:

Èåþñçìá 11 Åóôù f(n) ≥ log n ìéá êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç ðïëõðëïêüôçôáò.
Ôüôå NSPACE(f(n)) = coNSPACE(f(n)).

Ç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò, áí êáé ü÷é éäéáßôåñá äýóêïëç,
åíôïýôçò åßíáé ìåãÜëç óå ìÞêïò êáé ðåñéÝ÷åé ðïëëÝò ôå÷íéêÝò ëåðôïìÝñåéåò.
Ãéá ìéÜ ðëÞñç áðüäåéîç ðáñáðÝìðïõìå óôá áíôßóôïé÷á Üñèñá [11], [?] Þ óå ðéï
åêðáéäåýôéêÝò áðïäåßîåéò .

¤
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ÌÝñïò II

ÃñáììáôéêÝò Ìå Óõìöñáæüìåíá
ãéá NP-ðëÞñåéò Ãëþóóåò
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ÊåöÜëáéï 5

ÃñáììáôéêÞ Ìå Óõìöñáæüìåíá ãéá
ôï ðñüâëçìá ôçò ÄéáìÝñéóçò

5.1 ÅéóáãùãÞ

5.2 Áñ÷éêïðïßçóç ôïõ Óôéãìéïôýðïõ

5.3 ÐáñáãùãÞ ôïõ Óôéãìéïôýðïõ

?? ÌåôÜèåóç ôùí Áñéèìþí

5.1 ÅéóáãùãÞ
Óôï ðáñüí êåöÜëáéï èá ðåñéãñÜøïõìå Ýíá óýíïëï êáíüíùí ïé ïðïßïé èá ìáò
äßíïõí ôç äõíáôüôçôá íá ðåñéãñÜøïõìå ïðïéïäÞðïôå óýíïëï áêåñáßùí ôï ïðïßï
íá ìðïñåß íá ÷ùñéóôåß óå äýï îÝíá ìåôáîý ôïõò õðïóýíïëá ìå ßóá õðï-áèñïßóìáôá.
ÈÝëïõìå, ìå Üëëá ëüãéá, íá äçìéïõñãÞóïõìå üëá ôá \íáé" óôéãìéüôõðá ãéá
ôï ðñüâëçìá ôçò äéáìÝñéóçò åíüò óõíüëïõ áêåñáßùí. O ôõðéêüò ïñéóìüò ôïõ
ðñï´âëÞìáôïò áõôïý åßíáé ï åîÞò:

ÄéáìÝñéóç: Ìáò äßíåôáé Ýíá óýíïëï áêåñáßùí × . Æçôåßôáé íá
äéáìåñéóôåß ôï óýíïëï × óå äýï õðïóýíïëá ×1 êáé ×2 ãéá ôá ïðïßá
íá éó÷ýåé

∑
xi∈X1

xi =
∑

xj∈X2
xj. ÏíïìÜæïõìå ôï ðñïçãïýìåíï

ðñüâëçìá ÄéáìÝñéóç óõíüëïõ áêåñáßùí.
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Ç éäÝá åßíáé íá äçìéïõñãÞóïõìå áõôÜ ôá äýï áèñïßóìáôá áñ÷éêÜ þò äýï
ßóïõò áñéèìïýò êáé ýóôåñá íá ôïõò \óðÜóïõìå" êáôÜëëçëá êáé ìå ôÝôïéï ôñüðï
þóôå íá åßíáé äõíáôüí íá äçìéïõñãçèïýí üëåò åêåßíåò ïé áêïõëïõèßåò áêåñáßùí
ôùí ïðïßùí ôï Üèñïéóìá íá ìðïñåß íá ìáò äþóåé ôïõò äýï áõôïýò áñ÷éêïýò
áñéèìïýò ïé ïðïßïé áíôéðñïóùðåýïõí ôá äýï ßóá õðï-áèñïßóìáôá.

5.2 Áñ÷éêïðïßçóç ôïõ Óôéãìéïôýðïõ
Áñ÷éêÜ èÝëïõìå Ýíá óýíïëï êáíüíùí ïé ïðïßïé êáé èá ðáñÜãïõí Ýíáí ïðïéïí-
äÞðïôå áñéèìü óå äýï áíôßãñáöá óôï äõáäéêü óýóôçìá áñßèìçóçò (ïõóéáóôéêÜ
èÝëïõìå ìéá ãñáììáôéêÞ ç ïðïßá íá ðáñÜãåé üëåò ôéò óõìâïëïóåéñÝò ôéò ìïñöÞò
{1{x; x}|x ∈ {0; 1}∗} ):

S → {1AT
A → 0ÁC | 1AD | ; 1
C0 → 0C
C1 → 1C
D0 → 0D
D1 → 1D
CT → 0T
DT → 1T
T → }B

üðïõ ç ìåôáâëçôÞ B óçìáôïäïôåß ôïí ôåñìáôéóìü ôçò äéáäéêáóßáò ðáñáãï-
ãÞò ôïõ áñéèìïý.

Èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôïõò äýï áñéèìïýò ðïõ óõìâïëßæïõí ôá äýï ßóá õðï-
áèñïßóìáôá îå÷ùñéóôÜ. Åóôù 2N ç äåêáäéêÞ ôéìÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï Üèñïé-
óìá ôùí äýï ßóùí áñéèìþí x. Áñ÷éêÜ, èá ðñïóðáèÞóïõìå íá ÷ùñßóïõìå ôïí
ðñþôï áñéèìü x óå Ýíá óýíïëï èåôéêþí áêåñáßùí ôùí ïðïßùí ôï áèñïéóìá íá åß-
íáé áêñéâþò x(=Í). Åðåéôá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí ßäéá áêñéâþò äéáäéêáóßá ìå
ôïí äåýôåñï áñéèìü x. Óôï ôÝëïò áõôÞò ôçò äéáäéêáóßáò èá Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞ-
óåé Ýíá óýíïëï áêåñáßùí {x1; x2; : : : ; xk} ; k ≤ N : x1 + x2 + · · · xk = 2N
üðïõ ïé i ðñþôïé åî'áõôþí Ý÷ïõí Üèñïéóìá áêñéâþò N (i < k) êáé ïé õðüëïé-
ðïé k− i áêÝñáéïé Ý÷ïõí Üèñïéóìá ðÜëé áêñéâþò N . ÅðåéäÞ áõôü äåí óõíéóôÜ
\êáëü" óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò ÄéáìÝñéóçò óõíüëïõ áêåñáßùí, óå
Ýíá ôåëéêü óôÜäéï äçìéïõñãïýìå ìéá ìåôÜèåóç áõôþí ôùí k áêåñáßùí ðïõ äç-
ìéïõñãÞóáìå êáèþò, üðùò èá åîçãÞóïõìå êáé óôç óõíÝ÷åéá, áõôü äåí áðïôåëåß
Ýíá ôõ÷áßï óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò.
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5.3 ÐáñáãùãÞ ôïõ Óôéãìéïôýðïõ
Áñ÷éêÜ áðïöáóßæïõìå íá áó÷ïëçèïýìå ìüíï ìå ôïí ðñþôï áñéèìü x êáé üôáí
ôåëåéþóïõìå ôï óðÜóéìï áõôïý, ðñï÷ùñÜìå ãéá ôï óðÜóéìï ôïõ äåýôåñïõ áñéè-
ìïý x. Áñ÷éêÜ ÷ñåéÜæåôáé ç ìåôáâëçôÞ Â áìÝóùò äåßÜ ôïõ ðñþôïõ êüììáôïò,
äçëáäÞ íá âñåèåß ç ãñáììáôéêÞ óôçí êáôÜóôáóç {x;Bx}:

}B → B}
0B → B0

1B → B1

; B → ; E

üðïõ Å åßíáé ç êáôÜóôáóç åêåßíç ç ïðïßá èá áðïöáóßæåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ
åÜí èá ìåéþóïõìå êáôÜ ìßá ìïíÜäá ôçí öïñÜ ôïí áñéèìü x êáé èá áõîÞóïõìå
êáôÜ 1 Ýíáí äåýôåñï áñéèìü. ÄéáóèçôéêÜ, óå êÜèå âÞìá èá áðïöáóßæù åÜí
èÝëù íá ìåéþóù ôïí áñéèìü áñéóôåñÜ ôçò êáôÜóôáóçò Å êáôÜ 1 êáé Ýðåéôá
íá áõîÞóù ôïí åðüìåíï áñéèìü ôïõ êáôá 1, äçëáäÞ äçìéïõñãåßôáé Ýôóé ìéá
óõìâïëïóåéñÜ y; zE ôÝôïéá þóôå y + z = N . Óå êÜèå âÞìá áðïöáóßæù åÜí
èá ìåéùèåß ôï y (ìå ôáõôü÷ñïíç áýîçóç ôïõ z ðÜíôá êáôÜ ìßá ìïíÜäá) Þ åÜí
èá áñ÷ßóù íá ìåéþíù ôï z êáé íá áõîÜíù Ýíáí Üëëï áñéèìü. Óôï ôÝëïò ôçò
ðáñáðÜíù åðáíáëçðôéêÞò äéáäéêáóßáò èá Ý÷ù äçìéïõñãÞóåé ìéá óõìâïëïóåéñÜ
{x1; x2; : : : ; xi; x} | i ≤ N − 1 : x1 + x2 + · · · xi = N .

Åóôù üôé âñéóêüìáóôå óôçí êáôÜóôáóç y; zE ôÝôïéá þóôå y + z = N . Ç
ìåôáâëçôÞ Å, üðùò åßðáìå, óå êÜèå âÞìá Ý÷åé äýï åðéëïãÝò: åßôå íá óõíå÷ßóåé
íá ìåéþíåé êáôÜ 1 ôïí y êáé ôáõôü÷ñïíá íá áõîÜíåé êáôÜ 1 ôïí z, åßôå íá
áðïöáóßóåé ðùò ôåëåßùóå ìå ôï óðÜóéìï (ìåßùóç) ôïõ y êáé Þñèå ç þñá ãéá íá
áêïëïõèçèåß ç ßäéá äéáäéêáóßá ìå ôïí áñéèìü z. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ðñÝðåé íá
äçìéïõñãçèåß ÷þñïò áìÝóùò äåîéÜ ôïõ z ï ïðïßïò íá åßíáé éêáíüò íá ÷ùñÜåé ôïí
íÝï áñéèìü ðïõ èá ðñïêýðôåé áðü ôçí ìåßùóç ôïõ z. Áõôüò ï áñéèìüò óå êáìßá
ðåñßðôùóç äåí ìðïñåß íá Ý÷åé ðåñéóóüôåñá øçößá áð'üôé ï z ï ïðïßïò ìå ôçí
óåéñÜ ôïõ äåí ìðïñåß íá Ý÷åé ðåñéóóüôåñá øçößá áð'üôé ï áñ÷éêüò áñéèìüò x.
Åôóé, óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, êÜèå öïñÜ äçëáäÞ ðïõ áñ÷ßæïõìå íá óðÜìå Ýíáí
íÝï áñéèìü, ãñÜöïõìå äåîéÜ ôïõ ôüóá ìçäåíéêÜ üóá êáé ï áñéèìüò ðïõ ìüëéò
áñ÷ßóáìå íá óðÜìå êáé êáôüðéí åöáñìüæïõìå ôçí ðñÜîç ôçò äõáäéêÞò áýîçóçò
êáôÜ ìßá ìïíÜäá óå áõôÞ ôç óõìâïëïóåéñÜ ìå ôïí êáôÜëëçëï áñéèìü ìçäåíéêþí
åðáíáëçðôéêÜ. ÅðéðëÝïí ðñïóèÝôïõìå óôï ôÝëïò áõôþí ôùí ìçäåíéêþí êáé ôïí
÷áñáêñÞñá äéá÷ùñéóìïý \,":

Å → F | G | R
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ÄçëáäÞ, óôçí êáôÜóôáóç Å óôçí ïðïßá âñéóêüìáóôå áðïöáóßæïõìå ìç
íôåôåñìéíéóôéêÜ åÜí èá óõíå÷ßóïõìå ôï óðÜóéìïõ ôïõò áñéèìïý y, ãåãïíüò
ðïõ ìïíôåëïðïéåßôáé áðü ôçí êáôÜóôáóç F , Þ åÜí èá áñ÷ßóïõìå íá óðÜìå ôïí
áñéèìü z (êáôÜóôáóç G). Óôçí êáôÜóôáóç R ìåôáâáßíïõìå üôáí áðïöáóß-
óïõìå íá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï äåýôåñï áíôßãñáöï ôïõ áñéèìïý x.

ÅÜí áðïöáóßóïõìå íá ìåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç G, äçëáäÞ áðïöáóß-
óïõìå íá áñ÷ßóïõìå ôï óðÜóéìï ôïõ áñéèìïý z, ôüôå áñ÷éêÜ åßíáé áíáãêáßï íá
ðñïóèÝóïõìå ôïí êáôÜëëçëï áñéèìü ìçäåíéêþí áìÝóùò äåîéÜ ôïõ áñéèìïý z.
Áõôü ãßíåôáé ðñïóèÝôïíôáò Ýíá íÝï ìçäåíéêü ãéá êÜèå ìç óçìáäåìÝíï øçößï
ôïõ áñéèìïý z.

Ðñéí ãßíåé áõôü üìùò, åßíáé áðáñßôçôï íá åëÝíîïõìå åÜí ìðïñÝé íá óðÜóåé
ï ôñÝ÷ùí áñéèìüò z, äçëáäÞ íá äïýìå åÜí åßíáé Þ ü÷é ìçäÝí:

0G → G0

1G → 1G′

; G → ; G′′

{G → {G′′

Óôçí êáôÜóôáóç G′ ìåôáâáßíïõìå åÜí óõíáíôÞóïõìå êÜðïéïí Üóóï, ãåãï-
íüò ðïõ õðïäçëþíåé üôé ï áñéèìüò äåí åßíáé ìçäÝí êáé Üñá åðéäÝ÷åôáé ìåßùóçò.
Áíôßèåôá, åÜí äïýìå üôé ï áñéèìüò åßíáé ìçäÝí, ôüôå ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜ-
óôáóç G′′ êïðüò ôçò ïðïßáò åßíáé íá ìáò ìåôáöÝñåé óôï äåîß Üêñï ôïõ áñéèìïý
êáé ìåôÜ íá ìåôáâåß óôçí êáôÜóôáóç R þóôå íá áñ÷ßóïõìå ôçí äéÜóðáóç ôïõ
äåõôÝñïõ áíôéãñÜöïõ ôïõ áñ÷éêïý áñéèìïý x:

G′0 → 0G′

G′1 → 1G′

G′; → Ḡ;
G′′0 → 0G′′

G′′1 → 1G′′

G′′; → ; R

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï áñéèìüò äåí åßíáé ìçäÝí, áñ÷ßæïõìå ôç äéáäéêáóßá
ðñïóèÞêçò ôùí áðáñßôçôùí ìçäåíéêþí. Áñ÷éêÜ, óçìáäåýïõìå ôï ðñþôï ìç
óçìáäåìÝíï øçößï ôïõ áñéèìïý z:
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0Ḡ → 0′H
1Ḡ → 1′H

Åðåéôá, ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò Ç , ðñïóðåñíÜìå üëá ôá Þäç óçìáäåìÝíá
óýìâïëá - øçößá ôïõ ôñÝ÷ïíôïò áñéèìïý êéíïýìåíïé ðñïò ôá äåîéÜ, ìÝ÷ñé íá
âñïýìå ôïí ÷áñáêôÞñá \," ïðüôå êáé ðñïóèÝôïõìå ôï ôñÝ÷ïí ìçäåíéêü óôç óù-
óôÞ ôïõ èÝóç êáé êáôüðéí ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç J þóôå íá ãõñßóïõìå
ðñïò ôá áñéóôåñÜ þóôå íá óõíå÷éóôåß ç äéáäéêáóßá ðñüóèåóçò íÝùí ìçäåíéêþí
ãéá êÜèå ìç óçìáäåìÝíï øçößï ôïõ áñéèìïý z, åÜí Ý÷åé áðïìåßíåé âÝâáéá:

H0 → 0H
H1 → 1H
H; → J; 0
0′J → J0

1′J → J1

0J → 0′H
1J → 1′H

Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá óõíå÷ßæåôáé ìÝ÷ñé íá öôÜóïõìå óôï áñéóôåñü Üêñï
ôïõ áñéèìïý z, äçëáäÞ ìÝ÷ñé íá êáôáëÜâïõìå, ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò J üôé
ôá øçößá ôïõ áñéèìïý Ý÷ïõí ôåëåßþóåé êáé Üñá Ý÷ïõìå ðñïóèÝóåé üëá ôá áðá-
ñáßôçôá ìçäåíéêÜ óôç óùóôÞ ôïõò èÝóç. Ìüëéò ôåëåéþóåé áõôÞ äéáäéêáóßá,
ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç, Ê , óôçí ïðïßá êéíïýìåíïé ðñïò ôá
äåîéÜ, îåóçìáäåýïõìå üëá ôá óçìáäåìÝíá øçößá ôïõ ôñÝ÷ïíôïò áñéèìïý z êáé,
ìÝóù êáôÜëëçëùí ìåôáâÜóåùí, ðñïóðåñíÜìå ôïí íÝï áñéèìü ðïõ áðïôåëåß-
ôáé üíï áðü ìçäåíéêÜ êáé ìåôáâáßíïõìå ôÝëïò óôç êáôÜóôáóç F óêïðüò ôçò
ïðïßáò åßíáé íá áñ÷ßóïõìå íá áõîÜíïìå ôïí áñéèìü óôá áñéóôåñÜ áõôÞò êáé íá
ìåéþóïõìå ôïí ðñïçãïýìåíï áñéèìü z êáôÜ ìßá ìïíÜäá áíôéóôïé÷á:
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; J → ; K
{J → {K
K0′ → 0K
K1′ → 1K
K; → ; L
L0 → 0L
L; → F;

ÄçëáäÞ ôþñá Ý÷åé äçìéïõñãçèåß ç óõìâïëïóåéñÜ {x1; : : : ; y; z; 00 : : : 0F; x
áöüôïõ áðïöáóßóáìå íá óðÜóïõìå ôïí z êáé Üñá ðñïóèÝóáìå ôá áíáãêáßá
ìçäåíéêÜ. Ãéá ôïí ëüãï áõôü, åßìáóôå óôçí êáôÜóôáóç F ç ïðïßá äéáéóèçôéêÜ
óõìâïëßæåé óå ìéá óõìâïëïóåéñÜ, Ýóôù �; �F , ôçí äéáäéêáóßá áýîçóçò êáôÜ
ìßá ìïíÜäá ôçò óõìâïëïóåéñÜò � ìå ôáõôü÷ñïíç ìåßùóç ôçò � ðÜëé êáôÜ ìßá
ìïíÜäá. Åðåéôá áðü áõôü, ç F èá ãßíåé E ç ïðïßá äéáóèçôéêÜ áðïöáóßæåé ãéá
ôçí óõíÝ÷åéá ôïõ óðáóßìáôïò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò áñéèìïý Þ ãéá ôçí Ýíáñîç ôïõ
óðáóßìáôïò ôïõ åðüìåíïõ áñéèìïý (êáôáóôÜóåéò F êáé G áíôßóôïé÷á) Þ åÜí
èá ìåôáâåß óôçí R ãéá ôïí åðüìåíï áñéèìü x.

Åßíáé áíáãêáßï íá ðåñéãñáöåß ç äéáäéêáóßá áýîçóçò êáé ôáõôü÷ñïíçò ìåßù-
óçò äýï äéáäï÷éêþí óõìâïëïóåéñþí. ÃåíéêÜ èá Ý÷ïõìå ìéá óõìâïëïóåéñÜ ôçò
ìïñöÞò x; yF . ÈÝëïõìå íá ìåéùèåß ï áñéèìüò x êáé ôáõôü÷ñïíá íá áõîçèåß
ï áñéèìüò y ìÝ÷ñé íá áðïöáóßóïõìå ðùò èÝëïõìå íá áöÞóïõìå ôïí x üðùò
åßíáé êáé íá áñ÷ßóïõìå íá ìåéþíïõìå ôïí y (åðéëïãÝò ðïõ åêöñÜæïíôáé áðü ôéò
êáôáóôÜóåéò F êáé G). Ðñþôá ðåñéãñÜöïõìå ôïõò êáíüíåò åêåßíïõò ïé ïðïßïé
áõîÜíïõí Ýíáí äõáäéêü áñéèìü:

1F → F0

0F → Ì1

Áñá, áõîÜíïíôáò ôïí y ìå ôïí ðáñáðÜíù ôñüðï äçìéïõñãåßôáé ç óõìâïëï-
óåéñÜ x; y1Ìy2 ìå y1 + y2 = (y + 1). Ôþñá ðñÝðåé íá ìåéùèåß ï áñéèìüò x
êáôÜ Ýíá. ÌåôáöÝñïõìå áñ÷éêÜ ôïí êáíüíá (ìåôáâëçôÞ) Ì áìÝóùò äåîéÜ ôïõ
ðñþôïõ ÷áñáêôÞñá \," ðïõ èá óõíáíôÞóåé:
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1M → M1

0M → M0

;M → N;

ÄçëáäÞ äçìéïõñãåßôáé ç óõìâïëïóåéñÜ xN; y1y2. Ôþñá, ÷ñåéÜæåôáé íá
ìåéùèåß ï áñéèìüò x êáôÜ Ýíá:

1N → 0Q
0N → Í1

; Í → ; Í ′

{Í → {Í ′

Áìá öôÜóïõìå óôçí êáôÜóôáóç Í ′ îÝñïõìå üôé ï ôñÝ÷ùí áñéèìüò åßíáé
ìçäÝí: äåí åðéäÝ÷åôáé åðéðëÝïí ìåßùóç. Áðü ôçí êáôÜóôáóç áõôÞ, åßíáé áíá-
ãêáßï, êéíïýìåíïé ðñïò ôá äåîéÜ, íá ìåôáôñÝøïõìå üëïõò ôïõò Üóóïõò óå
ìçäåíéêÜ óôïí ôñÝ÷ùí áñéèìü êáé ìüëéò öôÜóïõìå óôïí åðüìåíï áñéèìü íá
\áíáéñÝóïõìå" ôçí ðñïçãïýìåíç áýîçóÞ ôïõ, ìåéþíïíôÜò ôïí êáôÜ ìßá ìï-
íÜäá: ï áñéèìüò áõôüò äåí ìðïñåß íá åßíáé ìçäÝí, êáé Ýðåéôá íá ìåôáâïýìå óôç
êáôÜëëçëç êáÜóôáóç G Þ R ôùí ïðïßùí ôç ëåéôïõñãßá ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù:

N ′1 → 0N ′

N ′; → ; N ′′

N ′′1 → 1Í ′′

N ′′0 → 0Í ′′

N ′′; → N̄ ;
0N̄ → Í̄1

1N̄ → 0Ñ
Ñ0 → 0Ñ
Ñ1 → 1Ñ
Ñ ; → G | R;

Ôþñá, áðü ôçí êáôÜóôáóç Q, óôçí ðéü ðÜíù ðåñßðôùóç, åßíáé áðáñáßôçôï
íá êéíçèïýìå ðñïò ôá áñéóôåñÜ ãéá íá äïýìå åÜí åßíáé åöéêôÞ ç ìåßùóç ôïõ
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ôñÝ÷ïíôïò áñéèìïý óå åðüìåíï âÞìá. ÄçëáäÞ, ç êáôÜóôáóç áõôÞ ðñï÷ùñÜåé
ðñïò ôá áñéóôåñÜ üóï âñßóêåé ìçäåíéêÜ. Ìüëéò âñåß Üóóï ôüôå áõôüìáôá
ìåôáâáßíåé óå ìéÜ íÝá êáôÜóôáóç, ôçí Ñ, ç ïðïßá êáé óõìâïëßæåé ôç óõíÝ÷éóç
ôçò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò äéáäéêáóßáò: ï ôñÝ÷ùí áñéèìüò ìðïñåß íá ìåéùèåß óå
åðüìåíï âÞìá.

0Q → Q0

1Q → 1P
;Q → ; Q′

{Q → {Q′

Óôçí êáôÜóôáóç Q′ öôÜóáìå óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ áñéèìïý ÷ùñßò íá
âñïýìå êÜðïéïí Üóóï: ï áñéèìüò åßíáé ìçäÝí êáé äå ìðïñåß íá ìåéùèåß óå
åðüìåíï âÞìá. Áñá ðñï÷ùñÜìå ôïí äñïìÝá ðñïò ôç êáôÜëëçëç èÝóç, óôï
äåîßï ôÝëïò ôïõ åðüìåíïõ áñéèìïý, êáé ìåôáâáßíïõìå óôç êáôÜóôáóç G þóôå
íá ìåéùèåß ï ôñÝ÷ïí áñéèìüò åöüóïí áõôü åßíáé äõíáôüí:

Q′0 → 0Q′

Q′1 → 1Q′

Q′; → ; Q′′

Q′′0 → 0Q′′

Q′′1 → 1Q′′

Q′′; → G | R;

Óå äéáöïñåôéêÞ ðåñßðôùóç, äçìéïõñãåßôáé ç óõìâïëïóåéñÜ x1Px2; y1y2 üðïõ
x1 + x2 = x − 1. Ôþñá ÷ñåéÜæåôáé íá ìåôáöåñèåß ç ìåôáâëçôÞ - äñïìÝáò
P óôï äåîß Üêñï ôçò óõìâïëïóåéñÜò þóôå íá äçìéïõñãçèåß ç óõìâïëïóåéñÜ
x1x2; y1y2P :
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P1 → 1P
P0 → 0P
P; → ; P ′

P ′1 → 1P ′

P ′0 → 0P ′

P ′; → Å;

Ôùñá ðñÝðåé íá áðïöáóéóôåß åÜí èá óõíå÷éóôåß ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá
ìåßùóçò ôïõ x êáé ôáõôü÷ñïíçò Üõîçóçò ôïõ y, Þ åÜí èá áñ÷ßóåé ôï \óðÜóéìï"
(ìåßùóç) ôïõ y êáé ç ôáõôü÷ñïíç áýîçóç åíüò Üëëïõ áñéèìïõ z, êÜôé ðïõ
ãßíåôáé ìå ôçí ðáñáðÜíù ìåôÜâáóç P ′;→ Å.

Ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ, êÜðïéá óôéãìÞ, èá áðïöáóßóïõìå íá ìåôáâïýìå óôçí
êáôÜóôáóç R, äçëáäÞ íá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï äÝõôåñï áíôßãñáöï ôçò óõìâï-
ëïóåéñÜò x. Oé áíôßóôïé÷ïé êáíüíåò åßíáé ïé ßäéïé ìå ôçí ìüíç äéáöïñÜ üôé
ôþñá áðü ôçí êáôÜóôáóç Å, ïýôå áðü êáìßá Üëëç áíôßóôïé÷ç, äåí ìðïñïýìå
íá ìåôáâïýìå óôçí R.

ÅðéðëÝïí, üôáí äïýìå üôé äåí ìðïñïýìå íá ìåéþóïõìå åðéðëÝïí Ýíáí áñéèìü,
âëÝðå êáôÜóôáóç Q′′ ðáñáðÜíù, êáèþ òðñï÷ùñÜìå ðñïò ôá äåîéÜ, äå èá óõ-
íáíôÞóïõìå ôïí ÷áñáêôÞñá \," áëëÜ ôïí }, ïðüôå áíôéêáèéóôïýìå ôïí êáíüíá
áõôüí ìå ôïí

Q′′} → Ω}

5.4 ÌåôÜèåóç ôùí Áñéèìþí
Óå êÜðïéï óçìåßï ç ðáñáãùãÞ ôùí åðéèõìçôþí áñéèìþí ðïõ áðïôåëïýí óôïé-
÷åßá ôïõ óôéãìéïôýðïõ ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò äéáìÝñéóçò èá óôáìáôÞóåé. Óôï
óçìåßï áõôü èá Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé ôçí óõìâïëïóåéñÜ {x1; x2; · · · ; xk} ôÝ-
ôïéá þóôå x1+x2+· · ·+xi = N êáé xi+1+xi+2+· · ·+xk = N ãéá êÜðïéï i < N .
Ïìùò óôçí ðåñßðôùóç áõôïý ôïõ óôéãìéïôýðïõ, ôï ðñüâëçìá ôçò äéáìÝñéóçò
ãßíåôáé ðïëõùíõìéêÜ åðéëýóéìï: áèñïßæïõìå üëá ôá xj; 0 ≤ j ≤ k êáé Ýðåéôá
áñ÷ßæïõìå íá áèñïßæïõìå ôá xi ìÝ÷ñé ôï êáôÜëëçëï i, äçëáäÞ ìÝ÷ñé åêåß ðïõ ôï
Üèñïéóìá ôùí áñéèìþò ãßíåôáé ßóï ìå ôï ìéóü ôïõ ðñïçãïýìåíá õðïëïãéóìÝíïõ
áèñïßóìáôïò. Ãéá ôïí ëüãï áõôü, ÷ñåéáæüìáóôå ìéá ìåôÜèåóç ôùí ðáñáðÜíù
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áñéèìþí. Ç äéáäéêáóßá ôçò ìåôÜèåóçò óå êÜèå âÞìá, äéáéóèçôéêÜ, èá ðïöáóß-
æåé Ýáí èá åíáëëÜîåé äýï óõíå÷üìåíïõò áñéèìïýò. ÁõôÞ ç äéáäéêÜóßá ìðïñåß
íá óõíå÷éóôåß ãéá üóåò öïñÝò êáôáóôåß áíáãêáßï, ìå÷ñé íá äçìéïõñãçèåß ôï
åðéèõìçôü óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò äéáìÝñéóçò óõíüëïõ áêåñáßùí.

Óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç åíáëëáãÞò äýï äéáäï÷éêþí áñéèìþí x; y, ç óõìâï-
ëïóåéñÜ èá Ý÷åé ôçí åîÞò ãåíéêÞ ìïñöÞ: .x1y2; y1x2/ üðïõ x2 åßíáé ôï ôìÞìá
ôçò óõìâïëïóåéÜò x ôï ïðïßï Ý÷åé åíáëëáãåß ìå ôï áíôßóôïé÷ï ôìÞìá ôçò
óõìâïëïóåéñÜò y, äçëáäÞ y2, êáé áíôßóôïé÷á x1 êáé y1 åßíáé ôá ôìÞìáôá ôùí
óõìâïëïóåéñþí x êáé y ðïõ áðïìÝíåé íá åíáëëáãïýí. ÅðéðëÝïí ôá óýìâïëá .
êáé / óõìâïëßæïõí ôïõò ÷áñáêôÞñåò ðïõ åßíáé ðñéí êáé ìåôá ôçí óõìâïëïóåéñÜ
x; y áé ïé ïðïßïé ìðïñåß íá åßíáé \," Þ \{,}". Óôï óçìåßï áõôü, ðïëý âïçèç-
ôéêü ìáò åßíáé ôï ãåãïíüò üôé üëïé ïé áñéèìïß óôçí ðáñáãþìåíç óõìâïëïóåéñÜ
Ý÷ïõí ôï ßäéï ìÞêïò.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, èÝëïõìå íá áíôéãñÜøïõìå ôï äåîéüôåñï øçößï ôçò óõì-
âïëïóåéñÜò x1, Ýóôù �x, óôïí äåîéüôåñï ÷áñáêôÞñá ôïõ y1, Ýóôù �y, êáé óôç
óõíÝ÷åéá íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôï �x ìå �y. Óå Ýíá ôõ÷áßï óôéãìéüôõðï åíáë-
ëáãÞò äýï áñéèìþí èá Ý÷ïõìå .x1�xy2; y1�yx2Φ/ üðïõ Φ ç êáôÜóôáóç åíáë-
ëáãÞò ôùí x; y.

Áñ÷éêÜ èá Ý÷ïõìå ôçí óõìâïëïóåéñÜ .x; yΩ/ üðïõ:

Ω → Π

Ω → Ψ

ìå ôçí êáôÜóôáóç Π íá óõìâïëßæåé ôçí Ýíáñîç åíáëëáãÞò ôùí äýï áñéèìþí
x; y, åíþ ç êáôÜóôáóç Ψ óõìâïëßæåé ôçí áðüöáóç ôçò ìç åíáëëáãÞò ôùí x; y
áëëÜ ôç óõíÝ÷éóç ôçò äéáäéêáóßáò åíáëëáãÞò êÜðïéïõ Üëëïõ æåýãïõò áñéè-
ìþí. Ïôáí åéóÝëèïõìå óôçí êáôÜóôáóç Π, ðñÝðåé íá êïéôÜîïõìå åÜí õðÜñ÷åé
ï áñéèìüò x! Áõôü ãéáôß ìðïñåß íá âñéóêüìáóôå óå ìéá êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá
ï áñéèìüò y åßíáé ï ðñþôïò áðü ôá áñéóôåñÜ áñéèìüò êáé ùò åê ôïýôïõ äåí Ý÷åé
êÜðïéïí áëëï áñéèìü áñéóôåñÜ ôïõ ãéá íá åíáëëá÷èåß. ÅÜí üíôùò äéáðéóôþ-
óïõìå üôé ç åíáëëáãÞ ðïõ áðïöáóßóáìå íá êÜíïõìå äåí ìðïñåß íá ãßíåé ôüôå ç
êáôÜóôáóç Π ìáò ïäçãåß óôçí Ψ, áëëéþò ç Π ïäçãåß óôçí Φ, óôçí êáôÜóôáóç
äçëáäÞ ôçò Ýãêõñçò åíáëëáãÞò:
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0Π → Π0

1Π → Π1

;Π → ;Π′

{Π → {Π′′

Π′0 → 0Π′

Π′1 → 1Π′

Π′; → Φ;
Π′} → Φ}
Π′′0 → 0Π′′

Π′′1 → 1Π′′

Π′′; → Ψ;
Π′′} → Ψ}

Ïôáí ìðïýìå óôçí öÜóç ôçò áíôéãñáöÞò, ïõóéáóôéêÜ ðñÝðåé íá åíáëëÜ-
îïõìå ôï �y ìå ôï �x (Þ áíôßóôñïöá, ÷ùñßò êáìßá ïõóéþäç äéáöïñÜ). Ãéá
åõêïëßá, üôáí Ý÷ïõìå Þäç åíáëëÜîåé äýï øçößá ôùí áñéèìþí x êáé y, ôüôå ôá
óçìáäåýïõìå ìå êÜðïéï ôñüðï (ð÷ ìå ") åôóé þóôå íá ãíùñßæïõìå áíá ðÜóá
óôéãìÞ ôá ôìÞìáôá ôùí äýï áñéèìþí ðïõ Ý÷ïõìå Þäç åíáëëÜîåé, äçëáäÞ ôá ôìÞ-
ìáôá x2 êáé y2 óôïí ðáñáðÜíù óõìâïëéóìü. Ç åíáëëáãÞ áõôÞ Ý÷åé äéÜöïñåò
öÜóåéò ôéò ïðïßåò ðåñéãñÜöïõìå ðáñáêÜôù.

0′′Φ → Φ0′′

1′′Φ → Φ1′′

;Φ → ;Σ



 (áãíüçóå ôï ôìÞìá y2)

Ç ðáñáðÜíù ìåôáâëçôÞ Σ õðïäçëþíåé üôé Ý÷åé ôåëåéþóåé ç áíôéãñáöÞ: äåí
Ý÷åé áðï´ìåßíåé ôßðïôá Üëëï íá áíôéãñÜøïõìå. Ôþñá ôï ìüíï ðïõ áðïìÝíåé íá
êÜíïõìå Ýéíáé íá ìåôáôñÝøïõìå ôá óçìáäåìÝíá óýìâïëá óå êáíïíéêÜ, üðùò
èá äïýìå óôï ôÝëïò.

0Φ → X00
′

1Φ → X11
′

}
(�y: óçìÜäåøÝ ôï, áðïìíçìüíåõóÝ ôï óôçí X)

0X → X0
1X → X1
; X → ; X



 (áãíüçóå ôï y1: X ∈ {X0; X1})
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0′′X → X0′′

1′′X → X1′′

}
(áãíüçóå ôï y2)

0X0 → 0′Θ0

1X0 → 1′Θ1

Ìå ôïõò ðáñáðÜíù äýï êáíüíåò, áöïý Ý÷ù Þäç öôÜóåé óôï �x, ôï áíôéêá-
èéóôþí ìå �y ôï ïðïßï èõìÜìáé óôçí êáôÜóôáóç X (X0 Þ X1). ÅðéðëÝïí, óôçí
êáôÜóôáóç Θ áðïìíçìïíåýïõìå ôï �x ïýôïò þóôå íá ôï áíôéãñÜøïõìå ðßóù
óôï �y. Áíôßóôïé÷á éó÷ýïõí êáé ãéá ôçí êáôÜóôáóç X1.

Θ0′′ → 0′′Θ
Θ1′′ → 1′′Θ
Θ; → ;Θ



 (áãíüçóå ôï y2: Θ ∈ {Θ0;Θ1})

Θ0 → 0Θ
Θ1 → 1Θ

}
(áãíüçóå ôï y1: Θ ∈ {Θ0;Θ1})

Θ00
′ → Y 0′′

Θ01
′ → Y 0′′

Θ10
′ → Y 1′′

Θ11
′ → Y 1′′





Ìå ôïõò ðáñáðÜíù ôÝóóåñåéò êáíüíåò áíôéêáèéóôïýìå ôï �y ìå �x, óç-
ìáäåýïõìå êáôÜëëçëá ãéá íá èõìüìáóôå ôï ôÝëïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò x2 êáé
åéóåñ÷üìáóôå óôçí êáôÜóôáóç Y ç ïðïßá äéáéóèçôéêÜ õðïäçëþíåé üôé ç áíôé-
êáôÜóôáóç Ýãéíå óùóôÜ. Ðñï÷ùñÜìå Ýðåéôá ôçí ìåôáâëçôÞ Y äåîéÜ ôïõ x2

Ýôóé þóôå íá óõíå÷éóôåß ç äéáäéêáóßá ôçò åíáëëáãÞò:

Y 0 → 0Y
Y 1 → 1Y
Y; → Φ;
y} → Φ}

Ïôáí ôåëåéþóç ç äéáäéêáóßá ôçò áíôéãñáöÞò, üôáí äçëáäÞ ìðïýìå óôçí
êáôÜóôáóç Σ, ðñÝðåé íá ìåôáôñÝøïõìå ôá óçìáäåìÝíá óýìâïëá óå áõôÜ ðïõ
Þôáí áñ÷éêÜ:
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;Σ0′′ → Σ; 0′′
0′′Σ → 0Σ
1′′Σ → 1Σ
;Σ0 → ;Σ′0
;Σ1 → ;Σ′1
{Σ0 → {Σ′0
{Σ1 → {Σ′1
Σ′0 → 0Σ′

Σ′1 → 1Σ′

Σ′; → ;Σ′

Σ′0′′ → 0Σ′

Σ′1′′ → 1Σ′

Σ′} → Ω}
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ÊåöÜëáéï 6

ÃñáììáôéêÞ Ìå Óõìöñáæüìåíá ãéá
ôï ðñüâëçìá ôïõ Êáôåõèõíüìåíïõ

Ìïíïðáôéïý Hamilton

6.1 ÅéóáãùãÞ

6.2 ÐáñáãùãÞ ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò

6.3 Äçìéïõñãßá ôïõ ìïíïðáôéïý Hamilton

?? ÐñïóèÞêç ôùí åðéðëÝïí áêìþí óôï ãñÜöçìá

6.1 ÅéóáãùãÞ
ÈÝëïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå, óå ìïñöÞ óõíüëïõ êáíüíùí, üëá ôá \íáé" óôéã-
ìéüôõðá ãéá ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôïõ êáôÜ ðüóïí Ýíá êáôåõèõíüìåíï ãñÜ-
öçìá Ý÷åé ìïíïðÜôé Hamilton. ÄçëáäÞ íá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá óýíïëï êáíü-
íùí áðü ôïõò ïðïßïõò íá åßíáé äõíáôüí íá äçìéïõñãçèïýí ïðïéáäÞðïôå êáôåõ-
èõíüìåíá ãñáöÞìáôá ôá ïðïßá ðåñéÝ÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá ìïíïðÜôé Hamilton
(êáé ìüíï áõôÜ ôá ãñáöÞìáôá). Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò Ýáí Ýíá ãñÜöçìá
ðåñéÝ÷åé ìïíïðÜôé Hamilton åßíáé ôï åîÞò:

ÌïíïðÜôé Hamilton: äïèÝíôïò åíüò êáôåõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá-
ôïò G = (V;E), áëçèåýåé üôé ôï G ðåñéÝ÷åé Ýíá (áðëü) êáôåõ-
èõíüìåíï ìïíïðÜôé ôï ïðïßï ðåñíÜåé áêñéâþò ìßá öïñÜ áðü êáèå
êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò;
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Ç éäÝá ôçò ðáñáãùãÞò üëùí áõôþí ôùí \íáé" óôéãìéïôýðùí åßíáé ç åîÞò:
áñ÷éêÜ ðáñÜãïõìå Ýíáí (äõáäéêü) áñéèìü Í > 0 ï ïðïßïò êáé èá ìáò äßíåé ôï
ðëÞèïò ôùí êïñõöþí óôï ãñÜöçìá G = (V;E) (|V | = N+1). Åðåéôá, ìå âÜóç
áõôüí ôïí áñéèìü N , äçìéïõñãïýìå üëïõò ôïõò áñéèìïýò i; 0 ≤ i < N ïé ïðïßïé
êáé èá áíôéóôïé÷ïýí óôá ïíüìáôá áõôþí ôùí N + 1 êüìâùí. Ìå âÜóç áõôÝò
ôéò Í+1 êïñõöÝò, êùäéêïðïéïýìå êáôÜëëçëá Ýíá ìïíïðÜôé óôï ïðïßï êáèå ìßá
áðü ôéò Í + 1 êïñõöÝò åìöáíßæåôáé áêñéâþò ìßá öïñÜ. Áöïý äçìéïõñãÞóïõìå
ôï åðéèõìçôü ìïíïðÜôé Hamilton, ðñïóèÝôïõìå üëåò ôéò õðüëïéðåò áêìÝò ïé
ïðïßåò, ìáæß ìå ôï ìïíïðÜôé Hamilton, óõíèÝôïõí ôï åðéèõìçôü ãñÜöçìá, ôï
ïðïßï ëüãï ôïõ ôñüðïõ êáôáóêåõÞò ôïõ, áðïôåëåß Ýíá \íáé" óôéãìéüôõðï ãéá
ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôïõ åÜí Ýíá ãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé ìïíïðÜôé Hamilton.

6.2 ÐáñáãùãÞ ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò
Áñ÷éêÜ, èÝëïõìå ôïõò êáíüíåò åêåßíïõò ïé ïðïßïé íá äçìéïõñãïýí Ýíá ïðoéï-
äÞðïôå áêÝñáéï ìåãáëýôåñï ôçò ìïíÜäïò óå äõáäéêÞ ìïñöÞ:

S → {{1Á}}
A → 0Á|1Á|Â

0Â → Â0

1Â → Â1

{Â → {É

Ï áñéèìüò áõôüò, Ýóôù Í ç ôéìÞ ôïõ óôï äåêáäéêü óýóôçìá, èá áíáðáñéóôÜ
ôçí ìÝãéóôç åôéêÝôá ïíïìÜôïò ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò: ïíïìáôßæïõìå
ôéò êïñõöÝò ìå áñéèìïýò, ç êïñõöÞ 0 Ý÷åé ôïí åëÜ÷éóôï äåßêôç êáé ï êïñõöÞ Í
ôïí ìÝãéóôï (óå äåêáäéêÝò ôéìÝò: ç áíáðáñÜóôáóç åóùôåñéêÜ óôçí ãñáììáôéêÞ
èá ãßíåôáé óôï äõáäéêü óýóôçìá, üðùò êáé ïðïéáäÞðïôå Üëëç ëåéôïõñãßá).

Áöïý Ý÷åé ôåëåéþóåé ç êáôáóêåõÞ ôïõ áñéèìïý áõôïý, âñéóêüìáóôå óôçí
êáôÜóôáóç I ôçò ïðïßáò ç ëåéôïõñãßá ìðïñåß äéáéóèçôéêÜ íá ðåñéåãñáöåß þò
åîÞò: åëÝã÷ïõìå ôïí áñéèìü ðïõ åßíáé óôá áñéóôåñÜ ìáò. ÅÜí áõôüò ðåñéÝ÷åé
ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí Üóóï, ôüôå ôï èõìüìáóôå ôï óå ìéá íÝá êáôÜóôáóç. Aõôü
ôï ôå÷íéêü âÞìá ìáò âïçèÜåé ãéá ôïí åîÞò ëüãï: Ôï ãñÜöçìá ãåíéêÜ èá áíá-
ðáñßóôáôáé ùò {{V }; {E}}. Ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå ôçí ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí
êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò, ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå óôçí óõìâïëïóåéñÜ üëá ôá
ïíïìÜôá ôùí êïñõöþí áõôþí, äçëáäÞ üëïõò ôïõò áêåñáßïõò áðü 0 Ýùò Í .
Áõôü ãßíåôáé åðáíáëçðôéêÜ ùò åîÞò: áñ÷éêÜ åëÝã÷ïõìå Ýáí ï ðñþôïò áðü áñé-
óôåñÜ áñéèìüò ìðïñåß íá ìåéùèåß, åáí ðåñéÝ÷åé äçëáäÞ Ýíáí ôïõëÜ÷éóôïí Üóóï.
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ÅÜí íáé, ôüôå äçìéïõñãïýìå Ýíá áíôßãñáöü ôïõ áìÝóùò áñéóôåñÜ ôï ïðïßï óôç
óõíÝ÷åéá ôï ìåéþíïõìå êáôÜ Ýíá. ÅðáíáëáìâÜíïõìå áõôÞ ôç äéáäéêáóßá ìÝ-
÷ñé ï ôñÝ÷ïí áñéèìüò íá ìçí ìðïñåß íá ìåéùèåß, ãéáôß ðñïöáíþò ðåñéÝ÷åé ìüíï
ìçäåíéêÜ. Ôüôå óôáìáôÜìå ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá: Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé
üëïõò ôïõò áñéèìüò áðü 0 Ýùò Í , êáé Üñá êáé ôá ïíüìáôá ôùí Í +1 êïñõöþí
ôïõ ãñáöÞìáôïò óå áýîïõóá áðü áñéóôåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ äéÜôáîç.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá:

É0 → 0I
É ; → Ê; (Ê : åßíáé ìçäÝí)
I1 → 1J (J : äåí åßíáé ìçäÝí)
0J → J0

1J → J1

{J → {; C

Óôçí êáôÜóôáóç C Ý÷ïõìå ìåôáâåß ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò J üôáí äéá-
ðéóôþóïõìå üôé ï áñéèìüò äåí åßíáé ìçäÝí êáé Üñá ìðïñåß íá áíôéãñáöåß áé
íá ìåéùèåß êáôÜ ìßá ìïíÜäá. ÈÝëïõìå ôïí áñéèìü ðïõ âñßóêåôáé äåîéÜ ôçò
ôñÝ÷ïõóáò èÝóçò ôïõ äñïìÝá, êÜôé ðïõ óõìâïëßæåôáé áðü ôç ìåôáâëçôÞ C, íá
ôïí áíôéãñÜøïõìå áñéóôåñÜ áðü ôï óýìâïëï \," êáé êáôüðéí íá ìåéþóïõìå ôï
áíôßãñáöï ðïõ äçìéïõñãÞóáìå êáôÜ ìßá ìïíÜäá:

C0 → D00
′

C1 → D11
′

}
(óçìÜäåøå óôçí D ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï áíôéãñáöÞò)

C0′ → 0′C
C1′ → 1′C

}
(áãíüçóå üôé Ý÷åé Þäç áíôéãñáöåß)

C; → F;
C} → F}

}
(ç áíôéãñáöÞ ìüëéò ôåëåßùóå)

Ìå ôïõò ðáñáêÜôù êáíüíåò áíôéãñÜöïõìå ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï óôçí êá-
ôÜëëçëç èÝóç êáé åðáíåñ÷üìáóôå óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç áíôéãñáöÞò (ïé
ðåñßðôùóç ôçò êáôÜóôáóçò D1 åßíáé ôåëåßùò óõììåôñéêÞ):
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0′D0 → D00
′

1′D0 → D01
′

; D0 → 0; C

Áöïý ôåëåéþóåé ç äéáäéêáóßá ôçò áíôéãñáöÞò, èá Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé ìéÜ
óõìâïëïóåéñÜ ôçò ìïñöÞò {{�; �F; � + 1; � + 2; : : : ; N}} üðïõ ï êÜèå áñéè-
ìüò áíáðáñßóôáôáé óôï äõáäéêü óýóôçìá. Âñéóêüìáóôå óôçí êáôÜóôáóç F
ç ïðïßá äéáéóèçôéêÜ äçëþíåé üôé Ý÷åé ôåëåéþóç ç äéáäéêáóßá áíôéãñáöÞò ôïõ
áñéèìïý � óôá áñéóôåñÜ ôïõ. Åßíáé áíáãêáßï óôçí ðáñïýóá öÜóç íá áíôéìåôù-
ðßóïõìå äýï ðåñéðôþóåéò ðïõ ðñïÝêõøáí: 1) íá îåóçìåäÝøïõìå ôá óçìáäåìÝíá
óýìâïëá ôïõ ðñþôá áðü ôá äåîéÜ �, ôá ïðïßá ðñïÝêõøáí êáôÜ ôç äéáäéêáóßá
ôçò áíôéãñáöÞò ôïõ êáé 2) íá ìåéþóïõìå ôï ðñþôï ðñïò ôá ôá áñéóôåñÜ �
êáôÜ Ýíá þóôå íá äçìéïõñãçèåß ç åðéèõìéôÞ óôçí ôñÝ÷ïõóá öÜóç óõìâïëï-
óåéñÜ {{�−1; �; �+1; �+2; : : : ; N}}. Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßåò óõíå÷ßæïíôáé
åðáíáëçðôéêÜ Ýùò üôïõ äçìéïõñãçèåß ç ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôïõ ãñá-
öÞìáôïò {{0; 1; 2; : : : ; N}} (óå äõáäéêÞ ðÜíôïôå áíáðáñÜóôáóç). ÐáñáêÜôù
áíáëýïíôáé ôá åðéèõìçôÜ âÞìáôá.

Áñ÷éêÜ, èÝëïõìå íá îåóçìáäÝøïõìå ôïí áñéèìü ðïõ Ý÷ïõìå Þäç óçìáäÝøåé
êáôÜ ôç äéáäéêáóßá ôçò áíôéãñáöÞò:

0′F → F0

1′F → F1

; F → G;

Óôçí êáôÜóôáóç G ç ôñÝ÷ïõóá äéáìüñöùóç åßíáé ç {{�G; �; � + 1; � +
2; : : : ; N}} ãéá êÜðïéï �; 0 < � ≤ N . Áñ÷ßæïõìå ôçí ìåßùóç ôïõ � ðïõ
âñßóêåôáé óôá áñéóôåñÜ ôçò êáôáóôÜóåùò G:

0G → G1

1G → 0H

ÖÝñíïõìå ôï óýìâïëï-äñïìÝá H óôçí áñ÷Þ ôçò äçìéïõñãçèÞóáò óõìâïëï-
óåéñÜò:
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0H → H0

1H → H1

{H → {I

ÄçëáäÞ ôþñá åßìáóôå óôçí äéáìüñöùóç {{I�−1; �; �+1; �+2; : : : ; N}}.
Ïðùò åßðáìå, óôçí êáôÜóôáóç I åëÝã÷ïõìå åÜí ï áñéèìüò áìÝóùò äåîéÜ ôçò
êáôáóôÜóåùò-äñïìÝá É åßíáé ìçäÝí Þ ü÷é. ÅÜí ü÷é, ôüôå óõíå÷ßæïõìå ôçí
äéáäéêáóßá áíôéãñáöÞò êáé ìåßùóçò êáôÜ ìßá ìïíÜäá. ÅÜí ï áñéèìüò åßíáé
ìçäÝí. ôüôå Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí ðáñáãùãÞ ôçò ëßóôáò ïíïìÜôùí ôïõ
ãñáöÞìáôïò êáé åéóåñ÷üìáóôå óå ìéá êáôÜóôáóç ðáñáãùãÞò ôïõ ìïíïðáôéïý
Hamilton (êáôÜóôáóç Ê üðùò ðåñéãñÜöçêáí ðáñáðÜíù ïé ìåôáâÜóåéò ôïõ É).

6.3 Äçìéïõñãßá ôïõ ìïíïðáôéïý Hamilton
ÄåäïìÝíïõ üôé Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé ïñèÜ ôçí ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí
ôïõ ãñáöÞìáôïò, áõôü ðïõ Ýðåôáé åßíáé 1) íá äçìéïõñãÞóïõìå Ýíá êáôÜëëçëï
ìïíïðÜôé Hamilton êáé 2) íá ðñïóèÝóïõìå ôéò áðáñáßôçôåò åðéðëÝïí áêìÝò
þóôå íá ðáñéãñÜøïõìå ðëÞñùò ôï åðéèõìçôü ãñÜöçìá.

Ðñþôá áð'üëá, åßíáé áíáãêáßï íá êáèïñßóïõìå ôçí áíáðáñÜóôáóç ðïõ èá
Ý÷ïõí áõôÝò ïé áêìÝò. ÃåíéêÜ ìéá (êáôåõèõíüìåíç) áêìÞ èá áíáðáñßóôáôáé
ùò Ýíá äéáôåôáãìÝíï æåýãïò ôùí äýï ôåñìáôéêþí êïñõöþí ôçò. ÄçëáäÞ, Ýáí
ïé êïñõöÝò � êáé � óõíäÝïíôáé ìå áêìÞ ìå êáôåýèõíóç ðñïò ôçí êïñõöÞ �,
ôüôå áõôÞ èá áíáðáñßóôáôáé óôçí óõìâïëïóåéñÜ ìáò ùò (�; �) êáé ü÷é ùò
(�; �) áëëÜ ü÷é êáé ôá äýï ôáõôü÷ñïíá. Ïðùò åßðáìå, ôï ãñÜöçìá èá åßíáé
ìéá óõìâïëïóåéñÜ ôçò ìïñöÞò {{V }; {E}}. Å÷ïõìå Þäç äçìéïõñãÞóåé ôï óý-
íïëï V . Ôï óýíïëï Å èá êáôáóêåõáóôåß, üðùò åßðáìå, óå äýï âÞìáôá: 1)
áñ÷éêÜ ïé áêìÝò ðïõ áðïôåëïýí ôï ìïíïðÜôé Hamilton êáé 2) ïé õðüëïéðåò
áêìÝò. ÃåíéêÜ, Ýíá ìïíïðÜôé Hamilton èá åßíáé ìéá áêïëïõèßá ôùí áêìþí ðïõ
ôï áðïôåëïýí ôçò åîÞò ìïñöÞò: (v0; v1); (v1; v2); : : : ; (vN−1; vN) Ýôóé þóôå íá
éó÷ýåé vi 6= vj ⇔ i 6= j êáé üðïõ ôá vi åßíáé ïíïìÜôá êïñõöþí üðùò áõôÜ
äçìéïõñãÞèçêáí óôï ðñïçãïýìåíï âÞìá.

Ç äçìéïõñãßá ôùí áêìþí áõôþí èá ãßíåé ìå ôïí åðüìåíï ôñüðï. Ðñþôá
áð'üëá, áíôéãñÜöïõìå ïëüêëçñç ôçí ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí (ðïõ ïõ-
óéáóôéêÜ Ýéíáé üëïé ïé áêÝñáéïé óå äõáäéêÞ ìïñöÞ áðü ôï 0 Ýùò êÜðïéï Í óå
áýîïõóá äéÜôáîç) áìÝóùò äåîéÜ áõôÞò. Åôóé äçìéïõñãïýìå ôçí óõìâïëïóåéñÜ
{{0; 1; 2; : : : ; N}; {0; 1; 2; : : : ; N}}. Åðåéôá, èá ðñÝðåé íá äçìéïõñãÞóïõìå ôï
ôõ÷áßï óôéãìéüôõðï ôùí áêìþí åíüò ïðïéïõäÞðïôå ìïíïðáôéïý Hamilton. Áõôü
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ãßíåôáé ìå ôïí åîÞò ôñüðï: áñ÷éêÜ ìåôáèÝôïõìå ôéò êïñõöÝò (ìüíï óôçí äåý-
ôåñç óõìâïëïóåéñÜ ðïõ áíôéãñÜøáìå-ôçí ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôçí
áöÞíïõìå ùò Ý÷åé). Åóôù üôé äçìéïõñãÞèçêå ç óõìâïëïóåéñÜ {{0; 1; 2; : : : ; N},
{�(0); �(2); : : : ; �(N)}}. Ìå âÜóç áõôÞ ôç óõìâïëïóåéñÜ, äçìéïõñãïýìå ôéò
áêìÝò ôïõ ìïíïðáôéïý Hamilton, äçëáäÞ äçìéïõñãïýìå ôçí óõìâïëïóåéñÜ
{{0; 1; 2; : : : ; N}, {(�(0); �(1)); (�(1); �(2)); : : : ; (�(N − 1); �(N)}}. Ãéá íá
ãßíåé áõôü, äéðëáóéÜæïõìå (äçëáäÞ áðëÜ áíôéãñÜöïõìå) üëåò ôéò êïñõöÝò áðü
ôçí 2ç ìÝ÷ñé ôçí (Í − 1)-ïóôÞ, äçëáäÞ üëåò åêôüò ôùí �(0) êáé �(N), êáé
Ýðåéôá âÜæïõìå êáôÜëëçëá ôéò ðáñåíèÝóåéò.

Áñ÷éêÜ ðáñáôçñïýìå üôé, áöïý Ý÷åé óôáìáôÞóåé ç ðáñáãùãÞ ïíïìÜôùí
ãéá ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò, ôï ðñþôï üíïìá-áñéèìüò åßíáé ôï 0 åíþ
áìÝóùò ìåôÜ ôï ìçäÝí áõôü õðÜñ÷åé ç êáôÜóôáóç Ê ðïõ åíôüðéóå üôé üíôïò
öôÜóáìå óôï ìçäÝí. ÌåôáöÝñïõìå ôïí äñïìÝá-êáôÜóôáóç Ê óôï ôÝëïò ôçò
óõìâïëïóåéñÜò þóôå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôï óôéãìéüôõðï {{0; 1; 2; : : : ; N}Ê}:

Ê0 → 0Ê
Ê1 → 1Ê
Ê; → ; Ê
Ê} → }Λ;

Ôþñá èá ðñÝðåé íá áíôéãñÜøïõìå ôçí ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí, áìÝ-
óùò äåîéÜ ôïõ ÷áñáêôÞñá \," óôá äåîéÜ ôçò êáôáóôÜóåùò Λ.

0′Λ → Λ0′

1′Λ → Λ1′

;′ Λ → Λ;′
}′Λ → Λ}′
{′Λ → Λ{′





(áãíüçóå üôé Ý÷åé Þäç áíôéãñáöåß)

0Λ → Ì00
′

1Λ → Ì11
′

;Λ → Ì;;′
}Λ → Ì}}′
{Λ → M{{′





(óçìÜäåøå óôçí Ì ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï áíôéãñáöÞò)

Ì∗∗′ → ∗′Ì∗
Ì∗; → Λ; ∗

}
(áíôÝãñáøå ôï óùóôü óýìâïëï óôç óùóôÞ èÝóç)
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üðïõ óôïõò ðáñáðÜíù êáíüíåò üðïõ Ì∗ ∈ {M0;M1;Ì;;Ì};M{} êáé ôï
óýìâïëï ∗′ ∈ {0′; 1′; ;′ ; }′; {′; {′}. Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ôåëåßùíåé ìüëéò
áíôéãñÜøïõìå ôï áñéóôåñü Üãêõóôñï { êáß ôßôå ìåôáâáßíïõìå óôçí åðüìåíç
êáôÜóôáóç ç ïðïßá êáé èá îåêéíÞóåé ôç ìåôÜèåóç ôùí êïñõöþí áõôþí: M{;→
Λ′{

Áöïý ôåëåéþóáìå ìå ôçí áíôiãñáöÞ ôçò ëßóôáò ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôïõ
ãñáöÞìáôïò, åðüìåíï âÞìá åßíáé íá ìåôáèÝóïõìå ôéò êïñõöÝò áõôÝò ìå óôü÷ï
íá äçìéïõñãÞóïõìå ôåëéêþò Ýíá ôõ÷áßï ìïíïðÜôé Hamilton óôï õðïêåßìåíï
ãñÜöçìá. Ãéá ôçí ìåôÜèåóç ôçò ëßóôáò áõôÞò áêåñáßùí ÷ñçóéìïðïéïýìå áõ-
ôïýóéïõò ôïõò êáíüíåò ìåôÜèåóçò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé óôï ðñüâëçìá
ôçò ÄéáìÝñéóçò óõíüëïõ áêåñáßùí áñéèìþí. Åóôù üôé ìåôÜ áðü ôçí äéáäéêá-
óßá áõôÞ, ç ïðïßá áñ÷ßæåé áðü ôçí êáôÜóôáóç Λ′, âñéóêüìáóôå óôï óôéãìéü-
ôõðï {{0; 1; : : : ; N};Ξ{�(0); �(1); : : : ; �(N)}}. ÈÝëïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå
áíôßãñáöá ôùí �(1); : : : ; �(N−1). Áõôü ðïõ ÷ñåéÜæåôáé íá ãßíåé åßíáé íá óçìá-
äåõôïýí êáôÜëëçëá ïé äýï ÷áñáêôÞñåò \,", ï Ýíáò ðïõ âñßóêåôáé áìÝóùò äåîéÜ
ôïõ �(0) êáé ï Üëëïò áìÝóùò áñéóôåñÜ ôïõ �(N). Áõôü ãßíåôáé ïýôùò þóôå
íá äçìéïõñãçèïýí äýï ôåñìáôéêÜ óçìåßá, åóùôåñéêÜ ôùí ïðïßùí áíôéãñÜöïõìå
(äéðëáóéÜæïõìå) üðïéïí áñéèìü âñïýìå:

Ξ{→ {Ξ Π0 → 0Π

Ξ0 → 0Ξ Π1 → 1Π

Ξ1 → 1Ξ Π;→;Π
Ξ;→;′ Π Π} → P}

Ôþñá, áðü ôçí êáôÜóôáóç P , ðñÝðåé íá óçìáäÝøïõìå ôïí ðñþôï ÷áñáêôÞñá
\," áìÝóùò áñéóôåñÜ ôïõ �(N):

0P → P0

1P → P1

; P → Σ;′

Ôþñá ðëÝïí ìðïñïýìå áðü ôçí êáôÜóôáóç Σ íá áñ÷ßóïõìå ôïí äéðëáóéáóìü
ôùí êáôÜëëçëùí êïñõöþí. Áñ÷éêÜ, öÝñíïõìå ôï óýìâïëï-äñïìÝá Σ óôçí
êáôÜëëçëç èÝóç:
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0Σ → Σ0 T0 → 0T
1Σ → Σ1 T1 → 1T
;Σ → Σ; ; T;→ Y;
;′ Σ →;′ T T;′→; T

Ïôáí âñéóêüìáóôå óôçí êáôÜóôáóç Σ êáé óõíáíôßóïõìå ôïí ÷áñáêôÞñá
\,", ôüôå ôïí äéðëáóéÜæïõìå, þóôå áíÜìåóá áðü ôïõò äýï äéáäï÷éêïýò ÷áñá-
êôÞñåò \," íá áíôéãñáöåß ï åêÜóôïôå áñéèìüò. Óôçí êáôÜóôáóç Õ áñ÷ßæïõìå
íá áíôéãñÜöïõìå ôïí ôñÝ÷ïíôá áñéèìü áìÝóùò äåîéÜ ôïõ:

0′Y → Y 0′

1′Y → Y 1′

0Y → 0′Φ0

1Y → 1′Φ1

; Y → ;Ψ
;′ Y → ;′ Ψ

Ïé êáôáóôÜóåéò Φ0 êáé Φ1 èá áíôéãñÜøïõí ôï êáôÜëëçëï óýìâïëï óôçí
óùóôÞ èÝóç (ïé êáíüíåò ãéá ôçí êáôÜóôáóç Φ1 åßíáé áíôßóôïé÷åò):

Φ00
′ → 0′Φ0

Φ01
′ → 1′Φ0

Φ0; → Y; 0

Ïôáí óõíáíôÞóïõìå ôï äåîéü óýìâïëï \;′ " Þ \,", äçëáäÞ üôáí öôÜóïõìå
óôçí êáôÜóôáóç Ψ ç ïðïßá êáé õðïäÞëþíåé üôé ç áíôéãñáöÞ - äéðëáóéáóìüò ôïõ
áñéèìïý äåîéÜ ôïõ äñïìÝá Ý÷åé ôåëåéþóåé åðéôõ÷þò, ðñÝðåé íá îåóçìáäÝøïõìå
üëïõò ôïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò. Áõôü ãßíåôáé ðïëý åýêïëá:

Ψ0′ → Ψ0

Ψ1′ → Ψ1

; Psi → ; T
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ïôáí ôåëåéþóåé ôï îåóçìÜäåìá ôùí óçìáäåìÝíùí ÷áñáêôÞñùí, ìåôáâáß-
íïõìå óôçí êáôÜóôáóç Ô óêïðüò ôçò ïðïßáò åßíáé íá ðñïóðåñÜóåé ðñïò ôá
äåîéÜ ôïí ôñÝ÷ïíôá áñéèìü êáé Ýðåéôá íá ìåôáâåß óôçí êáôÜóôáóç Õ þóôå íá
ôïí äéðëáóéÜóåé óôá äåîéÜ áõôïý. Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá èá ôåëåéþóåé üôáí,
ðñï÷ùñþíôáò ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò Ô, óõíáíôÞóïõìå ôï äåîß óçìáäåìÝíï
êüììá \,' " äçëáäÞ ôï ÷áñáêôÞñá åêåßíùí ï ïðïßïò äéá÷ùñßæåé ôçí êïñõöÞ
�(N) áðü ôçí �(N − 1). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç
Ô ′ êáé ìåôáöåñüìáóôå óôï äåîß Üêñï ôçò óõìâïëïóåéñÜò þóôå íá áñ÷ßóåé ç
äéáäéêáóßá åéóáãùãÞò ôùí êáôÜëëçëùí ðáñåíèÝóåùí ãéá íá Ý÷ïõìå ôçí Ýãêõñç
áíáðáñÜóôáçó ôùí áêìþí ôïõ ìïíïðáôéïý Hamilton:

T ′0 → 0T ′

T ′1 → 1T ′

T ′} → Ω}
Ω → !)̃

0! → !0

1! → !1

; ! → !′;
0!′ → !′0
1!′ → !′1
; !′ → Ω; (̃
{!′ → {Θ(̃

ÐáñáðÜíù, óçìáäåýïõìå ôéò ðáñåíèÝóåéò ôùí áêìþ þóôå íá ôéò áíáãíù-
ñßæïõìå ùò áêìÝò ôïõ ìïíïðáôéïý Hamilton, êÜôé ðïõ èá ìáò öáíåß ÷ñÞóéìï
óôçí åðüìåíç åíüôçôá.

Áñá Ý÷ïõìå ðëÝïí äçìéïõñãÞóåé êÜðïéï (ôõ÷áßï) ìïíïðÜôé Hamilton ôçò
ìïñöÞò {{0; 1; 2; : : : ; N}, {Θ(�(0); �(1)); (�(1); �(2)); : : : ; (�(N−1); �(N))}}.
Áõôü ðïõ ìÝíåé ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò åßíáé
ç ðñïóèÞêç ôùí åðéðëÝïí áêìþí ðïõ ôï áðïôåëïýí.

6.4 ÐñïóèÞêç ôùí åðéðëÝïí áêìþí óôï ãñÜöçìá
Õóôåñá áðü ôç äçìéïõñãßá ôùí áêìþí ðïõ áðïôåëïýí ôï ìïíïðÜôé Hamilton,
åßíáé áíáãêáßï íá äçìéïõñãÞóïõìå üëåò ôéò õðüëïéðåò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò.
Äýï óçìåßá ðïõ ðñÝðåé íá ðñïóÝîïõìå åßíáé 1) íá ìçí äçìéïõñãÞóïõìå ôçí
ßäéá áêìÞ äýï öïñÝò êáé 2) íá ìçí äçìéïõñãÞóïõìå áêìÝò ôçò ìïñöÞò (�; �).
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Âñéóêüìáóôå óôçí êáôÜóôáóç Θ óå ìéá äéáìüñöùóç ôçò ìïñöÞò {{0; 1; 2
; : : : ; N}, {Θ(�(0); �(1)); (�(1); �(2)); : : : ; (�(N − 1); �(N))}}. Ç êáôÜóôáóç
/ äñïìÝáò Θ âñßóêåôáé áêñéâþò áñéóôåñÜ áðü ôï áñéóôåñü ôÝëïò ôçò ðñþôçò
áêìÞò ôïõ ìïíïðáôéïý Hamilton ðïõ äçìéïõñãÞóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç åíü-
ôçôá. Áðü ôçí êáôÜóôáóç áõôÞ, ìåôáöåñüìáóôå óôï äåîß Üêñï ôçò Ýðüìåíçò
ðñïò ôá äåîéÜ êïñõöÞò êáé ìåôáâáßíïõì å óå ìéÜ íÝá êáôÜóôáóç ç ïðïßá èá
ìáò âïçèÞóåé íá äçìéïõñãÞóïõìå ôéò åðéèõìçôÝò áêìÝò:

Θ0 → 0Θ

Θ1 → 1Θ

Θ(̃ → (̃Θ

Θ; → ;Θ
Θ)̃ → )̃�

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé áðáñáßôçôï íá ðåñéãÜøïõìå ôç äéáäéêáóßá ôçò äç-
ìéïõñãßáò ôùí åðéðëÝïí åðéèõìçôþí áêìþí óå öõóéêÞ ãëþóóá þóôå óôç óõ-
íÝ÷åéá ôá áíôßóôïé÷á óýíïëá êáíüíùí íá åßíáé ðéï åõáíÜãíùóôá.

ÃåíéêÜ óå êÜèå âÞìá èá èåùñïýìå ìßá ìßá ôéò áêìÝò. Áñ÷éêÜ, ãéá êÜèå
ìßá èåùñïýìåíç áêìÞ, èá èåùñïýìå ôç äåýôåñç óõíéóôþóá ôçò áêìÞò áõôÞò.
Ôç óõíéóôþóá - êïñõöÞ áõôÞ èá ôç óçìáäåýïõìå êáôÜëëçëá: áõôÞ èá åßíáé ç
êïñõöÞ áðü ôçí ïðïßá èá äçìéïõñãÞóïõìå åîåñ÷üìåíåò áêìÝò ðñïò êïñõöÝò
ëåîéêïñáöéêÜ ìéêñüôåñåò êáé Ýðåéôá ðñïò ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñåò áðü áõ-
ôÞí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, åÜí ç ôñÝ÷ïõóá áêìÞ èåþñçóçò åßíáé ç (111; 100) ôüôå
óçìáäåýïõìå ôç äåýôåñç óõíéóôþóá - êïñõöÞ êáôÜëëçëá, ð.÷. ùò (111; 1̄0̄0̄),
êáé Ýðåéôá áñ÷ßæïõìå ôç äçìéïõñãåßá ôùí êïñõöþí ìå åîåñ÷üìåíç ôçí êïñõöÞ
áõôÞ. Áõôü èá ãßíåé ùò åîÞò: ãåíéêÜ èá Ý÷ïõìå äýï êáôáóôÜóåéò ç êÜèå ìßá
áðü ôéò ïðïßåò èá åíþíåé ôçí ôñÝ÷ïõóá êïñõöÞ ìå ìåãáëýôåñåò Þ ìéêñüôåñåò
ëåîéêïãñáöéêÜ êïñõöÝò. Áñ÷éêÜ èá åëÝã÷ïõìå åÜí åßíáé äõíáôÞ ç äçìéïõñãåßá
ìéáò íÝáò áêìÞò êáé åÜí íáé ôüôå èá áðïöáóßæïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ óå êÜèå
âÞìá åÜí åðéèõìïýìå ìéá íÝá êïñõöÞ ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìïñöÞò (ðñïò ìåãáëýôåñç
Þ ìéêñüôåñç êïñõöÞ).

Áðü ôçí êáôÜóôáóç � èá åëÝã÷ïõìå ôç äåýôåñç óõíéóôþóá ôçò êïñõöÞò
ðïõ âñßóêåôáé óôá áñéóôåñÜ áõôÞò åÜí åßíáé ìçäÝí, ãéáôß ùò ðñþôï âÞìá èá
äçìéïõñãÞóïõìå üëåò ôéò åðéèõìçôÝò êïñõöÝò áðü áõôÞ ðñïò êïñõöÝò ëåîéêï-
ãñáöéêÜ ìéêñüôåñåò:
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)̃� → �)̃
0� → �0
1� → 1�′ (äåí åßíáé ìçäÝí)
; � → ; �′′ (åßíáé ìçäÝí)

Üí ìåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç �′ ôüôå Ý÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá äçìéïõñãÞ-
óïõìå åðéðëÝïí áêìÞ. Óáí åðüìåíï âÞìá, èá áðïöáóßóïõìå ìç íôåôåñìéíé-
óôéêÜ ãéá ôé íÝá áõôÞ áêìÞ áöïý ðñþôá öÝñïõìå ôïí äñïìÝá óôç êáôÜëëçëç
èÝóç:

�′1 → 1�′

�′0 → 0�′

�′)̃ → )̃�

Ç êáôÜóôáóç � áðïöáóßæåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ãéá ôç ðñïóèÞêç ìéÜò íÝáò
áêìÞò:

� → �íáé | �ï÷é

ÅÜí ìåôáâïýìå óôç êáôÜóôáóç �íáé, óçìáßíåé üôé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ áðï-
öáóßóáìå ôç äçìéïõñãåßá íÝáò áêìÞò êáé ôþñá áñ÷ßæïõìå ôç äçìéïõñãåßá ôçò.
Áõôü èá ãßíåé áñ÷éêÜ áíôéãñÜöïíôáò ôç ôñÝ÷ïõóá óõíéóôþóá äýï öïñÝò ðñïò
ôá äåîéÜ áõôÞò êáé âÜæïíôáò ôéò êáôÜëëçëåò ðáñåíèÝóåéò. Åðåéôá, ìç íôåôåñ-
ìéíéóôéêÜ èå ìåéþíïõìå ôï äÝõôåñï áíôßãñáöï áõôÞò ôïõëÜ÷éóôïí ìéÜ öïñÜ:

�íáé → �; (; )
)̃� → �)̃

1′� → �1′

0′� → �0′

1� → 1′�1

0� → 0′�0

; � → ; �′
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ÄçëáäÞ, ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç � ç ïðïßá øÜ÷íåé êáé âñßóêåé ôïí
ñþôï ìç óçìáäåìÝíï ðñïò áíôéãñáöÞ ÷áñáêôÞñá. Ôþñá åßíáé áíáãêáßï íá ôïí
áíôéãñÜøïõìå óôï êáôÜëëçëï óçìåßï (üðùò ðÜíôá, ðåñéãñÜöïõìå ìüíï ôçí ìéá
ðåñßðôùóç, Ýóôù ôçí �0):

�01
′ → 1′�0

�00
′ → 0′�0

�0)̃; ( → �)̃; (0

Ìüëéò äéáðéóôþóïõìå üôé Ý÷åé ôåëåéþóåé ç äéáäéêáóßá áíôéãñáöÞò, èá ìåôá-
âïýìå óôçí êáôÜóôáóç �′, ïðüôå êáé èá ðñÝðåé íá ìåôáêéíçèïýìå ðñïò ôá äåîéÜ,
îåóçìáäåýïíôáò ôáõôü÷ñïíá üëïõò ôïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò, þóôå íá
äéðëáóéÜóïõìå ôïí áñéèìü ðïõ ìüëéò áíôéãñÜøáìå:

�′1′ → 1�′

�′0′ → 0�′

�′)̃; ( → )̃; (�
�1 → 1′�1

�0 → 0′�0

�01 → 1�0

�00 → 0�0

�0; → ; �′0
�′00 → 0�′0
�′01 → 1�′0
�′0) → �′0)

0�′ → �′0
1�′ → �′1
; �′ → �′;
0′�′ → 0′�
1′�′ → 1′�
�; → ; �

Óôçí êáôÜóôáóç � ìåôáâáßíïõìå üôáí Ý÷åé ôåëåéþóåé ï äéðëáóéáóìüò ôçò
ôñÝ÷ïõóáò êïñõöÞò. ÄçëáäÞ, åÜí ç áñ÷éêÞ ìáò êáôÜóôáóç Þôáí ç (̃�; �)̃�
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ôþñá âñéóêüìáóôå óôï åîÞò óôéãìéüôõðï (̃�; �)̃; (�; ��). Ôþñá åßíáé áíáãêáßï
íá ìåéùèåß ôïõëÜ÷éóôïí ìßá öïñÜ ç äåýôåñç óõíéóôþóá ôçò ôñÝ÷ïõóáò áêìÞò
(Ý÷ïõìå Þäç åëÝíîåé óå ðáñáðÜíù âÞìá üôé äåí åßíáé ìçäÝí):

�1 → 1�
�0 → 0�
�) → � ′)

0� ′ → � ′1
1� ′ → 0� ′′

Ôþñá áðü ôçí êáôÜóôáóç � ′′ åßíáé áðáñáßôçôï íá öÝñïõìå ôï äñïìÝá óôç
êáôÜëëçëç èÝóç þóôå íá óõíå÷éóôåß ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ç ìåßùóç ôçò ôñÝ-
÷ïõóçò óõíéóôþóáò, áöïý ðñïçãçèåß ï Ýëåã÷ïò éóüôçôáò ìå ôï ìçäÝí ãéá íá
äéáðéóôþóïõìå åÜí áõôÞ ç ìåßùóç åßíáé åöéêôÞ:

� ′′1 → 1� ′′

� ′′0 → 0� ′′

� ′′) → �)

Óôçí êáôÜóôáóç � åëÝã÷ïõìå ãéá éóüôçôá ìå ôï ìçäÝí:

0� → �0
1� → 1�′ (äåí åßíáé ìçäÝí)
; � → ; �′′ (åßíáé ìçäÝí)

ÅÜí ìåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç �′, äïýìå äçëáäÞ üôé ï ôñÝ÷ùí áñéèìüò
äåí åßíáé ìçäÝí, ìåôáöÝñïõìå ôïí äñïìÝá óôçí êáôÜëëçëç èÝóç þóôå íá áðï-
öáóßóïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ôçí ìåßùóç áõôïý:

�′1 → 1�′

�′0 → 0�′

�′) → )�
� → � ′ | �′
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ÅÜí áðïöáóßóïõìå üôé äåí èÝëïõìå ìåßùóç, ôüôå ìåôáâáßíïõìå óôçí êá-
ôÜóôáóç �′.

Áðü ôçí êáôÜóôáóç áõôÞ, ôçí �′ äçëáäÞ, åßíáé áíáãêáßï íá äçìéïõñãÞ-
óïõìå ìéá äéáäéêáóßá ç ïðïßá åðáíáëçðôéêÜ êáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ, èá áíôé-
ãñÜöåé ôçí ôñÝ÷ïõóá áêìÞ óôá äåîéÜ ôçò êáé Ýðåéôá èá ìåéþíåé ôç äÝõôåñç
óõíéóôþóá áõôÞò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü, äçìéïõñãïýíôáé üëåò åêåíÝéíåò ïé
áêìÝò ðïõ åîÝñ÷ïíôáé áðü ôçí ôñÝ÷ïõóá ðñþôç óõíéóôþóá ôçò áêìÞò ðñïò
áõóôçñÜ ìéêñüôåñåò ëåîéêïãñáöéêÜ êïñõöÝò ÷ùñßò íá õðÜñ÷åé ï êßíäõíïò íá
äçìéïõñãçèïýí ßäéåò áêìÝò.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, Ýóôù üôé âñéóêüìáóôå óå ìéá äéáìüñöùóç ôçò ìïñöÞò
(̃�; �)̃; (�; � − l)�′. Áðü ôçí êáôÜóôáóç �′ áðïöáóßæïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ
åÜí èÝëïõìå íÝá áêìÞ ôçò ìïñöÞò (�; � − k); k > l : � − k ≥ 0:

�′ → �′íáé | �′ï÷é

ÅÜí ìåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç �′íáé ôüôå åßíáé áñ÷éêÜ áíáãêáßï íá äïýìå
åÜí åßíáé äõíáôÞ ìéÜ ôÝôïéá äçìéïõñãåßá íÝáò áêìÞò, ìå Üëëá ëüãéá íá åëÝãîïõìå
ãéá éóüôçôá ìå ôï ìçäÝí ôçò áêìÞò ðïõ âñßóêåôáé áìÝóùò áñéóôåñÜ ôçò êáôÜ-
óôáóçò áõôÞò:

�′íáé → $
)$ → $)

0$ → $0

1$ → 1$′ (äåí åßíáé ìçäÝí)
; $ → ; $′′ (åßíáé ìçäÝí)

ÅÜí äïýìå üôé ï áñéèìüò äåí åßíáé ìçäÝí, ôüôå Ýéíáé áíáãêáßï, êáèþò
Ý÷ïõìå Þäç áðïöáóßóåé ôç äçìéïõñãåßá íÝáò áêìÞò, íá áíôéãñÜøïõìå ïëüêëçñç
ôç ôñÝ÷ïõóá áêìÞ óôá äåîéÜ ôçò ìáò:

$′1 → 1$′

$′0 → 0$′

$′) → �); ()
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Ðñï÷ùñÜìå äçëáäÞ ðñïò ôá äåîéÜ ãéá íá îåêéíÞóïõìå ôç äéáäéêáóßá ôçò
áíôéãñáöÞò ÷áñáêôÞñá ðñïò ÷áñáêôÞñá ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò � êáé ôáõôü-
÷ñïíá ðñïóèÝôïõìå ôéò êáôÜëëçëåò ðáñáíèÝóåéò êáé ôïí äéá÷ùñéóôéêü ÷áñá-
êôÞñá \,". Åßìáóôå Ýôïéìïé íá îåêéíÞóïõìå ôçí áíôéãñáöÞ:

0′� → �0′

1′� → �1′

;′ � → �;′

0� → 0′�0

1� → 1′�1

; � → ;′ �;
(� → �′

Ìüëéò âñïýìå ôï ðñþôï ìç óçìáäåìÝíï óýìâïëï, ôï áðïèçêåýïõìå óôçí
êáôÜóôáóÞ ìáò êáé ðñï÷ùñÜìå þóôå íá ôï áíôéãñÜøïõìå óôï êáôÜëëçëï óç-
ìåßï (ðåñéãñÜöïõìå ìüíï ôçí ðåñßðôùóç �0, üðùò ðÜíôá ïé õðüëïéðåò äýï
ðåñéðôþóåéò åßíáé ôåëåßùò áíÜëïãåò):

�00
′ → 0′�0

�01
′ → 1′�0

�0;′ → ;′ �0

�0); ( → �); (0

Óôçí êáôÜóôáóç �′ ìåôáâáßíïõìå ìüëéò ôåëåéþóåé ç áíôéãñáöÞ áìò ïðüôå
åßíáé áðáñßôçôï íá ìåôáöåñèïýìå óôç íÝá ìáò áêìÞ ãéá íá ìåéþóïõìå ôïõ-
ëÜ÷éóôïí ìéá öïñÜ ôç äåýôåñç óõíéóôþóá áõôÞò, îåóçìáäåýïíôáò êáôÜ ôç
ìåôÜâáóÞ ìáò üëïõò ôïõ åíäéÜìåóïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò:
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�′0′ → 0�′

�′1′ → 1�′

�′;′ → ; �′

�′); ( → ); (�′′

�′′0 → 0�′′

�′′1 → 1�′′

�′′; → ; �′′

�′′) → %)

Óôçí êáôÜóôáóç % áñ÷ßæïõìå ôç ìåßùóç êáôÜ ìßá ìïíÜäá ôïõ áñéèìïý ðïõ
âñßóêåôáé áñéóôåñÜ ôçò êáôáóôÜóåùò áõôÞò (îÝñïõìå Þäç üôé äåí åßíáé ìçäÝí)
þóôå áñãüôåñá íá áêïëïõèÞóåé ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìåßùóç áõôïý, åöüóïí
âÝâáéá êÜôé ôÝôïéï åßíáé äõíáôüí:

0% → %1
1% → 0%′

Áðü ôçí êáôÜóôáóç % åßíáé áðáñáßôçôï íá ãõñßóïõìå óôï äåîß Üêñï ôçò
ôñÝ÷ïõóáò áêìÞò êáé íá áðïöáóßóïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ åÜí èÝëïõìå åðé-
ðëÝïí ìåßùóç:

%′0 → 0%′

%′1 → 1%′

%′) → �)

� → �íáé | �ï÷é

ÅÜí áðïöáóßóïõìå üôé èÝëïõìå íá ìåéþóïõìå åðéðëÝïí ôç äåýôåñç óõíé-
óôþóá ôçò áêìÞò ðïõ ìüëéò äçìéïõñãÞóáìå, äçëáäÞ ìåôáâïýìå óôçí êáôÜ-
óôáóç �íáé, åßíáé áíáãêáßï ðñþôá íá äïýìå åÜí ìðïñåß áõôÞ ç óõíéóôþóá íá
ìåéùèåß:
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�íáé → �
0� → �0
1� → 1� ′ (äåí åßíáé ìçäÝí)
; � → ; � ′′ (åßíáé ìçäÝí)

Áðü ôçí êáôÜóôáóç � ′, äçëáäÞ áðü ôçí êáôÜóôáóç åêåßíç óôçí ïðïßá ìå-
ôáâáßíïõìå åÜí äïýìå üôé ï áñéèìüò åðéäÝ÷åôáé åðéðëÝïí ìåßùóç, ìåôáâáßíïõìå
óôï äåîß Üêñï þóôå íá ôïí ìåéþóïõìå, áöïý Ý÷ïõìå Þäç áðïöáóßóåé ìÝóù ôçò
�íáé üôé èÝëïõìå ìåßùóç:

� ′1 → 1� ′

� ′0 → 0� ′

� ′) → %)

Ç äéáäéêáóßá ìåßùóçò åßíáé äõíáôüí íá óôáìáôÞóåé ìüíï ìå äýï ôñüðïõò:
åßôå óôç ðåñßðôùóç ðïõ áðïöáóßóïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ íá ìçí ìåéþóïõìå
Üëëï ôïí áñéèìü áõôü, äçáëäÞ ôç äåýôåñç óõíéóôþóá ôçò ôñÝ÷ïõóáò áêìÞò
ìáò, åßôå åðåéäÞ äåí ìðïñïýìå íá ôçí ìåéþóïõìå Üëëï (åðåéäÞ ðñïöáíþò Ý÷åé
Þäç ãßíåé ìçäÝí). Áðü ôéò äýï áõôÝò ðåñéðôþóåéò ìåôáâáßíïõìå óå äéáöïñåôéêÝò
êáôáóôÜóåéò, ãéáôß ïé ëåéôïõñãßåò óå êÜèå ðåñßðôùóç åßíáé äéáöïñåôéêÝò: åÜí
äïýìå üôé ï áñéèìüò åßíáé ìçäÝí (êáôÜóôáóç � ′′), êáé Üñá äåí åðéäÝ÷åôáé ðå-
ñáéôÝñù ìåßùóç, ôüôå, áöïý äåí ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå åðéðëÝïí áêìÞ
ôïõ ôýðïõ áõôïý, åßíáé áðáñáßôçôï íá ìåôáâïýìå óôçí áñ÷éêÞ ìáò áêìÞ ðñïò
ôá áñéóôåñÜ, ôá Üêñá ôçò ïðïßáò åßíáé Þäç óçìáäåìÝíá þóôåíá ôçí áíáãíù-
ñßóïõìå, êáé Ýðåéôá íá áñ÷ßæïõìå ôçí ðáñáãùãÞ áêìþí áðü ôçí ßäéá ìå ðñéí
êïñõöÞ ðñïò êïñõöÝò ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñåò. Óôçí ðåñßðôùóç üìùò ðïõ
ç ìåßùóç óôáìáôÞóåé åðåéäÞ Ý÷ïõìå áðïöáóßóåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ãéá áõôü,
êáôÜóôáóç �ï÷é, ôüôå åßíáé áðáñáßôçôï íá åðáíáëÜâïõìå ôçí ðáñáðÜíù ìç íôå-
ôåñìéíéóôéêÞ äéáäéêáóßá äçìéïõñãåßáò åðéðëÝïí áêìÞò ðñïò êïñçöÞ ìéêñüôåñïõ
äåßêôç, åö'üóïí öõóéêÜ êÜôé ôÝôïéï åßíáé äõíáôüí, äçëáäÞ íá ìåôáâïýìå óôçí
êáôÜóôáóç �′.

Áñ÷ßæïõìå ðñþôá áðü ôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé êáé ç ðéï åýêïëç:

�ï÷é) → )�′
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AõôÞ ç ìåôÜâáóç èá óõíå÷ßóåé ôçí åðáíáëçðôéêÞ êáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ
äéáäéêáóßá äçìéïõñãåßáò åðéðëåüí áêìþí ðñïò êïñõöÝò ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñü-
ôåñåò üðùò ðåñéãñÜöçêå ðáñáðÜíù.

ÅÜí äïýìå ôþñá üôé ï áñéèìüò åßíáé ìçäÝí, êáé Üñá äåí åðéäÝ÷åôáé ðåñáéôÝñù
ìåßùóç êáé Üñá äåí ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá íÝá áêìÞ, ôüôå åßíáé
áíáãêáßï üðùò åßðáìå íá ãõñßóïõìå óôçí áñ÷éêÞ óçìáäåìÝíç áêìÞ êáé íá
äçìéïõñãÞóïõìå üëåò ôéò åðéèõìçôÝò áêìÝò äåõôÝñïõ åßäïõò. Ç áêüëïõèåò
ìåôáâÜóåéò éó÷ýïõ êáé ãéá ôéò ðåñéðôþóåéò ôùí $′′; �′′, êáôáóôÜóåéò óôéò ïðïßåò
ìåôáâáßíïõìå ãéá áíôßóôïé÷ï ëüãï êáé èÝëïõìå íá Ýï÷õìå áíÜëïãç äñÜóç ìå
áõôÞ ôçò � ′′:

� ′′ → �
�′′ → �
$′′ → �

Ôþñá, áðü ôçí êáôÜóôáóç �, åßíáé áíáãêáßï íá ìåôáöåñèïýìå óôçí ðñþôç
ðñïò ôá áñéóôåñÜ óçìáäåìÝíç áêìÞ þóôå íá äçìéïõñãÞóïõìå üëåò ôéò áêìÝò
áðü ôé äåýôåñç óõíéóôþóá áõôÞò ðñïò êïñõöÝò ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýåôñåò
áõôÞ ôç öïñá:

0� → �0
1� → �1
; � → �;
)� → �)
(� → �(
)̃� → �

Ç êáôÜóôáóç � èá îåêéíÞóåé ôç äéáäéêáóßá ðáñáãùãÞò üëùí ôùí åðéèõ-
ìçôþí áêìþí ôïõ ôýðïõ ðïõ ìüëéò ðåñéãñÜøáìå. Ðñéí üìùò áñ÷ßóåé áõôÞ ç
ðåñéãñáöÞ, åßíáé áíáãêáßï íá ðåñéãñÜøïõìå êÜðïéåò ðåñéðôþóåéò áðü ðáñá-
ðÜíù ðïõ äåí Ý÷ïõí áêüìá ðåñéãñáöåé. ÁõôÝò åßíáé ïé êáôáóôÜóåéò �′ï÷é êáé
�ï÷é áé ãåíéêÜ Ýï÷õí ôï ßäéï áðïôÝëåóìá áëëÜ óå äéáöïñåôéêÝò öÜóåéò ôïõ
õðïëïãéóìïý:

�ï÷é: Áñ÷éêÜ, âñéóêüìáóôå óå óôéãìéüôõðï ôçò ìïñöÞò (̃�; �)̃� êáé ÷ñçóéìï-
ðïéÞóáìå ôç ìåôÜâáóç � → �ï÷é. ÄçëáäÞ, óôï áñ÷éêü ìç íôåôåñìéíé-
óôéêü âÞìá ãéá ôï åÜí èÝëïõìå áêìÞ áðü ôçí êïñõöÞ � ðñïò ìéÜ Üëëç
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êïñõöÞ ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñç, áðïöáóßóáìå üôé äåí èÝëïõìå ôÝôïéá
áêìÞ, Üñá ìåôáâáßíïõìå óå ìéá íÝá êáôÜóôáóç, ôçí � üðùò ðåñéãñÜ-
øáìå ðéï ðÜíù, ç ïðïßá èá áñ÷ßóåé ôçí ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ äéáäéêáóßá
ðáñáãùãÞò üëùí ôùí åðéèõìçôþí áêìþí ôïõ ôýðïõ, äçëáäÞ áðü ôçí êï-
ñõöÞ � ðñïò êïñõöÝò ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñåò. Áñá ðñïóèÝôïõìå
óôï óýíïëï ôùí êáíüíùí ìáò ôïí êáíüíá

�ï÷é → �

�′ï÷é: Êáé óôçí êáôÜóôáóç áõôÞ áðïöáóßóáìå üôé äåí èÝëïõìå åðéðëÝïí áêìÝò
áðü ôçí êïñõöÞ � ðñïò ìéÜ Üëëç êïñõöÞ ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñç, üìùò
ç áðüöáóç áõôÞ Ýãéíå óå ìåôáãåíÝóôåñï âÞìá, áöïý Ý÷åé Þäç äçìéïõñãç-
èåß Ýíá óýíïëï åðéèõìçôþí áêìþí ôïõ ôýðïõ áõôïý. Áñá, åßíáé áðáñáß-
ôçôï íá öÝñïõìå ôï äñïìÝá óôç óùóôÞ èÝóç êáé íá ìåôáâïýìå óôçí
êôáÜóôáóç � þóôå íá áñ÷ßóåé ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ äéáäéêáóßá ðáñáãù-
ãÞò áêìþí ðü ôçí êïñõöÞ � ðñïò êïñõöÝò ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñåò.
Áñá ðñïóèÝôïõìå ôïí ðáñáêÜôù êáíüíá:

�′ï÷é → �

Ïôáí ôåëåéþóïõìå ìå ôç äéáäéêáóßá ðáñáãùãÞò áêìþí áðü ôç äåýôåñç óõ-
íéóôþóá ôçò ôñÝ÷ïõóáò óçìáäåìÝíçò áêìÞò ðñïò êïñõöÝò ëåîéêïãñáöéêÜ ìé-
êñüôåñåò áõôÞò, èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí äçìéïõñãßá ôùí áêìþí åêåßíùí ðïõ îå-
êéíïýí êáé ðÜëé áðü ôç äåýôåñç óõíéóôþóá ôçò ôñÝ÷ïõóá óçìáäåìÝíçò áêìÞò,
êáôåõèýíïíôáé üìùò óå ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñåò áêìÝò.

Ïé áíôßóôïé÷ïé êáíüíåò åßíáé ßäéïé üðùò êáé óôçí ðáñáðÜíù ðåñßðôùóç, ìå
ìéÜ ïõóéþäç äéáöïñÜ üìùò ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå åõèýò áìÝóùò. Óôç ðñïçãïý-
ìåíç ðåñßðôùóç åëÝã÷áìå ãéá éóüôçôá ìå ôï ìçäÝí ãéá íá äïýìå åÜí ìðïñïýìå
íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá åéðëÝïí áêìÞ. Óôçí ðåñßðôùóç ìáò üìùò ï Ýëåã÷ïò
ðïõ ðñÝðåé íá êÜíïõìå åßíáé ãéá éóüôçôá ìå ôïí áñéèìü |V | ðïõ êáôáóêåõÜóáìå
óôç ðñþôç åíüôçôá ôïõ ôñÝ÷ïíôïò êåöáëáßïõ. ÅÜí óå êÜðïéï óçìåßï âñïýìå
üôé ç ôñÝ÷ïõóá êïñõöÞ Ý÷åé ìéá åîåñ÷üìåíç áêìÞ ðñïò ôç êïñõöÞ ìå ôç ìÝãéóôç
åôéêÝôá, äçëáäÞ ôçí |V |, ôüôå îÝñïõìå üôé äåí ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå
åðéðëÝïí áêìÝò êáèþò äåí Ý÷ïõìå ðåñéèþñéï \áýîçóçò" ôïõ áíôßóôïé÷ïõ äåß-
êôç. ÐáñáêôÜôù èá ðåñéãñÜøïõìå ìüíï ôï ðþò ãßíåôáé ï Ýëåã÷ïò éóüôçôáò
ôïõ ôñÝ÷ïíôïò áñéèìïý ìå ôï ìÝãéóôï áõôü áñéèìü |V |.

Ãéá íá ãßíåé ðéï êáôáíïçôÞ ç ëåéôïõñãßá ôùí ðáñáêÜôù êáíüíùí, èåùñïýìå
üôé âñéóêüìáóôå óå ìéá (ôïðéêÞ) äéáìüñöùóç ôçò ìïñöÞò (̃�; �)̃(�; �+3) êáé
Ý÷ïõìå áðïöáóßóåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá áêìÞ áðü ôçí
êïñõöÞ � ðñïò ìßá êïñõöÞ 
 > � (äçëáäÞ ìå ìåãáëýôåñç åôéêÝôá - áñéèìü),
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áêñéâþò üðùò êáé ðéï ðÜíù ãéá êïñõöÝò ìå ìéêñüôåñï äåßêôç. Áõôü ðïõ ÷ñåéÜ-
æåôáé íá êÜíïõìå ôþñá åßíáé íá óõãêñßíïõìå ôïí áñéèìü áñéóôåñÜ ôçò êáôÜóôá-
óçò  , äçëáäÞ ôïí � + 3 óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò, ìå ôïí ðñþôï ðñïò ôá áñéóôåñÜ
áñéèìü ðïõ èá óõíáíôÞóïõìå áðü ôç ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞ-
ìáôïò. ÄçëáäÞ, ðñï÷ùñÜìå ôï äñïìÝá ðñïò ôá áñéóôåñÜ, áöïý óçìáäÝøïõìå
ôïí ôñÝï÷íôá áñéèìü ðïõ èÝëïõìå íá óõãêñßíïõìå, ìÝ÷ñé íá óõíáíôÞóïõìå
ôç ëßóôá êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò ðïõ êáôáóêåõÜóáìå. Ôüôå, óõãêñßíïõìå
øçößï ðñïò øçößï ôïí áñéèìü áõôü ìå ôïí áñ÷éêü áñéèìü . Ç óõãêñéóç óõ-
íå÷ßæåé üóï ôá áíôßóôïé÷á øçößá åßíáé ôá ßäéá êáé óôáìáôÜåé ìüëéò âñïýìå
êÜðïéï äéáöïñåôéêï. Óôç ðåñßðôùóç áõôÞ äéáöÝñïõí, êáé Üñá ìðïñïýìå íá
óõíå÷ßóïõìå óôçí ðáñáãùãÞ ôçò áêìÞò, óôçí åñßðôùóç üìùò ðïõ öôÜóïõìå
óôï ôÝëïò ôùí äýï áñéèìþí êáé äåí Ýï÷õìå âñåé êáìßá äéáöïñá, ãéáôß ñðöáíþò
ïé áñéèìïß åßíáé ßäéïé, ôüôå äåí ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå åðéðëÝïí áêìÞ
êáé ðñï÷ùñÜìå óôçí åðüìåíç ðñïò ôá äåîéÜ óçìáäåìÝíç áêìÞ, áöïý ðñþôá
îåóçìáäÝøïõìå ôá óçìáäåìÝíá øçößá ôùí äý áñéèìþí ðïõ ìüëéò óõãêñßèçêáí.
Ðéï óõãêåêñéìÝíá:

) →  )

0 →  00
′

1 →  11
′

;  → ;  ′

0 0 →  00

1 0 →  11

;  0 →  0;
) 0 →  0)

( 0 →  0(

)̃ 0 →  0)̃

(̃ 0 → �0(̃

}; { 00 → �0}; {

Óôçí êáôÜóôáóç �0 (Þ �1, áëëÜ ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ðåñéãñÜ-
öïõìå ôç ðåñßðôùóç ðïõ ôï ðñïò óýãêñéóç øçöéï åßíáé ôï ìçäÝí) Ýï÷õìå Þäç
åéóÝëèåé óôç ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí. Ôþñá, åßíáé áíáãêáßï íá ðñïóðå-
ñÜóïõìå üëïõò ôïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò (ðïõ ôïõò Ý÷ïõìå Þäç äçëáäÞ
óõãêñßíåé êáé ôïõò Ý÷ïõìå âñåé ßäéïõò ìå áõôïýò ôïõ áñ÷éêïý áñéèìïý - êüì-
âïõ þóôå íá óõíå÷ßóïõìå ôç äéáäéêáóßá) êìÝ÷ñé íá âñïýìå ôïí ðñþôï ìç
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óçìáäåìÝíï êáé íá ôïí óõãêñßíïõìå ìå áõôüí ðïõ åßíáé áðïèçêåõìÝíïò óôç
ôñå´÷ïõóá êáôÜóôáóÞ ìáò:

0′�0 → �00
′

1′�0 → �11
′

0�0 → 0′�′

1�0 → 1�′′

Ïôáí ôï óýìâïëï ðñïò óýãêñéóç åßíáé ßäéï ìå ôï óýìâïëï ðïõ âñßóêïõìå
ôüôå ìåôáâáßíïõìå óôç êáôÜóôáóç �′ ãéá íá ìåôáöÝñåé ôï äñïìÝá óôç êáôÜë-
ëçëç èÝóç þóôå íá óõíå÷éóôåß ç óýãêñéóç:

�′0′ → 0′�′

�′1′ → 1′�′

�′}; { → }; {�̄
�̄0 → 0�̄
�̄1 → 1�̄
�̄; → ; �̄
�̄( → (�̄
�̄) → )�̄
�̄)̃ → )̃�̄
�̄(̃ → (̃�̄
�̄0′ →  0′

�̄1′ →  1′

Ïôáí üìùò ôá äýï óýìâïëá ðñïò óýãêñéóç äéáöÝñïõí, ôüôå ìåôáâáßíïõìå
óôçí êáôÜóôáóç �′′ óêïðüò ôçò ïðïßáò åßíáé, áöïý îåóçìáäÝøåé üëá ôá óçìá-
äåìÝíá óýìâïëá, íá ìåôáöåñèåß óôçí êáôÜëëçëç èÝóç þóôå íá äçìéïõñãçèåß ç
áêìÞ:
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�′′0′ → 0�′′

�′′1′ → 1�′′

�′′}; { → }; {�̄′′
�̄′′0 → 0�̄′′

�̄′′1 → 1�̄′′

�̄′′; → ; �̄′′

�̄′′( → (�̄′′

�̄′′) → )�̄′′

�̄′′)̃ → )̃�̄′′

�̄′′(̃ → (̃�̄′′

�̄0′ → 0�
�̄1′ → 1�

Tþñá, áðü ôçí êáôÜóôáóç � åßíáé áðáñáßôçôï íá îåóçìáäÝøïõìå ôá Þäç
óçìáäåìÝíá øçößá êáé íá ìåôáâïýìå óå ìéÜ êáôÜóôáóç ç ïðïßá èá ìáò äç-
ìéïõñãÞóåé ôçí áêìÞ áêñéâþò üðùò êáé óôç ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç ðñïò ëå-
îéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñåò êïñõöÝò:

�0′ → 0�
�1′ → 1�
� )̃ → )̃� ′

Ç ìïíáäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ áðïìÝíåé íá áíáëõèåß åßíáé ç êáôÜóôáóç  ′.
Óôçí êáôÜóôáóç áõôÞ ìåôáâáßíïõìå üôáí äåí âñïýìå Üëëá ìç óçìáäåìÝíá
øçößá, äçëáäÞ üôáí óõíáíôÞóïõìå ôïí ÷áñáêôÞñá \,". Ôüôå, îÝñïõìå üôé ïé
äýï áñéèìïß åßíáé ßóïé, Üñá åßíáé áíáãêáßï, áöïý ðñþôá îåóçìáäÝøïõìå üëïõò
ôïõò ìç óçìáäåìÝíïõò áñéèìïýò, íá ìåôáöåñèïýìå óôçí åðüìåíç óçìáäåìÝíç
áêìÞ (áêìÞ ôïõ êýêëïõ Hamilton):
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 ′0′ → 0 ′

 ′1′ → 1 ′

 ′0 → 0 ′

 ′1 → 1 ′

 ′; → ;  ′

 ′( → ( ′

 ′) → ) ′

 ′)̃ → )̃ ′

 ′(̃ → (̃ ̄
 ̄0 → 0 ̄
 ̄1 → 1 ̄
 ̄; → ;  ̄
 ̄)̃ → )̃�
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ÊåöÜëáéï 7

ÃñáììáôéêÞ Ìå Óõìöñáæüìåíá ãéá
ôï Ðñüâëçìá ôçò Êëßêáò

7.1 ÅéóáãùãÞ

7.2 ÐáñáãùãÞ ôïõ ìåßæïíïò ìåãÝèïõò êëßêáò

7.3 ÐáñáãùãÞ ôçò ëßóôáò ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôçò êëßêáò

7.4 Äçìéïõñãßá ôùí åðéðëÝïí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò

7.5 ÐáñáãùãÞ ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò

7.1 ÅéóáãùãÞ
Óôï ðáñüí êåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå óýíïëá êáíüíùí ôÝôïéá ðïõ íá ìáò
åðéôñÝðïõí íá äçìéïõñãÞóïõìå Ýíá (áðëü êáé ìÞ êáôåõèõíüìåíï) ãñÜöçìá
G = (V;E) êáèþò êáé Ýíáí áêÝñáéï áñéèìü k ≥ 1 ôÝôïéï þóôå ôï ãñÜöçìá G
íá ðåñéÝ÷åé ìéá êëßêá ìåãÝèïõò ôïõëÜ÷éóôïí k. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, èÝëïõìå
íá äçìéïõñãÞóïõìå üëá ôá \íáé" óôéãìéüôõðá ãéá ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôçò
êëßêáò, ôï ïðïßï äéáôõðþíåôáé ùò åîÞò:

Êëßêá: äïèÝíôïò åíüò ãñáöÞìáôïò G = (V;E) êáé åíüò áêåñáßïõ
k ≥ 1, áëçèåýåé üôé ôï G ðåñéÝ÷åé ìßá êëßêá (ðëÞñåò åðáãþìåíï
õðïãñÜöçìá) ìåãÝèïõò ôïõëÜ÷éóôïí k;
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Ôï ðñþôï æÞôçìá ðïõ êáëïýìáóôå íá åðéëýóïõìå åßíáé ï ôñüðïò ìå ôïí
ïðïßï èá áíáðáñßóôáôáé ôï ãñÜöçìá. ÃåíéêÜ èá õéïèåôÞóïõìå ôïí ôñüðï áíá-
ðáñÜóôáóçò ôïõ ãñáöÞìáôïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé óôï ðñüâëçìá åýñåóçò
ìïíïðáôéïý Hamilton ìå ìéá ìéêñÞ ðáñáëëáãÞ: èá ðñÝðåé íá èåùñÞóïõìå êáé
ùò ìÝñïò ôïõ óôéãìéïôýðïõ êáé ôïí áêÝñáéï k áöïý, êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï, èá
ðñïóðáèÞóïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá êëßêá ìåãÝèïõò k. Ðéï óõãêåêñéìÝíá,
ç ãåíéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôïõ ãñáöÞìáôïò èá åßíáé ôçò ìïñöÞò {k; {V }; {E}}
üðïõ {V } åßíáé ç ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò êáé {E} ç ëß-
óôá ôùí áêìþí óôçí ïðïßá åìðåñéÝ÷åôáé êáé ìßá ôïõëÜ÷éóôïí êëßêá ìåãÝèïõò
ôïõëÜ÷éóôïí k.

Áñ÷éêÜ, åßíáé áíáãêáßï íá ðåñéãñÜøïõìå óå öõóéêÞ ãëþóóá ôá áðáñáßôçôá
âÞìáôá êáé Ýðåéôá, óôçí áíôßóôïé÷ç åíüôçôá, èá ðåñéãñáöïýí áíáëõôéêÜ ïé
êáíüíåò åêåßíïé ðïõ õëïðïéïýí ôï åêÜóôïôå âÞìá.

. Äçìéïõñãïýìå, ìå Ýíá óýíïëï êáíüíùí, Ýíáí ïðïéïäÞðïôå áêÝñáéï k >
1. Ï áñéèìüò áõôüò áíôéóôïé÷åß óôï ìåßæùí ìÝãåèïò êëßêáò ôï ïðïßï
èá Ý÷åé ôï ãñÜöçìá (äçëáäÞ óå åðüìåíá âÞìáôá èá ðåñéãñÜøïõìå óý-
íïëï êáíüíùí ïé ïðïßïé êáé èá äçìéïõñãïýí ìéá ôõ÷áßá êëßêá ìåãÝèïõò
áêñéâþò k).

. Äçìéïõñãïýìå ôéò k êïñõöÝò ðïõ èá áíôéóôïé÷ïýí óôéò êïñõöÝò ôéò êëß-
êáò. ÏõóéáóôéêÜ áõôü èá ãßíåé ìå ôçí ðáñÜèåóç üëùí ôùí áêåñáßùí
áñéèìþí áðü ôï 0 Ýùò êáé ôï k − 1.

. Åðåéôá, èá óçìáäÝøïõìå ôï ôÝëïò ôçò ëßóôáò ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí
ôçò êëßêáò ìå êÜðïéïí åéäéêü ÷áñáêôÞñá (ð.÷. \," áíôß ãéá ôï êëáóóéêü
\,"), êáé Ýðåéôá èá óõíå÷ßóïõìå íá ðáñÜãïõìå ôéò õðüëïéðåò êïñõöÝò
ôïõ ãñáöÞìáôïò ìÝ÷ñé íá áðïöáóßóïõìå üôé ôåëåéþóáìå ìô ôçí ëßóôá
ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí, äçëáäÞ ôçí ëßóôá V . Ïé åðüìåíïé êüìâïé ðïõ
èá ðáñÜîïõìå èá åßíáé ïõóéáóôéêÜ áêÝñáéïé óôï äõáäéêü óýóôçìá áðü
ôï k ìÝ÷ñé êÜðïéï åðéèõìçôü |V |.

. Ïôáí áðïöáóßóïõìå üôé Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí ðáñáãùãÞ ôùí êïñõ-
öþí ôçò êëßêáò êáèþò êáé ôùí õðüëïéðùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò,
áñ÷ßæïõìå íá ðáñÜãïõìå ôçí ëßóôá ôùí áêìþí Å ôïõ ãñáöÞìáôïò:

{ áñ÷éêÜ ðáñÜãïõìå ôéò áêìÝò ðïõ áðïôåëïýí ôçí êëßêá. ÄçëáäÞ
ãéá ôéò k êïñõöÝò ðïõ áðïôåëïýí ôçí êëßêá, äçìéïõñãïýìå áêìÝò
ðïõ íá ôéò áíþíïõìå üëåò ìåôáîý ôïõò (ëáìâÜíïíôáò õð'üøéí üôé
ç êÜèå áêìÞ ðñÝðåé íá åìöáíßæåôáé áêñéâþò ìßá öïñÜ êáé åðéðëÝïí
üôé äåí åðéôñÝðïõìå âñüã÷ïõò).
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{ Ãéá êÜèå ìßá áðü ôéò õðüëïéðåò |V | − k êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò,
äçìéïõñãïýìå ôéò åðéèõìçôÝò áêìÝò (ïé ïðïßåò ìðïñåß íá ðåñéëáì-
âÜíïõí áêìÝò êáé ðñïò ôéò êïñõöÝò ôéò êëßêáò, äßíïíôáò ôçí äõíá-
ôüôçôá êÜðïéá êïñõöÞ äéáöïñåôéêÞ áðü áõôåò ðïõ áðïôåëïýí ôçí
êëßêá íá óõíäåèåß ìå üëåò ôéò êïñõöÝò ôéò êëßêáò ó÷çìáôßæïíôáò
óôçí ïõóßá ìéá êëßêá ìåãÝèïõò k+1. Áõôü üìùò äåí áðïôåëåß ðñü-
âëçìá êáèþò åðéèõìïýìå íá ðáñÜãïõìå ãñáöÞìáôá ôá ïðïßá Ý÷ïõí
êëßêá ìåãÝèïõò ôïõëÜ÷éóôïí k)

Èá ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé, üôáí ðáñÜãïõìå üëïõò ôïõò áêåñáßïõò óå
äõáäéêÞ ìïñöÞ áðü ôï 0 Ýùò êáé ôï k − 1, äåí óçìáßíåé üôé áõôÝò ïé êïñõöÝò
èá áðïôåëïýí êáé ôçí êëßêá. Ç êëßêá èá ðñÝðåé íá áðïôåëåßôáé áðü ïðïéåó-
äÞðïôå k êïñõöÝò. ÁðëÜ, ôï ðáñáðÜíù âÞìá ìðïñïýìå íá ôï åêëÜâïõìå þò
äÝóìåõóç ÷þñïõ ãéá k êïñõöÝò. Áñãüôåñá, üôáí èá Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí
ðáñáãùãÞ üëùí ôùí åðéèõìçôþí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò, èá êÜíïõìå ìéá
ìåôÜèåóç Ýôóé þóôå íá åßíáé äõíáôüí íá Ýñèïõí óôçí áñ÷éêÞ èÝóç ôùí k êïñõ-
öþí, ïðïéïóäÞðïôå óõíäõáóìüò ôùí

(|V |
k

)
, üðïõ |V | ≥ k ôo ôåëéêü óõíïëéêü

ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò.

7.2 ÐáñáãùãÞ ôïõ ìåßæïíïò ìåãÝèïõò êëßêáò
ÈÝëïõìå Ýíá óýíïëï êáíüíùí ïé ïðïßïé íá äçìéïõñãïýí Ýíáí ïðïéïäÞðïôå
áêÝñáéï k ≥ 1 o ïðïßïò êáé èá áíôéóôïé÷åß óôï åðéèõìéôü åëÜóóïí ìÝãåèïò
êëßêáò ãéá ôï ãñÜöçìá ìáò. ÄçëáäÞ, èÝëïõìå Ýíá óýíïëï êáíüíùí ôï ïðïßï
íá äçìéïõñãåß üëåò ôéò óõìâïëïóåéñÝò 1{0; 1}∗ (ìáæß ìå ôéò áðáñáßôçôåò, ãéá
ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ üëïõ óôéãìéïôýðïõ, áãêýëåò):

S → {1A}
A → 1A | 0A | B

Ï êáíüíáò Â óçìáôïäïôåß ôï ôÝëïò ôçò ðáñáãùãÞò ôïõ áñéèìïý k. Äç-
ëáäÞ, ìåôÜ ôï ôÝëïò áõôÞò ôçò ðáñáãùãÞò, èá Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé ìéá óõì-
âïëïóåéñÜ ôçò ìïñöÞò {101B} ãéá ôçí ðåñßðôùóç üðïõ k = 5.
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7.3 ÐáñáãùãÞ ôçò ëßóôáò ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôçò êëß-
êáò

Ôþñá, ìåôÜ ôçò äçìéïõñãåßá ôïõ åðéèõìçôïý ìåãÝèïõò êëßêáò, èÝëïõìå íá
äçìéïõñãÞóïõìå ôçí ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ðïõ áðïôåëïýí ôçí êëßêá:
èÝëïõìå íá äçìéïõãÞóïõìå k áêñéâþò êüìâïõò ïé ïðïßïé êáé èá áðïôåëïýí
ôçí êëßêá. Áõôü èá ãßíåé ìå ðáñÜèåóç üëùí ôùí áêåñáßùí áðü 0 → (k − 1).
ÃåíéêÜ, óå êÜèå âÞìá, èá åëÝã÷ïõìå Ýáí ï ôñÝ÷ùí áñéèìüò åßíáé ìçäÝí êáé,
åÜí ü÷é, èá ôïí áíôéãñÜöïõìå áñéóôåñÜ êáé èá ôïí ìåéþíïõìå êáôÜ Ýíá. Ç
äéáäéêáóßá èá åðáíáëáìâÜíåôáé þóðïõ íá öôÜóïõìå óôïí êüìâï 0, ïðüôå êáé
èá Ý÷ïõìå ôåëéþóåé ìå ôçí ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôçò õðï äçìéïõñãåßáò
êëßêáò.

Ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå ôçí ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôçò êëßêáò,
áñ÷éêá äçìéïõñãïýìå ôçí óõìâïëïóåéñÜ {k; {C}}, üðïõ C åßíáé ç ìåôáâëçôÞ
ç ïðïßá èá îåêéíÞóåé ôçí ðáñáãùãÞ (óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò, áõôü èá áíôéóôïé÷åß
óôçí óõìâïëïóåéñÜ {101; {C}).

Â → ; {C}

Åðåéôá, áíôéãñÜöïõìå ôïí áñéèìü k ìÝóá óôá Üãêéóôñá ôá ïðïßá èá ðåñéÝ-
÷ïõí ôçí ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò:

{C → E{
; E → E;
0′E → E0′

1′E → 1′E
0E → 0′E0

1E → 1′E1

{E → {F

ÄçëáäÞ, ùå óõíÞèùò, áðïèçêåýïõìå óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç ôï ôñÝ-
÷ùí óýìâïëï ðñïò áíôéãñáöÞ êáé ðçãáßíïõìå íá ôï áíôéãñÜøïõìå óôçí êá-
ôÜëëçëç èÝóç (ç ðåñßðôùóç ôçò ìåôáâëçôÞò Å1 åßíáé ôåëåßùò óõììåôñéêÞ):
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Å00
′ → 0′E0

E01
′ → 1′Å0

Å0; → ; E0

Å0{ → {C0

Ç êáôÜóôáóç F õðïäçëþíåé üôé Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí ôñÝ÷ïõóá äéáäé-
êáóßá ôçò áíôéãñáöÞò. ÄçëáäÞ ç ôñÝ÷ïõóá óõìâïëïóåéñÜ åßíáé ôçò ìïñöÞò
{Fk′; {k}} (óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò {F1′0′1′; {101}}). Tþñá, ðñÝðåé íá öÝñïõìå
ôçí êáôÜóôáóç / äñïìÝá F óôçí êáôÜëëçëç èÝóç êáé, ôáõôü÷ñïíá, íá îå-
óçìáäÝøïõìå üëá ôá óçìáäåìÝíá óýìâïëá ôïõ k:

F0′ → 0F
F1′ → 1F
F; → ; F
F{ → {F
F0 → 0F
F1 → 1F
F} → J}

Óôçí êáôÜóôáóç J ðñÝðåé íá ìåéþóù êáôÜ ìßá ìïíÜäá ôïí áñéèìü ðïõ
âñßóêåôáé óôá áñéóôåñÜ áõôÞò (áò ðáñáôçñÞóïõìå üôé óå áõôü ôï âÞìá äåí
÷ñåéÜæåôáé íá åëÝíîïõìå Ýáí ï áñéèìüò ðïõ ðÜìå íá ìåéþóïõìå åßíáé ìçäÝí.
Åßìáóôå óßãïõñïé üôé äåí åßíáé êáèþò áðüôÝëåß áíôßãñáöï ôïõ k ôï ïðïßï
åî'ïñéóìïý äåí åßíáé ìçäÝí). Áò èõìçèïýìå üôé ðñïóðáèïýìå íá äçìéïõñãÞ-
óïõìå ôçí ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôçò õðï äçìéïõñãåßáò êëßêáò, êÜôé
ðïõ èá ãßíåé ìå ðáñÜèåóç üëùí ôùí áêåñáßùí áðü ôï 0 Ýùò ôï k−1 óå äõáäéêÞ
ìïñöÞ:

0J → J1

1J → 0J ′

J ′0 → 0J ′

J ′} → G}
J ′; → G;
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Ç äéáéóèçôéêÞ ëåéôïõñãßá ôçò êáôáóôÜóåùò G åßíáé íá åëÝã÷åé Ýáí ï áñéè-
ìüò óôá áñéóôåñÜ ôçò åßíáé ìçäÝí. ÏõóéáóôéêÜ, åëÝã÷ïõìå åÜí äýíáôáé ç
áíôéãñáöÞ êáé ìåßùóç ôïõ áñéèìïý (áò èõìçèïýìå üôé ðñïóðáèïýìå íá äç-
ìéïõñãÞóïõìå ôçí ëßóôá ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôçò êëßêáò ìå áíôéãñáöÞ êáé
ìåßùóç êáôÜ ìßá ìïíÜäá, ïðüôå Ýíáò ôÝôïéïò Ýëåã÷ïò åßíáé áðáñáßôçôïò).

Áñá, ç ôñÝ÷ïõóá óõìâïëïóåéñÜ åßíáé ôçò ìïñöÞò (óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò)
{101; {100G}} êáé èÝëïõìå íá åëÝíîïõìå, ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò G åÜí ï
áñéèìüò óôá áñéóôåñÜ áõôÞò åßíáé ìçäÝí:

1G → 1Gno

0G → G0

{G → {Gyes

; G → ; Gyes

H êáôÜóôáóç Gno óçìáßíåé üôé ï õðïêåßìåíïò áñéèìüò äåí åßíáé ìçäÝí
(áöïý åíäéÜìåóá åíôïðßóáìå êÜðïéïí Üóóï), Üñá êáé ìðïñïýìå íá ôïí áíôé-
ãñÜøïõìå êáé ýóôåñá íá ôïí ìåéþóïõìå êáôÜ ìßá ìïíÜäá. Ðñþôá öÝñíïõìå
ôïí äñïìÝá / êáôÜóôáóç óôçí êáôÜëëçëç èÝóç:

1Gno → Gno1

0Gno → Gno0

{Gno → {; Ç

ÄçëáäÞ, äçìéïõñãÞóáìå ôçí óõìâïëïóåéñÜ {101; {; H100}}. Tþñá ðñÝðåé
íá áíôéãñÜøïõìå ôïí áñéèìü ðïõ âñßóêåôáé äåîéÜ ôçò êáôáóôÜóåùò Ç , óôá
áñéóôåñÜ áõôÞò:

Ç0′ → 0′Ç
Ç1′ → 1′Ç
Ç0 → Ç00

′

Ç1 → Ç11
′

Ç} → É}
Ç; → É ;
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ÂñÞêáìå ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï ðñïò áíôéãñáöÞ (áãíïþíôáò ôá Þäç áíôåãå-
ãñáììÝíá ðïõ ôá Ý÷ïõìå óçìáäÝøåé êáôÜëëçëá) êáé ôþñá ðñÝðåé íá áíôéãñÜ-
øïõìå ôï ôñÝ÷ùí óýìâïëï óôçí êÜôÜëëçëç èÝóç (ç ðåñßðôùóç ôçò Ç1 åßíáé
ôåëåßùò óõììåôñéêÞ êáé ðáñáëåßðåôáé):

0′Ç0 → Ç00
′

1′Ç0 → Ç01
′

; Ç0 → 0; Ç

H äéáäéêáóßá ôçò áíôéãñáöÞò ôåëåéþíåé üôáí âñïýìå äéá÷ùñéóôéêü óýìâïëï
(\," Þ \}") êáé ôüôå ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç É êáé ðñÝðåé íá êÜíïõìå ôá
åîÞò: 1) íá îåóçìáäÝøïõìå ôá óçìáäåìÝíá óýìâïëá ôïõ áñéèìïý óôá áñéóôåñÜ
ìáò ðïõ ìüëéò ôïí áíôéãñÜøáìå, êáé 2) íá ìåéþóïõìå ôïí áñéèìü ðïõ ìüëéò
ãñÜøáìå. Áñ÷éêÜ öÝñíïõìå ôçí êáôÜóôáóç / äñïìÝá óôçí êáôÜëëçëç èÝóç,
îåóçìáäåýïíôáò ôáõôü÷ñïíá:

0′É → É0
1′É → É1
; É → J;

Tþñá, ç óõìâïëïóåéñÜ ðïõ äçìéïõñãÞóáìå èá åßíáé (óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò)
ç {101; {100J; 100}}

Ç äéáäéêáóßá áõôÞ óõíå÷ßæåôáé åðáíáëçðôéêÜ ðáñÜãïíôáò, óå êÜèå âÞìá
ìéÜ íÝá êïñõöÞ ìå üíïìá êÜðïéïí áêÝñáéï óå äõáäéêÞ ìïñöÞ ï ïðïßïò êáé åß-
íáé êáôÜ ìßá ìïíÜäá ìéêñüôåñïò áðü ôïí ðñïçãïýìåíï ðïõ ðáñÜ÷èçêå. ÌåôÜ
ôï ôÝëïò ôçò ðáñáðÜíù äéáäéêáóßáò ðáñáãùãÞò ôçò ëßóôáò ïíïìÜôùí ôùí êï-
ñõöþí ôçò êëßêáò, èá âñéóêüìáóôå áíáãêáóôéêÜ óôçí êáôÜóôáóç Gyes ç ïðïßá
êáé õðïäçëþíåé üôé ï õðïêåßìåíïò áñéèìüò åßíáé ìçäÝí êáé Üñá üôé Ý÷ïõìå ôå-
ëåéþóåé ìç ôçí ðáñáãùãÞ ôùí êïñõöþí ôéò êëßêáò. Óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò, ç
óõìâïëïóåéñÜ èá åßíáé {101; {Gyes000; 001; 010; 011; 100}}.

7.4 Äçìéïõñãßá ôùí åðéðëÝïí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò
Áöïý Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí ðáñáãùãÞ ôùí k êïñõöþí, åßíáé áðáñáßôçôï
íá äçìéïõñãÞóïõìå ôéò üðïéåò åðéðëÝïí êïñõöÝò èÝëïõìå ãéá ôï ãñÜöçìÜ ìáò.
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Êáô'áñ÷Üò, ç óõìâïëïóåéñÜ ìáò ìÝ÷ñé óôéãìÞò (êáé ðÜíôá óôï ðáñÜäåéãìÜ
ìáò) èá åßíáé ç {101; {Gyes000; 001; 010; 011; 100}}. Óôçí êáôÜóôáóç Gyes
èá ðñÝðåé íá áðïöáóßóïõìå åÜí èÝëïõìå ìéÜ íÝá êïñõöÞ óôï ãñÜöçìá Þ ü÷é.
Ðáñáôçñïýìå üôé óôï áñ÷éêü áõôü âÞìá, ç êïñõöÞ áõôÞ èá Ý÷åé åôéêÝôá 101.
ÅÜí ç áðÜíôçóç åßíáé \íáé" ôüôå ðñÝðåé íá ôïðïèåôÞóïõìå Ýíáí åéäéêü ÷áñá-
êôÞñá óôï ôÝëïò ôçò ëßóôáò ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôçò êëßêáò ðïõ Ý÷ïõìå
äçìéïõñãÞóåé (áõôüò èá åßíáé ï \," áíôß ôïõ óõíçèéóìÝíïõ \,") êáé ýóôåñá íá
äçìéïõñãÞóïõìå ôçí åðüìåíç êïñõöÞ. Óôç óõíÝ÷åéá èá áó÷ïëÞèïýìå ìå ôï
êáôÜ ðüóïí èÝëïõìå åðéðëÝïí êïñõöÝò, áõôÞ ôç öïñÜ åðáíáëçðôéêÜ, ÷ùñßò íá
÷ñåéáóôåß íá óçìáäåýïõìå ìå åéäéêïýò ÷áñáêôÞñåò äéá÷ùñéóìïý.

Áñ÷éêÜ, öÝñíïõìå ôçí êáôÜóôáóç / äñïìÝá óôï ôÝëïò ôçò ëßóôáò ïíïìÜôùí
ôùí êïñõöþí ôçò êëßêáò:

Gyes0 → 0Gyes

Gyes1 → 1Gyes

Gyes; → ; Gyes

Gyes} → K}

Tçí ìåôáâëçôÞ Ê ðñÝðåé íá ôçí åêëÜâïõìå ùò ôçí åñþôçóç \èÝëïõìå íá
äçìéïõñãÞóïõìå ìßá íÝá êïñõöÞ óôï ãñÜöçìá;" Áñá ç Ê ìðïñåß íá Ý÷åé äýï
äõíáôÝò êáé åðéèõìçôÝò ðáñáãùãÝò:

Ê → Λ,
Ê → Λ′

üðïõ Λ åßíáé ç êáôÜóôáóç äçìéïõñãåßáò ìéÜò íÝáò êïñõöÞò (ãéá ôï ëüãï
áõôü ôïðïèåôïýìå êáé ôïí íÝï ÷áñáêôÞñá äéá÷ùñéóìïý \,") åíþ Λ′ åßíáé ç
êáôÜóôóç üðïõ Ý÷ïõìå áðïöáóßóåé üôé ôåëåéþóáìå ìå ôçí ðáñáãùãÞ üëùí
ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò, êáé åßìáóôå óå èÝóç íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí
ðáñáãùãÞ ôùí áêìþí.

Óôçí êáôÜóôáóç Λ ðñÝðåé íá áíôéãñÜøïõìå ôïí äõáäéêü áñéèìü ðïõ âñß-
óêåôáé áñéóôåñÜ ôçò êáé ýóôåñá íá ôïí áõîÞóïõìå êáôÜ ìßá ìïíÜäá: ï íåüò
áèôüò áñéèìüò óå äõáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç èá áíôéóôïé÷åß óôï üíïìá ôçò íåÜò
åðéèõìçôÞò êïñõöÞò ôïõ ãñáöÞìáôïò. Áñ÷éêÜ, èÝëïõìå åêåßíï ôï óýíïëï
êáíüíùí þóôå íá áíôéãñÜøïõìå ôïí áñéèìü ðïõ âñßóêåôáé óôá áñéóôåñÜ ôçò
êáôáóôÜóåùò Λ, óôá äåîéÜ áõôÞò:
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0′Λ → Λ0′

1′Λ → Λ1′

0Λ → 0′Λ0

1Λ → 1′Λ1

;Λ → ;Ì
{Λ → {Ì

Ìå ôïõò ðáñáðÜíù êáíüíåò óçìáäåýïõìå ôï ðñþôï ìç óçìáäåìÝíï óýì-
âïëï, äçëáäÞ ôï ôñÝ÷ùí óýìâïëï áíôéãñáöÞò áöïý êÜèå óçìáäåìÝíï óýìâïëï
ôï Ý÷ïõìå Þäç áíôéãñÜøåé, ìÝ÷ñé íá óõíáíôÞóïõìå ôïí ÷áñáêôÞñá äéá÷ùñéóìïý
\," Þ \{" ðïõ óçìáßíåé üôé Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí áíôéãñáöÞ ôïõ áñéèìïý êáé
èÝëïõìå ôþñá íá áõîÞóïõìå êáôÜ ìßá ìïíÜäá ôï íÝá áíôßãñáöï áõôïý, þóôå
íá áíôáðïêñßíåôáé óôïí áìÝóùò åðüìåíï áñéèìü, óå äõáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç,
ùò ôï üíïìá ôçò åðüìåíçò êïñõöÞò. Ôþñá ðñÝðåé íá ðÜìå êáé íá áíôéãñÜ-
øïõìå ôïí ôñÝ÷ùí ÷áñáêôÞñá áíôéãñáöÞò óôçí êáôÜëëçëç èÝóç (ç ðåñßðôùóç
ãéá ôçí êáôÜóôáóç Λ1 åßíáé ôåëåßùò óõììåôñéêÞ):

Λ00
′ → 0′Λ0

Λ01
′ → 1′Λ0

Λ0; → Λ; 0
Λ0, → Λ,0

Ïôáí Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí áíôéãñáöÞ (äçëáäÞ âñïýìå ôï áñéóôåñü äéá-
÷ùñéóôéêü ôïõ ôñÝ÷ïíôïò áñéèìïý ðñïò áíôéãñáöÞ) èá ìåôáâïýìå óôçí êá-
ôÜóôáóç Ì . Óôçí êáôÜóôáóç áõôÞ ðñÝðåé íá ìåôáêéíÞóïõìå ôïí äñïìÝá óôï
äåîéü ôÝëïò ôïõ áñéèìïý ðïõ äçìéïõñãÞóáìå êáé Ýðåéôá íá ôïí áõîÞóïõìå êáôÜ
ìßá ìïíÜäá. Êáôá ôç äéÜñêåéá ôçò ìåôáêßíçóçò áõôÞò îåóçìáäåýïõìå üëá ôá
óçìáäåìÝíá óýìâïëá:
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Ì0′ → 0Ì
Ì1′ → 1Ì
Ì; → ;Ì
Ì , → Ì ,
Ì0 → 0Ì
Ì1 → 1Ì
Ì} → Í}

Óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò, ç óõìâïëïóåéñÜ ðïõ èá Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé èá Ý÷åé
ôþñá ôçí ìïñöÞ {101; {000; 001; 010; 011; 100,100Í}}. èÝëïõìå åêåßíï ôï óý-
íïëï êáíüíùí ðïõ èá áõîÜíïõí óôïí áñéèìü äåîéÜ ôçò êáôáóôÜóåùò Í êáôÜ
ìßá ìïíÜäá:

1Í → Í0

0Í → 1Ξ

; Í → ; 1Ξ

,Í → ,1Ξ

Ç êáôÜóôáóç Ξ óçìáôïäïôåß êáé ôï ôÝëïò ôçò áýîçóçò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò
áñéèìïý êáôÜ ìßá ìïíÜäá. Ìßá ðáñáôÞñçóç: üôáí äçìéïõñãïýìå ôéò k ðñþôåò
êïñõöÝò êáé óçìáäÝõïõìå ôï ôÝëïò áõôþí, ÷ñçóéìïðïéïýìå ìüíï log k øçößá.
Áõôü ôá øçößá åíäå÷ïìÝíùò íá ìçí åßíáé áñêåôÜ ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå åðé-
ðëÝïí êïñõöÝò, åêôüò ôçò êëßêáò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ìðïñÝé íá èÝëïõìå ìéá êëßêá
ìåãÝèïõò 8 áëëÜ íá èÝëïõìå Ýíá ãñÜöçìá ìå 128 êïñõöÝò. Ãéá ôï ëüãï áõôÞ,
óôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá áýîçóçò, üôáí äïýìå üôé áõîÜíïíôáò Ýíáí áñéèìü
öôÜóïõìå óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ óõíáíôþíôáò ôïí áíôßóôïé÷ï ÷áñáêôÞñá äéá-
÷ùñéóìïý, ôüôå ðñïóèÝôïõìå Ýíá åðéðëÝïí øçößï. Áñãüôåñá, èá åéóÜãïõìå ìéá
ëåéôïõñãßá ç ïðïßá ìåôáôñÝðåé üëïõò ôïõò áñéèìïýò óå áñéèìïýò ìå ßóï áñéèìü
øçößùí.

Êáôüðéí ìåôáêéíïýìå ôçí êáôÜóôáóç / äñïìÝá Ξ óôï äåîß ôÝëïò ôïõ áñéè-
ìïý ðïõ ìüëéò áõîÞóáìå êáé ìåôáâáßíïõìå óå ìéÜ íÝá êáôÜóôáóç ìå ôçí ïðïßá,
üðùò êáé ðñéí, ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ èá áðïöáóßæïõìå åÜí èÝëïõìå íÝá êïñõöÞ
Þ ü÷é:
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Ξ0 → 0Ξ

Ξ} → Π}
Π → Λ;
Π → Λ′

Ïðùò êáé ðñéí, ç êáôÜóôáóç Λ áíôéóôïé÷åß óôçí êáôÜóôáóç äçìéïõñãßáò
ìéÜò íÝáò êïñõöÞò ìå ôïí ôñüðï ðïõ ðåñéãñÜöçêå ðáñáðÜíù (äçëáäÞ áíôé-
ãñáöÞ ôïõ áñéèìïý óôÜ áñéóôåñÜ ôçò ìåôáâëçôÞò Λ êáé ýóôåñá áýîçóç êáôÜ
ìßá ìïíÜäá). Ïôáí áðïöáóßóïõìå ðùò Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí ðáñáãùãÞ
üëùí ôùí åðéèõìçôþí êïñõöþí ãéá ôï ãñÜöçìÜ ìáò, ôüôå ìåôáâáßíïõìå óôçí
êáôÜóôáóç Λ′, ç ïðïßá óçìáôïäïôåß ôï ôÝëïò ôçò äéáäéêáóßáò ðáñáãùãÞò ôùí
êïñõöþí. Óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò, Ýóôù üôé åðéèõìïýìå äýï åðéðëÝïí êïñõöÝò
ðÝñáí áõôþí ôçò êëßêáò, ôüôå ç óõìâïëïóåéñÜ ìåôÜ ôï ðÝñáò ôçò äçìéïõñãåßáò
üëùí ôùí êïñõöþí èá åßíáé ç {101; {000; 001; 010; 011; 100,101; 110Λ′}}.

Ôþñá, áðü ôçí êáôÜóôáóç Λ′ åßíáé áðáñáßôçôï íá ðåñéãñÜøïõìå ìéá äéáäé-
êáóßá ç ïðïßá íá ìåôáôñÝðåé üëïõò ôïõò áñéèìïýò óå áñéèìïýò ìå ßäéï ìÝãåèïò.
Ç äéáäéêáóßá åßíáé åðáíáëçðôéêÞ. Ôï ðëÞèïò ôùí øçößùí ðïõ åßíáé áíáãêáßï
íá Ý÷åé ï êÜèå áñéèìüò åßíáé üóï êáé ôï ðëÞèïò ôùí øçößùí ôïõ ôåëåõôáßïõ
áñéèìïý. ¼óï ðñï÷ùñÜìå ðñïò ôá áñéóôåñÜ, ôüóï ìåéþíåôáé ï áñéèìüò ôùí
øçößùí ôùí áñéèìþí. Áõôü ðïõ êÜíïõìå åßíáé ôï åîÞò: åëÝã÷ïõìå áíá äýï
äéáäï÷éêïýò áñéèìïýò. Áõôïß åßôå èá Ý÷ïõí ôï ßäéï áñéèìü øçößùí, åßôå èá
äéáöÝñïõí êáôÜ êÜðïéïí áñéèìü øçößùí. ÅÜí Ý÷ïõí ôïí ßäéï áñéèìü øçößùí,
êáìßá åíÝñãåéá äåí áðáéôåßôáé. ÅÜí üìùò äïýìå üôé äéáöÝñïõí, ôüôå ðñï-
óèÝôïõìå ôïõò áðáñáßôçôïõò ÷áñáêôÞñåò 0 óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ áñéóôåñïý
áñéèìïý ðïõ óõãêñßíïõìå. Óõíå÷ßæïõìå ìÝ÷ñé íá öôÜóïõìå óôï áñéóôåñü Üêñï
ôçò ëßóôáò ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí.

Ðéï áíáëõôéêÜ:

Λ′ → �
0� → �′0′

1� → �′1′

; � → �;
,� → �,
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1�′ → �′0
0�′ → �′1
; �′ → �′′;
,�′ → �′′,

1′�′′ → �′′0
0′�′′ → �′′1
1�′′ → 1′�
0�′′ → 0′�
; �′′ → ; 0�
,�′′ → �,
{�′′ → {0�

Ç åñìçíåßá ôùí ðáñáðÜíù êáíüíùí åßíáé ç åîÞò: Ýóôù üôé èÝëïõìå íá
óõãêñßíïõìå ôïí áñéèìü ôùí øçößùí äýï áñéèìþí �; � ãíùñßæïíôáò üôé åßôå
|�| = |�| åßôå üôé |�| = |�| − k. Óôçí êáôÜóôáóç � óçìáäåýïõìå ôïí ðñþôï
ðñïò ôá áñéóôåñÜ ìç óçìáäåìÝíï øçößï ôïõ � êáé ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜ-
óôáóç �′. Óêïðüò ôçò êáôáóôÜóåùò áõôÞò åßíáé íá ìåôáâåß óôï áíôßóôïé÷ï
óçìåßï ôïõ áñéèìïý � êáé íá åëÝíîåé ôï áíôßóôïé÷ï øçößï. ÅÜí âñåß 0 Þ 1
ôüôå óõíå÷ßæåé ôç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ãéá ôï åðüìåíï æåýãïò øçößùí ôùí
äýï áñéèìþí. ÅÜí üìùò âñåß êÜðïéïí äéá÷ùñéóôéêü ÷áñáêôÞñá, ôüôå ãíùñßæåé
üôé ï � åßíáé êáôÜ Ýíá øçößï ìéêñüôåñïò ôïõ � ïðüôå ðñïóèÝôåé ôï êáôÜëëçëï
ìçäåíéêü, ÷ùñßò íá áëëÜîåé ç ïõóßá ôïõ áñéèìïý êáé ìåôáâáßíåé óôçí êáôÜ-
óôáóç óýãêñéóçò ôïõ � ìå üðïéïí áñéèìü õðÜñ÷åé óôá äåîéÜ ôïõ. ÅÜí êáôÜ
ôç äéáäéêáóßá åýñåóçò ôïõ åðüìåíïõ øçößïõ áðü ôçí � ôïõ áñéèìïý � óõíáíôß-
óïõìå äéá÷ùñéóôéêü ÷áñáêôÞñá, ôüôå îÝñïõìå üôé ç óõãêñéóç Ý÷åé ôåëåéþóåé:
|�| = |�|. Ïðüôå, ðñï÷ùñÜìå óôç óýêñéóç ôïõ � ìå ôïí áñéèìü óôá äåîéÜ ôïõ
(åÜí âÝâáéá õðÜñ÷åé).

ÁðïìÝíåé íá ðáñïõóéÜóïõìå ôç ëåéôïõñãßá ôùí êáôáóôÜóåùí � êáé � ôùí
ïðïßùí ç äéáéóèçôéêÞ ëåéôïõñãßá åßíáé ç åîÞò: óôçí êáôÜóôáóç � ìåôáâáßíïõìå
üôáí âñïýìå øçößï óôïí áñéèìü � êáé Üñá åßíáé áðáñáßôçôï íá ãõñßóïõå ðñïò
ôïí áñéèìü � þóôå íá ðÜñïõìå ôï åðüìåíï øçößï áõôïý ðñïò óýãêñéóç, åÜí
âÝâáéá õðÜñ÷åé:
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�0′ → 0′�
�1′ → 1′�
�; → ; �′

�, → ,�′

�′0 → 0�′

�′1 → 1�′

�′0′ → �0′

�′1′ → �1′

Áíôßóôïé÷á, óôçí êáôÜóôáóç � ìåôáâáßíïõìå üôáí, áíôé ãéá øçößï, óõ-
íáíôÞóïõìå äéá÷ùñéóôéêü ÷áñáêôÞñá äéáöïñåôéêü ôçò äåîéÜò áãêýëçò, ïðüôå
ðñïóèÝôïõìå ìçäÝí êáé, áöïý äåí âñßêáìå áãêýëç, óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé Üëëïò
áñéèìüò áñéóôåñÜ ôïõ � ìå ôïí ïðïßïí åßíáé áðáñáßôçôï íá óõãêñßíïõìå ùò
ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí øçößùí. Ïðüôå êáé ìåôáâáßíïõìå óôï äåîß Üêñï ôïõ áñéè-
ìïý �, îåóçìáäÝõïíôáò üëïõò ôïõò åíäéÜìåóïõò ÷áñáêôÞñåò (ìáæß êáé ôïõ �)
þóôå íá áñ÷ßóåé ç äéáäéêáóßá óýãêñéóçò ôïõ � ìå ôïí áñéèìü óôá äåîéÜ ôïõ:

�0′ → 0�
�1′ → 1�
�; → ; �′

�, → ,�′

�′0 → 0�′

�′1 → 1�′

�′0′ → 0�′

�′1′ → 1�′

�′; → #;
�′} → #}
0# → #′0′

1# → #′1′

; # → �;
,# → �,
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Óôçí ôñÝ÷ïõóá êáôÜóôáóç, Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé üëåò ôéò åðéèõìçôÝò êï-
ñõöÝò ìå ôïí ßäéï áñéèìü øçöéþí. Åíá åðéðëÝïí âÞìá åßíáé áíáãêáßï: åíþ
Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé ïõóéáóôéêÜ ÷þñï ãéá ôéò êïñõöÝò ôçò êëßêáò, åíôïýôïéò
äåí Ý÷ïõìå áêüìá áðïöáóßóåé ðïéÝò áêñéâþò êïñõöÝò èá áðïôåëïýí ôçí êëßêá.
Åôóé, óôï óçìåßï áõôü ìåôáèÝôïõìå ôéò êïñõöÝò ðïõ Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé (ôéò
k áñ÷éêÝò óõí ôéò åðéðëÝïí ðïõ äçìéïõñãÞóáìå êáôüðéí) ïýôùò þóôå íá öÝ-
ñïõìå óôçí áñ÷éêÞ èÝóç ôùí k êïñõöþí (ðïõ èá äéá÷ùñßæïíôáé ìå ôï åéäéêü
óýìâïëï \,") åêåßíåò ôéò k êïñõöÝò ðïõ áðïôåëïýí ôçí åðéèõìçôÞ ìáò êëßêá.
Áõôü ãßíåôáé ìå ôï ßäéï óýíïëï êáíüíùí ìåôÜèåóçò ðïõ Ý÷ïõìå Þäç ðåñé-
ãñÜøåé óôï ðñüâëçìá ôçò ÄéáìÝñéóçò êáé Ý÷ïõìå åðßóçò ÷ñçóéìïðïéÞóåé óôï
ðñüâëçìá ôïõ Ìïíïðáôéïý Hamilton.

Óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò, Ýóôù üôé áðü ôéò åöôÜ êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò, èÝ-
ëïõìå ôçí êëßêá ìáò íá ôçí áðïôåëïýí ïé åîÞò ðÝíôå êïñõöÝò: 0,2,3,5 êáé
6 (ü÷é áðáñáßôçôá ìå áýîïõóá óåéñÜ). Ç ìåôÜèåóç ôùí êïñõöþí ìáò äßíåé
ôç äõíáôüôçôá íá äçìéïõñãÞóïõìå ôçí åðéèõìçôÞ óõìâïëïóåéñÜ: áõôÞ èá åß-
íáé ç {101; {000; 010; 011; 101; 110,001; 100}}. Åðßóçò, ïðïéïóäÞðïôå Üëëïò
óõíäõáóìüò ôùí ðÝíôå áõôþí êïñõöþí èá Þôáí Ýãêõñïò óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò.

7.5 ÐáñáãùãÞ ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò
Áöïý Ý÷ïõìå ôåëåéþóåéìå ôçí ðáñáãùãÞ ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò êáé
Ý÷ïõìå åðéðëÝïí áðïöáóßóåé ðïéÝò k áðü ôéò |V | êïñõöÝò èá áðïôåëïýí ôçí
åðéèõìçôÞ êëßêá, ðñÝðåé íá óõíå÷ßóïõìå ôç êáôáóêåõÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò ìå ôï
íá ðñïóèÝóïõìå ôéò áðáñáßôçôåò êáé ôéò åðéèõìçôÝò áêìÝò óå áõôü. Ðñþôá ðñÝ-
ðåé íá äçìéïõñãÞóïõìå ôéò áêìÝò åêåßíåò ðïõ èá áðïôåëïýí ôçí êëßêá (ðëÝïí
îÝñïõìå ðïéÝò êïñõöÝò Üðïôåëïýí ôçí êëßêá ìáò).

7.5.1 Äçìéïõñãßá ôùí áêìþí ôçò êëßêáò
ÈÝëïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå üëåò åêåßíåò ôéò áêìÝò ìåôáîý ôùí k êïñõöþí
ðïõ áðïôåëïýí ôçí êëßêá. Óå ðïëý ãåíéêÝò ãñáììÝò áõôü èá ãßíåé äçìéïõñãþ-
íôáò áêìÝò áðü êÜèå êïñõöÞ ìå üóåò âñßóêïíôáé óôá äåîéÜ áõôÞò óôçí ëß-
óôá ïíïìÜôùí êïñõöþí ôçò êëßêáò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, Ýóôù üôé ç ôñÝ÷ïõóá
óõìâïëïóåéñÜ ìáò åßíáé ç {k; {v1; : : : ; vk,vk+1; : : : ; v|V |}} üðïõ ïé k ðñþôåò
êïñõöÝò, üðùò õðïäçëþíåé åî'Üëëïõ êáé ï ÷áñáêôÞñáò äéá÷ùñéóìïý, åßíáé ïé
êïñõöÝò ôçò êëßêáò ìåôÜ ôçí ìåôÜèóç ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé óôçí ëßóôá ôùí êï-
ñõöþí. Áñ÷ßæïíôáò áðü ôçí êïñõöÞ v1, åðáíáëçðôéêÜ ãéá êÜèå êïñõöÞ vi ôçò
êëßêáò, äçìéïõñãïýìå üëåò åêåßíåò ôéò áêìÝò ôçò ìïñöÞò {vi; vj} : i < j ≤ k.
Ìå ôïí ôñüðï áõôü äçìéïõñãïýíôáé üëåò ïé áðáñáßôçôåò áêìÝò êáé åðéðëÝïí
äåí äéáôñÝ÷ïõìå êßíäõíï íá äçìéïõñãÞóïõìå ôçí ßäéá áêìÞ äýï Þ ðåñéóóïôåñåò
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öïñÝò.
Ðñéí ðåñéãñÜøïõìå ôï óýíïëï åêåßíùí ôùí êáíüíùí ðïõ äçìéïõñãïýí áõ-

ôÝò ôéò áðáñáßôçôåò áêìÝò, åßíáé áíáãêáßï íá ðåñéãñáöåß ãåíéêÜ êáé óå öõóéêÞ
ãëþóóá ï (åðáíáëçðôéêüò) ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï áõôÝò èá äçìéïõñãçèïýí.

1. Áñ÷éêÜ, âñßóêïõìå ôçí ôñÝ÷ïõóá êïñõöÞ áðü ôçí ïðïßá èá äçìéïõñãÞ-
óïõìå ôéò áðáñáßôçôåò áêìÝò ìå êïñõöÝò óôá äåîéÜ áõôÞò. Åóôù vi ç
êïñõöÞ áõôÞ.

2. ÅëÝã÷ïõìå åÜí áõôÞ ç êïñõöÞ åßíáé ç ôåëåõôáßá êïñõöÞ ôçò ëßóôáò êï-
ñõöþí ôçò êëßêáò, äçëáäÞ ç êïñõöÞ vk. ÅÜí ü÷é, ôüôå áíôéãñÜöïõìåôéò
êïñõöÝò vi; : : : ; vk óôçí ëßóôá ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò.

3. Áöïý ôåëåéþóïõìå ìå ôçí áíôéãñáöÞ ôùí êáôÜëëçëùí êïñõöþí óôçí
êáôÜëëçëç èÝóç óôçí ëßóôá áêìþí, ðñïóèÝôïõìå ôçí êïñõöÞ vi åíäéÜ-
ìåóá áðü äýï äéáäï÷éêÝò êïñõöÝò ôçò ëßóôáò ðïõ ìüëéò áíôéãñÜøáìå.
ÄçëáäÞ, åÜí Ý÷ïõìå áíôéãñÜøåé ãéá ðáñÜäåéãìá ôçí ëßóôá vi; vi+1; vi+2

êáé vi+3 = vk ôüôå ç óõìâïëïóåéñÜ ðïõ äçìéïõñãïýìå åßíáé ç vi; vi+1,
vi; vi+2, vi; vi+3.

4. ÔÝëïò, äçìéïõñãïýìå ôéò êáôÜëëçëåò áêìÝò ìå ôçí ðñïóèÞêç ôùí êáôÜë-
ëçëùí óõìâüëùí { êáé }. ÄçëáäÞ, ìåôáó÷çìáôßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç
óõìâïëïóåéñá óôçí {vi; vi+1}, {vi; vi+2}, {vi; vi+3} ìÝóá óôçí ëßóôá ôùí
áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá ðåñéãñÜøïõìå ôõðéêÜ óå ìïñöÞ óõíüëïõ êáíüíùí
üëá ôá ðáñáðÜíù, åßíáé áðáñáßôçôï íá óçìáäåýïõìå óå êÜèå óôÜäéï ôçò ðñïç-
ãïýìåíçò åðáíáëçðôéêÞò äéáäéêáóßáò ôïí áñéóôåñü ÷áñáêôÞñá äéá÷ùñéóìïý ôçò
ôñÝ÷ïõóáò êïñõöÞò vi (áò èõìçèïýìå üôé óôçí ðáñáðÜíù ðåñéãñáöÞ, ç êïñõöÞ
vi áíôéóôïé÷ïýóå óôçí ôñÝ÷ïõóá êïñõöÞ áðü ôçí ïðïßá èá äçìéïõñãÞóïõìå
ôéò êáôÜëëçëåò áêìÝò ìå ôéò õðüëïéðåò êïñõöÝò ôçò êëßêáò óôá äåîéÜ áõôÞò).
Áõôü ãéá íá áíé÷íåýïõìå åýêïëá ôéò êïñõöÝò ðïõ èá áðïôåëïýí ôçí ëßóôá ðïõ
èá áíôéãñÜøïõìå óôï åðüìåíï âÞìá óôçí ëßóôá ôùí áêìþí ïýôùò þóôå íá
äçìéïõñãçèïýí ïé áðáñáßôçôåò áêìÝò (áöïý ï äåîéüò ÷áñáêôÞñáò ôåñìáôéóìïý
åßíáé Þäç óçìáäåìÝíïò ìå ôïí ÷áñáêôÞñá \," ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ôüëïò ôçò
ëßóôáò êïñõöþí ôçò êëßêáò).

Óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò, {101; {000; 010; 011; 101; 110,001; 100}}, Ýóôù üôé
÷ùñßò âëÜâç ôéò ãåíéêüôçôáò êáé ãéá ëüãïõò åðåîÞãçóçò, èÝëïõìå íá äç-
ìéïõñãÞóïõìå ìå ôïí ðáñáðÜíù ôñüðï üëåò ôéò áêìÝò ôéò êëßêáò ìå ìéá ôåñ-
ìáôéêÞ êïñõöÞ ôçí 011 êáé ìå ôéò Üëëåò ôåñìáôéêÝò êïñõöÝò üóåò Ýðïíôáé
áõôÞò óôçí ëßóôá êïñõöþí ôçò êëßêáò, äçëáäÞ ôéò 101 êáé 110. Óçìåäåýïõìå
ôïí áñéóôåñü ÷áñáêôÞñá äéá÷ùñéóìïý ôçò ôñÝ÷ïõóáò êïñõöÞò 011, äçëáäÞ
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ç óõìâïëïóåéñÜ ìáò ãßíåôáé {101; {000; 010;′ 011; 101; 110,001; 100}}. Áíôé-
ãñÜöïõìå ôéò åíäéÜìåóåò ôùí äýï óçìáäåìÝíùí ÷áñáêôÞñùí äéá÷ùñéóìïý êï-
ñõöÝò óôçí´ëßóôá áêìþí. Ç óõìâïëïóåéñá èá Ý÷åé ôçí åîÞò ìïñöÞ: {101,
{000; 010;′ 011; 101; 110, 001; 100}; {011; 101; 110}}. ¸ðåéôá, áíôéãñÜöïõìå
ôçí êïñõöÞ 011 áíÜìåóá áðü äýï äéáäï÷éêÝò êïñõöÝò ôçò ëßóôáò ðïõ ìüëéò
áíôéãñÜøáìå: {101, {000; 010;′ 011; 101; 110, 001; 100}, {011; 101; 011; 110}}.
ÔÝëïò, ðñïóèÝôïõìå ôá Üãêõóôñá óôéò êáôÜëëçëåò èÝóåéò êáé Ý÷ïõìå ôçí
ôåëéêÞ åðéèõìçôÞ óõìâïëïóåéñÜ: {101, {000; 010;′ 011; 101; 110 , 001; 100},
{{011; 101}, {011; 110}}}

Ïôáí áðïöáóßóïõìå üôé Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé üëåò ôéò åðéèõìçôÝò êïñõöÝò,
êáé ìåôÜ ôçí ìåôÜèåóç áõôþí, èá âñéóêüìáóôå óôï óôéãìéüôõðï ôçò ìïñöÞò
{k; {v1; : : : ; vk,vk+1; : : : ; v|V |}Σ′}. Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé íá äçìéïõñãÞóïõìå
ôçí ëßóôá áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò:

Σ′ → Σ; {}

äçëáäÞ äçìéïõñãïýìå ôç óõìâïëïóåéñÜ {k; {v1; : : : ; vk, : : : ; v|V |};Σ{}} óôçí
ïðïßá ôá Üãêõóôñá èá ðåñéÝ÷ïõí ôéí ëßóôá ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Óôï óçìåßï áõôü âñßóêïõìå êáé óçìáäåýïõìå ôçí ôñÝ÷ïõóá êïñõöÞ vi áðü
ôçí ïðïßá èá äçìéïõñãÞóïõìå ôéò áðáñáßôçôåò áêìÝò ìå êïñõöÝò ôçò êëßêáò
óôá äåîéÜ áõôÞò. Ôï óçìÜäåìá ôçò ôñÝ÷ïõóáò êïñõöÞò vi èá ãßíåôáé óçìáäåýï-
íôáò ôïí ðñþôï ÷áñáêôÞñá ôåñìáôéóìïý áìÝóùò áñéóôåñÜ ôçò êïñõöÞò áõôÞò.
ÔÝôïéïò ÷áñáêôÞñáò äéá÷ùñéóìïý åßíáé ï \," ôïí ïðïßï êáé èá óçìáäåýïõìå
ùò \;′" Þ ï { ôïí ïðïßïí êáé áöÞíïõìå ùò Ý÷åé. ÊÜèå öïñÜ äçëáäÞ, óáñþíïõìå
ôçí ëßóôá êïñõöþí ôéò êëßêáò áðü ôá äeîéÜ ðñïò ôá áñéóôåñÜ, øÜ÷íïíôáò åßôå
ãéá êÜðïéá Þäç óçìáäåìÝíç êïñõöÞ ôçí ïðïßá êáé îåóçìáäåýïõìå ãéá íá óç-
ìáäÝøïõìå ôçí åðüìåíÞ ôçò, ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé áõôÞ äåí åßíáé ç vk, åßôå,
åÜí äå âñïýìå óçìáäåìÝíç êïñõöÞ, îÝñïõìå üôé åßìáóôå óôï ðñþôï âÞìá ôçò
äéáäéêáóßáò üðïôå ç vi åßíáé ïõóéáóôéêÜ ç v1 êáé êáôÜ óõíÝðåéá áíôéãñÜöïõìå
ïëüêëçñç ôçí ëßóôá ôùí êïñõöþí ôçò êëßêáò:
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}Σ → Σ}
0Σ → Σ0

1Σ → Σ1

;Σ → Σ;
,Σ → Σ,
;′ Σ → ;Υ′

{Σ → {Υ

Ç ìåôáâëçôÞ Υ′ Ý÷åé ôçí åîÞò ëåéôïõñãßá: áöïý îåóçìáäÝøïõìå ôçí Þäç
óçìáäåìÝíç êïñõöÞ (Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôéò áêìÝò áðü ôçí êïñõöÞ áõôÞ)
ðñï÷ùñÜìå ãéá íá óçìáäÝøïõìå ôçí åðüìåíÞ ôçò. Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé íá
åëÝíîïõìå Ýáí áõôÞ ç åðüìåíç åßíáé Þ ü÷é ç ôåëåõôáßá ôçò ëßóôáò ôùí êïñõöþí
ôçò êëßêáò, ïðüôå êáé ôåëéþóáìå ìå ôçí ðáñáãùãÞ áêìùí! Ðéï óõãêåêñéìÝíá:

Υ′0 → 0Υ′

Υ′1 → 1Υ′

Υ′;→ ;′ Υ
Υ′, → × ,
Υ′} → ×}

üðïõ óôçí êáôÜóôáóç × ìåôáâáßíïõìå üôáí áíôéëçöèïýìå üôé öôÜóáìå
óôçí ôåëÝõôáßá êïñõöÞ ôçò ëßóôáò êïñõöþí ôçò êëßêáò, äçëáäÞ óôçí vk.

Áíôßèåôá, óôçí êáôÜóôáóç Υ ðñÝðåé íá áíôéãñÜøïõìå óôçí ëßóôá ôùí
áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò ïôéäÞðïôå ðåñéêëåßåôáé áðü ôïõò äýï óçìáäåìÝíïõò
äéá÷ùñéóôéêïýò ÷áñáêôÞñåò \;′" êáé \,". Áñ÷éêÜ, ìåôáöÝñïõìå ôïí äñïìÝá
áìÝóùò ðñßí áðü ôïí äåýõåñï ÷áñáêôÞñá äéá÷ùñéóìïý \,":

Υ0 → 0Υ

Υ1 → 1Υ

Υ;→ ;Υ
Υ, → Φ,
Υ} → Φ}
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Ôþñá óôçí êáôÜóôáóç Φ åßìáóôå ðëÝïí óå èÝóç íá áíôéãñÜøïõìå üëïõò
ôïõò åíäéÜìåóïõò ÷áñáêôÞñåò óôçí êáôÜëëçëç èÝóç, äçëáäÞ ìÝóá óôçí ëßóôá
ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ðñþôá óçìáäåýïõìå ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï ðñïò
áíôéãñáöÞ:

0′Φ → Φ0′

1′Φ → Φ1′

;′ Φ → Φ;′

0Φ → 0′Φ0

1Φ → 1′Φ1

;Φ → ;′′ Φ;

;′ Φ → ;′ Ψ

üðïõ ç êáôÜóôáóç Ψ óçìáôïäïôåß ôï ôÝëïò ôçò äéáäéêáóßáò áíôéãñáöÞò
ïðüôå ðñÝðåé íá îåóçìáäÝøïõìå üëïõò ôïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò. Ôþñá
áíôéãñÜöïõìå ôï óçìáäåìÝíï óýìâïëï óôçí êáôÜëëçëç èÝóç (ïé ðåñéðôþóåéò
ôùí êáíüíùí Φ1′ êáé Φ;′ åßíáé ôåëåßùò áíÜëïãåò):

Φ00
′ → 0′Φ0

Φ01
′ → 1′Φ0

Φ0;′′ → ;′′ Φ0

Φ00 → 0Φ0

Φ01 → 1Φ0

Φ0, → ,Φ0

Φ0}; { → Ω}; {0

Óôçí êáôÜóôáóç / ìåôáâëçôÞ Ω ðñÝðåé íá ãõñßóïõìå ãéá íá áíôéãñÜøïõìå
ôïõò õðüëïéðïõò ÷áñáêôÞñåò:

0Ψ → Ψ0

1Ψ → Ψ1

;Ψ → Ψ;
,Ψ → Φ,
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Ïôáí ôåëåéþóïõìå ìå ôçí áíôéãñáöÞ ôùí åðéèõìçôþí êïñõöþí vi; : : : ; vk,
âñéóêüìáóôå óôçí êáôÜóôáóç Ψ. ÐñÝðåé ôþñá íá îåóçìáäÝøïõìå üëïõò ôïõò
óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò êáé åðéðëÝïí íá ðñï÷ùñÞóïõìå ðñïò ôçí ëßóôá ôùí
áêìþí þóôå íá óõíå÷éóôåß ç äéáäéêáóßá äçìéïõñãßáò ôùí áðáñáßôçôùí áêìþí
ôçò êëßêáò:

Ψ0′ → 0Ψ

Ψ1′ → 1Ψ

Ψ;′′ → ;Ψ
Ψ, → ,Ψ
Ψ0 → 0Ψ

Ψ1 → 1Ψ

Ψ; → ;Ψ
Ψ}; { → }; {Ω

Ôþñá óôçí êáôÜóôáóç Ω Ý÷ïõìå áíôéãñÜøåé óôçí ëßóôá ôùí áêìþí ôéò
êïñõöÝò vi; : : : ; vk. Ìå óêïðü íá êáôáóêåõÜóïõìå ôéò áðáñáßôçôåò áêìÝò,
åßíáé áíáãêáßï íá áíôéãñÜøïõìå ôçí êïñõöÞ vi áíÜìåóá áðü äýï äéáäï÷éêÝò
êïñõöÝò ôçò ëßóôáò ôùí êïñõöþí ðïõ ìüëéò áíôéãñÜøáìå. ÐñÝðåé íá åëÝíîïõìå
åÜí õðÜñ÷ïõí Üëëåò åíäéÜìåóåò êïñõöÝò:

Ω0 → 0Ω

Ω1 → 1Ω

Ω; → ;Ω′

Ω′0 → 0Ω′

Ω′1 → 1Ω′

Ω′; → �;′ ;
Ω′{ → !{
Ω′} → !}

Å÷ïõìå óçìáäÝøåé ôï êáôÜëëçëï óçìåßï þóôå íá áíôéãñÜøïõìå ôçí êïñõöÞ
vi áìÝóùò ìåôÜ ôïí óçìáäåìÝíï ÷áñáêôÞñá äéá÷ùñéóìïý \;′. Óôçí êáôÜóôáóç
� ðñÝðåé íá ãõñßóïõìå ðßóù êáé íá áíôéãñÜøïõìå Ýíá Ýíá ôá øçößá ôçò êïñõöÞò
vi. Ðáñáôçñïýìå üôé áðëÜ ÷ñåéÜæåôáé íá ðñï÷ùñÞóïõìå êáôÜ äýï êïñõöÝò
ðñïò ôá áñéóôåñÜ.
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Óôï ðñïçãïýìåíï óýíïëï êáíüíùí åíäÝ÷åôáé íá ìçí õðÜñ÷ïõí Üëëåò åí-
äéÜìåóåò êïñõöÝò. Áõôü ôï äéáðéóôþíïõìå åÜí áìÝóùò ìåôÜ ôçí ðñþôç êïñõöÞ
äåîßá ôçò vi õðÜñ÷åé åßôå ï ÷áñáêôÞñáò {, ðïõ õðïäçëþíåé üôé õðÜñ÷ïõí Üëëåò
áêìÝò áðü ðñïçãïýìåíá óôÜäéá êáé Üñá äåí õðÜñ÷åé ÷þñïò íá äçìéïõñãçèåß
Üëëç áêìÞ áðü ôïí vi, åßôå ï ÷áñáêôÞñáò } ðïõ äçëþíåé üôé ï ôñÝ÷ùí vi åßíáé
óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ï v1. Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå ôåëåþóåé ìå ôçí
áíôéãñáöÞ ôïõ vi óôéò êáôÜëëçëåò èÝóåéò êáé ôï ìüíï ðïõ ìáò ìÝíåé åßíáé ç åé-
óáãùãÞ ôùí áãêýóôñùí þóôå íá áíáðáñáóôáèïýí óùóôÜ ïé áêìÝò, ëåéôïõñãßá
ç ïðïßá èá ãßíåé ìå´óù ôçò êáôáóôÜóåùò / ìåôáâëçôÞò !.

Ôþñá åßìáóôå óå èÝóç íá áíôéãñÜøïõìå ôçí êïñõöÞ vi óôç óçìáäåìÝíç
ìáò èÝóç. Ðñþôá óçìåäåýïõìå ôï ôñÝ÷ùí óýìâïëï ðñïò áíôéãñáöÞ:

0� → �0

1� → �1

; � → �;
0′� → �0′

1′� → �1′

0� → 0′�0

1� → 1′�1

; � → ; 


êáé êáôÜ ôá ãíùóôÜ ôï áíôéãñÜöïõìå óôçí êáôÜëëçëç èÝóç (ç êáôÜóôáóç
�1 üðùò ðÜíôá åßíáé ôåëåßùò óõììåôñéêÞ):

�00
′ → 0′�0

�01
′ → 1′�0

�0; → ; �0

�00 → 0�0

�01 → 1�0

�0;′ → �;′ 0

Ïôáí äéáðéóôþóïõìå üôé Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí áíôéãñáöÞ ôçò êïñõöÞò
vi óôçí êáôÜëëçëç èÝóç, èá âñéóêüìáóôå óôçí êáôÜóôáóç 
. Êáô'áñ÷Üò, åßíáé
áíáãêáßï íá îåóçìåäÝøïõìå üëïõò ôïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò ôçò ôñÝ-
÷ïõóáò êïñõöÞò ðïõ áíôéãñÜøáìå êáé êáôüðéí íá ðåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç
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Ω óêïðüò ôçò ïðïßáò åßíáé åðáíáëçðôéêÜ íá âñßóêåé åÜí ìðïñïýìå íá áíôé-
ãñÜøïõìå ôçí êïñõöÞ vi óå åíäéÜìåóåò êïñõöÝò ôçò ëßóôáò ôùí êïñõöþí ðïõ
áíôéãñÜøáìå óå ðñïçãïýìåíï âÞìá:


0′ → 0


1′ → 1


; → ; 


0 → 0


1 → 1


;′ → ;Ω

Ìüëéò ôåëåéþóåé ç äéáäéêáóßá áíôéãñáöÞò ôçò êïñõöÞò vi óôéò êáôÜëëçëåò
èÝóåéò, åíäéÜìåóá ôùí êïñõöþí ìå ôéò ïðïßåò èá óõíäåèåß ìå áêìÞ, åßìáóôå
óôçí êáôÜóôáóç !: áðïìÝíåé ìüíï íá ðñïóèÝóïõìå ôá êáôÜëëçëá Üãêõóôñá
óôéò óùóôÝò èÝóåéò, þóôå íå Ý÷ïõìå ïñèÞ áíáðáñÜóôáóç ôùí áêìþí. Ïõ-
óéáóôéêÜ áãíïïýìå ôïõò äýï áñéèìïýò ðïõ âñßóêïíôáé óôá áñéóôåñÜ ôçò êá-
ôáóôÜóåùò / äñïìÝá êáé, ìåôÜ ôï ôëåüò áõôþí, ðñïóèÝôïõìå ôá êáôÜëëçëá
Üãêõóôñá:

0! → !0

1! → !1

; ! → !′;
0!′ → !′0
1!′ → !′1
; !′ → !}; {
; {!′ → Σ; {{

7.5.2 ÐáñáãùãÞ ôùí õðüëïéðùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò
Ïôáí Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí ðáñáãùãÞ üëùí ôùí áðáñßôçôùí áêìþí ðïõ
èá áðïôåëïýí ôçí êëßêá, èá âñéóêüìáóôå óôçí êáôÜóôáóç × . Ôþñá èÝëïõìå
íá äçìéïõñãÞóïõìå åðéðëÝïí áêìÝò, ãéá ôéò êïñõöÝò åêôü ôéò êëßêáò (äçëáäÞ
ãéá üóåò êïñõöÝò âñéóêïíôáé äåîéÜ ôïõ ÷áñáêôÞñá äéá÷ùñéóìïý ,). ÃåíéêÜ èá
Ý÷ïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:
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1. Ôï ãñÜöçìá G èá åßíáé áðü ìüíï ôïõ ìéá êëßêá ôùí k êïñõöþí, äç-
ëáäÞ ìåôÜ ôç äçìéïõñãåßá üëùí ôùí k êïñõöþí ôçò êëßêáò äåí Ý÷ïõìå
äçìéïõñãÞóåé åðéðëÝïí êïñõöåò. Ìå Üëëá ëüãéá |V | = k êáé ×} → ×1:
äåí ÷ñåßáæïíôáé åðéðëÝïí áêìÝò.

2. Å÷ïõìå åðéðëÝïí |V |−k êïñõöÝò åêôüò ôçò êëßêáò. Ãéá üëåò ôéò êïñõöÝò
áõôÝò èÝëïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôéò åðéèõìçôÝò áêìÝò (ïé ïðïßåò âÝâáéá
ìðïñïýí, ùò äåýôåñï ôåñìáôéêü óçìåßï, íá Ý÷ïõí êïñõöÝò ôçò êëßêáò):
× , → ,×2.

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé åÜí âñåèïýìå óôçí êáôÜóôáóç ×1 ôüôå Ý÷åé ôåëåéþóåé
ç ðáñáãùãÞ ôïõ óôéãìéüôõðïý ìáò. Ïðüôå èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí ðåñßðôùóç
üðïõ Ý÷ïõìå åðéðëÝïí êïñõöÝò ãéá ôéò ïðïßåò èÝëïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôéò
åðéèõìçôÝò áêìÝò.

Ïðùò êÜíáìå êáé ìå ôçí ðåñßðôùóç ôùí áêìþí ðïõ áðïôåëïýí ôçí ìåßæïíá
êëßêá, åßíáé áíáãêáßï íá ðåñéãñáöåß óå öõóéêÞ ãëþóóá ç åðáíáëÞðôéêÞ äéáäé-
êáóßá äçìéïõñãåßáò ôùí åðéèõìçôþí áêìþí ðñéí áõôÞ ìåôáãñáóôåß óå óýíïëï
êáíüíùí:

1. Áñ÷éêÜ, âñßóêïõìå êáé óçìáäåýïõìå óôïí äåîéü ÷áñáêôÞñá äéá÷ùñé-
óìïý, åßôå åßíáé \," åßôå \}, ôçí ôñÝ÷ïõóá êïñõöÞ, Ýóôù vj áõôÞ, áðü ôçí
ïðïßá êáé èá äçìéïõñãÞóïõìå üëåò ôéò åðéèõìçôÝò áêìÝò ìå ðïõ èá ôçí
åíþíïõí ìå êïñõöÝò áñéóôåñÜ áõôÞò. ÄçëáäÞ âñßóêïõìå, åÜí õðÜñ÷åé,
ôçí ðñþôç ðñïò ôá äåîéÜ ìç óçìáäåìÝíç êïñõöç.

2. Ìüëéò âñïýìå êáé óçìáäÝøïõìå ôçí ôñÝ÷ïõóá vj áñ÷ßæïõìå íá óáñþ-
íïõìå ôçí ëßóôá êïñõöþí ðñïò ôá áñéóôåñÜ. Ãéá êÜèå êïñõöÞ ðïõ óõíá-
íôÜìå, ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ áðïöáóßæïõìå åÜí èÝëïõìå íá áðïôåëåß ìÝëïò
ôçò ãåéôïíéÜò Í ôçò vj, äçëáäÞ åÜí èÝëïõìå íá ôçí åíþóïõìå ìå áêìÞ
ìå ôçí êïñõöÞ vj. ÅÜí íáé, ôüôå óçìáäåýïõìå ôïí äåîéü ôçò ÷áñáêôÞñá
äéá÷ùñéóìïý ìå êÜðïéï ÷áñáêôÞñá äéáöïñåôéêü áðü áõôüí ðïõ ÷ñçóé-
ìïðïéÞóáìå óôï âÞìá (1) êáé ðñï÷ùñÜìå óôçí åðüìåíç êïñõöÞ ðñïò ôá
áñéóôåñÜ. ÅÜí ü÷é, áðëÜ óõíå÷ßæïõìå ôç óÜñùóç ðñïò ôá áñéóôåñÜ.

3. Áöïý ôåëåéþóïõìå ìå ôï óçìÜäåìá üëùí åêåßíùí ôùí êïñõöþí vq ∈
N(vj), äçëáäÞ ôùí êïñõöþí åêåßíùí ðïõ åðéèõìïýìå íá áíÞêïõí óôçí
ãåéôïíéÜ ôçò êïñõöÞò vj, áíôéãñÜöïõìå üëåò áõôÝò ôéò êïñõöÝò óôçí
ëßóôá áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ìüëéò ôåëåéþóåé áõôÞ ç áíôéãñáöÞ, áíôé-
ãñÜöïõìå (óôçí áñ÷Þ áõôÞò ôçò ëßóôáò) ôçí êïñõöÞ vj. Åðåéôá äç-
ìéïõñãïýìå ôéò êáôÜëëçëåò áêìÝò, äéðëáóéÜæïíôáò êáôÜëëçëá ôçí êï-
ñõöÞ vj êáé ðñïóèÝôïíôáò ôá êáôÜëëçëá Üãêõóôñá, áêñéâþò ìå ôïí ßäéï
ôñüðï ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé óôçí ðáñáãùãÞ ôùí áêìþí ôéò êëßêáò
óôç ðñïãïýìåíç åíüôçôá.
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4. Ïôáí ôåëåéþóïõìå ìå ôçí êáôáóêåõÞ ôùí åðéèõìçôþí áêìþí ãéá ôçí
êïñõöÞ vj, ãõñíÜìå ðßóù (ðñïò ôá áñéóôåñÜ), îåóçìáäåýïõìå, öÝñíïõìå
ôïí äñïìÝá óôçí êáôÜëëçëç áñ÷éêÞ èÝóç (ãéá åðáíåêêßíçóç ôçò äéáäé-
êáóßáò) êáé ðçãáßíïõìå óôï âÞìá (1).

Âñéóêüìáóôå óôçí êáôÜóôáóç ×2. Áãíïïýìå ïôéäÞðïôå õðÜñ÷åé ðñïò ôá
áñéóôåñÜ ôçò êáôáóôÜóåùò áõôÞò ìÝ÷ñé íá óõíáíôÞóïõìå ôïí ðñþôï ÷áñá-
êôÞñá äéá÷ùñéóìïý, åßôå áõôüò åßíáé \," åßôå \}:

×20 → 0×2

×21 → 1×2

×2; → �;′

×2} → �}

Óôçí êáôÜóôáóôáóç � Ý÷ïõìå âñåß ôçí ôñÝ÷ïõóá êïñõöÞ vj, ôçí Ý÷ïõìå
óçìáäÝøåé, êáé ìðïñïýìå ðëÝïí íá óáñþóïõìå ðñïò ôá áñéóôåñÜ ôçí ëßóôá ôùí
êïñõöþí êáé íá áðïöáóßóïõìå ìå ðïéÝò áðü áõôÝò èá åíþóïõìå ìå áêìÞ ôçí
vj:

0� → �0

1� → �1

; � → �; | �;′′ . ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ óçìáäåýù ôçí ôñÝ÷ïõóá êïñõöÞ
,� → �, | �,′′

{� → {�

Ìüëéò ôåëåéþóåé ç ðáñáðÜíù óÜñùóç ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò ïé
ïðïßåò âñßóêïíôáé óôá áñéóôåñÜ ôçò ôñÝ÷ïõóáò vj, èá Ý÷ïõìå óçìáäÝøåé üëåò
ôéò åðéèõìçôÝò êïñõöÝò, ôéò ïðïßåò èÝëïõìå íá åíþóïõìå ìå áêìÞ ìå ôçí vj,
óôï äåîß äéá÷ùñéóôéêü ôïõò óçìåßï êáé èá åßìáóôå óôçí êáôÜóôáóç � óôçí
áñ÷Þ ôçò ëßóôáò ïíïìÜôùí ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Ôþñá, åßíáé áíáãêáßï íá áíôéãñÜøïõìå üëåò áõôÝò ôéò óçìáäåìÝíåò êïñõ-
öÝò (ðëç ôçí vj üðùò åßðáìå-áõôÞ èá ôçí áíôéãñÜøïõìå ôåëåõôáßá) óôçí ëßóôá
ôùí áêìþí, þóôå óå åðüìåíï âÞìá íá êáôáóêåõÜóïõìå êáôÜëëçëá ôéò áêìÝò.

Áðü ôçí êáôÜóôáóç � óáñþíïõìå ðñïò ôá äåîéÜ ìÝ÷ñé íá âñïýìå ôïí ðñþôï
óçìáäåìÝíï ÷áñáêôÞñá äéá÷ùñéóìïý \;′′" Þ \,′′" ïðüôå êáé îÝñïõìå üôé ðñÝðåé
íá áíôéãñÜøïõìå ôçí êïñõöÞ ðïõ âñßóêåôáé äåîéÜ ôïõ ÷áñáêôÞñá áõôïý óôçí
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ëßóôá ôùí áêìþí (áöïý áðïöáóßóáìå óå ðñïçãïýìåíï âÞìá íá ôçí åíþóïõìå
ìå ôçí vj):

�0 → 0�
�1 → 1�
�; → ; �
�;′′ → �; . îåóçìáäåýù
�, → ,�
�,′′ → �, . îåóçìáäåýù
�;′ → �;′ . âñÞêáìå êáé áíôéãñÜöïõìå ôçí vj ÷ùñßò íá îåóçìáäÝøïõìå

�}; { → }; {Ω . êáôáóêåõÞ ôùí áêìþí

Óôçí êáôÜóôáóç � ðñÝðåé íá áíôéãñÜøïõìå ôçí êïñõöÞ äåîéÜ ôçò � óôçí
ëßóôá ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò. ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ, ðñþôá âñÞóêïõìå ôïí
ðñþôï (ðñïò ôá áñéóôåñÜ) ìç óçìáäåìÝíï ÷áñáêôÞñá-øçößï, ôïí óçìáäåýïõìå
êáé ðáñÜëëçëá èõìüìáóôå óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç ðïéüí ÷áñáêôÞñá ìü-
ëéò äéáâÜóáìå þóôå íá ôïí áíôéãñÜøïõìå êáôÜëëçëá. Åßíáé áíáãêáßï åðßóçò
íá ìðïñïýìå ìå êÜðïéïí ôñüðï íá áíôéãñÜøïõìå êáé ôïí ÷áñáêôÞñá äéá÷ùñé-
óìïý ìáæß ìå ôïí áñéèìü óôçí ëßóôá ôùí áêìþí. Áõôü ãßíåôáé åýêïëá ìå ôï
íá âëÝðïõìå åÜí åßìáóôå óôïí ðñþôï ðñïò áíôéãñáöÞ ÷áñáêôÞñá, ïðüôå êáé
ìåôáâáßíïõìå óå êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç ç ïðïßá êáé èá ðñïóèÝóåé ôïí äéá÷ù-
ñéóôéêü ÷áñáêôÞñá óôï äåîß ôÝëïò ôïõ áñéïèìïý ðïõ áíôéãñÜöïõìå óôï ôñÝ÷ïí
âÞìá:

0′� → �0′

1′� → �1′

0�0′ → 0′�00
′

0�1′ → 0′�01
′

0�; → 0′�0;;
1�0′ → 1′�10

′

1�1′ → 1′�11
′

1�; → 1′�1;;
; � → ; � ′

{� → {� ′
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Ìüëéò âñïýìå ôïí ôñÝ÷ïí ÷áñáêôÞñá ðñïò áíôéãñáöÞ, ôïí áðïèçêåýïõìå
óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç êáé ôïí áíôéãñÜöïõìå óôç óùóôÞ èÝóç (÷ùñßò
âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò èåùñïýìå ìüíï ôïí êáíüíá �0, ïé õðüëïéðïé åßíáé ôå-
ëåßùò áíÜëïãïé):

�00 → 0�0

�01 → 1�0

�0; → ; �0

�0;′ → ;′ �0

�0;′′ → ;′′ �0

�0, → ,�0

�0,′′ → ,′′�0

�0}; { → �}; {0

Ìéá ðáñáôÞñçóç: ïé êáíüíåò �0; êáé �1; ÷ñåéÜæïíôáé þóôå íá áíôéãñÜ-
øïõìå êáôÜëëçëá ôïí ÷áñáêôÞñá äéá÷ùñéóìïý óôç óùóôÞ èÝóç óôçí ëßóôá
ôùí áêìþí. ÄçëáäÞ ïé êáíüíåò ôùí äýï áõôþí ìåôáâëçôþí åßíáé áíôßóôïé÷ïé
ìå ôïéò ðñïçãïýìåíïõò åêôüò áðü ôïí ôåëåõôáßï êáíüíá ï ïðïßïò ôþñá èá Ý÷åé
ôçí ìïñöÞ �0;}; {→ �}; {0; óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç êáé �1;}; {→ �}; {1; óôçí
äåýôåñç.

Óôçí êáôÜóôáóç � ðñÝðåé íá ãõñßóïõìå ðßóù þóôå íá óõíå÷ßóïõìå ôçí
áíôéãñáöÞ ôçò ôñÝ÷ïõóáò êïñõöÞò:

0� → �0
1� → �1
; � → �;
;′ � → �;′

0′� → �0′

1′� → �1′

Óôçí êáôÜóôáóç � ′ ìåôáâáßíïõìå üôáí äéáðéóôþóïõìå üôé Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé
ìå ôçí áíôéãñáöÞ ôçò ôñÝ÷ïõóáò êïñõöÞò ïðüôå ðñï÷ùñÜìå ðñïò ôá äåîéÜ þóôå
íá âñïýìå ôçí íÝá êïñõöÞ ðñïò áíôéãñáöÞ (åÜí áõôÞ õðÜñ÷åé) êáé ðáñÜëëçëá
îåóçìáäåýïõìå ôïõò Þäç óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò:
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� ′0′ → 0� ′

� ′1′ → 1� ′

� ′; → ; �
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ÊåöÜëáéï 8

ÃñáììáôéêÞ Ìå Óõìöñáæüìåíá ãéá
ôï Ðñüâëçìá ôïõ Ôñéìåñïýò

ÔáéñéÜóìáôïò

8.1 ÅéóáãùãÞ

8.2 ÐáñáãùãÞ ôùí ôñéþí óõíüëùí X; Y êáé Z

8.3 ÐáñáãùãÞ ôùí ôñéÜäùí åíüò Ýãêõñïõ ôñéìåñïýò ôáéñéÜóìáôïò

8.4 ÐáñáãùãÞ ôùí õðüëïéðùí ôñéÜäùí ôïõ óôéãìéïôýðïõ

8.1 ÅéóáãùãÞ
Óôï ðáñüí êåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå óýíïëá êáíüíùí ôÝôïéá þóôå íá ìáò
åðéôñÝðïõí íá êáôáóêåõÜóïõìå ôñßá îÝíá ìåôáîý ôïõò óýíïëá ìåãÝèïõò n ôï
êáèÝíá êáé Ýíá ðëÞèïò (äéáôåôáãìÝíùí) ôñéÜäùí áðü ôá ôñßá áõôÜ óýíïëá
ôÝôïéï þóôå íá õðÜñ÷ïõí n ôñéÜäåò óôï óýíïëï ôùí ôñéÜäùí ìáò ôÝôïéåò þóôå
üðïéåò äýï áðü ôéò ôñéÜäåò áõôÝò êáé íá äéáëÝîïõìå, áõôÝò äåí Ý÷ïõí êáìßá
óõíéóôþóá êïéíÞ. ÄçëáäÞ èÝëïõìå ìéá ãñáììáôéêÞ ç ïðïßá íá ìáò äßíåé ôç
äõíáôüôçôá íá äçìéïõñãÞóïõìå Ýíá ïðïéïäÞðïôå \íáé" óôéãìéüôõðï ãéá ôï
ðñüâëçìá ôïõ ðëÞñïõò (ôñéìåñïýò) ôáéñéÜóìáôïò ôï ïðïßï ôõðéêÜ ïñßæåôáé ùò
åîÞò:
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ÔñéìåñÝò Ôáßñéáóìá: Ìáò äßíïíôáé ôñßá óýíïëá, Ýóôù X, Y
êáé Z ôÝôïéá þóôå |X| = |Y | = |Z| = n êáé ìéá ôñéìåñÞ ó÷Ýóç
T ⊆ X×Y ×Z. Ìáò æçôåßôáé íá âñïýìå n ôñéÜäåò ôçò ó÷Ýóçò Ô,
ãéá ôéò ïðïßåò éó÷ýåé üôé ïðïéåóäÞðïôå äýï áðü áõôÝò ôéò n ôñéÜäåò
äåí Ý÷ïõí êáìßá óõíéóôþóá êïéíÞ. ÏíïìÜæïõìå ôï ðñïçãïýìåíï
ðñüâëçìá ÔñéìåñÝò Ôáßñéáóìá.

Ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá áðüöáóçò äéáôõðþíåôáé ìå ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï:
äïèÝíôùí ôñéþí óõíüëùí üðùò óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü, áëçèåýåé üôé ìðïñïýìå
íá âñïýìå Ýíá ðëÞñåò ôñéìåñÝò ôáßñéáóìá;

Ïðùò ðÜíôá, åßíáé áíáãêáßï íá ðåñéãñÜøïõìå Ýíáí êáôÜëëçëï ôñüðï áíá-
ðáñÜóôáóçò åíüò Ýãêõñïõ óôéãìéïôýðïõ ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ ôñéìåñïýò ôáé-
ñéÜóìáôïò. Ðñþôá áð'üëá ôï óôéãìéüôõðï èá ðåñéÝ÷åé ôá óôïé÷åßá ôùí ôñéþí
óõíüëùí-ôñéÜäùí X, Y êáé Z. Ôá óôïé÷åßá ôùí óõíüëùí áõôþí èá áíáðá-
ñßóôáíôáé ùò åîÞò: ãéá ôï óýíïëï × ùò x0; x1; : : : üðïõ n åßíáé ôï ðëÞèïò
ôùí óôïé÷åßùí ôïõ êÜèå óõíüëïõ êáé åðéðëÝïí ï êÜèå áñéèìü ãñáììÝíïò óôï
äõáäéêü óýóôçìá. Áíôßóôïé÷á ãéá ôá õðüëïéðá óýíïëá-ôñéÜäåò. ÄåîéÜ ôùí
óôïé÷åßùí áõôþí èá ôïðïèåôçèïýí ïé ôñéÜäåò. Ï ôñüðïò áíáðáñÜóôáóçò ìéáò
ôñéÜäáò åßíáé ï ðñïöáíÞò: (xi; yj; zk); 0 ≤ i; j; k < n.

8.2 ÐáñáãùãÞ ôùí ôñéþí óõíüëùí X; Y êáé Z
Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ðåñéãñÜøïõìå Ýíá óýíïëï êáíüíùí ôï ïðïßï èá äç-
ìéïõñãåß Ýíáí ïðïéïäÞðïôå áêÝñáéï n ìåãáëýôåñï ôïõ ìçäåíüò óå äõáäéêÞ
áíáðáñÜóôáóç. Ï áêÝñáéïò áõôüò Ý÷åé äéðëü ñüëï. Áö'åíüò èá õðïäçëþíåé ôï
ðëÞèïò ôùí óôïé÷åßùí ôùí ôñéþí óõíüëùí X;Y êáé Z êáé áö'åôÝñïõ èá ìáò
âïçèÞóåé óôçí äçìéïõñãåßá ôùí óôïé÷åßùí ðïõ áðïôåëïýí ôá óýíïëá áõôÜ.
Ïðùò åßðáìå, ôá óôïé÷åßá ôùí óõíüëùí áíáðáñßóôáíôáé áðü Ýíá ãñÜììá ôï
ïðïßï õðïäçëþíåé ôï óýíïëï ôï ïðïßï áíÞêåé ôï óôïé÷åßï, áêïëïõèïýìåíï áðü
Ýíáí áñéèìü ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ n (ð÷ x0101; z1001 ê.ï.ê):

S → {{1A}}
A → 1A | 0A | B

Ï êáíüíáò Â óçìáôïäïôåß ôï ôÝëïò ôçò ðáñáãùãÞò ôïõ áñéèìïý n. Äç-
ëáäÞ, ìåôÜ ôï ôÝëïò áõôÞò ôçò ðáñáãùãÞò, èá Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé ìéá óõì-
âïëïóåéñÜ ôçò ìïñöÞò {{101B}} ãéá ôçí ðåñßðôùóç üðïõ n = 5. ÂÜæïõìå
äéðëÝò áãêýëåò êáèþò ôï ðñþôï æåýãïò áõôþí ðåñéêëåßåé ôá óôïé÷åßá åíüò
óõíüëïõ åíþ ôï äåýôåñï ôï üëï óôéãìéüôõðï.
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Ôþñá ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôá óôïé÷åßá ôùí óõíüëùí X; Y êáé Z.
Èá áñ÷ßóïõìå äçìéïõñãþíôáò üëá ôá xi; 0 ≤ i < n (áêñéâþò n óôïé÷åßá). Ãéá
íá ãßíåé áõôü, êÜíïõìå ÷ñÞóç ìéáò êáôáóôÜóåùò/ñïõôßíáò, Ýóôù C ç ïðïßá:

�: ÅëÝã÷åé åÜí ï äõáäéêüò áñéèìüò äåîéÜ ôçò êáôáóôÜóåùò (ðïõ áíôéðñï-
óùðåýåé ôïí äñïìÝá) åßíáé ìçäÝí Þ ü÷é.

�: ÅÜí ü÷é, ôüôå ìåôáâáßíïõìå óå ìéá íÝá êáôÜóôáóç, Ýóôù D, ç ïðïßá:

�1: Èá áíôéãñÜöåé ôïí áñéèìü ðïõ ìüëéò åëÝãîáìå (êáé äåí åßíáé ìçäÝí)
óôá áñéóôåñÜ áõôïý,

�2: èá ôïí ìåéþíåé êáôÜ ìßá ìïíÜäá,

�3: èá åðéóôñÝöåé óôçí ðñïçãïýìåíç êáôÜóôáóç C ãéá íá åðáíáëÜâåé
ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ìÝ÷ñéò üôïõ âñåé üôé Ý÷åé öôÜóåé óôï ìçäÝí,
üðïôå äåí åßíáé äõíáôÞ ðåñáéñÝñù ìåßùóç.


: ÅÜí íáé, ôüôå êÜíå ðáôÜâáóç óôçí êáôÜóôáóç Å.

Áñ÷éêÜ, Ýßíáé áíáãêáßï íá ìåéþóïõìå êáôÜ ìßá ìïíÜäá ôïí áêÝñáéï n
(áöïý, üðùò åßðáìå, èÝëïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå üëá ôá óôïé÷åßá xi; 0 ≤ i <
n):

0B → B1

1B → 0B′

Åðåéôá, áðü ôçí êáôÜóôáóç Â ′ èÝëïõìå íá ìåôáöåñèïýìå óôçí áñ÷Þ ôçò
óõìâïëïóåéñÜò:

0B′ → B′0

1B′ → B′1

{B′ → {C

Óôçí êáôÜóôáóç C åëÝã÷ïõìå (üðùò åßðáìå) åÜí ï áñéèìüò äåîéÜò áõôÞò
åßíáé Þ ü÷é ìçäÝí:
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C0 → 0C
C1 → D1 (ï áñéèìüò äåí åßíáé ìçäÝí)
C} → E}
C; → E;

Óôéò äýï ôåëåõôáßåò ðåñéðôþóåéò, ï áñéèìüò âñÝèçêå ìçäÝí, êáé ìåôáâáß-
íïõìå óôçí êáôÜóôáóç Å, ôçí ëåéôïõñãßá ôçò ïðïßáò èá ðåñéãñÜøïõìå óå ëßãï.
Ïðùò åßðáìå, óôçí êáôÜóôáóç D ìåôáâáßíïõìå üôáí äïýìå üôé ï áñéèìüò äåí
åßíáé ìçäÝí. Ôþñá, ðñÝðåé íá öÝñïõìå ôïí äñïìÝá óôçí êáôÜëëçëç èÝóç þóôå
íá ôïí áíôéãñÜøïõìå êáé Ýðåéôá íá ìåéþóïõìå ôï áíôßãñáöï êáôÜ ìßá ìïíÜäá:

0D → D0

{D → {; Z

Ç ëåéôïõñãßá ôçò Æ åßíáé ç åîÞò: áíôÝãñáøå ôïí áñéèìü ðïõ âñßóêåôáé óôá
äåîéÜ ôçò Æ , óôá áñéóôåñÜ áõôÞò, ðñïóèÝôïíôáò ôïí êáôÜëëçëï ÷áñáêôÞñá
äéá÷ùñéóìïý (\,"):

Æ0 → Æ00
′

Æ1 → Z11
′

Æ0′ → 0′Z
Z1′ → 1′Z
Z; → H;
Z} → H}

Áöïý óçìáäÝøáìå ôïí ôñÝ÷ïí ÷áñáêôÞñá áíôéãñáöÞò, ôïí áíôéãñÜöïõìå
óôï êáôÜëëçëï óçìåßï (ç ðåñßðôùóç ôçò ìåôáâëçôÞò Z1 åßíáé ôåëåßùò áíÜ-
ëïãç):

0′Æ0 → Æ00
′

1′Æ0 → Z01
′

; Æ0 → 0; Æ
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Ïôáí ôåëåéþóåé ç äéáíôéãñáöÞò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò áñéèìïý, ôï äéáðéóôþíïõìå
öôÜíïíôáò óôï äåîß Üêñï ôïõ áñéèìïý áõôïý ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé åßôå áðü
ôïí ÷áñáêëôÞñá \," åßôå áðü ôïí \}", ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç Ç . Ï
ñüëïò ôçò Ç åßíáé íá ìåôáâåß óôï íÝï áíôßãñáöï ôïõ áñéèìïý ðïõ ìüëéò äç-
ìéïõñãÞóáìå êáé íá ôï ìåéþóåé êáôÜ ìßá ìïíÜäá (îÝñïõìå üôé äåí åßíáé ìç-
äÝí). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ìåôáêéíïýìåíïé ðñïò ôá áñéóôåñÜ, îåóçìáäåýïõìå
üëïõò ôïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò áñéèìïý ðïõ ìüëéò áíôé-
ãñÜøáìå, öÝñíïíôáò ôáõôü÷ñïíá ôïí äñïìÝá óôçí êáôÜëëçëç èÝóç þóôå íá
áñ÷ßóåé ç ìåßùóç ôïõ áíôéãñÜöïõ:

0′H → H0

1′H → H1

; H → Θ;

Ç êáôÜóôáóç Θ áíáëáìâÜíåé íá êÜíåé ôçí ìåßùóç êáôÜ ìßá ìïíÜäá, ìå
ôïí ãíùóôü ôñüðï, ôïõ áñéèìïý ðïõ âñßóêåôáé óôá áñéóôåñÜ áõôÞò:

0Θ → Θ1

1Θ → I0

Ìïëéò ôåëåéþóåé ç äéáäéêáóßá ôçò ìåßùóçò, åéóåñ÷üìáóôå óôçí êáôÜóôáóç É
óêïðüò ôçò ïðïßáò åßíáé íá ìáò ìåôáöÝñåé óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ ôñÝ÷ïíôáïò
áñéèìïý ïýôùò þóôå íá åðáíáëçèöåß ç äéáäéêáóßá áíôéãñáöÞò êáé ìåßùóçò
êáôÜ ìéá ìïíÜäá, åö'üóïí áõôü åßíáé åöéêôü, þóðïõ íá öôÜóïõìå óôï äõáäéêü
ìçäÝí.

0É → É0
1É → I1
{É → {C

Ïôáí ôåëåéþóåé ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá, âñéóêüìåíïé óôçí êáôÜóôáóç Å,
Ý÷ïõìå üëïõò ôïõò áñéèìïýò i : 0 ≤ i < n, êáé ìáò áðïìÝíåé íá ïíï-
ìáôßóïõìå êáôÜëëçëá ôá óôïé÷åßá. Ðñéí üìùò ãßíåé áõôü, åßíáé áíáãêáßï
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íá áíôéãñÜøïõìå äýï öïñÝò ôçí óõìâïëïóåéñÜ ôùí áñéèìþí áõôþí óôá äå-
îéÜ áõôÞò. Ôï óôéãìéüôõðï ôçí äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ èá Ý÷åé ôçí ìïñöÞ
{{000E; 001; 010; 011; 100}} ãéá ôçí ðåñßðôùóç üðïõ áñ÷éêÜ ôï n éóïýôáé ìå 5
(101 óôï äõáäéêü êáé Üñá äçìéïõñãïýìå 5 áñéèìïýò, áðü ôï 0 Ýùò ôï äõáäéêü
4).

Áñ÷éêÜ, öÝñíïõìå ôïí äñïìÝá óôçí êáôÜëëçëç èÝóç þóôå íá îåêéíÞóåé ç
áíôéãñáöÞ ôïõ óõíüëïõ:

0Å → Å0

1Å → Å1

{Å → Ê{

Óôçí êáôÜóôáóç Ê áñ÷ßæïõìå ôçí áíôéãñáöÞ ôïõ óýíüëïõ ìå ôïí ãíùóôü
ôñüðï üðïõ ìüëéò ï äñïìÝáò óçíáíôßóåé ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï áíôïéãñáöÞò, Ýóôù
x, ôï óçìáäåýåé (x′) êáé èõìÜôáé ôï óýìâïëï ðïõ ðñÝðåé íá áíôéãñÜøåé óôçí
êáôÜóôáóÞ ôïõ (Kx):

Ê{ → {′Ê{
Ê0 → 0′Ê0

Ê1 → 1′Ê1

Ê; → ;′Ê;

Ê0′ → 0′Ê
Ê1′ → 1′Ê
Ê;′ → ;′Ê
Ê} → }′Ê}

Ìüëéò âñïýìå ôïí ôñÝ÷ùí ÷áñáêôÞñá áíôéãñáöÞò, ðçãáßíïõìå íá ôïí áíôé-
ãñÜøïõìå óôï óùóôü ìÝñïò. Ç äéáäéêáóßá åßíáé ôåëåßùò óõììåôñéêÞ ãéÜ üëá ôá
óýìâïëá ðñïò áíôéãñáöÞ, ïðüôå õðïèÝôïõìå üôé, ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò,
áíôéãñÜöïõìå ôïí ÷áñáêôÞñá x üðïõ x ∈ {0; 1; ; ; {; }}:
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Êx0 → 0Kx

Kx1 → 1Kx

Kx; → ; Kx

Kx}; { → }; {K ′
x

Ê ′
x0 → 0K ′

x

Ê ′
x1 → 1K ′

x

Ê ′
x; → ; K ′

x

Ê ′
x} → Lx}

Ç êáôÜóôáóç Ê ëåéôïõñãåß ùò åîÞò: ìüëéò âñåé ôïí ôñÝ÷ùí ÷áñáêôÞñá
áíôéãñáöÞò, ôïí óçìáäåýåé êáé èõìÜôáé óôçí áíôßóôïé÷ç êáôÜóôáóç ôïí ÷áñá-
êôÞñá ðïõ ðñÝðåé íá áíôéãñÜøåé. Åðåéôá, ðñïóðåñíÜåé ôï õðüëïéðï êïììÜôé ôçò
óõìâïëïóåéñÜò ðñïò áíôéãñáöÞ ìÝ÷ñé íá óõíáíôÞóåé ôïõò ÷áñáêôÞñåò ðïõ äéá-
÷ùñßæïõí ôá äýï óýíïëá: ôï Ýíá ðñïò áíôéãñáöÞ êáé ôï Üëëï ðïõ äçìéïõñãåßôáé
áíôéãñÜöïíôáò ôïõò ÷áñáêôÞñåò ôïõ ðñþôïõ (êáíüíáò Kx}; { → }; {K ′

x).
Ôüôå ðçãáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç ç ïðïßá èá ðñïóðåñÜåé ïôéäÞðïôå âñåß óôá
äåîéÜ ôçò, ìÝ÷ñé íá âñåß ôïí ôåñìáôéêü ÷áñáêôÞñá }, ïðüôå êáé áñéóôåñÜ áõôïý
ôïðïèåôåß ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï x êáé ìåôáâáßíåé óôçí êáôÜóôáóç L.

Ïðùò åßðáìå, ãéá êÜèå óýìâïëï x ∈ {0; 1; ; ; {; }} äçìéïõñãïýìå ôçí ðñïç-
ãïýìåíç ïêôÜäá ÷áñáêôÞñùí, ìå ìßá ìéêñÞ åîáßñåóç: åÜí ôï ôñÝ÷ùí óýìâïëï
áíôéãñáöÞò åßíáé ôï { ôüôå áíôéêáèéóôïýìå ôïí êáíüíá Kx}; { → }; {K ′

x
ìå ôïí åîÞò K{} → }; {L. Ï ëüãïò åßíáé ðñïöáíÞò: åßíáé áíáãêáßï
íá åéóá÷èåß ôï äéá÷ùñéóôéêü óýìâïëï \," ôùí äýï óõíüëùí, êáé áõü ôï êÜ-
íïõìå üôáí ðÜìå íá áíôéãñÜøïõìå ôï ðñþôï óýìâïëï ôïõ ðñþôïõ óõíüëïõ
óôçí êáôÜëëçëç èÝóç.

Ôùñá, áðü ôçí êáôÜóôáóç L åßíáé áíáãêáßï íá ãõñßóïõìå ðßóù ìÝ÷ñéò
üôïõ âñïýìå ôï ðñþôï ðñïò ôá áñéóôåñÜ óçìáäåìÝíï óýìâïëï: ôï äåîéü ôïõ
åßíáé ôï íÝï ôñÝ÷ùí óýìâïëï áíôéãñáöÞò:
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0L → L0

1L → L1

; L → L;
}; {L → L}; {
}′; {L → }′;Ì{

0′L → 0′K
1′L → 1′K
{′L → {′Ê

Ï êáíüíáò }′; {L → }′;Ì{ åîçãåßôáé ùò åîÞò: ãåíéêÜ ï äñïìÝáò,
ìÝóù ôïõ êáíüíá L, øÜ÷íåé íá âñåé ôï ðñþôï ðñïò ôá áñéóôåñÜ óçìáäåìÝíï
÷áñáêôÞñá ïýôùò þóôå íá ìåôáâåß áìÝóùò óôçí êáôÜóôáóç Ê , äïõëåéÜ ôçò
ïðïßáò åßíáé íá âñåß ôïí åðüìåíï ìç óçìáäåìÝíï ÷áñáêôÞñá. Óôçí ðñïçãïý-
ìåíç ðåñßðôùóç üìùò, ï ôåëåõôáßïò óçìáäåìÝíïò ÷áñáêôÞñáò åßíáé ï } äçëáäÞ
ï ôåëåõôáßïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò ðïõ áíôéãñÜöïõìå óôï ôñÝ÷ïí óôÜäéï. Ìå
Üëëá ëüãéá ç áíôéãñáöÞ ôïõ ôñÝ÷ïíôïò óõíüëïõ Ý÷åé ôåëåéþóåé êáé ìåôáâáß-
íïõìå óôçí êáôÜóôáóç Ì ç ïðïßá èá áñ÷ßóåé ôçí ðáñáãùãÞ ôïõ äÝõôÝñïõ
áíôéãñÜöïõ ôïõ óõíüëïõ.

Ôþñá åßìáóôå Ýôïéìïé ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ôïõ äåõôÝñïõ áíôéãñÜöïõ ôïõ óõ-
íüëïõ. Ïôáí âñåèïýìå óôçí êáôÜóôáóç Ì , îÝñïõìå üôé Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé
ôï ðñþôï áíôßãñáöï êáé åßïìáóôå Ýôïéìïé íá äçìéïõñãÞóïõìå ôï äåýôåñï. Èá
ìðïñïýóáìå íá öôéÜîïõìå Ýíá íÝï óýíïëï êáíüíùí, ó÷åäüí üìïéï ìå ôï ðñïç-
ãïýìåíï, ôï ïðïßï êáé èá åêôåëåß ôçí äéáäéêáóßá áôéãñáöÞò. Ïìùò ìðïñïýìå
íá ôá êáôáöÝñïõìå êáëýôåñá, ÷ùñßò íá ÷ñåéáóôåß íá ãñÜøïõìå Ýíá ðáñüìïéï
óýíïëï, êáé ó÷åôéêÜ ìåãÜëï, êáíüíùí. Áõôü ìðïñåß íá ãßíåé ìå ôçí åîÞò ëï-
ãéêÞ: üôáí åßìáóôå óôçí êáôÜóôáóç L êáé óõíáíôßóïõìå ôçí óõìâïëïóåéñÜ
}′; {, îÝñïõìå üôé Ý÷åé ôåëéþóåé ç ðáñáãùãÞ ôïõ ðñþôïõ áíôéãñÜöïõ. Óôçí êá-
ôÜóôáóç áõôÞ, ìðïñïýìå áðëÜ íá ìåôáâïýìå îáíÜ óôçí Ê êáé íá áñ÷ßóïõìå
ôçí ðñïçãïýìåíç äéáäéêáóßá áíôéãñáöÞò. Ôï ðñüâëçìá üìùò ôþñá åßíáé üôé
ìåôÜ ôçí ôñÝ÷ïõóá, äåýôåñç, áíôéãñáöÞ, Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé êáé ðñÝðåé íá ìå-
ôáâïýìå óå ìéá íÝá êáôÜóôáóç ç ïðïßá èá êÜíåé ôá åðüìåíá âÞìáôá. Ðùò èá
îÝñåé üìùò ç ãñáììáôéêÞ üôé Ý÷ïõìå ðñÜãìáôé ôåëåéþóåé; Áí ìåôáâïýìå êá-
ôåõèåßáí óôçí Ê , ôüôå åð'Üðåéñïí èá óõíå÷ßóïõìå íá äçìéïõñãïýìå áíôßãñáöá
ôïõò óõíüëïõ ôùí áñéèìþí ðñïò ôá äåîéÜ ôçò óõìâïëïóåéñÜò. Áñá ìå êÜðïéï
ôñüðï ðñÝðåé íá \óçìáäÝøïõìå" ôçí ôñÝ÷ïõóá óõìâïëïóåéñÜ ðïõ áíôéãñÜ-
öïõìå, þóôå üôáí áíôéëçöèïýìå üôé ôåëåßùóå ç áíôéãñáöÞ ôçò, íá ìðïñïýìå
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ìå óéãïõñéÜ íá ðïýìå üôé Ý÷åé ôåëåéþóåé ç äåýôåñç áíôéãñáöÞ. Áõôü ãßíåôáé
ðñïóèÝôïíôáò óôçí ãñáììáôéêÞ ôïõò ðáñáêÜôù êáíüíåò:

Ì{ → K{̄
K{̄ → {̄′K{̄
{̄′L → {̄′K

}; {̄L → L}; {̄
}′; {̄L → }′; N {̄
M {̄ → N{

Ç ëïãéêÞ åßíáé ç åîÞò: áðëÜ óçìáäåýïõìå ôïí ðñþôï ÷áñáêôÞñá ðñïò
áíôéãñáöÞ ({̄) êáé ôïí áíôéãñÜöïõìå óçìáäåìÝíï. Åôóé, üôáí êáôáëÜâïõìå
üôé ôåëåßùóå ç áíôéãñáöÞ, ìÝóù ôïõ êáíüíá }′; {̄L → }′;M {̄, ôüôå ìå-
ôáâáßíïõìå óôçí Ì ç ïðïßá, âëÝðïíôáò ôþñá óôá äåîéÜ ôçò ôïí óçìáäåìÝíï
ðñþôï ÷áñáêôÞñá ôïõ ôñßôïõ óõíüëïõ ôï ïðïßï ìüëéò äçìéïõñãÞèçêå, îÝñåé
üôé Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí ðáñáãùãÞ óõíüëùí êáé ôüôå ìåôáâáßíåé óå ìßá
íÝá êáôÜóôáóç Í ç ïðïßá, áöïý îåóçìáäÝøåé üëá ôá óçìáäåìÝíá óýìâïëá,
èá âÜëåé ôá áñ÷éêÜ êáôÜëëçëá ãñÜììáôá óå êÜèå áñéèìü ôùí óõíüëùí, þóôå
íá äçìéïõñãçèïýí, óôçí ìïñöÞ ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôçí áñ÷Þ, ôá ôñßá óýíïëá
×;Õ êáé Æ .

ÅðéðëÝïí, ç êáôÜóôáóç K{̄ ëåéôïõñãåß áêñéâþò üðùò êáé ç K{ ìå ôç ìüíç
äéáöïñÜ óôïí êáíüíá K{̄} → }; {̄L.

Ôþñá åßíáé áíáãêáßï íá îåóçìáäÝøïõìå üëá ôá óçìáäåìÝíá óýìâïëá, ðñéí
ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åéóáãùãÞ ôùí êáôÜëëçëùí ãñáììÜôùí óôçí áñ÷Þ ôïõ
êÜèå áñéèìïý:

; N → N;
}′N → N}
{′N → N{
;′N → N;
0′N → N0

1′N → N1

{N → {P

ÌåôÜ ôï ôÝëïò ôçò ðáñáðÜíù äéáäéêáóßáò, ôï óôéãìéüôõðü ìáò èá åßíáé
óôç ìïñöÞ (ãéá n = 3): {P{000; 001; 010}, {000; 001; 010}, {000; 001; 010}}.
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Áðü ôçí êáôÜóôáóç Ñ, åßíáé áíáãêáßï, ðñï÷ùñþíôáò ðñïò ôá äåîéÜ, ãéá êÜèå
áñéèìü ðïõ óõíáíôÜìå, íá ðñïóèÝôïõìå óôçí áñ÷Þ ôïõ ôï êáôÜëëçëï ãñÜììá
x; y Þ z. Áñ÷éêÜ, ðñïóèÝôïõìå ôï ãñÜììá x óôéò êáôÜëëçëåò èÝóåéò:

P → Px
Px{ → {xPx
Px0 → 0Px
Px1 → 1Px
Px; → ; xPx
Px}; → }; Py
Py}; → }; Pz
Pz} → }R

Ïé êáôáóôÜóåéò Py êáé Pz êáôÜ ôá Üëëá, äïõëåýïõí áêñéâþò ìå ôïí ßäéï
ôñüðï ðïõ äïõëåýåé êáé ç êáôÜóôáóç Px áé ìüëéò ôåëåéþóåé ç äéáäéêáóßá, ìåôá-
âáßíïõìå óôç íÝá êáôÜóôáóç R. Óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò, ôï óôéãìéüôõðï ôçí ôñÝ-
÷ïõóá óôéãìÞ èá åßíáé ôçò ìïñöÞò: {{x000; x001; x010}, {y000; y001; y010},
{z000; z001; z010}R}.

8.3 ÐáñáãùãÞ ôùí ôñéÜäùí åíüò Ýãêõñïõ ôñéìåñïýò ôáéñéÜ-
óìáôïò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ, èá äçìéïõñãÞóïõìå üëåò ôéò ôñéÜäåò ðïõ áðïôåëïýí Ýíá
Ýãêõñï ôñéìåñÝò ôáßñéáóìá ãéá ïðïéïäÞðïôå óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò.
Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôéò ôå÷íéêÝò ëåðôïìÝñåéåò êáé ôïõò êáíüíåò ðïõ èá ìáò
ïäçãÞóïõí óôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá, åßíáé áíáãêáßï íá ðåñéãñáöåß óå öõ-
óéêÞ ãëþóóá ï ôñüðïò, ï áëãüñéèìïò, ðáñáãùãÞò áõôþí ôùí ôñéÜäùí, þóôå
áñãüôåñá íá Ýéíáé ðéï åýêïëá áíáãíþóéìïé ïé áíôßóôïé÷ïé êáíüíåò.

Ï áëãüñéèìüò ìáò óå êÜèå âÞìá, Ýóôù óôï i-ïóôü, èá áðïöáóßæåé ðéá
óôïé÷åßá åêåßíá xij ; yik êáé zil èá ðñïóèÝóåé óôçí ôñÝ÷ïõóá, i-ïóôÞ, ôñéÜäá
ðïõ äçìéïõñãåß. Áõôü ãßíåôáé äéáëÝãïíôáò êáôÜëëçëá ôá óôïé÷åßá ìå ôïí
åîÞò ôñüðï (÷ùñßá âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò èá äåßîïõìå ðþò äéáëÝãïõìå êÜðïéï
êáôÜëëçëï óôïé÷åßï áðü ôï óýíïëï × . Ç ìÝèïäïò ãéá ôá õðüëïéðá äýï óýíïëá
åßíáé ôåëåéùò áíÜëïãç):

. ÖÝñíïõìå ôïí äñïìÝá áìÝóùò áñéóôåñÜ ôïõ óõíüëïõ × .
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. Ôá óôïé÷åßá ôïõ óõíüëïõ × äéá÷ùñßæïíôáé, ìå êáôÜëëçëï óçìÜäåìá ôùí
øçößùí ôïõ, óå Ýãêõñá, ôá ïðïßá ìðïñïýìåíá äéáëÝîïõìå óôçí ôñÝ÷ïõóá
öÜóç, êáé Üêõñá, ôá ïðïßá Ý÷ïõí Þäç ÷ñçóéìïðïéçèåß óå ðñïçãïýìåíç
öÜóç ãéá ôç äçìéïõñãåßá êÜðïéáò Üëëçò ôñéÜäïò.

. Ìüëéò âñåèïýìå ðñï åíüò Ýãêõñïõ áñéèìïý, óôïé÷åßïõ ôïõ óõíüëïõ × ,
áðïöáóßæïõìå, ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ, åÜí ôï ôñÝ÷ïí óôïé÷åßï èá ôï ôïðï-
èåôÞóïõìå óôçí ôñÝ÷ïõóá ôñéÜäá.

◦ ÅÜí íáé, ôüôå óçìáäåýïõìå ôïí áñéèìü áõôü (ðñïóï÷Þ: ôï óçìÜ-
äåìá èá ãßíåé ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï áðü áõôüí ðïõ åßíáé óçìáäåìÝíá
üëá ôá Üêõñá óôïé÷åßá þóôå íá äéáêñßíïõìå ðïéï óôïé÷åßï áíôéãñÜ-
öïõìå! Ìüëéò ôåëåéþóåé ç áíôéãñáöÞ, èá ôï óçìáäÝøïõìå ìå ôïí
êáíïíéêü ôñüðï) êáé ôïí áíôéãñÜöïõìå óôçí êáôÜëëçëç èÝóç.

◦ ÅÜí ü÷é, ôüôå óõíå÷ßæïõìå ìå ôïí ßäéï ôñüðï ðñïò ôá äåîéÜ. ÅÜí
üëïé ïé áñéèìïß åßíáé óçìáäåìÝíïé Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí ðáñá-
ãùãÞ ôùí ôñéÜäùí ôïõ ôñéìåñïýò ôáéñéÜóìáôïò.

. ÅÜí öôÜóïõìå óôïí ôåëåõôáßï áñéèìü, áðïññßðôïíôáò üëïõò ôïõò åíäéÜ-
ìåóïõò Ýãêõñïõò, êáé ðÜëé áðïöáóßóïõìå ü÷é óôïí ôåëåõôáßï áñéèìü,
ôüôå ïðéóèïäñïìïýìå êáé ðñïóèÝôïõìå óôçí ôñÝ÷ïõóá ôñéÜäá ôï ðñþôï
ðñïò ôá áñéóôåñÜ Ýãêõñï (ìç óçìáäåìÝíï) óôïé÷åßï.

. Ðñï÷ùñÜìå, ìå ôïí ßäéï ôñüðï, ãéá íá åðéëÝîïõìå óôïé÷åßá ôùí Üëëùí
äýï óõíüëùí.

Ãéá íá áñ÷ßóåé ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá, åßíáé áíáãêáßï áñ÷éêÜ íá öÝñïõìå
ôïí äñïìÝá óôçí áñ÷Þ ôïõ óôéãìéïôýðïõ:

0R → R0

1R → R1

}R → R}
; R → R;
xR → Rx
yR → Ry
zR → Ry

}; {R → R}; {
{{R → {{Sx
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Óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò, ï ôñÝ÷ùí óôéãìéüôõðï èá åßíáé {{Sxx000; x001; x010},
{y000; y001; y010}, {z000; z001; z010}}. Óôçí êáôÜóôáóç Sx äçëáäÞ, ðñÝðåé
íá áñ÷ßóïõìå ôçí åðéëïãÞ ôùí óôïé÷åßùí åêåßíùí áðü ôá ôñßá óýíïëá X, Y
êáé Z ôá ïðïßá èá áðïôåëïýí ôéò ôñéÜäåò ôïõ ôáéñéÜóìáôïò ôïõ óôéãìéïôý-
ðïõ ôïõ ôñéìåñïýò ôáéñÜóìáôïò, îåêéíþíôáò áðü ôï ðñþôï óýíïëï × . Ïôáí
ôåëåéþóïõìå ôç äéáäéêáóßá áõôÞ, åðéëÝîïõìå äçëáäÞ ôï ôñÝ÷ùí óôïé÷åßï ôïõ
óõíüëïõ × ôï ïðïßï èá åßíáé ìÝñïò ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò ôïõ ôáéñéÜóìáôïò,
óõíå÷ßæïõìå þóôå íá åðéëÝîïõìå óôïé÷åßá ãéá ôéò áðüìåíåò äýï óõíéóôþóåò
ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò áðü ôá äýï õðüëïéðá óýíïëá Õ êáé Æ (ìÝóù ôùí áíôß-
óôïé÷ùí êáôáóôÜóåùí Sy êáé Sz áíôßóôïé÷á).

Èá ðåñéãñÜøïõìå ðþò ãßíåôáé ç åðéëïãÞ êáé ç áíôéãñáöÞ ôùí óôïé÷åßùí
ôïõ óõíüëïõ × óôçí êáôÜëëçëç èÝóç. Ç äéáäéêáóßá åßíáé ôåëåßùò áíÜëïãç
êáé ãéá ôá óôïé÷åßá ôùí äýï åðüìåíùí óõíüëùí Y êáé Æ .

Óôçí êáôÜóôáóç Sx ðïõ âñéóêüìáóôå, åßíáé áíáãêáßï íá åëÝíîïõìå åÜí
ï áñéèìüò ðïõ âñßóêåôáé óôá äåîéÜ ôçò êáôáóôÜóåùò Sx (åÜí áõôüò õðÜñ÷åé)
åßíáé Ýãêõñïò Þ Üêõñïò:

Sxx → Txx
Sxx′ → Uxx′

Sx} → Wx}

Ïé ðáñáðÜíù êáíüíåò äéêáéïëïãïýíôáé ùò åîÞò: üôáí ï äñïìÝáò äåß üôé
óýìâïëï óôá äåîéÜ ôïõ äåí åßíáé óçìáäåìÝíï, ôüôå ìåôáâáßíåé óôçí êáôÜóôáóç
Tx þóôå íá áðïöáóßóåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ Ýáí èá ðñïóèÝóåé áõôü ôï Ýãêõñï
óôïé÷åßï óôçí ôñÝ÷ïõóá ôñéÜäá ôïõ ôáéñéÜóìáôïò. ÅÜí äåé üôé ôï óýìâïëï
åßíáé óçìáäåìÝíï ôüôå, ìÝóù ôçò ìåôÜâáóçò óôçí êáôÜóôáóç Ux, ðñï÷ùñÜåé
ãéá Ýëåã÷ï óôï åðüìåíï óôïé÷åßï, åÜí õðÜñ÷åé. ÅÜí äåí õðÜñ÷åé Üëëï åðüìåíï
Ýãêõñï óôïé÷åßï óôç óõíÝ÷åéá, ï äñïìÝáò èá ôï áíôéëçöèåß öôÜíïíôáò óôï äåîß
Üêñï ôïõ óõíüëïõ, äçëáäÞ ôïí ÷áñáêôÞñá }, êáé ôüôå, áöïý óôï ôñÝ÷ïí âÞìá
äåí Ý÷åé åðéëÝîåé êáíÝíá óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ × , èá ïðéóèïäñïìÞóåé þóôå íá
âñåß ôï ðñþôï ðñïò ôá áñéóôåñÜ ìç óçìáäåìÝíï óôïé÷åßï ãéá íá ôï ðñïóèÝóåé
óôçí ôñÝ÷ïõóá ôñéÜäá ðïõ êáôáóêåõÜæïõìå.

Ôþñá, åßìáóôå óå èÝóç íá ðåñéãñÜøïõìå ôïõò êáíüíåò ðïõ åêôåëïýí ôéò
ðáñáðÜíù ëåéôïõñãßåò. Áñ÷ßæïõìå áðü ôçí êáôÜóôáóç Tx ç ïðïßá áðïöáóßæåé
ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ åÜí èá åðéëÝîåé ôï óôïé÷åßï óôá äåîéÜ ôçò þò ôç óõíéóôþóá
áðü ôï óýíïëï × óôç äçìéïõñãåßá ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò:
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Ôx → Ôíáé
Ôx → Ôï÷é

üðïõ óôçí êáôÜóôáóç Ôíáé åðéëÝãïõìå ôïí ôñÝ÷ïíôá áñéèìü, åíþ óôçí
êáôÜóôáóç Ôï÷é äåí ôïí åðéëÝãïõìå êáé åßíáé áíáãêáßï íá ðñï÷ùñÞóïõìå ðñïò
ôï åðüìåíï óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ.

Áðü ôçí êáôÜóôáóç Ôíáé åßíáé áíáãêáßï íá áíôéãñÜøïõìå ôïí áñéèìü óôï
äåîß Üêñï ôïõ óôéìéïôýðïõ ìáò:

Ôíáé → V
V ∗ → ∗′′V∗
V; → �;
V } → �}

üðïõ ∗ ∈ {x; 0; 1}. Óôçí êáôÜóôáóç V äçëáäÞ, áðïèçêåýïõìå ôï ôñÝ÷ùí
óýìâïëï ðïõ èá áíôéãñÜøïõìå. Ïôáí öôÜóïõìå óôï äåîß Üêñï ôïõ ôñÝ÷ùíôïò
óôïé÷åßïõ, êÜôé ðïõ ôï êáôáëáâáßíïõìå üôáí óõíáíôÞóïõìå ôïí ÷áñáêôÞñá \,"
Þ \}", ôüôå îÜñïõìå üôé Ý÷åé ôåëåéþóåé ç áíôéãñáöÞ ôïõ ôñÝ÷ùíôïò áñéèìïý
êáé åßíáé áíáãêáßï íá îåóçìáäÝøïõìå üëïõò ôïõò ÷áñáêôÞñåò ôïõ óôïé÷åßïõ
áõôïý êáé íá ôïõò óçìáäÝøïõìå ùò Ýãêõñïõò ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò � (áò
èõìçèïýìå üôé óçìáäåýïõìå ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï ôïõò Üêõñïõò áñéèìïýò-
óôïé÷åßá áðü ôá óôïé÷åßá ôùí ïðïßùí ôïõò ÷áñáêôÞñåò áíôéãñÜöïõìå Ýíáí-
Ýíáí).

Óôçí êáôÜóôáóç V∗ åßíáé áíáãêáßï íá áíôéãñÜøïõìå ôïí ÷áñáêôÞñá ∗ óôçí
êáôÜëëçëç èÝóç. Áãíïïýìå üëïõò ôïõò åíäéÜìåóïõ ÷áñáêôÞñåò êáé ôïí áíôé-
ãñÜöïõìå óôï ôÝëïò ôïõ óôéãìéïôýðïõ, ðñßí áðü ôçí ðáñÝíèåóç ôçò ôñÝ÷ïõóáò
ôñéÜäïò:

V∗� → �V∗
V∗}} → �∗}}
Vx}} → ; �{x}
Vy}} → ; �y}}
Vz}} → ; �z}}
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üðïõ � ∈ {0; 1; 0′; 1′“; ”; “}; {”}. ÄçëáäÞ áãíïïýìå ôá ðÜíôá êáé ìüëéò
óõíáíôÞóïõìå ôéò äýï ðáñåíèÝóåéò }} ôüôå áíôéãñÜöïõìå ôïí ÷áñáêôÞñá ∗ êáé
ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç � ç ïðïßá èá áíáëÜâåé íá ìåôáöÝñåé ôïí äñïìÝá
óôï êáôÜëëçëï óçìåßï þóôå íá óõíå÷éóôåß ç áíôéãñáöÞ (ç ðñþôç ðáñÝíèåóç
áíôéóôïé÷åß óôçí äåîéÜ ðáñÝíèåóç ôïõ óõíüëïõ z åíþ ç äåýôåñç, ôçí äåîéÜ
ðáñÝíèåóç ðïõ ðåñéêëýåé ôï óôéãìßïôõðï):

�� → ��
0′′� → 0′′V
1′′� → 1′′V
x′′� → x′′V
y′′� → y′′V
z′′� → z′′V

üðïõ � ∈ {0; 1; 0′; 1′“; ”; “}; {”; x; y; z}.
Ðáñáôçñïýìå üôé ìå ôïí ðïéï ðÜíù ôñüðï êáôáöÝñíïõìå ü÷é ìüíï íá áíôé-

ãñÜøïõìå óùóôÜ ôï ôñÝ÷ïí øçößï, áëëÜ íá âÜëïõìå êáé ôá óùóôÜ Üãêõóôñá
óôéò êáôÜëëçëåò èÝóåéò ðïõ èá ðåñéêëýïõí ôçí ôñÝ÷ïõóá ôñéÜäá, êáèþò êáé
ôïõò êáôÜëëçëïõò ÷áñáêôÞñåò äéá÷ùñéóìïý ìåôáîý ôùí ôñéþí óôïé÷åßùí ôçò
ôñéÜäïò.

ÎÝñïõìå üôé Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí áíôéãñáöÞ üôáí âñåèïýìå óôçí êáôÜ-
óôáóç � ïðüôå êáé èá ðñÝðåé íá îåóçìáäÝøïõìå ôïõò ÷áñáêôÞñåò êáé íá ôïõò
óçìáäÝøïõìå ôáõôü÷ñïíá ìå åêåßíïí ôïí ôñüðï þóôå íá ìðïñïýìå íá ôïõò
áíáãíùñßæïõìå þò Üêõñïõò óå ìåëëïíôéêÜ âÞìáôá:

0′′� → �0′

1′′� → �0′

x′′� → 
x′

y′′� → 
y′

z′′� → 
z′

Ç ëåéôïõñãßá ôçò êáôáóôÜóåùò 
 ç ïðïßá êáé èá ðåñéãñáöåß áíáëõôéêþò
óôç óõíÝ÷åéá, åßíáé ç åîÞò äéáéóèçôéêÜ: ìüëéò Ý÷ïõìå åðéëÝîåé êÜðïéï óôïé÷åßï
ôïõ óõíüëïõ × , ôï Ý÷ïõìå áíôéãñÜøåé êáé ôï Ý÷ïõìå óçìáäÝøåé êáôáëëÞëùò.
Áñá åßíáé áíáãêáßï íá åðéëåãïýí ôá óôïé÷åßá ôùí äýï åðüìåíùí óõíüëùí ðïõ
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èá áðïôåëïýí ôçí ôñÝ÷ïõóá ôñéÜäá ôïõ ôñéìåñïýò ôáéñéÜóìáôïò. Áñá ç êáôÜ-
óôáóç 
 ìáò ìåôáöÝñåé óôçí áñ÷Þ ôïõ åðüìåíïõ óõíüëïõ, åÜí õðÜñ÷åé (äéüôé
ìðïñåß íá ôåëéþóáìå óôï ôñÝ÷ïí óôÜäéï ôçí áíôéãñáöÞ êÜðïéïõ óôïé÷åßïõ áðü
ôï óýíïëï Æ):


x′ → x′


y′ → y′


z′ → z′


x → x


y → y


z → z


0′ → 0′


1′ → 1′


0 → 0


1 → 1


; → ; 



}; {y → }; {Syy

}; {z → }; {Szz

}; {x → �}; {x

Ïé áñ÷éêïß êáíüíåò åßíáé åßíáé ðñïöáíåßò: áãíïïýí ïôéäÞðïôå þóôå íá ðñï-
÷ùñÞóåé ðñïò ôá äåîéÜ ï äñïìÝáò. Ïôáí óõíáíôÞóïõìå ôïõ ÷áñáêôÞñåò \}; {"
ôüôå, áíÜëïãá ìå ôï ãñÜììá ðïõ Ýðåôáé, ìåôáâáßíïõìå êáé óôçí áíôßóôïé÷ç
êáôÜóôáóç Sy Þ Sz ãéá ôçí åðéëïãÞ óôïé÷åßïõ áðü ôï áíôßóôïé÷ï óýíïëï.
Ïìùò, üðùò Þäç åßðáìå, ìðïñåß íá âñéóêüìáóôå Þäç óôï ôåëåõôáßï óýíïëï Æ .
Ôüôå, áõôü ðïõ èá óõíáíôÞóïõìå ìåôáêéíïýìåíïé ðñïò ôá äåîéÜ, åßíáé ç áñ÷éêÞ
ôñéÜäá ôïõ óõíüëïõ ôùí ôñéÜäùí ôïõ ôáéñéÜóìáôïò, ðïõ ùò ðñþôç óõíéóôþóá
èá Ý÷åé êÜðïéï óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ × , êáé üôáí óõíáíôÞóïõìå ìéá ôÝôïéá
êáôÜóôáóç, ìåôáâáßíïõìå óôçí � ôçò ïðïßáò ï ñüëïò åßíáé íá ìáò ìåôáöÝ-
ñåé óôçí áñ÷Þ ôïõ óõíüëïõ × þóôå íá ìåôáâïýìå óôï åðüìåíï âÞìá êáé íá
äçìéïõñãÞóïõìå ôçí åðüìåíç ôñéÜäá ôïõ ôñéìåñïýò ôáéñéÜóìáôïò:
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0� → �0
1� → �1
0′� → �0′

1′� → �1′

x� → �x
y� → �y
z� → �z
x′� → �x′

y′� → �y′

z′� → �z′

; � → �;
}; {� → �}; {
{{� → {{Sx

Ôþñá, åßíáé áíáãêáßï íá ðåñéãñáöåß ç ëåéôïõñãßá ôçò êáôáóôÜóåùò Ux ç
ïðïßá äéáéóèçôéêÜ åßíáé ç åîÞò: Ý÷ïõìå Þäç áíáêáëýøåé üôé ôï óôïé÷åßï óôá
äåîéÜ ôïõ äñïìÝá ìáò åßíáé ìç Ýãêõñï (ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò Sx) êáé, ùò
åê ôïýôïõ, Ý÷ïõìå ìåôáöåñèåß óôçí êáôÜóôáóç Ux ôçò ïðïßá ï óêïðüò åßíáé
íá åëÝíîåé ôï åðüìåíï óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ, åÜí öõóéêÜ êÜôé ôÝôïéï õðÜñ÷åé
(áíôßóôïé÷åò åßíáé êáé ïé ëåéôïõñãßåò ôùí Uy êáé Uz):

Ux0′ → 0′Ux
Ux1′ → 1′Ux
Ux; → ; Sx
Ux} → Wx}

ÄçëáäÞ, ìå ôïõò ðáñáðÜíù êáíüíåò, âñßóêïõìå êáé åëÝã÷ïõìå, ìÝóù ôçò
Sx, ôï åðüìåíï óôïé÷åßï ôïõ ôñÝ÷ïíôïò óõíüëïõ. ÅÜí äåí õðÜñ÷åé åðüìåíï
óôïé÷åßï, èá âñåèïýìå óôïí ÷áñáêôÞñá } ïðüôå, üðùò ðåñéãñÜøáìå êáé ðéï
ðÜíù, åßíáé áíáãêáßï íá ãõñßóïõìå ðñïò ôá áñéóôåñÜ êáé íá åðéëÝîïõìå ôï
ðñþôï Ýãêõñï óôïé÷åßï ðïõ èá óõíáíôÞóïõìå, åÜí öõóéêÜ õðÜñ÷åé (êáôÜóôáóç
Wx). Áëëéþò, åÜí äåí õðÜñ÷åé äçëáäÞ, Ý÷ïõìå Þäç ôåëåéþóåé ìå ôçí ðáñáãùãÞ
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ôùí ôñéÜäùí ôïõ ôñéìåñïýò ôáéñéÜóìáôïò (êáèþò üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ ôñÝ÷ï-
íôïò óõíüëïõ åßíáé Üêõñá êáé ôá óýíïëá Ý÷ïõí ôçí ßäéá ðëçèõêüôçôá êáé
áðïìÝíåé íá äçìéïõñãÞóïõìå ôéò åðéðëÝïí ôñéÜäåò ôïõ óôéãìéïôýðïõ ìáò.

Ôþñá, ìðïñïýìå ðëÝïí íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí êáôÜóôáóç Wx, ôçí ëåé-
ôïõñãßá ôçò ïðïßáò ðåñéãñÜøáìå ðéï ðÜíù:

0′Wx → Wx0
′

1′Wx → Wx1
′

x′Wx → Wxx′

0Wx → W ′0

1Wx → W ′1

;Wx → Wx;
{{Wx → {{Ω

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðåñßðôùóç xWx äåí ëåßðåé: äåí ðñüêåéôáé ðïôÝ íá óõ-
íáíôÞóïõìå ìç óçìáäåìÝíï ôïí ÷áñáêôÞñá x óôçí êáôÜóôáóç Wx êáèþò ï
÷áñáêôÞñáò x âñßóêåôáé ðÜíôïôå óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ áñéèìïý, åíþ åìåßò
êåéíïýìáóôå ðñïò ôá áñéóôåñÜ. Áñá, üôáí ðñùôïóõíáíôÞóïõìå Ýíáí Ýêãõñï
áñéèìü, áõôü èá ãßíåé ìÝóù êÜðïéïõ øçößïõ êáé áìÝóùò èá áëëÜîïõìå êáôÜ-
óôáóç (W ′) þóôå íá ôïí áíôéãñÜøïõìå óôçí êáôÜëëçëç èÝóç:

W ′0 → 0W ′

W ′1 → 1W ′

W ′x → V x

Åíüóù óõíå÷ßæïõìå íá øÜ÷íïõìå ðñïò ôá áñéóôåñÜ ãéá ôï ðñþôï Ýãêõñï
óôïé÷åßï ôïõ ôñÝ÷ïíôïò óõíüëïõ, åíäÝ÷åôáé ôÝôïéï óôïé÷åßï íá ìçí õðÜñ÷åé, ìå
ôçí Ýííïéá üôé üëá åßíáé óçìáäåìÝíá. Óå áõôÞ ôç ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé
ìå ôçí ðáñáãùãÞ ôùí ôñéÜäùí ôïõ ôñéìåñïýò ôáéñéÜóìáôïò, êáèþò äåí áðïìÝíåé
êÜðïéï óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ × íá åðéëÝîïõìå êáé Üñá, áöïý êáé ôá ôñßá
óýíïëá Ý÷ïõí ôçí ßäéá ðëçèõêüôçôá, äåí ìðïñïýìå íá ó÷çìáôßóæïõìå íÝá
Ýãêõñç ùò ðñïò ôï ôáßñéáóìá ôñéÜäá. Ôüôå ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç Ω
ç ïðïßá èá áñ÷ßóåé ôçí ðáñáãùãÞ ôùí õðüëïéðùí ôñéÜäùí ôïõ ôáéñéÜóìáôïò.

Ïðùò åßðáìå, üôáí öôÜóïõìå ðñï åíüò ìç óçìáäåìÝíïõ áñéèìïý, ìç íôå-
ôåñìéíéóôéêÜ áðïöáóßæïõìå åÜí èá áðïôåëåß ôï ôñÝ÷ïí óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ ×
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ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò ðïõ äçìéïõñãïýìå (êáôÜóôáóç Ôíáé) Þ ü÷é (êáôÜóôáóç
Ôï÷é). Åíþ ðåñéãñÜøáìå ôçí ëåéôïõñãßá ôçò êáôáóôÜóåùò Ôíáé, áðïìÝíåé íá
ðåñéãñÜøïõìå áõôÞ ôçò Ôï÷é. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ âñåèïõìå óôçí êáôÜóôáóç
áõôÞ, ôï ìüíï ðïõ ìðïñïýìå íá êÜíïõìå åßíáé íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åðüìåíï
áñéèìü, åÜí öõóéêÜ õðÜñ÷åé, êáé íá åðéóôñÝøïõìå óôçí óáñ÷éêÞ êáôÜóôáóç
åëÝã÷ïõ ôïõ áñéèìïý áõôïý ùò ðñïò ôçí åãêõñüôçôÜ ôïõ:

Ôï÷éx → xÔï÷é
Ôï÷éy → yÔï÷é
Ôï÷éz → zÔï÷é
Ôï÷é0 → 0Ôï÷é
Ôï÷é1 → 1Ôï÷é
Ôï÷é; → ; Sx
Ôï÷é} → Wx}

Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá áêïëïõèåßôáé, ìå ôéò ðñïöáíåßò ðñïóáñìïãÝò, êáé
ãéá ôá óôïé÷åßá ôùí åðüìåíùí äýï óõíüëùí. Ïôáí ôåëåéþóåé ç ðáñáðÜíù äéá-
äéêáóßá, óôï i-ïóôü âÞìá, èá Ý÷ïõìå áíôéãñÜøåé óôï ôÝëïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò
ôïõ óôéãìéïôýðïõ ôñåéò áñéèìïýò-óôïé÷åßá, Ýíá áðü êÜèå óýíïëï, Ýóôù xij ; yik
êáé zil êáé åðéðëÝïí ç ôñéÜäá áôÞ Ý÷åé ôç óùóôÞ ìïñöÞ {xij ; yik ; zil}.

Ðáñáôçñïýìå üôé óôçí êáôÜóôáóç Ω ìåôáâáßíïõìå üôáí Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé
ìå ôçí ðáñáãùãÞ ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò. Åßìáóôå ðëÝïí Ýôïéìïé íá áñ÷ßóïõìå
ôçí ðáñáãùãÞ ôùí åðéðëÝïí åðéèõìçôþí ôñéÜäùí ôïõ óôéãìéïôýðïõ ìáò.

8.4 ÐáñáãùãÞ ôùí õðüëïéðùí ôñéÜäùí ôïõ óôéãìéïôýðïõ
Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí ðáñáãùãÞ ôùí õðïëïßðùí ôñéÜäùí ôïõ óôéãìéïôýðïõ
ìáò, åßíáé áíáãêáßï, üðùò ðÜíôá, íá ðåñéãñÜøïõìå ôç âáóéêÞ éäÝá ôïõ ôñüðïõ
ï ðïßïò èá ìáò äþóåé ôç äõíáôüôçôá íá ðáñÜîïõìå üëåò ôéò åðéðëÝïí ôñéÜäåò
ôïõ óôéãìéïôýðïõ ìáò.

Óôï i-ïóôü âÞìá-óôÜäéï ôçò äéáäéêáóßáò áõôÞò, èá \äïõëåýïõìå" ìå ôç i-
ïóôÞ ôñéÜäá ôïõ ôáéñéÜóìáôïò ðïõ êáôáóêåõÜóáìå óôç ðñïçãïýìåíç åíüôçôá.
Ç ôñéÜäá áõôÞ Ýóôù üôé åßíáé ç {xij ; yik ; zil}. Ç ìÝèïäïò ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå
óôç óõíÝ÷åéá, èá ìáò äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá êáôáóêåõÜæïõìå óôï i-ïóôü âÞìá
üëåò ôéò åðéèõìçôÝò ôñéÜäåò ôùí ïðïßùí ç ðñþôç (x) óõíéóôþóá åßíáé ç xij :

◦ ÃåíéêÜ, üôáí äïõëåýïõìå ìå êÜðïéá ôñéÜäá ôïõ ôáéñéÜóìáôïò ðïõ Ý÷ïõìå
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Þäç äçìéïõñãÞóåé, èá Ý÷ïõìå äýï ìåôáâëçôÝò - êáôáóôÜóåéò: ôçí Φ êáé
ôçí Ψ.

◦ ç ëåéôïõñãßá ôçò êáôáóôÜóåùò Φ åßíáé äéáéóèçôéêÜ ç åîÞò: ï ñüëïò ôçò
åßíáé íá äçìéïõñãåß ôéò åðéèõìçôÝò åêåßíåò ôñéÜäåò {xip ; yiq ; zir} ãéá ôéò
ïðïéÝò éó÷ýåé üôé xij ≡ xip êáé åðéðëÝïí ãéá ôéò õðüëïéðåò äýï óõíé-
óôþóåò íá éó÷ýåé üôé åÜí ðáñáèÝóïõìå ôïõò äýï áíôßóôïé÷ïõò áñéèìïýò,
ï óõíïëéêüò áñéèìüò íá åßíáé ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñïò áðü ôïí áíôß-
óôïé÷ï ôçò i-ïóôÞò ôñéÜäïò ôïõ ôáéñéÜóìáôïò. ÄçëáäÞ ãéá ôá óôïé÷åßá
yiq êáé zir íá éó÷ýåé üôé åßôå yiq ≺ yik êáé ôï zir ïôéäÞðïôå, åßôå íá éó÷ýåé
üôé yiq ≡ yik êáé zir ≺ zil .

◦ áíôßóôïé÷á ãéá ôçí êáôÜóôáóç Ψ ç äéáéóèçôéêÞ ôçò ëåéôïõñãßá åßíáé ç
åîÞò: ï ñüëïò ôçò åßíáé íá äçìéïõñãåß ôéò åðéèõìçôÝò åêåßíåò ôñéÜäåò
{xip ; yiq ; zir} ãéá ôéò ïðïéÝò éó÷ýåé üôé xij ≡ xip êáé åðéðëÝïí ãéá ôéò õðü-
ëïéðåò äýï óõíéóôþóåò íá éó÷ýåé üôé åÜí ðáñáèÝóïõìå ôïõò äýï áíôßóôïé-
÷ïõò áñéèìïýò, ï óõíïëéêüò áñéèìüò íá åßíáé ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñïò
áðü ôïí áíôßóôïé÷ï ôçò i-ïóôÞò ôñéÜäïò ôïõ ôáéñéÜóìáôïò. ÄçëáäÞ ãéá
ôá óôïé÷åßá yiq êáé zir íá éó÷ýåé üôé åßôå yiq Â yik êáé ôï zir ïôéäÞðïôå,
åßôå íá éó÷ýåé üôé yiq ≡ yik êáé zir Â zil .

Ìå Üëëá ëüãéá ïé êáôáóôÜóåéò Φ êáé Ψ ðáñÜãïõí ôéò ôñéÜäåò åêåßíåò ïé
ïðïßåò Ý÷ïõí þò ðñþôç óõíéóôþóá ôï óôïé÷åßï ôçò áñ÷éêÞò i-ïóôÞò ôñéÜäïò
ôïõ ôáéñéÜóìáôïò åíþ ôï õðüëïéðï êïììÜôé (ìå ôéò óõíéóôþóåò y êáé z) åßíáé
ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñï êáé ìåãáëýôåñï áíôßóôïé÷á.

Ìå ôïí ôñüðï áõôü, åßíáé ðñïöáíÝò üôé äçìéïõñãïýíôáé üëåò ïé åðéèõìçôÝò
ôñéÜäåò ðïõ èÝëïõìå íá ðñïóèÝóïõìå óôï óôéãìéüôõðü ìáò. Áöïý èåùñïýìå
ìßá-ìßá ôéò ôñéÜäåò ôïõ ôáéñéÜóìáôïò, äõíçôéêÜ èá äçìéïõñãÞóïõìå üëåò ôéò
åðéèõìçôÝò ôñéÜäåò ãéá üëá ôá x ∈ X. ÅðéðëÝïí, üðùò èá öáíåß ðéï êáèáñÜ
êáé óôç óõíÝ÷åéá, äåí åßíáé äõíáôüí íá ðáñá÷èïýí äéðëüôõðá ôñéÜäùí, áöïý
êÜèå öïñÜ åöáñìüæïõìå ôçí åêÜóôïôå äéáäéêáóßá óôç ôñéÜäá ðïõ ìüëéò äç-
ìéïõñãÞóáìå. Ï ôñüðïò ðáñáãùãÞò ôùí íÝùí ôñéÜäùí åîáóöáëßæåé üôé èá
åßíáé äéáöïñåôéêÝò áðü ôï áíôßóôïé÷ï ðñüôõðü ôïõò êáé Üñá üëåò ïé ôñéÜäåò èá
åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò!

Ãéá íá ãßíåé ðéï åýêïëá êáôáíïçôÞ ç ðáñáðÜíù ìÝèïäïò, áò èåùñÞóïõìå
ùò ðáñÜäåéãìá üôé âñéóêüìáóôå óôï i-ïóôü óôÜäéï ôçò äéáäéêáóßáò êáé ç ôñÝ-
÷ïõóá ôñéÜäá ðïõ äïõëåýïõìå åßíáé ç {x01; y10; z10}. Ìå âÜóç áõôÞ ôç ôñéÜäá
ùå ðñüôõðï, ï óêïðüò ìáò åßíáé íá äçìéïõñãçèïýí üëåò åêåßíåò ïé ôñéÜäåò ðïõ
Ý÷ïõí ùò ðñþôç (x) óõíéóôþóá ôï óôïé÷åßï x01. Ç êáôÜóôáóç Φ èá êñáôÞóåé
ôçí ðñþôç óõíéóôþóá (x01) óôáèåñÞ êáé èá äçìéïõñãÞóåé üëåò ôéò åðéèõìçôÝò
ôñéÜäåò ïé ïðïßåò åßíáé ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñåò ôçò ðáñáðÜíù ôñéÜäïò ð.÷ ôéò
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{x01; y10; z00} êáé {x01; y01; z10}. Áíôßóôïé÷á ç êáôÜóôáóç Ψ èá äçìéïõñãÞ-
óåé üëåò åêåßíåò ôéò åðéèõìçôÝò ôñéÜäåò ïé ïðïßåò åßíá ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëý-
ôåñåò ôçò ðáñáðÜíù ôñéÜäïò ð.÷ ôéò ôñéÜäåò {x01; y10; z11}, {x01; y11; z00}
êáé {x01; y11; z10}.

Áöïý ðåñéãñÜøáìå óå ðïëý ãåíéêÝò ãñáììÝò ôç âáóéêÞ éäÝá ôïõ ôñüðïõ ìå
ôïí ïðïßï èá äçìéïõñãçèïýí ïé åðéèõìçôÝò ôñéÜäåò, êáé ðñéí ðåñÜóïõìå óôçí
ðáñÜèåóç ôùí áíôßóôïé÷ùí êáíüíùí, åßíáé áíáãêáßï íá ðåñéãñáöåß âÞìá ðñïò
âÞìá ç äéáäéêáóßá ðéï áíáëõôéêÜ êáé óå öõóéêÞ ãëþóóá. Åðåéôá, èá \ìåôá-
öñÜóïõìå" ôá áíôßóôïé÷á âÞìáôá óå êáíüíåò ðïõ èá ìáò äßíïõí ôï åðéèõìçôü
áðïôÝëåóìá. Èá ðåñéãñÜøïõìå ôçí äéáäéêáóßá ãéá ôçí ðåñßðôùóç üðïõ åðéèõ-
ìïýìå ôñéÜäåò ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñåò ôçò ôñéÜäïò ðñïôýðïõ ðïõ èåùñïýìå
óôï åêÜóôïôå ôñÝ÷ïí âÞìá. Ç åðÝêôáóç ãéá ðáñáãùãÞ ôñéÜäùí ëåîéêïãñáöéêÜ
ìåãáëýôåñùí åßíáé ôåëåßùò ðñïöáíÞò.

1. Åóôù üôé ç ôñÝ÷ïõóá ôñéÜäá ðïõ äïõëåýïõìå åßíáé ç {xij ; yik ; zil} (äçëáäÞ
âñéóêüìáóôå óôï i-ïóôü âÞìá ôçò äéáäéêáóßáò).

2. Áñ÷éêÜ, áðïöáóßæïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ åÜí åðéèõìïýìå ìéá íÝá ôñéÜäá
ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñç ôçò áñ÷éêÞò.

. ÅÜí íáé, ôüôå åëÝã÷ïõìå êáôÜ ðüóïí åßíáé äõíáôÞ ç ðáñáãùãÞ íÝáò
ôñéÜäïò. Ï Ýëåã÷ïò áõôüò áðáéôåß ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óôïé÷åßï åê ôùí
yik êáé zil íá åßíáé äéÜöïñï ôïõ ìçäåíüò:

{ ÅÜí ï Ýëåã÷ïò ðåôý÷åé, ôüôå ðñï÷ùñÜìå óôï âÞìá 3. Áëëéþò
{ Êáé ïé äýï óõíéóôþóåò yik êáé zil åßíáé ìçäÝí, ïðüôå äåí ìðï-

ñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá íÝá ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñç
ôñéÜäá êáé Üñá ðñï÷ùñÜìå óôçí åðüìåíç ôñéÜäá ôïõ ôáéñéÜóìá-
ôïò (åÜí õðÜñ÷åé) þóôå íá åöáñìüóïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá.

. ÅÜí ü÷é, ôüôå ðñï÷ùñÜìå óôç åðüìåíç ôñéÜäá ôïõ ôáéñéÜóìáôïò.

3. Åßìáóôå óå èÝóç íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá íÝá ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñç
ôñéÜäá. Óôï ôñÝ÷ïí âÞìá áíôéãñÜöïõìå ôçí ôñéÜäá ðñüôõðï {xij ; yik ; zil}
äåîéÜ ôïõ ðñïôýðïõ êáé ìåôáêéíïýìå ôïí äñïìÝá áìÝóùò áñéóôåñÜ ôçò
óõíéóôþóáò yik óôï áíôßãñáöï ðïõ ìüëéò äçìéïõñãÞóáìå.

4. Áðïöáóßæïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ åÜí èá ìåéþóïõìå ôï óôïé÷åßï yik Þ
ü÷é:

. ÅÜí áðïöáóßóïõìå íá ôï ìåéþóïõìå, ôüôå åëÝã÷ïõìå åÜí ìðïñåß
íá ìåéùèåß (ãéáôß ìðïñåß íá åßíáé êáé ìçäÝí):
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{ Åáí ìðïñåß íá ìåéùèåß, ôï ìåéþíïõìå êáôÜ ôï äïêïýí ìç íôå-
ôåñìéíéóôéêÜ êáé ðñï÷ùñÜìå ãéá ôçí áõîïìåßùóç ôïõ zil .

{ ÅÜí äå ìðïñåß íá ìåéùèåß (ðñïöáíþò åðåéäÞ åßíáé ìçäÝí), ôüôå
îÝñïõìå üôé zil 6= 0 (áöïý ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óôïé÷åßï åê ôùí
yik êáé zil íá åßíáé äéÜöïñï ôïõ ìçäåíüò Üñá ôï ðïëý Ýíá åßíáé
ìçäÝí). Áñá ðñï÷ùñÜìå êáé ìåéþíïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ôï
óôïé÷åßï zil .

. ÅÜí áðïöáóßóïõìå íá ìç ìåéþóïõìå ôï óôïé÷åßï yik ôüôå ìåôáêé-
íïýìå ôïí äñïìÝá óôçí áñ÷Þ ôïõ óôïé÷åßïõ zil êáé åëÝã÷ïõìå åÜí
ìðïñåß íá ìåéùèåß:

{ ÅÜí ìðïñåß íá ìåéùèåß ôüôå ôï ìåéþíïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ
êáôÜ âïýëçóç.

{ ÅÜí äåí ìðïñåß íá ìåéùèåß (ðñïöáíþò åðåéäÞ zil = 0) ôüôå îÝ-
ñïõìå üôé yik 6= 0 êáé ìåôáöÝñïõìå ôïí äñïìÝá óôçí áñ÷Þ ôïõ
yik þóôå, áíáéñþíôáò ôçí ðñïçãïýìåíç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ åðé-
ëïãÞ ôçò ìç ìåßùóçò ôïõ yik , íá áñ÷ßóïõìå íá ôïí ìåéþíïõìå
ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ

5. Åöáñìüæïõìå ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá óôçí ôñéÜäá ðïõ ìüëéò äçìéïõñãÞ-
óáìå ìÝ÷ñéò üôïõ íá ìç ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå åðéðëÝïí ôñéÜ-
äåò (åðåéäÞ êáé ïé äýï óõíéóôþóåò åêöõëßóôçêáí óôï ìçäÝí) åßôå ìÝ÷ñé
íá áðïöáóßóïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ üôé ôåëåéþóáìå ìå ôéò ôñéÜäåò ôïõ
óôéãìéïôýðïõ ðïõ Ý÷ïõí ùò ðñþôç (x) óõíéóôþóá ôï óôïé÷åßï xij . Óå
êÜèå ðåñßðôùóç, ìåôáâáßíïõìå óôçí åðüìåíç ôñéÜäá ôïõ ôáéñéÜóìáôïò
ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå üëåò ôéò åðéèõìçôÝò ôñéÜäåò ìå ðñþôç óõíéóôþóá
ôçí áíôßóôïé÷ç x óõíéóôþóá ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò ôïõ ôáéñéÜóìáôïò.

Ôþñá åßìáóôå ðëÝïí óå èÝóç íá ðåñéãñÜøïõìå ôïõò êáíüíåò åêåßíïõò ïé
ïðïßïé èá õëïðïéïýí ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá. Óå ðñþôç öÜóç, åßíáé áðá-
ñáßôçôï íá ìåôáöÝñïõìå ôïí äñïìÝá óôçí áñ÷Þ ôçò ðñþôçò ôñéÜäïò ôïõ ôáé-
ñéÜóìáôïò ðïõ äçìéïõñãÞóáìå óôç ðñïçãïýìåíç åíüôçôá. Ãéá íá ãßíåé áõôü,
ìåôáêéíïýìå ôïí äñïìÝá ðñïò ôá äåîéÜ, ìÝ÷ñé íá óõíáíôÞóïõìå ôá óôïé÷åßá ôïõ
óõíüëïõ Æ . Ìüëéò óõíáíôÞóïõìå áõôü ôï óýíïëï, ôï èõìüìáóôå óå ìéÜ êá-
ôÜóôáóç: îÝñïõìå üôé áìÝóùò ìåôÜ ôï ôÝëïò áõôïý ôïõ óõ´íüëïõ áêïëïõèïýí
ïé ôñéÜäåò ôïõ ôáéñéÜóìáôïò.

Áò èõìçèïýìå óå ðïéÜ êáôÜóôáóç åß÷áìå áöÞóåé ôï óôéãìéüôõðü ìáò: ìüëéò
åß÷áìå ïëïêëçñþóç ôçí ðáñáãùãÞ üëùí ôùí ôñéÜäùí ôïõ ôáéñéÜóìáôïò ãéá ôï
óôéãìéüôõðü ìáò êáé áõôü ôï êáôáëÜâáìå êáèþò äåí õðÞñ÷å äéáèÝóéìï óôïé÷åßï
óôï óýíïëï × þóôå íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ìéÜ íÝá ôñéÜäá ôïõ ôáéñéÜóìáôïò.
ÄçëáäÞ üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ óõíüëïõ × (êáé êáô'åðÝêôáóçí êáé ôùí Üëëùí
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óõíüëùí) åßíáé óçìáäåìÝíá. Áñá, åßíáé áíáãêáßï íá ìåôáöÝñïõìå ôïí äñïìÝá
óôï åðéèõìçôü óçìåßï êáé, ðáñÜëëçëá, íá îåóçìáäåýïõìå ôïõò óçìáäåìÝíïõò
÷áñáêôÞñåò ôùí óôïé÷åßùí ôùí ôñéþí óõíüëùí:

Ωx′ → xΩ
Ω0′ → 0Ω

Ω1′ → 1Ω

Ωy′ → yΩ
Ω; → ;Ω

Ω}; { → }; {Ω
Ωz′ → zΩ′

Ω′z′ → zΩ′

Ω′0′ → 0Ω′

Ω′1′ → 1Ω′

Ω′; → ;Ω
Ω′}; { → }; {Γ

Óôçí êáôÜóôáóç Γ óôç ðáñïýóá öÜóç, åßìáóôå ðñï ôçò ðñþôçò ôñéÜäïò ôïõ
ôáéñéÜóìáôïò, Ýóôù üôé áõôÞ åßíáé ç {x1p ; y1q ; z1r}. ÈÝëïõìå íá áðïöáóßóïõìå
ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ åÜí åðéèõìïýìå ìéÜ íÝá ôñéÜäá áñ÷éêÜ ëåîéêïãñáöéêÜ ìé-
êñüôåñç ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò, êáé óôç óõíÝ÷åéá, ÝÜí åðééèõìïýìå ìéá ôñéÜäá
ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñç ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò:

Γ → Φ

Φ → Φíáé

Φ → Φï÷é

Φï÷é → Ψ

Ψ → Ψíáé

Ψ → Ψï÷é

Óçìåßùóç: èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå ìéÜ ìåôÜâáóç ç ïðïßá ìüëéò ôåëåéþóåé
ôçí ðáñáãùãÞ üëùí ôùí åðéèõìçôþí ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñùí ôñéÜäùí ìÝóù
ôçò êáôáóôÜóåùò Φ, íá ìåôáâáßíåé óôçí êáôÜóôáóç Ψ ãéá íá äçìéïõñãÞóåé
ôéò üðïéåò ôñéÜäåò åðéèõìïýìå ïé ïðïßåò åßíáé ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñåò ôçò
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ôñéáäüò ðñïôýðïõ ðïõ èåùñïýìå óôïí ôñÝ÷ïí âÞìá ìáò. Ôþñá åßíáé áíáãêáßï
íá åîçãÞóïõìå ôéò ëåéôïõñãßåò ôùí ðáñáðÜíù êáôáóôÜóåùí. ÅðéðëÝïí, åÜí
áðïöáóßóïõìå ïôé èÝëïõìå ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñåò ôñéÜäåò óå ó÷Ýóç ìå
ôçí ôñÝ÷ïõóá, äçëáäÞ ìåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç Φï÷é, ôüôå åßíáé áíáãêáßï íá
óçìáäÝøïõìå ôçí ôñÝ÷ïõóá ôñéÜäá, þóôå íá ôçí áíáãíùñßóïõìå óôç óõíÝ÷åéá,
üôáí, êáé åÜí, èåëÞóïõìå ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò Ψ íá äçìéïõñãÞïõìå üëåò
ôéò ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñåò ôñéÜäåò óå ó÷Ýóç ìå ôçí ôñÝ÷ïõóá ôñéÜäá:

{Φíáé → {̄Φíáé

Ïðùò öáßíåôáé êáé áðü ôïõ ðáñáðÜíù êáíüíåò, üôáí öôÜóïõìå ðñï ôçò
ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç Φ ãéá ôçí ðáñáãùãÞ üëùí
ôùí åðéèõìçôþí ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñùí ôñéÜäùí. Åôóé, ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ
áðüöáóßæïõìå åÜí èÝëïõìå êÜðïéá ôÝôïéá ôñéÜäá êáé, áíÜëïãá, ìåôáâáßíïõìå
óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç: Φíáé åÜí èÝëïõìå ìéá íÝá ôñéÜäá ëåîéêïãñáöéêÜ
ìéêñüôåñç ôçò ôñÝ÷ïõóáò Þ Φï÷é åÜí äå èÝëïõìå êÜðïéá íÝá ôñéÜäá. Áí áðï-
öáóßóïõìå íá ìåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç Φï÷é, ôüôå åßíáé áíáãêáßï íá ìåôá-
âïýìå Üìåóá óôçí êáôÜóôáóç Ψ êáé íá åêôåëÝóïõìå ôéò ßäéåò ëåéôïõñãßåò ãéá
ôçí ðáñáãùãÞ ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñùí ôñéÜäùí.

Ìüëéò ìåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç Φíáé, ðñéí áêüìá äçìéïõñãÞóïõìå ôçí
íÝá ôñéÜäá ðïõ åðéèõìïýìå, åßíáé áðáñáßïôçôï íá åëÝíîïõìå ôï êáôÜ ðüóïí
åßíáé äõíáôÞ ç äçìéïõñãßá ìéáò íÝáò ôñéÜäïò. Áõôüò ï Ýëåã÷ïò (ðïõ èá ãßíåé
ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò Φ′) áðáéôåß ôïõëÜ÷éóôïí ìßá áðü ôéò y Þ z óõíéóôþóåò
ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò íá åßíáé äéáöïñåôéêÞ ôïõ ìçäåíüò ôïõ ìçäåíüò:

Φíáéx → xΦíáé

Φíáé0 → 0Φíáé

Φíáé1 → 1Φíáé

Φíáé; → ;Φíáé

Φíáéy → yΦ′

Φ′0 → 0Φ′

Φ′z → zΦ′

Φ′; → ;Φ′

Φ′1 → 1∆íáé

Φ′} → ∆ï÷é}

139



Ç ëåéôïõñãßá ôùí ðáñáðÜíù êáíüíùí åßíáé ç åîÞò: áñ÷éêÜ ðñïóóðåñíÜìå
üëï ôï óôïé÷åßï x ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò þóôå íá åëÝíîïõìå ôá óôïé÷åßá y
êáé z. Áñ÷ßæïõìå íá åëÝã÷ïõìå Ýíá ðñïò Ýíá ôá øçößá ôïõò ìÝ÷ñé óå êÜ-
ðïéï óçìåßï íá óçíáíôßóïõìå êÜðïéïí Üóóï ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé ôï ôñÝ÷ïí
óôïé÷åßï (äåí ìáò åíäéáöÝñåé ðéï åßíáé) äåí åßíáé ìçäÝí, Üñá ôïýëÜ÷éóôïí Ýíá
óôïé÷åßï åê ôùí y êáé z ìðïñåß íá ìåéùèåß þóôå íá äçìéïõñãçèåß ìéá ëåîéêïãñá-
öéêÜ ìéêñüôåñç óõìâïëïóåéñÜ. ÁìÝóùò ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç ∆íáé.
Áíôßèåôá, åÜí äéáðéóôþóïõìå üôé üëïé ïé ÷áñáêôÞñåò åßíáé ìçäÝí, ôüôå ìåôá-
âáßíïõìå óôçí óõìâïëïóåéñÜ ∆ï÷é ç ïðïßá èá ìáò ïäçãÞóåé óôçí êáôÜóôáóç Ψ
ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôõ÷üí åðéèõìçôÝò ôñéÜäåò ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñåò
ôçò ôñÝóïõóáò ôñéÜäïò:

0∆ï÷é → ∆ï÷é0

1∆ï÷é → ∆ï÷é1

y∆ï÷é → ∆ï÷éy
z∆ï÷é → ∆ï÷éz
;∆ï÷é → ∆ï÷é;
x∆ï÷é → Ψx

Ôþñá, óôçí êáôÜóôáóç ∆íáé, Ý÷ïõìå âñåß üôé ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå
ìéá íÝá ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñç ôñéÜäá, ïðüôå åßíáé áðáñáßôçôï íá áñ÷ßóïõìå
ôç äçìéïõñãßá ôçò. Ïðùò åßðáìå, ï ôñüðïò ðïõ èá äçìéïõñãçèåß åßíáé ï åîÞò:
áñ÷éêÜ áíôéãñÜöïõìå ôçí ôñÝ÷ïõóá ôñéÜäá óôá äåîéÜ ôçò êáé ìåôÜ áñ÷ßæïõìå
ôçí êáôÜëëçëç áëëáãÞ ôùí óõíéóôùóþí þóôå íá äçìéïõñãçèåß ç íÝá åðéèõ-
ìçôÞ ôñéÜäá. Áñ÷éêÜ ðåñéãñÜöïõìå ôçí áíôéãñáöÞ ç ïðïßá èá ãßíåé ìå ôïí
ãíùóôü ìáò ôñüðï ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò � (ðñþôá åßíáé áðáñáßôçôï íá ìå-
ôáöåñèåß ï äñïìÝáò óôçí êáôÜëëçëç èÝóçì óôçí áñ÷Þ ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò
ðñïò áíôéãñáöÞ):

0∆íáé → ∆íáé0

1∆íáé → ∆íáé1

y∆íáé → ∆íáéy
z∆íáé → ∆íáéz
;∆íáé → ∆íáé;
x∆íáé → �x
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ôþñá åßìáóôå Ýôïéìïé íá áñ÷ßóïõìå ôçí äéáäéêáóßá ôçò áíôéãñáöÞò:

�∗ → ∗′�∗
�∗# → #�∗
�x} → �; {x};

�∗}; { → }; {� ′∗
� ′∗# → #� ′∗
� ′∗} → �∗}
#� → �#
}; {� → �}; {
#′� → #′�
�} → �}

üðïõ ∗;# ∈ {y; z; 0; 1“; ”} êáé #′ ∈ {x′; y′; z′; 0′; 1′“;′ ”}. Ìå Üëëá ëüãéá,
âñßóêïõìå ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï ðñïò áíôéãñáöÞ, ôï óçìáäåýïõìå êáé èõìü-
ìáóôå ðïéü åßíáé óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç. Åðåôéôá ôï áíôéãñÜöïõìå óôï
êáôÜëëçëï óçìåßï êáé ãõñßæïõìå ðßóù þóôå íá óõíå÷ßóïõìå ôçí ðáñáðÜíù
äéáäéêáóßá. ´ôåëåéþíïõìå üôáí ï ôñÝ÷ïí ÷áñáêôÞñáò äåîéÜ ôïõ äñïìÝá åßíáé
ôï äåîß Üãêõóôñï } ïðüôå êáé ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç � ï ñüëïò ôçò
ïðïßáò åßíáé íá îåóçìáäÝøåé ôïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò:

0′� → �0
1′� → �1
;′ � → �;
y′� → �y
z′� → �z
x′� → �′x

Óôçí êáôÜóôáóç �′ åßìáóôå Ýôïéìïé íá ìåôáâïýìå óôï íÝï áíôßãñáöï ôçò
ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäáò êáé íá êÜíïõìå ôéò áíáãêáßåò áëëáãÝò þóôå íá äçìéïõñãç-
èåß ç åðéèõìçôÞ, ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñç, ôñéÜäá. Áñ÷éêÜ, ìåôáêéíïýìå ôï
äñïìÝá óôçí áñ÷Þ ôïõ áíôéãñÜöïõ ðïõ ìüëéò äçìéïõñãÞóáìå:
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�′x → x�′

�′0 → 0�′

�′1 → 1�′

�′; → ; �′

�′y → y�′

�′z → z�′

�′}; { → }; {#

Ôþñá, ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò
vartheta, åßíáé áðáñáßôçôï íá ìåôáêéíçèïýìå ðñïò ôçí ôñÝ÷ïõóá y óõíéóôþóá
ãéá íá áñ÷ßóåé ç ëåéôïõñãßá ôçò äçìéïõñãßáò ôçò åðéèõìçôÞò ôñéÜäïò:

#x → x#
#0 → 0#
#1 → 1#
#; → ; #
#y → �y

Ôþñá, üðùò Þäç ðåñéãñÜøáìå óôç óêéáãñÜöéóç ôçò ìåèüäïõ, åßíáé áíáãêáßï
íá áðïöáóßóïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêá åÜí èá ìåéþóïõìå ôç óõíéóôþóá y Þ ü÷é
þóôå íá äçìéïõñãçèÝé ìéá ôñéÜäá ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñç áðü ôçí áñ÷éêÞ
(õð'üøéí üôé äåí îÝñïõìå åÜí ç ôñÝ÷ïõóá y óõíéóôþóá åßíáé Þ ü÷é ìçäÝí):

� → �íáé | �ï÷é

Ðñïöáíþò, óôçí êáôÜóôáóç �íáé áðïöáóßæïõìå íá ìåéþóïõìå, åö'üóïí
åßíáé äõíáôüí, ôï óôïé÷åßï y, åíþ óôçí êáôÜóôáóç �ï÷é áðïöáóßæïõìå íá ôï
áöÞóïõìå áíáëëïßùôï, ìåéþíïíôáò áíÜëïãá ôï óôïé÷åßï z, ðÜëé åö'üóïí áõôü
åßíáé äõíáôüí. Áñ÷éêÜ ðåñéãñÜöïõìå ôç äéáäéêáóßá ðïõ áêïëïõèïýìå óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ åðéëïãÞ ìáò öÝñåé óôçí êáôÜóôáóç �íáé.
Óå ðñþôç öÜóç, åßíáé áðáñáßôçôï íá åëÝíîïõìå êáôÜ ðüóïí åéíáé äõíáôÞ ç
ìåßùóç ôçò y óõíéóôþóáò:
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�íáéy → y�íáé
�íáé0 → 0�íáé
�íáé1 → 1�′

�íáé; → ; �′′

ÄçëáäÞ, ìåôáêéíïýìå ðñïò ôá äåîéÜ ôïí äñïìÝá åëÝã÷ïíôáò ôáõôü÷ñïíá
åÜí ç ôñÝ÷ïõóá y óõíéóôþóá åßíáé Þ ü÷é ìçäÝí. ÅÜí óôçí ðïñåßá óõíáíôÞ-
óïõìå êÜðïéïí Üóóï, ìÝóá óôá üñéá ôïõ y ðñïöáíþò, ôüôå ìåôáâáéíïõìå óôçí
êáôÜóôáóç �′ ç ïðïßá îÝñåé üôé ç y óõíéóôþóá äåí åßíáé ìçäÝí. Áñá ôþñá,
åßíáé áíáãêáßï íá áñ÷ßóïõìå íá ìåéþíïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ôç ôñÝ÷ïõóá
y óõíéóôþóá. Áíôßèåôá, åÜí äå âñïýìå êáíÝíáí Üóóï óôç óõíéóôþóá y, ôüôå
ðñïöáíþò áõôÞ ç óõíéóôþóá åßíáé ìçäÝí. Ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç �′′
ç ïðïßá, îÝñïíôáò üôé ôï ôñÝ÷ïí y åßíáé ìçäÝí, èá óõíå÷ßóåé ðñïò ôá äåîéÜ ãéá
íá ìåéþóåé ôç z óõíéóôþóá ç ïðïßá üðùò Ý÷ïõìå Þäç ðåé äåí ìðïñåß íá åßíáé
ìçäÝí. Áñ÷éêÜ ðåñéãñÜöïõìå ôçí ëåéôïõñãßá ôçò �′:

�′0 → 0�′

�′1 → 1�′

�′; → �;

ÏõóéáóôéêÜ, öÝñíïõìå ôïí äñïìÝá óôï äåîß Üêñï ôçò ôñÝ÷ïõóáò y óõíé-
óôþóáò êáé, ìüëéò ãßíåé áõôü, ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç � ôçò ïðïßáò ï
ñüëïò åßíáé íá ìåéþóåé êáôÜ ìßá ìïíÜäá ôç ôñÝ÷ïõóá óõíéóôþóá y:

0� → �1

1� → �′0
0�′ → �′0
1�′ → �′1
y�′ → �y

ÄçëáäÞ, ìåéþíïõìå êáôÜëëçëá êáôÜ ìßá ìïíÜäá ôçí ôñÝ÷ïõóá y óõíé-
óôþóá êáé Ýðåéôá, ìåôáâáßíïõìå óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò óõíéóôþóáò áõôÞò
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þóôå íá áðïöáóßóïõìå ðÜëé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ åÜí èÝëïõìå åðéðëÝïí ìåßùóç
Þ ü÷é êáé êáôÜ ðüóïí áõôÞ ç åðéèõìçôÞ ìåßùóç ìðïñåß íá óõíôåëåóôåß. ÁõôÝò
ïé ëåéôïõñãßåò ìïíôåëïðïéïýíôáé áðü ôçí êáôÜóôáóç �:

� → �íáé | �ï÷é

Ç åñìçíåßá ôïõ ðáñáðÜíù êáíüíá åßíáé ðñïöáíÞò: åðéëÝãïõìå ìç íôåôåñ-
ìéíéóôéêÜ åÜí åðéèõìïýìå ðáñáéôÝñù ìåßùóç ôçò y óõíéóôþóáò, ïðüôå êáé èá
ðñÝðåé íá êÜíïõìå ôïí áíáãêáßï Ýëåã÷ï ãéá ôï åÜí åßíáé äõíáôÞ ç ìåßùóç, Þ
ü÷é:

�íáéy → y�íáé
�íáé0 → 0�íáé
�íáé1 → 1�′

�íáé; → ; �′′

Ìüëéò âñïýìå Üóóï, îÝñïõìå üôé ç ìåßùóç åßíáé äõíáôÞ ïðüôå åßíáé áíá-
ãêáßï íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôï äåîß Üêñï ôçò ôñÝ÷ïõóáò y óõíéóôþóáò êáé íá
áñ÷ßóïõìå ôç ìåßùóç:

�′0 → 0�′

�′1 → 1�′

�′; → �;

Áíôßèåôá, åÜí âñïýìå üôé ç ôñÝ÷ïõóá y óõíéóôþóá åßíáé ìçäÝí, ôüôå ìå-
ôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç �′′ ç ïðïßá, äåäïìÝíïõ üôé Ý÷ïõìå Þäç ìåéþóåé
ôïõëÜ÷éóôïí ìßá öïñÜ ôç óõíéóôþóá y èá áðïöáóßóåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ãéá
ôç óõíéóôþóá z åÜí åðéèõìåß áýîçóç Þ ìåßùóç Þ ôßðïôå áðü ôá äýï. Êáé
óôéò ôñåßò áõôÝò ðåñéðôþóåéò, Ý÷ïõìå åîáóöáëßóåé üôé ç ôñÝ÷ïõóá ôñéÜäá ðïõ
Ý÷ïõìå êáôáóêåõÜóåé åßíáé ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñç ôçò áñ÷éêÞò ôñéÜäïò ðñï-
ôýðïà. Åðßóçò, ðáñáôçñïýìå üôé ç ëåéôïõñãßá ôùí êáôáóôÜóåùí �ï÷é êáé �′′
åßíáé áêñéâþò ç ßäéá: êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå ìåéþóåé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá
öïñá ôçí ôñÝ÷ïõóá y óõíéóôþóá êáé Ý÷ïõìå áðïöáóßóåé, ãéá äéáöïñåôéêïýò

144



ëüãïõò, íá ìåôáöåñèïýìå ãéá áõîïìåßùóç óôç z óõíéóôþóá. Áñá, áñêåß íá
ðåñéãñÜøïõìå ôç ìéá áðü áõôÝò ôéò äýï êáôáóôÜóåéò:

�ï÷éy → y�ï÷é
�ï÷é0 → 0�ï÷é
�ï÷é1 → 1�ï÷é
�ï÷é; → ; �ï÷é
�ï÷éz → �z

üðïõ ç êáôÜóôáóç � èá áðïöáóßæåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ åÜí èá ìåéþóåé, èá
áõîÞóåé Þ èá áößóåé ôç z óõíéóôþóá ùò Ý÷åé.

Óôá ðñïçãïýìåíá âÞìáôá ðåñéãñÜøáìå ôé ãßíåôáé üôáí ç y óõíéóôþóá óôï
ôñÝ÷ïí âÞìá äåí åßíáé ìçäÝí. ÁðïìÝíåé íá åîçãÞóïõìå ôé êÜíïõìå üôáí âñïýìå
üôé áõôÞ ç óõíéóôþóá åßíá ìçäÝí, ðåñßðôùóç ðïõ ìïíôåëïðïéåßôáé áðü ôçí
êáôÜóôáóç �′′. Óôç ðåñßðôùóç áõôÞ, Ý÷ïõìå Þäç åîçãÞóåé üôé ç óõíéóôþóá z
äåí ìðïñåß íá åßíáé ìçäÝí, ïðüôå ìåôáöÝñïõìå ôï äñïìÝá óôç óõíéóôþóá áõôÞ,
óôï äåîß ôçò Üêñï, êáé áñ÷ßæïõìå íá ôç ìåéþíïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ:

�′′z → z�′′

�′′0 → 0�′′

�′′1 → 1�′′

�′′; → �z;

Ç êáôÜóôáóç �z, óå ðëÞñç áíôéóôïé÷åßá ìå ôçí êáôÜóôáóç �, èá ìåéþíåé
êáôÜ ìßá ìïíÜäá ôïí áñéèìü ðïõ âñßóêåôáé óôá áñéóôåñÜ áõôÞò êáé óôç óõ-
íÝ÷åéá, ìç íôåôåñíéíéóôéêÜ, èá áðïöáóßæåé åÜí èÝëåé íå ìåéþóåé, åö'üóïí êÜôé
ôÝôïéï åßíáé äõíáôü, ôïí ßäéï áñéèìü åðáíáëçðôéêÜ:

0�z → �z1
1�z → �′z0
0�′z → �′z0
1�′z → �′z1
z�′z → �zz

145



Ïðùò êáé óôç ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç, ç êáôÜóôáóç �z èá áðïöáóßæåé ìç
íôåôåñìéíéóôéêÜ ãéá ôï åÜí èá ìåéþóåé ðåñåôáßñù Þ ü÷é ôç óõíéóôþóá z:

�z → �zíáé | �zï÷é

Åáí ìåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç �zíáé ôüôå, ðñéí áðü ïðïéáäÞðïôå ìåßùóç,
åßíáé áíáãêáßï íá åëÝíîïõìå Ýáí åßíáé äõíáôÞ ìéá ôÝôïéá åðéèõìçôÞ ìåßùóç:

�zíáéz → z�zíáé
�zíáé0 → 0�zíáé
�zíáé1 → 1�′z
�zíáé} → !}
�zíáé}} → !}}

Óå ðëÞñç áíáëïãßá ìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò êáíüíåò ãéá ôç ðåñßðôùóç ôçò
y óõíéóôþóáò, ìüëéò âñïýìå Üóóï, îÝñïõìå üôé ç ìåßùóç åßíáé äõíáôÞ ïðüôå
åßíáé áíáãêáßï íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôï äåîß Üêñï ôçò ôñÝ÷ïõóáò z óõíéóôþóáò
êáé íá áñ÷ßóïõìå ôç ìåßùóç:

�′z0 → 0�′z
�′z1 → 1�′z
�′z; → �z;

ÅðéðëÝïí, ç ëåéôïõñãßá ôùí êáôáóôÜóåùí �zï÷é êáé �′′z åßíáé áêñéâþò ç ßäéá:
êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå ìåéþóåé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá öïñÜ ôçí ôñÝ÷ïõóá
z óõíéóôþóá êáé Ý÷ïõìå áðïöáóßóåé, ãéá äéáöïñåôéêïýò ëüãïõò, íá ìåôáöåñ-
èïýìå óôçí êáôÜóôáóç åêåßíç ç ïðïßá èá ìáò äþóåé ôç äõíáôüôçá íá óõíå÷ß-
óïõìå ôç äçìéïõñãßá üëùí ôùí ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñùí ôñéÜäùí óå ó÷Ýóç
ìå ôçí áñ÷éêÞ ôñéÜäá-ðñüôõðï ôïõ ôñÝ÷ïíôïò âÞìáôïò, ìÝ÷ñéò üôïõ áðïöá-
óßóáìå üôé Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí ðáñáãùãÞ üëùí ôùí ôñéÜäùí áõôïý ôïõ
ôýðïõ ïðüôå êáé èá ìåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç Ψ ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå ôéò
åðéèõìçôÝò ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñåò ôñéÜäåò. (üðïõ ! óôçí ðáñáðÜíù êáé
ðáñáêÜôù ðåñßðôùóç ç êáôÜóôáóç åêåßíç ðïõ èá ìáò öÝñåé óôç óùóôÞ èÝóç
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þóôå íá óõíå÷éóôåß ç ðáñáãùãÞ üëùí ôùí ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñùí ôñéÜ-
äùí ðïõ åðéèõìïýìå, êÜíïíôáò áðëÜ áëëáãÞ óôï ðïéÜ èá èåùñïýìå ôñÝ÷ïõóá
ôñéÜäá óôï ôñÝ÷ïí âÞìá):

�zï÷éz → z�zï÷é
�zï÷é0 → 0�zï÷é
�zï÷é1 → 1�zï÷é
�zï÷é} → !}
�zï÷é}} → !}}

Ïðùò Þäç åßðáìå, ç êáôÜóôáóç ! åßíáé åêåßíç ç êáôÜóôáóç ç ïðïßá èá
ìåôáöÝñåé óôçí äñïìÝá óôçí áñ÷Þ ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò þóôå íá óõíå÷éóôåß
ç äéáäéêáóßá ðáñáãùãÞò ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñùí ôñéÜäùí áêïëïõèþíôáò
ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá:

0! → !0

1! → !1

; ! → !;
x! → !x
y! → !y
z! → !z
{! → {Φ

Ïðùò öáßíåôáé áðü ôï ðáñáðÜíù óýíïëï êáíüíùí, ìüëéò óõíáíôÞóïõìå
ôï áñéóôåñü Üãêõóôñï, ôüôå îáíáìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç Φ ç ïðïéÜ èá
áðïöáóßóåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ãéá ôç óõíÝ÷åéá ôçò ðáñáãùãÞò ëåîéêïãñáöéêÜ
ìéêñüôåñùí ôñéÜäùí, åöáñìüæïíôáò üëç ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá óôç ôñéÜäá
ðïõ äçìéïõñãÞóáìå óôï ðñïçãïýìåíï âÞìá ìáò.

Ôþñá, åßíáé áðáñáßôçôï íá ðåñéãñáöåß ç ëåéôïõñãßá ôçò êáôáóôÜóåùò � ç
ïðïßá äéáéóèçôéêÜ åßíáé ç åîÞò: Ý÷ïõìå Þäç áðïöáóßóåé óå ðñïçãïýìåíï ìç
íôåôåñìéíéóôéêü âÞìá íá ìåéþóïõìå ôç ôñÝ÷ïõóá y óõíéóôþóá, ôçí ìåéþóáìå
óôï åðéèõìçôü ìÝôñï êáé ôþñá åßíáé áíáãêáßï íá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí z óõ-
íéóôþóá. Áöïý Ý÷ïõìå Þäç ìåéþóåé ôï y, üðùò Ý÷ïõìå Þäç ðåé, Ý÷ïõìå ôç
äõíáôüôçôá íá áíáèÝóïõìå óôç ôñÝ÷ïõóá z óõíéóôþóá ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ óå
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ó÷Ýóç áõôÞ ðïõ åß÷å ç áíôßóôïé÷ç z óõíéóôþóá óôç ôñéÜäá ðñüôõðï ôïõ ôñÝ-
÷ïíôïò âÞìáôïò: ôçí ßäéá, ìåãáëýôåñç Þ ìéêñüôåñç. Ïëåò áõôÝò ïé ëåéôïõñãßåò
ìïíôåëïðéïýíôáé áðü ôç êáôÜóôáóç � ç ïðïßá âñßóêåôáé êáé óôç óùóôÞ èÝóç:
äåí ÷ñåéÜæåôáé íá ìåôáêéíÞóïõìå ôïí äñïìÝá, ãéáôß áõôüò Þäç âñßóêåôáé óôç
óùóôÞ èÝóç ðñü ôïõ ÷áñáêôÞñïò z.

Añ÷éêÜ, ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò � ðñÝðåé íá áðïöáóßóïõìå åÜí èá áõîÞ-
óïõìå, èá ìåéþóïõìå Þ åÜí èá áöÞóïõìå ùò Ý÷åé ôï ôñÝ÷ïí z óôïé÷åßï:

� → �1 | �2 | �3

üðïõ �1 åßíáé ç êáôÜóôáóç ðïõ ìåôáâáßíïõìå åÜí èÝëïõìå íá áöÞóïõìå
áíáëëïßùôï ôï óôïé÷åßï z, �2 ç êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá ìåôáâáßíïõìå åÜí èÜ-
ëïõìå íá ìåéþóïõìå ôï ôñÝ÷ïí óôïé÷åßï z êáé ôÝëïò, �3 ç êáôÜóôáóç óôçí
ïðïßá ìåôáâáßíïõìå åÜí èÜëïõìå íá áõîÞóïõìå ôï ôñÝ÷ïí óôïé÷åßï z.

Áñ÷ßæïõìå ôçí ðåñéãñáöÞ ìáò áðü ôçí êáôÜóôáóç �1:

0�1 → �10
1�1 → �11
; �1 → �1;
x�1 → �1x
y�1 → �1y
{�1 → {Φ

ÄçëáäÞ, áöïý áðïöáóßóáìå íá êñáôÞóïõìå áíáëëïßùôï ôï óôïé÷åßï z,
áðëÜ ìåôáöÝñïõìå ôïí äñïìÝá ðñïò ôá áñéóôåñÜ, óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò ôñÝ-
÷ïõóáò ôñéÜäïò, þóôå íá óõíå÷éóôåß ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ äéáäéêáóßá ðáñáãù-
ãÞò ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñùí ôñéÜäùí.

ÅÜí óôï ðñïçãïýìåíï ìç íôåôåñìéíéóôéêü âÞìá áðïöáóßóïõìå íá ìåôá-
âïýìå óôç êáôÜóôáóç �2 ôüôå åßíáé áíáãêáßï íá ìåéùèåß ç ôñÝ÷ïõóá z óõíé-
óôþóá, åö'üóïí âÝâáéá êÜôé ôÝôïéï åßíáé äõíáôü:
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�2z → z�2
�20 → 0�2
�21 → 1�′2
�2} → !}
�′2} → �z}

ÄçëáäÞ, ìåôáâáßíïõìå óôï äåîß Üêñï ôïõ ôñÝ÷ïíôïò z óôïé÷åßïõ åíþ ðá-
ñÜëëçëá åëÝã÷ïõìå ôï êáôÜ ðüóïí áõôü åßíáé Þ ü÷é ìçäÝí êáé ìåôáâáßíïõìå
óôçí áíôßóôïé÷ç êáôÜóôáóç �2 Þ �′2 áíôßóôïé÷á. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ìå-
ôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç ! üðùò êáé ðñéí ãéá íá óõíå÷éóôåß ç ìç íôå-
ôåñìéíéóôéêÞ äéáäéêáóßá ðáñáãùãÞò ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñùí ôñéÜäùí åíþ
óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç, üôáí äçëáäÞ âñïýìå üôé ï áñéèìüò ìðïñåß íá ìåéùèåß,
ôüôå ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç �z ôçí ïðïßá ðåñéãñÜøáìå óå ðñïçãïýìåíï
âÞìá ôçò ïðïßáò ç ëåéôïõñãßá åßíáé íá ìåéþíåé êáôÜ ìßá ìïíÜäá ôïí áñéèìü ðïõ
âñßóêåôáé óôá áñéóôåñÜ ôÞò êáé óôç óõíÝ÷åéá, ìç íôåôåñíéíéóôéêÜ, íá áðïöá-
óßæåé åÜí èÝëåé íå ìåéþóåé, åö'üóïí êÜôé ôÝôïéï åßíáé äõíáôü, ôïí ßäéï áñéèìü
åðáíáëçðôéêÜ.

Ç ôñßôç êáé ôåëåõôáßá ðåñßðôùóç áöïñÜ ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò êáôÜóôáóçò �3
óôçí ïðïßá, üðùò åßðáìå, ìåôáâáßíïõìå üôáí áðïöáóßóïõìå íá áõîÞóïõìå ìç
íôåôåñìéíéóôéêá, êáé åöüóïí åßíáé âÝâáéá åöéêôü, ôï ôñÝ÷ïí óôïé÷åßï z.

Ãéá íá êáôáóôåß áõôü åöéêôü, åßíáé áíáãêáßï íá Ý÷ïõìå ìéá êáôÜóôáóç ç
ïðïßá êáé èá åëÝã÷åé åÜí åßíáé äõíáôüí íá áõîçèåß ôï ôñÝ÷ïí z óôïé÷åßï. Áõôü
èá ãßíåé óõãêñßíïíôáò Ýíá ðñïò Ýíá ôá øçöéÜ ôïõ ôñÝ÷ïíôïò z óôïé÷åßïõ ìå
ôï ìåãáëýôåñï óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ Æ ôï ïðïßï êáé èá åßíáé ôï ôåëåõôáßï
(äåîéüôåñï) óôï áíôßóôïé÷ï óýíïëï óôïé÷åßùí.

Áñ÷éêÜ, åßíáé áðáñáßôçôï íá âñïýìå êáé íá óçìáäÝøïõìå áõôü ôï óôïé÷åßï,
ôï ìåãáëýôåñï, ôïõ óõíüëïõ Æ . Ãéá ôïí ëüãï áõôü ìåôáêéíïýìå ôï äñïìÝá
óôçí áñ÷Þ ôçò óõìâïëïóåéñÜò (ôÝñìá áñéóôåñÜ) êáé óôç óõíÝ÷åéá ôïí ðñï-
÷ùñÜìå ðñïò ôá äåîéÜ ìÝ÷ñé íá \åéóÝëèïõìå" óôï óýíïëï Æ , êáé ôüôå áðëÜ
ðñï÷ùñÜìå ìÝ÷ñé íá óõíáíôÞóïõìå ôïí ÷áñáêôÞñá \}": ï áñéèìüò áìÝóùò
áñéóôåñÜ ôïõ äñïìÝá åßíáé ï áñéèìüò ðïõ øÜ÷íïõìå. ÅðéðëÝïí, åßíáé áíáãêáßï
íá óçìáäÝøïõìå êáé ôïí ðñþôï (z) ÷áñáêôÞñá ôïõ ôñÝ÷ïíôïò áñéèìïý, þóôå
íá ôïí âñßóêïõìå åýêïëá üôáí öá êÜíïõìå ôçí óýãêñéóç ìå äéáäï÷éêÝò ðá-
ëéíäñïìÞóåéò ôïõ äñïìÝá:
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�3z → �z′

0� → �0
1� → �1
x� → �x
y� → �y
z� → �z
; � → �;

}; {� → �}; {
{{� → {{�

Óôçí êáôÜóôáóç � Ý÷ïõìå áíôéëçöèåß üôé âñéóêüìáóôå óôçí áñ÷Þ ôçò óõì-
âïëïóåéñÜò, ïðüôå ôþñá åßíáé áðáñáßôçôï íá âñïýìå êáé íá óçìáäÝøïõìå ôï
ôåëåõôáßï (êáé Üñá ôï ìåãáëýôåñï) óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ Æ :

�x → x�
�0 → 0�
�1 → 1�
�; → ; �

�}; { → }; {�
�y → y�
�z → z�′

�′0 → 0�′

�′1 → 1�′

�′} → �′′}

Ìå ðáñáðÜíù óýíïëï êáíüíùí, öÝñáìå ôï äñïìÝá óôï ôÝëïò ôïõ óõíüëïõ
Æ êáé ôþñá åßíáé áðáñáßôçôï íá óçìáäÝøïõìå ôï ôåëåõôáßï ôïõ óôïé÷åßï ôï
ïðïßï, üðùò åßðáìå, åßíáé êáé ôï ìåãáëýôåñï óôïé÷åßï, áõôü äçëáäÞ ìå ôï
ïðïßï åßíáé áíáãêáßï íá óõãêñßíïõìå ôï óôïé÷åßï z ðïõ èÝëïõìå íá áõîÞóïõìå
óôï ôñÝ÷ïí ìáò âÞìá. Ôþñá áðëÜ ôï óçìáäåýïõìå, óçìáäåýïíôáò áðëþò ôïí
÷áñáêôÞñá z óôï áñéóôåñü Üêñï áõôïý ôïõ áñéèìïý:
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0�′′ → �′′0
1�′′ → �′′1
z�′′ → z′$

Ôþñá åßìáóôå Ýôïéìïé íá åðéóôñÝøïõìå óôï óôïé÷åßï z óôå íá áñ÷ßóåé ç
äéáäéêáóßá ôçò óýãêñéóçò:

$x → x$
$0 → 0$
$1 → 1$
$; → ; $

$}; { → }; {$
$y → y$
$z → z$
$z′ → z′�

Óôçí êáôÜóôáóç � ðñï÷ùñÜìå ìÝ÷ñé íá âñïýìå ôïí ðñþôï ìç óçìáäåìÝíï
÷áñáêôÞñá ôïõ ôñÝ÷ïíôïò óôïé÷åßïõ z ðïõ èÝëïõìå íá áõîÞóïõìå:

�0′ → 0′�
�1′ → 1′�
�0 → �00

′

�1 → �11
′

�} → �}

ÄçëáäÞ, áãíïïýìå üëïõò ôïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò (ôïõò ïðïßïõò
Ý÷ïõìå óõãêñßíåé óå ðñïçãïýìåíá âÞìáôá) êáé ìüëéò âñïýìå ôïí ðñþôï ìç
óçìáäåìÝíï ôïí óçìáäÝâïõìå êáé ôïí áðïèçêåýïõìå óå ìéá íÝá, áíôßóôïé÷ç
ôïõ áñéèìïý, êáôÜóôáóç êáé áñ÷ßæïõìå íá êÜíïõìå ôç óýãêñéóç ìå ôï áíôß-
óôïé÷ï øçößï ôïõ ìåãáëýôåñïõ áñéèìïý ôïõ óõíüëïõ Æ . Áíôßèåôá, åÜí äå
âñïýìå ìç óçìáäåìÝíï ÷áñáêôÞñá êáé óõíáíôÞóïõìå ôï äåîß Üãêõóôñï, ôüôå
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îÜñïõìå üôé ïé äýï áñéèìïß åßíáé ßóïé êáé Üñá äåí ìðïñïýìå íá êÜíïõìå åðé-
ðëÝïí áýîçóç. ÐñÜãìáôé, áõôü óçìáßíåé üôé Ýï÷õìå óõãêñßíåé üëá ôá øçößá
êáé ôá Ý÷ïõìå âñåß ßäéá. Áñá ïé äýï áñéèìïß åßíáé ßóïé êáé åðåéäÞ ï Ýíáò åßíáé
ï ìÝãéóôïò, Üñá êáé ï äåýôåñïò Ý÷åé ôç ìÝãéóôç äõíáôÞ ôéìÞ êáé äåí ìðïñåß íá
áõîçèåß. Ôüôå ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóëëçëç êáôÜóôáóç �.

Ôþñá åßíáé áíáãêáßï íá ðåñéãñÜøïõìå ôïí Ýëåã÷ï ôùí äýï øçößùí. Aõôü
ðïõ êÜíïõìå åßíáé íá öÝñïõìå ôï äñïìÝá óôï ðñþôï ðñïò ôá áñéóôåñÜ óç-
ìáäåìÝíï ÷áñáêôÞñá êáé åí åëÝãîïïõìå ôïí äåîéü ôïõ ÷áñáêôÞñá ìå áõôüí
ðïõ Ýï÷õìå áðïèçêåõìÝíï óôçí êáôÜóôáóÞ ìáò. ÐåñéãñÜöïõìå ìüíï ôçí ðå-
ñßðôùóç ôçò êáôáóôÜóåùò �0. Ç ðåñßðôùóç ôçò �1 åßíáé ôåëåßùò áíÜëïãç:

0�0 → �00

1�0 → �01

x�0 → �0x
y�0 → �0y
z�0 → �0z
; �0 → �0;

}; {�0 → �0}; {
0′�0 → 0′�′0
1′�0 → 1′�′0
z′�0 → z′�′0
�′00 → 0′$
�′01 → z′%

Áí óôïí ðáñáðÜíù Ýëåã÷ï âñïýìå ôá äýï øçößá ßäéá, ôüôå ðñÝðåé íá ãõñß-
óïõìå íá åðáíáëÜâïõìå ôïí Ýëåã÷ï ãéá ôá åðüìåíá äýï øçößá. Áëëßùò, Üìá
äçëáäÞ âñïýìå üôé ôá äýï øçößá äéáöÝñïõí, ôüôå îÝñïõìå üôé ôï óôïé÷åßï z
ðïõ èÝëïõìå íá áõîÞóïõìå åðéäÝ÷åôáé áýîçóçò êáé ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜ-
óôáóç % ôçò ïðïßáò ç ëåéôïõñãßá åßíáé íá ìáò ìåôáöÝñåé óôï óùóôü óçìåßï,
íá îåóçìáäÝøåé êáé íá êÜíåé ôçí áýîçóç, áöïý ðñþôá îåóçìáäÝøåé ôï ôñÝ÷ïí
ìÝãéóôï óôïé÷åßï:

0′% → %0
1′% → %1
z′% → z�
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Ôþñá, óôçí êáôÜóôáóç � ðñï÷ùñÜìå ôïí äñïìÝá ðñïò ôï ôñÝ÷ïí z óôïé÷åßï
þóôå íá ôï îåóçìáäÝøïõìå êáé íá ôï áõîÞóïõìå êáôÜ ìßá ìïíÜäá êáé ýóôåñá
íá åðáíáëÜâïõìå ôçí ðáñáðÜíù åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá:

�x → x�
�0 → 0�
�1 → 1�
�; → ; �

�}; { → }; {�
�y → y�
�z → z�
�z′ → z� ′

�0′ → 0� ′

�1′ → 1� ′

�} → �}

Ç ëåéôïõñãßá ôçò êáôáóôÜóåùò � åßíáé íá áõîÞóåé ôïí áñéèìü-óôïé÷åßï
îáôÜ ìßá ìïíÜäá:

1� → �0
0� → �′1
1�′ → �′0
0�′ → �′1
z�′ → �′z

Ôþñá, ìðïñïýìå åßôå íá áðïöáóßóïõìå íá áõîÞóïõìå îáíÜ ôï ôñÝ÷ïí óôïé-
÷åßï, êáé Üñá ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç �3 åßôå íá áðïöáóßóïõìå üôé ôå-
ëåéþóáìå ìå ôçí áýîçóç êáé áñá ôåëåéþóáìå ìå ôçí ðáñáãùãÞ ôçò ôñÝ÷ïõóáò
ôñéÜäïò (êáôÜóôáóç &):
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�′ → �3 | &
x& → &x
y& → &y
0& → &0
1& → &1
; & → &;
{& → Φ{

Áõôü ðïõ áðïìÝíåé þóôå íá ïëïêëçñùèåß ôï ðáñáðÜíù óýíïëï êáíüíùí
åßíáé ç åîÞãçóç ôçò êáôáóôÜóåùò �. Ïôáí âñåèïýìå óå áõôÞ ôç ðåñßðôùóç
îÝñïõìå üôé äåí ìðïñïýìå íá êÜíïõìå åðéðëÝïí áõîÞóåéò óôï ôñÝ÷ïí z óôïé÷åßï
êáé Üñá áðëÜ Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôç ôñÝ÷ïõóá ôñéÜäá êáé óõíå÷éæïõìå ôçí
áñ÷éêÞ ìáò äéáäéêáóßá:

1′� → �1

0′� → �0

z′� → �z
; � → �;
y� → �y
x� → �x
1� → �1

0� → �0

{� → �′{̃

Óôçí êáôÜóôáóç �′ èÝëïõìå íá îåóçìáäÝøïõìå ôï Þäç óçìáäåìÝíï ìÝãéóôï
óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ Æ :
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y�′ → �′y
x�′ → �′x
1�′ → �′1
0�′ → �′0
; �′ → �′;

}; {�′ → }; {�′
1′�′ → �′1
0′�′ → �′0
z′�′ → æ�

Êáé ôþñá ìåôáöÝñïõìå ôï äñïìÝá óôç ôñéÜäá ðïõ ìüëéò äçìéïõñãÞóáìå
þóôå íá óõíå÷ßóïõìå ôç äéáäéêáóßá (ôçí ôñéÜäá áõôÞ ôçí áíáãíùñßæïõìå áöïý
ôç óçìáäÝøáìå óôï ðñïçãïýìåíï óýíïëï êáíüíùí þóôå íá ôçí âñïýìå åý-
êïëá):

�x → x�
�0 → 0�
�1 → 1�
�; → ; �
�y → y�
�z → z�

�}; { → }; {�
�{̃ → Φ{

Ïëá ôá ðáñáðÜíù åßíáé áðïôÝëåóìá ôçò áñ÷éêÞò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò áðü-
öáóçò íá ìåéùèåß áñ÷éêÜ ç y óõíéóôþóá ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò, åöüóïí âÝâáéá
êÜôé ôÝôïéï åßíáé åöéêôü, êáé Ýðåéôá íá áëëÜîïõìå êáôÜëëçëá ôç z óõíéóôþóá,
áíÜëïãá ìå ôï êáôÜ ðüóïí Þôáí åöéêôÞ ç ìåßùóç ôçò y óõíéóôþóáò.

Ïìùò, óå åêåßíï ôï ìç íôåôåñìíéóôéêü âÞìá, ôï ïðïßï ôï ìïíôåëïðïéÞóáìå
ìå ôçí êáôÜóôáóç �, åßíáé ðéèáíü íá åðéëÝîïõìå íá áöÞóïõìå áíáëëïßùôç ôç y
óõíéóôþóá ôçò ôñÝ÷ïõóáò ôñéÜäïò êáé íá ðñïóðáèÞóïõìå, åöüóïí ðÜíôá êÜôé
ôÝôïéï åßíáé äõíáôü, íá ìåéþóïõìå ôç z óõíéóôþóá ðïõ Ýðåéôáé. Óå áõôÞ ôç
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ðåñßðôùóç ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç �ï÷é ôçò ïðïßáò ç ëåéôïõñãßá åßíáé
áêñéâþò áõôÞ: íá åëÝãîåé ôï êáôÜ ðüóïí åßíáé äõíáôÞ ç ìåßùóç ôçò z óõíéóôþ-
óáò êáé Ýðåéôá, åöüóïí áõôÞ åßíáé äõíáôÞ, íá ôç ìåéþóç êáôÜ âïýëçóç, åíþ,
áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åÜí êÜôé ôÝôïéï äåí åßíáé åöéêôü íá ïðéóèïäñïìßóåé, áíáé-
ñþíôáò ôçí ðñïçãïýìåíç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ åðéëïãÞ íá áöÞóåé áíáëëïßùôç
ôç y óõíéóôþóá êáé íá áñ÷ßóåé íá ìåéþíåé áõôÞ. Ïðùò Ý÷ïõìå åîçãÞóåé åðá-
íçëçìÝíá, óôçí ðñïçãïýìåç ðåñßðôùóç ç y óõíéóôþóá äåí åßíáé äõíáôüí íá
åßíáé ìçäÝí, ïðüôå ìßá ôïõëÜ÷éóôïí ìåßùóç óôç óõíéóôþóá áõôÞ åßíáé ðÜíôïôå
åöéêôÞ.

Ãéá íá ïëïêëçñùèåß ëïéðüí ç ðáñïõóßáóç ôçò ôñÝ÷ïõóáò åíüôçôáò, åßíáé
áðáñáßôçôï íá ðåñéãñáöåß ç ëåéôïõñãßá ôçò êáôáóôÜóåùò �ï÷é. Ïðùò åßðáìå,
ç ëåéôïõñãßá áõôÞò ôçò êáôáóôÜóåùò åßíáé íá äçìéïõñãåß ôñéÜäåò ôçò ìïñ-
öÞò {xpi ; yqi ; zri} áðü ôçí áñ÷éêÞ ôñéÜäá ðñüôõðï {xji ; yki ; zli} ôÝôïéåò þóôå
íá éó÷ýåé xpi ≡ xji , yqi ≡ yki êáé zri ≺ zli , äçëáäÞ ôñéÜäåò ëåîéêïãñÜöéêÜ
ìéêñüôåñåò áðü ôçí áñ÷éêÞ ôñéÜäá ðñüôõðï ðïõ üìùò äéáôçñïýí áíáëëïßùôåò
ôéò äýï óõíéóôþóåò x êáé y, åöüóïí âÝâáéá êÜôé ôÝôïéï åßíáé åöéêôü.

Ï äñïìÝáò ìáò ôç äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ âñßóêåôáé ðñï ôïõ ÷áñáêôÞñá
y ôçò áíôßóôïé÷çò óõíéóôþóáò. Áñá, áñ÷éêÜ åßíáé áíáãêáßï íá ìåôáöÝñïõìå
ôï äñïìÝá óôç z óõíéóôþóá êáé, ðáñÜëëçëáí íá êÜíïõìå ôïí Ýëåã÷ï ãéá ôï
áí ç ôñÝ÷ïõóá z óõíéóôþóá åßíáé äõíáôü íá ìåéùèåß:

�ï÷éy → y�ï÷é
�ï÷é0 → 0�ï÷é
�ï÷é1 → 1�ï÷é
�ï÷é; → ; �′ï÷é
�′ï÷éz → z�′ï÷é
�′ï÷é0 → 0�′ï÷é
�′ï÷é1 → 1�′′ï÷é
�′ï÷é} → '}

ÄçëáäÞ, ðñï÷ùñÜìå ðñïò ôá äåîéÜ åëÝã÷ïíôáò ôáõôü÷ñïíá ôç ôñÝ÷ïõóá
z óõíéóôþóá. Ìïëéò óõíáíôßóïõìå êÜðïéïí Üóóï, ìåôáâáßíïõìå óôç êáôÜ-
óôáóç �′′ï÷é ëåéôïõñãßá ôçò ïðïßáò åßíáé íá ìáò öÝñåé óôï ôÝëïò (äåîß Üêñï) ôçò
ôñÝ÷ïõóáò z óõíéóôþóáò þóôå íá áñ÷ßóåé ç äéáäéêáóßá ìåßùóçò áõôÞò:
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�′′ï÷é0 → 0�ï÷é
�′′ï÷é1 → 1�ï÷é
�′′ï÷é} → �z}

Áíôßèåôá, åÜí äåí âñïýìå Üóóï, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ç ôñÝ÷ïõóá z
óõíéóôþóá åßíáé ìçäÝí, ôüôå ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç ' ëåéôïõñãßá ôçò
ïðïßáò åßíáé íá ìáò öÝñåé óôï ôÝëïò ôçò y óõíéóôþóáò þóôå íá áñ÷ßóåé ç
ìåßùóç áõôÞò:

0' → '0

1' → '1

z' → 'z
; ' → �;

Ïðùò ðáñáôçñïýìå, êáé ïé äýï äéáäéêáóßåò ìåßùóçò ôùí óõíéóôùóþí z Þ
y, ãßíùíôáé ìÝóù ôùí êáôáóôÜóåùí �z êáé � áíôßóôïé÷á, êáôáóôÜóåéò ðïõ
Ý÷ïõìå Þäç ðåñéãñÜøåé óå ðñïçãïýìåíá âÞìáôá.

157



ÊåöÜëáéï 9

ÃñáììáôéêÞ Ìå Óõìöñáæüìåíá ãéá
ôï Ðñüâëçìá ôçò

Éêáíïðïéçóéìüôçôáò ìéáò ËïãéêÞò
¸êöñáóçò

9.1 ÅéóáãùãÞ

9.2 Áñ÷éêïðïßçóç ôïõ óôéãìéïôýðïõ

9.3 ÐáñáãùãÞ üëùí ôùí åðéèõìçôþí ìåôáâëçôþí êáé ôùí clauses ôïõ óôéã-
ìéïôýðïõ

9.1 ÅéóáãùãÞ
Óôï ôñÝ÷ïí êåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå óýíïëá êáíüíùí ôá ïðïßá èá ìáò
äßíïõí ôç äõíáôüôçôá íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ïðïéáäÞðïôå éêáíïðïéÞóéìç ëï-
ãéêÞ Ýêöñáóç � óå óõæåõêôéêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ. Ìå Üëëá ëüãéá, ôá óýíïëá
êáíüíùí ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå èá ðáñÜãïõí ëïãéêÝò åêöñÜóåéò � ãéá ôéò ïðïßåò
íá õðÜñ÷åé ðÜíôá êÜðïéá, ü÷é áðáñáßôçôá ìïíáäéêÞ, áíÜèåóç áëçèïôéìþí Ô
óôéò ìåôáâëçôÝò ôùí ôÝôïéá þóôå Ô |= �.

Ðñéí áñ÷ßóïõìå ôçí ðáñÜèåóç åêåßíùí ôùí êáíüíùí ïé ïðïßïé èá ìáò ïäç-
ãÞóïõí óôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá, åßíáé áðáñáßôçôï íá ðåñéãñÜøïõìå ôïí
ôñüðï ìå ôïí ïðïßï èá áíáðáñéóôïýìå ôá óôéãìéüôõðÜ ìáò ôá ïðïßá èá ðá-
ñÜãåé ç ãñáììáôéêÞ ìáò ùò ìéá óõìâïëïóåéñÜ. ÃåíéêÜ, ç ìïñöÞ ôïõ ôõ÷áßïõ
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óôéãìéïôýðïõ èá åßíáé ç åîÞò: óôçí áñ÷Þ (áñéóôåñü Üêñï) èá ðáñáèÝôïõìå ôéò
ìåôáâëçôÝò ïé ïðïßåò èá åßíáé õðÜñ÷ïõóåò óôçí ôñÝ÷ïõóá ëïãéêÞ Ýêöñáóç. Ï
ôñüðïò áíáðáñÜóôáóçò ôùí ìåôáâëçôþí áõôþí èá åßíáé ôï óýìâïëï x áêïëïõ-
èïýìåíï áðü ôçí äõáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôïõ áýîïíôïò áñéèìïý ôçò åêÜóôïôå
ìåôáâëçôÞò (ìåéùìÝíïõ êáôÜ ìßá ìïíÜäá). ÄçëáäÞ, ãéá íá ãßíåé êáôáíïçôü,
åÜí Ý÷ïõìå ðÝíôå ìåôáâëçôÝò, áõôÝò èá Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ x000, x001, x010,
x011 êáé x100.

Åðåéôá áðü ôçí ðáñÜèåóç üëùí ôùí áíáãêáßùí êáé åðéèõìçôþí ìåôáâëç-
ôþí, ïé ïðïßåò èá åìöáíßæïíôáé åßôå áõôïýóéåò åßôå ïé áñíÞóåéò áõôþí óôçí õðü
ðáñáãùãÞ ëïãéêÞ Ýêöñáóç, èá áêïëïõèïýí ôá clauses ôçò ëïãéêÞò Ýêöñáóçò.
×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, êáèþò èá áðïäåßîïõìå ðáñáêÜôù ôçí éóïäõ-
íáìßá ôùí äýï äéáöïñåôéêþí ìïñöþí ôùí ëïãéêþí åêöñÜóåùí áõôþí, èá åðé-
ôñÝðïõìå óôá clauses áõôÜ íá ðåñéÝ÷ïõí áêñéâþò ôñßá literals - ìåôáâëçôÝò Þ
áñíÞóåéò áõôþí.

Ï ôñüðïò áíáðáñÜóôáóçò ôùí clauses èá ãßíåé êáôáíïçôüò ìÝóá áðü Ýíá
ðáñÜäåéãìá: Ýíá clause ôçò ìïñöÞò (x2 ∨ x5 ∨¬x0) èá áíáðáñßóôáôáé áðü ôçí
õðïóõìâïëïóåéñÜ ùò (x010; x101; x̄000).

Áöïý ðåñéãñÜøáìå, óå áäñÝò ãñáììÝò, ôïí ôñüðï áíáðáñÜóôáóçò ôùí óôéã-
ìéïôýðùí ðïõ èá ðáñÜãïõí ïé êáíüíåò ìáò, åßíáé áðáñáßôçôï íá ðåñéãñÜøïõìå
ôçí äéáäéêáóßá åêåßíç, óå öõóéêÞ ãëþóóá, ç ïðïßá èá ðáñÜãåé óõìâïëïóåéñÝò
ïé ïðïßåò èá áíôéóôïé÷ïýí óå éêáíïðïéÞóéìåò ëïãéêÝò åêöñÜóåéò:

. Áñ÷éêÜ, èá êáôáóêåõÜóïõìå ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ ôïõ ôñÝ÷ïíôïò óôéã-
ìéïôýðïõ ìáò óôç ìïñöÞ ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðñïçãïõìÝíùò. Ïé õðüëïéðåò
åðéèõìçôÝò ìåôáâëçôÝò èá ðáñá÷èïýí áñãüôåñá ìÝóù ôïõ áíôßóôïé÷ïõ
ìç íôåôåñìéíéóôéêïý âÞìáôïò ðáñáãùãÞò íÝùí ìåôáâëçôþí.

. Ìüëéò ôåëåéþóåé ç ðáñáãùãÞ ôçò ðñþôçò ìåôáâëçôÞò, èá áñ÷ßóåé ç ðáñá-
ãùãÞ ôïõ óõíüëïõ ôùí clauses ôá ïðïßá áíôéóôïé÷ïýí óôçí ðñþôç áõôÞ
ìåôáâëçôÞ ìáò êáé ôá ïðïßá èá êáôáóêåõáóôïýí ìå ôÝôïéï ôñüðï ïýôùò
þóôå ç ôåëéêÞ óõíïëéêÞ Ýêöñáóç íá åßíáé éêáíïðïéÞóéìç, íá õðÜñ÷åé äç-
ëáäÞ êÜðïéá, ôïõëÜ÷éóôïí ìéá, áíÜèåóç áëçèïôéìþí ðïõ íá éêáíïðïéåß
ôçí ôñÝ÷ïõóá Ýêöñáóç. ìå Üëëá ëüãéá, öñïíôßæïõìå ìå êÜðïéïí ôñüðï
ï ïðïßïò èá ãßíåé áíôéëçðôüò óôç óõíÝ÷åéá, üëá ôá clauses åßôå íá åßíáé
éêáíïðïéÞóéìá åßôå üôé èá éêáíïðïéçèïýí óå åðüìåíï âÞìá. Ôá õðüëïéðá
clauses èá êáôáóêåõáóôïýí áöïý ðáñá÷èïýí ïé áíôßóôïé÷åò ìåôáâëçôÝò.

. Ï ôñüðïò ðáñáãùãÞò ôùí clauses þóôå íá Ý÷ïõí ôçí åðéèõìçôÞ éäéüôçôá,
äçëáäÞ ôçò éêáíïðïéçóéìüôçôáò, åßíáé ï åîÞò:

◦ Óôï i-ïóôü âÞìá èåùñïýìå ôçí ìåôáâëçôÞ xi. Áöïý áðïöáóßóïõìå
ãéá ôçí áíÜèåóç ôçò áëçèïôéìÞò ôçò ìåôáâëçôÞò áõôÞò, ãéá ôçí
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áëçèïôéìÞ äçëáäÞ ç ïðïßá áðïôåëåß ìÝñïò ôçò áíÜèåóçò åêå'éíçò ìå
ôçí ïðïßá ç óõíïëéêÞ Ýêöñáóç èá Ý÷åé áëçèÞ ôéìÞ, áñ÷ßæïõìå íá
êáôáóêåõÜæïõìå üëá ôá åðéèõìçôÜ clauses ôá ïðïßá èá ðåñéÝ÷ïõí
ôçí ôñÝ÷ïõóá ìåôáâëçôÞ.

- Óå ðñþôç öÜóç, êáôáóêåõÜæïõìå åêåßíá ôá clasues ôá ïðïßá
éêáíïðïéïýíôáé áðü ôï áëçèÝò literal ôçò ìåôáâëçôÞò. Äç-
ëáäÞ, åÜí áðïöáóßóïõìå ç ìåôáâëçôÞ íá åßíáé áëçèÞò, ôüôå
êáôáóêåõÜæïõìå üóá clauses èÝëïõìå ôá ïðïßá éêáíïðïéïýíôáé
áðü ôçí xi áëëéþò êáôáóêåõÜæïõìå clauses ôá ïðïßá éêáíï-
ðïéïýíôáé áðü ôçí Üñíçóç áõôÞò (x̄i). Ôá clauses áõôÜ Ý÷ïõí
ôçí éäéüôçôá üôé åßíáé áëçèÞ åí ôç ãåíÝóç ôïõò. Ãéá áðï-
öõãÞ óõã÷ýóåùí ìå ôá clauses ôá ïðïßá äåí Ý÷ïõí éêáíï-
ðïéçèåß áêüìá, ôá clauses áõôÜ èá Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ [xi;t;t]
(Þ [x̄i;t;t]). ×ñçóéìïðïéïýìå ôïí ÷áñáêôÞñá t ãéá íá õðï-
äçëþóïõìå üôé ïé áíôßóôïé÷åò èÝóåéò åßíáé êåíÝò êáé ìðïñïýí
íá óõìðëçñùèïýí áñãüôåñá áðü ïðïéïäÞðïôå literal, áëçèÝò ç
øåõäÝò.

- Åðåéôá, êáôáóêåõÜæïõìå ôá clauses åêåßíá ôá ïðïßá áðëÜ èá
ðåñéÝ÷ïõí ôï øåõäÝò literal ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò (ð.÷ åÜí
áðïöáóßæïõìå óôï ðñïçãïýìåíï ìç íôåôåñìéíéóôéêü âÞìá üôé
xi = áëçèÞò ôüôå óôï ôñÝ÷ïí âÞìá êáôáóêåõÜæïõìå ôá clauses
åêåßíá ôá ïðïßá èá ðåñéÝ÷ïõí ôï literal x̄i). Ðñïöáíþò, áõôÜ ôá
clauses äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìá óôï ôñÝ÷ïí âÞìá ïðüôå ôá óç-
ìáäÝõïõìå áíÜëïãá ãéá áðïöõãÞ óõã÷Þóåùí ìå óêïðü íá ôá
éêáíïðïéÞóïõìå óå åðüìåíï âÞìá ìå êÜðïéï áëçèÝò literal. O
óõìâïëéóìüò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá äéáêñßíïõìå ôç äéáöï-
ñåôéêüôçôÜ ôïõò (áðü ôá clauses ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ âÞìáôïò)
åßíáé ï {x̄i;t;t} (Þ {xi;t;t}). Ìïëéò óõìðëçñþóïõìå ìßá
åê ôùí êåíþí èÝóåùí ìå êÜðïéï áëçèÝò iteral, ôüôå áõôüìáôá
ìåôáôñÝðïõìå ôïí óõìâïëéóìü þóôå íá îÝñïõìå üôé ôï ôñÝ÷ïí
clause Ýãéíå ðëÝïí éêáíïðïéÞóéìï (ìåôáôñÝðïíôáò ïõóéáóôéêÜ
ôá [ (]) óå { (}) áíôßóôïé÷á).

◦ Áöïý ôåëåéþóåé ç ðáñáãùãÞ üëùí ôùí åðéèõìçôþí clauses ðïõ ðå-
ñéÝ÷ïõí ôç ìåôáâëçôÞ xi ôüôå:

- Áñ÷éêÜ èåùñïýìå ôï áëçèÝò literal ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëç-
ôÞò. Áñ÷ßæïõìå íá ôï ôïðïèåôïýìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ óå üóá
clauses äïýìå üôé Ý÷ïõí \÷þñï" (ôïí ÷áñáêôÞñá t), ðñïóÝ÷ï-
íôáò ôçí ðåñßðôùóç ðïõ áõôÜ ôá clauses åßíáé ìç éêáíïðïéÞóéìá
ìÝ÷ñé óôéãìÞò. Óôç ðåñßðôùóç áõôÞ, áëëÜæïõìå üðùò áíáöÝ-
ñáìå ðáñáðÜíù ôïõò äéáêñéôéêïýò ÷áñáêôÞñåò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò
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clause. Áí ôïðïèåôÞóïõìå ôï ôñÝ÷ïí literal óå Þäç éêáíïðïéç-
ìÝíï clause, üôå ôï áöÞíïõìå áõôü áíáëëïßùôï.

- Áíôßóôïé÷á ðñï÷ùñÜìå êáé ìå ôç èåþñçóç ôïõ øåõäïýò literal
ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò ìå ìéÜ äéáöïñÜ: äåí ôïðïèåôïýìå
ôï ôñÝ÷ïí øåõäÝò literal ùò ôñßôç óõíçóôþóá óå êÜðïéï clause
ôï ïðïßï äåí Ý÷åé ìÝ÷ñé ôþñá éêáíïðïéçèåß (áëëéþò èá åß÷áìå
Ýíá clause ôï ïðïßï ðñïöáíþò êáé äåí éêáíïðïéÞôáé áðü ôçí
åðéèõìçôÞ áíÜèåóç áëçèïôéìþí).

- ÃåíéêÜ, ïðïéïäÞðïôå literal êáé áí èåùñÞóïõìå óôï ðñïçãïý-
ìåíï âÞìá, åßíáé áíáãêáßï íá ðñïóÝîïõìå ôçí ðáñáêÜôù ðå-
ñßðôùóç: åÜí ç ôïðïèÝôçóç ôïõ ôñÝ÷ïíôïò literal (áëçèïýò Þ
øåõäïýò, äåí Ý÷åé óçìáóßá) ãßíåé óôç äåýôåñç óõíéóôþóá ôïõ
clause, ôüôå êáìßá åðéðëÝïí åíÝñãåéá äåí ðñÝðåé íá áêïëïõèÞ-
óåé. Áíôßèåôá üìùò, üôáí ðÜìå íá ôïðïèåôÞóïõìå ôï ôñÝ÷ïí
literal óôçí ôñßôç óõíéóôþóá êÜðïéïõ clause (ôï áëçèÝò literal
óå ïðïéïõäÞðïôå ôýðïõ clause, åíþ ôï øåõäÝò litreal ìüíï óôá
Þäç éêáíïðïéçìÝíá clauses), ðñïöáíþò åðåéäÞ ïé äýï ðñïçãïý-
ìåíåò óõíéóôþóåò Ý÷ïõí êáëõöèåß óå ðñïçãïýìåíá âÞìáôá, åß-
íáé áðáñáßôçôï íá åëåã÷èåß ôï êáôÜ ðüóïí Ý÷åé Þäç äçìéïõñãç-
èåß ôï clause ðïõ ðÜìå íá öôÜîïõìå óôï ôñÝ÷ïí âÞìá. Áõôü
èá ãßíåé ìå ôïí åîÞò ôñüðï:
To ôñÝ÷ïí clause ôçí ôñßôç óõíéóôþóá ôïõ ïðïßïõ èÝëïõìå íá
óõìðëçñþóïõìå èá áíÞêåé óå Ýíáí áðü ôïõò äýï ôýðïõò: åßôå
èá åßíáé Þäç éêáíïðïéçìÝíï (êáé èá ðåñéêëåßåôáé áðü ôïõò ÷á-
ñáêôÞñåò { êáé }) åßôå ü÷é (ïðüôå êáé èá ôï ðåñéêëåßïõí ïé
÷áñáêôÞñåò [ êáé ]). Óå êÜèå ðåñßðôùóç áõôü ðïõ êÜíïõìå
åßíáé íá áíôéãñÜøïõìå ôï ôñÝ÷ïí literal óôç èÝóç áõôÞ (ôçò
ôñßôçò óõíéóôþóáò äçëáäÞ) êáé Ýðåéôá íá ìåôáâïýìå óå ìßá
íÝá êáôÜóôáóç ñüëïò ôçò ïðïßáò åßíáé íá åëÝãîåé ÷áñáêôÞñá
ðñïò ÷áñáêôÞñá üëá ôá Þäç äçìéïõñãçìÝíá clauses ôïõ éäßïõ
ôýðïõ. ÅÜí üëá ôá clauses áõôÜ åßíáé äéáöïñåôéêÜ áðü áõôü
ðïõ èÝëïõìå íá ôï äçìéïõñãÞóïõìå, ôüôå ìðïñïýìå Üöïâá íá
ôá äçìéïõñãÞóïõìå áöïý îÝñïõìå üôé åßíáé ßäéï ìå êáíÝíá Üëëï.
ÅÜí üìùò âñïýìå üôé ôï ðñïò äçìéïõñãßá clause ÷åé Þäç êáôá-
óêåõáóôåß óå ðñïçãïýìåíï âÞìá ôüôå áõôü ðïõ êÜíïõìå åßíáé
ôï åîÞò: áðëÜ óâÞíïõìå üëïõò ôïõò dlogNe + 1 ÷áñáêôÞñåò
1 ôïõ áñéèìïý áõôïý áðü ôçí ôñßôç óõíéóôþóá ôïõ clause ðïõ
èÝëïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå êáé ôïõò áíôéêáèéóôïýìå üëïõò
ìå ôïí ÷áñáêôÞñá t. Åôóé, ôï ôñÝ÷ïí clause óôçí ôñßôç óõ-

1üðïõ Í åßíáé ï áýîùí áñéèìüò ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò
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íéóôþóá ôïõ èå Ý÷åé dlogNe + 1 ÷áñáêôÞñåò êåíïý, ðñÜãìá
ðïõ ðñÝðåé íá ôï Ý÷ïõìå õð'üøéí ìáò óôá áñ÷éêÜ óôÜäéá êáôá-
óêåõÞò ôùí êáíüíùí.

. Áöïý ôåëåéþóïõìå ìå ôçí ðáñáãùãÞ üëùí ôùí åðéèõìçôþí clauses ãéá
ôçí ôñÝ÷ïõóá ìåôáâëçôÞ ìáò, êáé áöïý ôïðïèåôÞóïõìå ôá äýï áíôß-
óôïé÷á literals óôéò åðéèõìçôÝò èÝóåéò Üëëùí clauses, ìðïñïýìå íá óõ-
íå÷ßóïõìå ôçí ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ðáñáãùãÞ ìåôáâëçôþí êáé clauses. Ç
óõíèÞêç ôåñìáôéóìïý áõôÞò ôçò ìç íôåôåìéíéóôéêÞò äéáäéêáóßáò åßíáé ç
åîÞò: ìüëéò Ý÷ïõìå ôåëåßùóåé ìå üëåò ôéá áðáñáßôçôåò \äéåñãáóßåò" ó÷å-
ôéêÜ ìå ôçí ôñÝ÷ïõóá ìåôáâëçôÞ, ôüôå óáñþíïõìå üëç ôç óõìâïëïóåéñÜ
ôïõ óôéãìéïôýðïõ êáé âëÝðïõìå åÜí õðÜñ÷ïõí clauses ìå êåíÝò èÝóåéò.
ÅÜí ü÷é, ôüôå ìðïñïýìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ íá áðïöáóßóïõìå ãéá ôçí
ðáñáãùãÞ ìéáò íÝáò ìåôáâëçôÞò Þ íá áðïöáóßóïõìå üôé ôåëåßùóáìå ìå
ôçí õðü êáôáóêåõÞ ðñüôáóÞ ìáò. ÅÜí ðÜëé âñïýìå êåíÝò èÝóåéò, ôüôå
íôåôåñìéíéóôéêÜ ðëÝïí êáôáóêåõÜæïõìå ìéá íÝá ìåôáâëçôÞ êáé áêïëïõ-
èïýìå ôá ðáñáðÜíù âÞìáôá.

9.2 Áñ÷éêïðïßçóç ôïõ óôéãìéïôýðïõ
Ôï ôñÝ÷ïí âÞìá èá ðáñÜîïõìå íôåôåñìéíéóôéêÜ ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ ôïõ
óôéãìéïôýðïõ ìáò êáé Ýðåéôá ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ôá äýï åéäþí clauses ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óôï øåõäÝò êáé áëçèÝò literal ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò, üðùò
ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù. Óå åðüìåíï âÞìá èá ðáñÜîïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ
ôéò õðüëïéðåò åðéèõìçôÝò ìåôáâëçôÝò êáé clauses ðïõ åðéèõìïýìå.

Ïðùò åßðáìå, ôéò ìåôáâëçôÝò èá ôéò êáôáóêåõÜæïõìå ìßá-ìßá óå áýîïõóá
äéÜôáîç (ùò ðñïò ôïõò áýîïíôåò áñéèìïýò áõôþí). Áõôü óçìáßíåé üôé äåí åßíáé
ãíùóôü åê ôùí ðñùôÝñùí ôï ðüóá øçößá èá ÷ñåéáóôïýìå ãéá ôçí áíáðáñÜ-
óôáóç ôçò ôåëåõôáßáò ìåôáâëçôÞò. Ðáñ'üëá áõôÜ, ç áýîçóç èá ãßíåé ìå ôï
óõíÞèç ôñüðï, ðñïóÝ÷ïíôáò üìùò íá áõîÜíïõìå êáôÜ Ýíá ôá øçößá ôçò áíá-
ðáñÜóôáóçò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò áñéèìïý ìåôáâëçôÞò, üðïôå êÜôé ôÝôïéï êáôáóôåß
áíáãêáßï.

Áñ÷éêÜ, ðáñÜãïõìå ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ êáé, ôáõôü÷ñïíá, áñ÷éêïðïéïýìå
ôï óôéãìéüôõðü ìáò (óçìáäåýïõìå ôïí ôåëåõôáßï ÷áñáêôÞñá ôçò óõìâïëïóåé-
ñÜò, äçëáäÞ ôï äåîéüôåñï Üãêõóôñï, êáèþò êáé ôï äåîéüôåñï Üãêõóôñï ôçò
õðïóõìâïëïóåéñÜò ôïõ óõíüëïõ ôùí ìåôáâëçôþí þóôå íá ôïõò äéáêñßíïõìå
üôáí óáñþíïõìå óå ìåëëïíôéêÜ âÞìáôá ôç óõìâïëïóåéñÜ ìáò):

Á → {{Âx0}′}̄
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Áõôü ðïõ êÜíïõìå åßíáé ôï åîÞò: ãñÜöïõìå óôï óýíïëï ðïõ èá ðåñéÝ÷åé
ôéò ìåôáâëçôÝò ìáò ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ ìáò, ôçí x0. Óôçí êáôÜóôáóç Â
èá áíáèÝóïõìå áëçèïôéìÞ óôçí ìåôáâëçôÞ áõôÞ (ãåíéêÜ ç êáôÜóôáóç Â èá
áíáèÝôåé áëçèïôéìÞ ôçí ìåôáâëçôÞ ðïõ âñßóêåôáé óôá äåîéÜ áõôÞò):

Â → Âtrue | Bfalse

Ìå êÜðïéïí ôñüðï èá ðñÝðåé íá \èõìüìáóôå" ôé áëçèïôéìÞ Ý÷ïõìå äþóåé
óôçí ôñÝ÷ïõóá ìåôáâëçôÞ ìáò. Ï ôñüðïò ðïõ ôï åðéôõã÷Üíïõìå áõôü åßíáé ï
åîÞò: åÜí áðïöáóßóïõìå íá äþóïõìå ôçí áëçèïôéìÞ true óôç ìåôáâëçôÞ ìáò,
ôüôå ôçí áöÞíïõìå ùò Ý÷åé åíþ, áíôßèåôá, åÜí áðïöáóßóïõìå íá äþóïõìå ôçí
áëçèïôéìÞ false ôüôå óçìáäåýïõìå áíÜëïãá ôçí ìåôáâëçôÞ ìáò óôïí ðñþôï
(x) ÷áñáêôÞñá áõôÞò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü îÝñïõìå üôé óå óçìáäåìÝíåò ìåôá-
âëçôÝò áíôéóôïé÷åß áëçèïôéìÞ false (äçëáäÞ ôï áñíçôéêü literal ôçò ôñÝ÷ïõóáò
ìåôáâëçôÞò åßíáé áëçèÝò):

Âtrue → C
Âfalsex → Cx̄

Áöïý ôåëåéþóïõìå ìå ôçí åðéèõìçôÞ áíÜèåóç áëçèïôéìÞò óôçí ôñÝ÷ïõóá
ìåôáâëçôÞ ìáò, åßíáé áðáñáßôçôï íá áñ÷ßóïõìå íá êáôáóêåõÜæïõìå ìç íôåôåñ-
ìéíéóôéêÜ ôá äýï åéäþí clauses ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí ôñÝ÷ïõóá ìåôáâëçôÞ
ìáò. Ç ðåñßðôùóç ôçò ðñþôçò ìåôáâëçôÞò åßíáé åëáöñÜ äéáöïñåôéêÞ áðü ôçí
áíôßóôïé÷ç ðåñßðôùóç ôùí õðïëïßðùí ìåôáâëçôþí, üðïôå êáé èá ôçí ðáñïõ-
óéÜóïõìå îå÷ùñéóôÜ.

Áñ÷éêÜ, öÝñíïõìå ôïí äñïìÝá óôçí êáôÜëëçëç èÝóç (äçëáäÞ óôï ôÝëïò ôïõ
óõíüëïõ ôùí ìåôáâëçôþí):

Cx0}′ → x0}′D1

Cx̄0}′ → Cx̄}′D1

Óôçí êáôÜóôáóç D1 áðïöáóßæïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ åÜí èÝëïõìå clauses
ôá ïðïßá íá éêáíïðïéïýíôáé áðü ôï èåôéêü literal ôçò ðñþôçò ìåôáâëçôÞò:
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D1 → D1íáé | D1ï÷é

Ðñïöáíþò, óôçí êáôÜóôáóç D1íáé áðïöáóßóáìå üôé èÝëïõìå clause ôï
ïðïßï íá éêáíïðïéåßôáé áðü ôçí ôñÝ÷ïõóá (ðñþôç) ìåôáâëçôÞ êáé åßíáé áíá-
ãêáßï íá ôï êáôáóêåõÜóïõìå, óå áíôßèåóç ìå ôçí êáôÜóôáóç D1ï÷é üðïõ äåí
êáôáóêåõÜæïõìå êáíÝíá clause ôÝôïéïõ ôýðïõ êáé ðñï÷ùñÜìå óôçí ìç íôåôåñ-
ìéíéóôéêÞ êáôáóêåõÞ ôùí clauses ôïõ äåõôÝñïõ ôýðïõ, êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá
èá ðñï÷ùñÞóïõìå êáé ìüëéò ôåëåéþóåé ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ êáôáóêåõÞ ôùí
clauses ôïõ ðñþôïõ ôýðïõ. Áñ÷ßæïõìå ôçí ðåñéãñáöÞ áðü ôçí êáôÜóôáóç D1íáé

üðïõ ðñÝðåé íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï åðéèõìçõôü clause ôï ïðïßï éêáíïðïéåßôáé
áðü ôï èåôéêü literal ôçò ðñþôçò ìåôáâëçôÞò:

D1íáé → E1

Áõôü ðïõ êÜíïõìå åßíáé ôï åîÞò: ãñÜöïõìå ôï clause óôçí êáôÜëëçëç
ìïñöÞ ôïõ, ìáæß ìå ôïí äéá÷ùñéóôéêü ÷áñáêôÞñá ôïõ êüììáôïò ðñéí áðü áõôü.
Ãéá íá ïëïêëçñùèåß ôï ôñÝ÷ïí âÞìá, åßíáé áðáñáßôçôï íá áíôéãñÜøïõìå óôçí
ðñþôç óõíéóôþóá ôïõ ôñÝ÷ïíôïò clause ôï èåôéêü literal (ôç óçìáäåìÝíç Þ ìç
ìåôáâëçôÞ) ôïõ ôñÝ÷ïíôïò âÞìáôïò, ôï ïðïßï èá åßíáé êáé ôï ðñþôï ðñïò ôá
áñéóôåñÜ literal ðïõ èá óõíáíôßóïõìå:

x0}′Å1 → x0}′D1; {x0;t;t}
x̄0}′E1 → x̄0}′D1; {x̄0;t;t}

H åñìçíåßá ôùí ðáñáðÜíù êáíüíùí åßíáé ðñïöáíÞò: áðëÜ âëÝðïõìå ðéï
literal ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò åßíáé áëçèÝò êáé ôï áíôéãñÜöïõìå óôç óùóôÞ
èÝóç ôïõ ôñÝ÷ïíôïò clause, ìåôáâáßíïíôáò ôáõôü÷ñïíá óôç êáôÜóôáóç D1 ãéá
ôçí åðáíáëçðôéêÞ äçìéïõñãåßá üëùí ôùí clauses ðïõ áíçêïõí óôï ðñþôï ôýðï
(Þäç éêáíïðïéçìÝíá áðü ôï áëçèÝò literal) ó÷åôéêÜ ìå ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ
ìáò.

ÄõíçôéêÜ èá ìåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç D1ï÷é , üôáí äçëáäÞ Ý÷ïõìå ôå-
ëåéþóåé ìå ôçí ðáñáãùãÞ üëùí (åíäå÷ïìÝíïò êáé êáíåíüò) ôùí åðéèõìçôþí
clauses ôïõ ðñþôïõ ôýðïõ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, åßíáé áíáãêáßï íá êáôá-
óêåõáóôïýí ôá åðéèõìçôÜ clauses ôïõ äåõôÝñïõ ôýðïõ ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí
ðñþôç ìáò ìåôáâëçôÞ, êÜôé ðïõ èá ãßíåé ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò F :
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D1ï÷é → Fíáé | Fï÷é
x0}′Fíáé → x0}′D1ï÷é ; [x̄0;t;t]

x̄0}′Fíáé → x̄0}′D1ï÷é ; [x0;t;t]

Ïé ðáñáðÜíù êáíüíåò ÷ñåéÜæïíôáé êÜðïéá åîÞãçóç. Áñ÷éêÜ, ìüëéò áðï-
öáóßóáìå üôé Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ôç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ðáñáãùãÞ üëùí ôùí
åðéèõìçôþí clauses ôïõ ðñþôïõ ôýðïõ ãéá ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ ìáò, ìåôáâáß-
íïõìå óôçí êáôÜóôáóç D1ï÷é . Áðü ôçí êáôÜóôáóç áõôÞ, åßíáé áðáñáßôçôï íá
áðïöáóßóïõìå åÜí èÝëïõìå Þ ü÷é íÝï clause äåõôÝñïõ ôýðïõ. ÁõôÞ ç êáôÜ-
óôáóç ìïíôåëïðïéåßôáé áðü ôéò äýï áíôßóôïé÷åò ìåôáâëçôÝò / êáôáóôÜóåéò Fíáé
êáé Fï÷é. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, èÝëïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå Ýíá clause ôï
ïðïßï íá áíôéóôïé÷åß óôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ êáé íá ðåñéÝ÷åé ôï øåõäÝò Literal
áõôÞò. Ìå Üëëá ëüãéá, êïéôÜæïõìå ðéï literal Ý÷ïõìå óçìåéþóåé ùò áëçèÝò
óôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí êáé ôïðïèåôïýìå óôï ôñÝ÷ïí ìáò clause ôï áíôß-
èåôü ôïõ êáé ìåôáâáßíïõìå åðáíáëçðôéêÜ óå ìéá åê ôùí êáôáóôÜóåùí Fíáé Þ
Fï÷é. Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç, Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé ìå ôçí ðáñáãùãÞ üëùí ôùí
åðéèõìçôþí clauses ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ ìáò êáé åßìáóôå
Ýôïéìïé íá áñ÷ßóïõìå ôï åðüìåíï âÞìá ôçò ðáñáãùãÞò ôùí óôéãìéïôýðùí ìáò:
ôçí ðáñáãùãÞ ôùí õðïëïßðùí ìåôáâëçôþí êáé clauses.

9.3 ÐáñáãùãÞ üëùí ôùí åðéèõìçôþí ìåôáâëçôþí êáé ôùí
clauses ôïõ óôéãìéïôýðïõ

Ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ôùí åðéðëÝïí ìåôáâëçôþí áêïëïõèïýìå ôçí âáóéêÞ éäÝá
ðïõ óêéáãñáöÞóáìå ðáñáðÜíù: óáñþíïõìå ôçí óõìâïëïóåéñÜ øÜ÷íïíôáò ãéá
êåíÝò èÝóåéò óôá clauses ðïõ Ý÷ïõìå Þäç äçìéïõñãÞóåé. ÅÜí âñïýìå êåíÞ èÝóç
ôüôå, íåôåñìéíéóôéêÜ ðëÝïí, ðáñÜãïõìå ìéá íÝá ìåôáâëçôÞ ìáæß ìå ôá åðéèõìçôÜ
áíôßóôïé÷á clauses. Áíôßèåôá, åÜí äå âñïýìå êåíÞ èÝóç ôüôå ìðïñïýìå ìç
íôåôåñìéíéóôéêÜ íá åðéëÝîïõìå áíÜìåóá óôï íá ôåëåéþóïõìå ôçí ðáñáãùãÞ ôïõ
óôéãìéïôýðïõ ìáò êáé óôï íá óõíå÷ßóïõìå ðáñÜãïíôáò åðéðëÝïí ìåôáâëçôåò
êáé clauses.

Ãéá íá âñåèïýìå óôçí êáôÜóôáóç ðáñáãùãÞò ìéÜò íÝáò ìåôáâëçôÞò óçìáß-
íåé üôé óôï ðñïçãïýìåíï âÞìá áðïöáóßóáìå íá ìç äçìéïõñãÞóïõìå íÝï clause
äåõôÝñïõ ôýðïõ (êáôÜóôáóç Fï÷é). Áðü ôçí êáôÜóôáóç áõôÞ, åßíáé áíáãêáßï
íá óáñþóïõìå ôçí ëßóôá ôùí clauses øÜ÷íïíôáò ãéá êåíÝò èÝóåéò óå áõôÜ:
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Fï÷é → G
G{ → {G
Gx → xG
Gx̄ → x̄G
G1 → 1G
G0 → 0G
G; → ; G
G} → }G
G[ → [G
G] → ]G
G}̄ → H }̄
Gt → I t

Ç åîÞãçóç ôùí ðáñáðÜíù êáíüíùí åßíáé ç åîÞò: óáñþíïõìå áðü áñéóôåñÜ
ðñïò ôá äåîéÜ ôçí óõìâïëïóåéñÜ ìáò ìÝ÷ñé åßôå íá âñïýìå êÜðïéá êåíÞ èÝóç
(÷áñáêôÞñáò t) óå êÜðïéï clause ïðïéïõäÞðïôå ôýðïõ, åßôå ìÝ÷ñé íá âñïýìå
ôïí ôåëåõôáßï ÷áñáêôÞñá ôçò óõìâïëïóåéñÜò ôïí ïðïßï êáé Ý÷ïõìå óõìâïëß-
óåé ìå ôïí ÷áñáêôÞñá }̄. Óå êÜèå ðåñßðôùóç, ìåôáâáßíïõìå óôçí áíôßóôïé÷ç
êáôÜóôáóç (óôçí É óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç Þ óôçí Ç óôç äåýôåñç).

Áñ÷ßæïõìå ðñþôá ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò êáôáóôÜóåùò Ç ç ïðïßá åßíáé ðïëý
ðéï åýêïëç. Ìüëéò âñåèïýìå óôçí åí ëüãù êáôÜóôáóç, áðïöáóßæïõìå ìç
íôåôåñìéíéóôéêÜ åÜí Ý÷åé ôåëåßùóåé ç ðáñáãùãÞ ôïõ óôéãìéïôýðïõ ìáò, Þ åÜí
èÝëïõìå íá óõíå÷ßóïõìå íá ðáñÜãïõìå ìåôáâëçôÝò êáé clauses (êáôÜóôáóç
Ç). Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ìåôáâáßíïõìå óå ìéá êáôÜóôáóç (Ê) ç ïðïßá èá
îåóçìáäÝøåé ôá üðïéá óýìâïëá Ý÷ïõìå óçìáäÝøåé ãéá åõêïëßá óå ðñïçãïýìåíá
âÞìáôá êáé ýóôåñá èá ôåñìáôßóåé:

Ç → É | !

ÅðåéäÞ ç êáôÜóôáóç ! åßíáé ç êáôÜóôáóç ç ïðïßá óçìáôïäïôåß ôï ôÝëïò ôçò
ðáñáãùãÞò ôçò óõìâïëïóåéñÜò ìáò, èá ôçí ðåñéãñÜøïõìå óôï ôåëïò ôïõ êåöá-
ëáßïõ. Ðñïò ôï ðáñüí, èá ðåñéãñÜøïõìå ôçí êáôÜóôáóç É ôç äéáéóèçôéêÞ ëåé-
ôïõãßá ôçò ïðïßáò Ý÷ïõìå ðåñéãñÜøåé áëëÜ ãéá ðëçñüôçôá åðáíáëáìâÜíïõìå:
Ý÷ïõìå âñåß êÜðïéï clause ìå êåíÞ êÜðïéá óõíéóôþóá ôïõ êáé Üñá ðñÝðåé íá
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äçìéïõñãÞóïõìå ìéá íÝá ìåôáâëçôÞ, íá êáôáóêåõÜóïõìå ôá åðéèõìçôÜ clauses
ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí ìåôáâëçôÞ áõôÞ êáé ôÝëïò íá ôïðïèåôÞóïõìå ôç ìåôá-
âëçôÞ áõôÞ, Þ ôçí ÜñíçóÞ ôçò, óå clauses ôá ïðïßá Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé óå
ðñïçãïýìåíá âÞìáôá.

Áñ÷éêÜ öÝñíïõìå ôïí äñïìÝá óôç êáôÜëëçëç èÝóç, äçëáäÞ áìÝóùò áñé-
óôåñÜ ôçò ðñþôçò ðñïò ôá áñéóôåñÜ ìåôáâëçôÞò ðïõ èá óõíáíôÞóïõìå óôï
óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí ìáò:

0I → I0
1I → I1
xI → Ix
x̄I → Ix̄
; I → I;
}I → I}
{I → I{
[I → I[
]I → I]
}′I → I ′; }′

ÏõóéáóôéêÜ, ìå ôï ðáñáðÜíù óýíïëï êáíüíùí, ìåôáöÝñïõìå ôï äñïìÝá,
ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò É óôï äåîß Üêñï ôïõ óõíüëïõ ôùí ìåôáâëçôþí ìáò,
áãíïþíôáò üóïõò ÷áñáêôÞåò óõíáíôÞóïõìå åíäéÜìåóá. Ôþñá, åßíáé áíáãêáßï
íá ìåôáöåñèåß ï äñïìÝáò áñéóôåñÜ ôçò ìåôáâëçôÞò áõôÞò þóôå íá áñ÷ßóåé óôï
åðüìåíï âÞìá ç áíôéãñáöÞ êáé Ýðåéôá ç áýîçóç ôïõ áýîïíôïò áñéèìïý áõôÞò:

0I ′ → I ′0
1I ′ → I ′1
xI ′ → Ëx
x̄I ′ → Ëx̄
0′I ′ → 0′Ë
1′I ′ → 1′Ë
x′I ′ → x′Ë
x̄′I ′ → x̄′Ë
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¼ðoõ Ë åßíáé ç äéáäéêáóßá ðïõ èá áíôéãñÜøåé ôçí ôñÝ÷ïõóá ìåôáâëçôÞ,
øçößï ðñïò øçößï, óôá äåîéÜ áõôÞò, ÷ùñßò üìùò ôï ôõ÷üí óçìáäåìÝíï áñ÷éêü
óýìâïëï ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò:

Ëx → x′Ëx
Ëx̄ → x̄′Ëx
Ë0 → 0′Ë0

Ë1 → 1′Ë1

Ë; → Ë′;

ÄçëáäÞ, áðïèçêåýïõìå ôïí ôñÝ÷ïíôá ÷áñáêôÞñá óôçí áíôßóôïé÷ç êáôÜ-
óôáóç êáé ðñï÷ùñÜìå ôïí äñïìÝá ðñïò ôá äåîéÜ þóôå íá ôïí áíôéãñÜøïõìå
óôï êáôÜëëçëï óçìåßï, áãíïþíôáò üëïõò ôïõò åíäéÜìåóïõò ÷áñáêôÞñåò (ðá
ðåñéãñÜøïõìå ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ìüíï ôçí ðåñßðôùóç ôçò êáôÜóôá-
óçò Ë0, ïé õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò åßíáé ôåëåßùò áíÜëïãåò):

Ë00 → 0Ë0

Ë01 → 1Ë0

Ë0; → ; Ë0

Ë0x → xË0

Ë0}′ → É ′0}′

Óôçí êáôÜóôáóç Ë′ åßíáé áðáñáßôçôï íá ãõñßóïõìå êáé íá îåóçìáäÝøïõìå
üëïõò ôïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò êáé íá ãõñßóïõìå ôïí äñïìÝá óôçí ðñïç-
ãïýìåíÞ ôïõ èÝóç:

0′Ë′ → Ë′0
1′Ë′ → Ë′1
x′Ë′ → xË′′

x̄′Ë′ → x̄Ë′′

Ë′′0 → 0Ë′′

Ë′′1 → 1Ë′′

Ë′′; → ;Ì
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Ïôáí ôåëåéþóåé ç áíôéãñáöÞ êáé ôï îåóçìÜäåìá, èá ìåôáâïýìå óôçí êáôÜ-
óôáóç Ì óêïðüò ôçò ïðïßáò åßíáé íá áõîÞóåé êáôÜ ìßá ìïíÜäá ôïí áýîïíôá
áñéèìü ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò ìáò. Ïðùò Ý÷ïõìå Þäç ðåé, ôï âÞìá áõôü
åíäÝ÷åôáé íá áõîÞóåé êáôÜ Ýíá ôá øçößá ôçò áíáðáñÜóôáóçò ôïõ áñéèìïý áõ-
ôïý. Ïðùò ðÜíôá, åßíáé áðáñáßôçôï íá öÝñïõìå ôï äñïìÝá óôï äåîß Üêñï ôçò
ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò, áãíïþíôáò üëïõò ôïõò åíäéÜìåóïõò ÷áñáêôÞñåò:

Ìx → xÌ
Ì0 → 0Ì
Ì1 → 1Ì
Ì}′ → Í}′

Óôçí êáôÜóôáóç Í áñ÷ßæïõìå ôçí áýîçóç ôïõ áñéèìïý ðïõ âñßóêåôáé óôá
áñéóôåñÜ áõôÞò:

0Í → Î1

1Í → Í0

xÍ → x1Î

Ç êáôÜóôáóç Î åßíáé ç êáôÜóôáóç ïëïêëÞñùóçò ôçò äéáäéêáóßáò áýîç-
óçò. Ôþñá, áõôü ðïõ åßíáé áíáãêáßï íá êÜíïõìå, åßíáé íá áðïöáóßóïõìå ôé
áëçèïôéìÞ èá áíáèÝóïõìå óôç ôñÝ÷ïõóá ìåôáâëçôÞ, ìå ôïí ßäéï ôñüðï ðïõ ôï
êÜíáìå êáé ãéá ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ ìáò. Ðñþô'áð'üëá üìùò, åßíáé áíáãêáßï
íá öÝñïõìå ôï äñïìÝá óôç óùóôÞ ôïõ èÝóç ãéá ôçí Ýíáñîç ôçò ðñïáíáöåñèÞóáò
äéáäéêáóßáò:

0Î → Î0

1Î → Î1

xÎ → Ðx
Ð → Ðtrue | Ðfalse

Ðtrue → Ñ
Ðfalsex → Ñx̄
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ÄçëáäÞ, áíáèÝôïõìå áëçèïôéìÞ, áëëÜæïíôáò êáôÜëëçëá, åÜí áõôü åßíáé
áíáãêáßï, ôï ðñþôï óýìâïëï ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò, þóôå íá èõìüìáóôå
óå ìåëëïíôéêÜ âÞìáôá ôçí áíÜèåóç áõôÞ.

Áöïý ôåëåéþóïõìå ìå ôçí åðéèõìçôÞ áíÜèåóç áëçèïôéìÞò óôçí ôñÝ÷ïõóá
ìåôáâëçôÞ ìáò, åßíáé áðáñáßôçôï íá áñ÷ßóïõìå íá êáôáóêåõÜæïõìå ìç íôå-
ôåñìéíéóôéêÜ ôá äýï åéäþí clauses ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôç ìåôáâëçôÞ áõôÞ, ìå
ðáñüìïéï ôñüðï ìå áõôüí ôçò ðñþôçò ìåôáâëçôÞò. ÖÝñíïõìå ôï äñïìÝá óôç
êáôÜëëçëç èÝóç:

Ñx → xÑ
Ñx̄ → x̄Ñ
Ñ0 → 0Ñ
Ñ1 → 1Ñ
Ì}′ → }′J

Óôçí êáôÜóôáóç J áðïöáóßæïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ Ýáí èÝëïõìå êÜðïéï
clause ðñþôïõ ôýðïõ (ðïõ éêáíïðïéåßôáé äçëáäÞ áðü ôï áëçèÝò literal ôçò ôñÝ-
÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò):

J → Jíáé | Jï÷é

Óôçí êáôÜóôáóç Jíáé áðïöáóßæïõìå üôé èÝëïõìå Ýíá ôÝôïéï clause ïðüôå
áñ÷ßæïõìå ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ:

Jíáé → Ê; {̃;t;t}̃

Äçìéïõñãïýìå äçëáäÞ, ü÷é óôçí ðëÞñç ìïñöÞ ôïõ, ôï ðñüôõðï clause, óç-
ìáäåýïíôáò üìùò ôá äýï Üãêõóôñá ðïõ ôï ðåñéêëåßïõí þóôå íá ìðïñïýìå íá
ôï áíáãíùñßæïõìå óå åðüìåíï âÞìá, üðùò ðåñéãñÜøáìå êáé óôç óêéáãñÜöçóç
ôçò ìåèüäïõ. Áõôü ðïõ áðïìÝíåé åßíáé íá áíôéãñÜøïõìå ôï áëçèÝò literal ôçò
ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò ðïõ âñßóêåôáé óôï äåîß Üêñï ôïõ óõíüëïõ ôùí ìåôá-
âëçôþí, óôç ðñþôç óõíéóôþóá ôïõ clause ðïõ ìüëéò äçìéïõñãÞóáìå:
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}′Ê → K}′
0′Ê → K0′

1′Ê → K1′

0Ê → 0′K0

1Ê → 1′K1

xK → x′Kx

x̄K → x̄′Kx̄

; Ê → ; L

ÄçëáäÞ, âñÞóêïõìå ôï ðñþôï ìç óçìáäåìÝíï ÷áñáêôÞñá êáé ôïí áðïèç-
êåýïõìå óôç êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç þóôå íá ôïí áíôéãñÜøïõìå óôï êáôÜëëçëï
óçìåßï. Ç ëåéôïõñãßá ôùí êáôáóôÜóåùíÊ0, Ê1, Kx êáéKx̄ åßíáé áêñéâþò áõôÞ.
ÐáñáêÜôù èá ðåñéãñÜøïõìå ôç ëåéôïõñãßá ôçò Ê0. Ïé õðüëïéðåò êáôáóôÜóåéò
åßíáé ôåëåßùò áíÜëïãåò:

Ê00
′ → 0′Ê0

Ê01
′ → 1′Ê0

Ê0}′; {̃ → Ê}′; {̃0

Ìüëéò ôåëåéþóåé ç áíôéãñáöÞ èá ìåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç L. Ôüôå, åßíáé
áðáñáßôçôï íá îåóçìáäÝøïõìå üëá ôá óçìáäåìÝíá óýìâïëá êáé íá öÝñïõìå
óôï äñïìÝá óôç êáôÜëëçëç èÝóç þóôå íá åðáíáëÜâïõìå ôï ðñïçãïýìåíï ìç
íôåôåñìéíéóôéêü âÞìá:

Lx′ → xL
Lx̄′ → x̄L
L0′ → 0L
L1′ → 1L
L}′ → }′J

To ðáñáðÜíù ìç íôåôåñìéíéóôéêü âÞìá ðáñáãùãÞò clauses ðñþôïõ ôýðïõ,
ðïõ ìïíôåëïðïéåßôáé áðü ôçí êáôÜóôáóç J , äõíçôéêÜ èá ìáò ïäçãÞóåé óôçí
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êáôÜóôáóç Jï÷é, üôáí äçëáäÞ Ý÷ïõìå êáôáóêåõÜóåé ôá åðéèõìçôÜ clauses ôïõ
ôýðïõ áõôïý ãéá ôç ôñÝ÷ïõóá ìåôáâëçôÞ ìáò. Ôþñá, åßíáé áíáãêáßï íá åðá-
íáëÜâïõìå ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ãéá ôá clauses ôïõ äåõôÝñïõ ôýðïõ ðïõ
åðéèõìïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ãéá ôçí ôñÝ÷ïõóá ìåôáâëçôÞ ìáò:

Jï÷é → J2íáé | J2ï÷é

J2íáé → Q; [̃;t; t̃]

Ïðùò êáé ðñéí, Äçìéïõñãïýìå äçëáäÞ, ü÷é óôçí ðëÞñç ìïñöÞ ôïõ, ôï ðñü-
ôõðï clause, óçìáäåýïíôáò üìùò ôá äýï Üãêõóôñá ðïõ ôï ðåñéêëåßïõí þóôå
íá ìðïñïýìå íá ôï áíáãíùñßæïõìå óå åðüìåíï âÞìá. Ôþñá, åßíáé áðáñáßôçôï
íá áíôéãñÜøïõìå ôï áíôßèåôï ôïõ literal ðïõ åßíáé ãñáììÝíï óôï óýíïëï ôùí
ìåôáâëçôþí ìáò êáé áíôéóôïé÷åß óôç ôñÝ÷ïõóá ìåôáâëçôÞò ìáò:

}′Q → Q}′
0′Q → Q0′

1′Q → Q1′

0Q → 0′Q0

1Q → 1′Q1

xQ → x′QX̄

x̄Q → x̄′Kx

; Q → ; L′

×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, ðåñéãñÜöïõìå ôçí êáôÜóôáóç Q1 ïðïßá áíôé-
ãñÜöåé ôïí áðïèçêåõìÝíï ÷áñáêôÞñá (\1") óôçí êáôÜëëçëç èÝóç:

Q10
′ → 0′Q1

Q11
′ → 1′Q1

Q1}′; [̃ → Ê}′; [̃0

Ìüëéò ôåëåéþóåé ç áíôéãñáöÞ, ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç L′ ëåéôïõñãßá
ôçò ïðïßáò åßíáé íá îåóçìáäÝøåé üëïõò ôïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò êáé íá
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öÝñåé óôï äñïìÝá óôç êáôÜëëçëç èÝóç þóôå íá åðáíáëçöèåß ôï ðñïçãïýìåíï
ìç íôåôåñìéíéóôéêü âÞìá ðáñáãùãÞò clauses ôïõ äåõôÝñïõ ôýðïõ:

L′x′ → xL′

L′x̄′ → x̄L′

L′0′ → 0L′

L′1′ → 1L′

L′}′ → }′Jï÷é

Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ðáñáãùãÞò clauses ïðïéïõäÞðïôå ôýðïõ èá ôåé-
ëåéþóåé üôáí âñåèïýìå óôçí êáôÜóôáóç J2ï÷é . Áðü ôçí êáôÜóôáóç áõôÞ, áõôü
ðïõ èÝëïõìå åßíáé íá ôïðïèåôÞóïõìå ôçí ôñÝ÷ïõóá ìåôáâëçôÞ, Þ ôçí Üñíçóç
áõôÞò, óå Üëëá clauses ôá ïðïßá Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé óå ðñïçãïýìåíï âÞìá
êáé ôá ïðïßá Ý÷ïõí êåíÞ êÜðïéá óõíéóôþóá ôïõò. Ôá clauses áõôÜ ôá äéá÷ù-
ñßæïõìå áðü ôá clauses ðïõ ìüëéò êáôáóêåõÜóáìå óôï ôñÝ÷ïí âÞìá ìáò áðü
ôï ãåãïíüò üôé äåí åßíáé óçìáäåìÝíá.

Ç äéáäéêáóßá áõôÞ èá ìïíôåëïðïéçèåß ìÝóù äýï ìåôáâëçôþí-êáôáóôÜóåùí:
ç ðñþôç êáôÜóôáóç (R1) èá ôïðïèåôåß ôï áëçèÝò literal ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìåôá-
âëçôÞò ìáò ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ óå êÜðïéï clause, üðïõ õðÜñ÷åé ÷þñïò, áë-
ëÜæïíôáò åÜí êáôáóôåß áíáãêáßï ôá Üãêõóôñá ôïõ clause áõôïý. Ç äåýôåñç
(R2) èá êÜíåé ôçí ßäéá äïõëåéÜ ãéá ôï áñíçôéêü literal üìùò, ðñïóÝ÷ïíôáò
íá ìçí ôïðïèåôÞóåé ôï øåõäÝò literal áõôü ùò ôñßôç óõíéóôþóá óå êÜðïéï ìç
éêáíïðïéçìÝíï Ý÷ñé óôéãìÞò clause.

Áðü ôçí êáôÜóôáóç J2ï÷é ìåôáâáßíïõìå óôçí ðñþôç ìáò êáôÜóôáóç:

J2ï÷é → J ′

Áðü ôçí êáôÜóôáóç áõôÞ (J ′), ìåôáöÝñïõìå ôïí äñïìÝá óôï ðñþôï ìç
óçìáäåìÝíï clause:
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J ′{̃ → {̃J ′
J ′̃[ → [̃J ′

J ′x → xJ ′

J ′x̄ → x̄J ′

J ′0 → 0J ′

J ′1 → 1J ′

J ′t → tJ ′
J ′}̃ → }̃J ′
J ′̃] → ]̃J ′

J ′; → ; J ′

J ′{ → {R1

J ′[ → [R1

J ′}̄ → J ′′}̄

ÄçëáäÞ, áðü ôçí êáôÜóôáóç J ′ áãíïïýìå üëïõò ôïõò åíäéÜìåóïõò ÷á-
ñáêôÞñåò ìÝ÷ñé íá óõíáíôÞóïõìå êÜðïéï ìç óçìáäåìÝíï clause, ïðüôå êáé
ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç R1, Þ ìÝ÷ñé íá âñïýìå ôï ôÝëïò ôçò óõìâï-
ëïóåéñÜò ìáò, ïðüôå êáé ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç (J ′′), ðïõ
óçìáßíåé üôé äåí õðÜñ÷ïõí Üëëá äéáèÝóéìá clauses ïðüôå ìðïñïýìå íá ðñï÷ù-
ñÞóïõìå óôçí ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ðáñáãùãÞ ìéáò íÝáò ìåôáâëçôÞò (êÜôé ðïõ
ìïíôåëïðïéåßôáé áðü ôçí êáôÜóôáóç H ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù):

J ′′ → H

Óôçí ðáñïýóá öÜóç, åÜí áðü ôçí êáôÜóôáóç Ç áðïöáóßóïõìå ìç íôåôåñ-
ìéíéóôéêÜ íá ìåôáâïýìå óôçí êáôÜóôáóç É , ç ïðïßá èá ìáò êáôáóêåõÜóåé ìéá
íåÜ ìåôáâëçôÞ, åßíáé áðáñáßôçôï, êáèþò èá ðñï÷ùñÜìå ðñïò ôá áñéóôåñÜ þóôå
íá âñåèïýìå óôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí ìáò, íá îåóçìáäÝøïõìå ôá clauses
ðïõ óçìáäÝøáìå üôáí èåùñïýóáìå ôçí ôåëåõôáßá ìåôáâëçôÞ ðïõ êáôáóêåõÜ-
óáìå. Áñá óôïõò áíôßóôïé÷ïõò êáíüíåò ôçò ìåôáâëçôÞò É åßíáé áðáñáßôçôï ôá
ðñïóèÝóïõìå ôïõò êÜôùèé:
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}̃I → I}
{̃I → I{
[̃I → I[
]̃I → I]

Ìüëéò âñåèïýìå óôçí êáôÜóôáóç R1 óçìáßíåé üôé Ý÷ïõìå âñåé Ýíá ìç óç-
ìáäåìÝíï clause êÜðïéïõ ôýðïõ, äåí ìáò åíäéáöÝñåé ðñïò ôï ðáñüí ôé ôýðïõ
åßíáé. Ðñéí áðïöáóßóïõìå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ íá ðñïóèÝóïõìå ôï ôñÝ÷ïí áëç-
èÝò literal ôï clause áõôü, åßíáé áíáãêáßï íá äïýìå ðñþôá åÜí õðÜñ÷åé ÷þñïò:

R1x → xR1

R1x̄ → x̄R1

R10 → 0R1

R11 → 1R1

R1; → ; R1

R1t → R′ t′
R1} → }R′′
R1] → ]R′′

Óôçí êáôÜóôáóç R′ ìåôáâáßíïõìå åÜí âñïýìå üôé õðÜñ÷åé ÷þñïò, åíþ óôçí
áíôßèåôç ðåñßðôùóç ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç R′′ þóåô íá óõíå÷ßóïõìå
óôï åðüìåíï clause, åÜí õðÜñ÷åé, Þ íá áêïëïõèÞóïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ãéá
ôï áñíçôéêü literal ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò. ÅðåéäÞ áõôÞ ç ðåñßðôùóç åßíáé
áðëïýóôåñç, ôçí ðåñéãñáöïõìå áìÝóùò:

R′′; { → {R
R′′; [ → [R
R′′}̄ → r}̄

Óôçí êáôÜóôáóç r åßíáé áðáñáßôçôï íá ãõñßóïõìå ðñïò ôá ðßóù êáé íá
åðáíáëÜâïõìå ôá áíùôÝñù, áõôÞ ôç öïñÜ ãéá ôï áñíçôéêü literal ôçò ôñÝ÷ïõóáò
ìåôáâëçôÞò ìáò:
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]r → r]
}r → r}
0r → r0
1r → r1
xr → rx
x̄r → rx̄
; r → r;
tr → r t
{r → r{
[r → r[
}̃r → }̃R2

]̃r → ]̃R2

}̄r → }̄R2

Ðñéí ðåñéãñÜøïõìå ôçí êáôÜóôáóç R2, åßíáé áðáñáßôçôï íá óõíå÷ßóïõìå
ìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò êáôáóôÜóåùò R′, êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá êáé ìåôáâáß-
íïõìå åÜí âñïýìå ÷þñï óôï ôñÝ÷ïí clause ðïõ åëÝã÷ïõìå. Áðü ôç óôéãìÞ
ðïõ âñÞêáìå ôÝôïéï ÷þñï, èá áêïëïõèÞóïõìå ôá âÞìáôá ðïõ áíáöÝñáìå óôç
óêéáãñÜöçóç: ðñþôá èá áíôéãñÜøïõìå óôç ôñÝ÷ïõóá èÝóç ôï ôñÝ÷ïí èåôéêü
literal êáé Ýðåéôá èá êÜíïõìå ôïí áðáñáßôçôï Ýëåã÷ï ãéá ôï åÜí õðÜñ÷åé ôï
clause áõôü. Ãéá áðïöõãÞ üìùò Üóêïðùí óõãêñßóåùí, ï Ýëåã÷ïò áõôü èá
ãßíåôáé ìüíï åÜí ôï ôñÝ÷ïí êáíü óýìâïëï ðïõ âñÞêáìå âñßóêåôáé óôç ôñßôç
óõíéóôþóá ôïõ clause.

Áñ÷ßæïõìå ìå ôçí áíôéãñáöÞ ôïõ ôñÝ÷ïíôïò literal, ðïõ âñßóêåôáé óôï äåîß
ôÝëïò ôïõ óõíüëïõ ôùí ìåôáâëçôþí, óôç ôñÝ÷ïõóá èÝóç. Å÷ïõìå Þäç óçìá-
äÝøåé ôïí ÷áñáêôÞñá t þóôå íá âñßóêïõìå ôç èÝóç ìáò êáé ðçãáßíïõìå íá
áíôéãñÜøïõìå Ýíáí Ýíáí ôïõò ÷áñáêôÞñåò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò literal:
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0R′ → R′0
1R′ → R′1
xR′ → R′x
x̄R′ → R′x̄
0′R′ → R′0′

1′R′ → R′1′

x′R′ → R′x′

x̄′R′ → R′x̄′

; R′ → R′;
]R′ → R′]
}R′ → R′}
{R′ → R′{
[R′ → R′[
}̃R′ → }̃R′
]̃R′ → ]̃R′

{̃R′ → }̃R′
[̃R′ → ]̃R′

}′R′ → }′S

Áò èõìçèïýìå üôé ìå ôïí ÷áñáêôÞñá }′ óçìáäÝøáìå ôï ôÝëïò ôïõ óõíüëïõ
ôùí ìåôáâëçôþí ìáò ïðüôå, ìüëéò ôï óõíáíôßóïõìå, îÝñïõìå üôé ôï óôïé÷åßï
ðïõ âñßóêåôáé óôá áñéóôåñÜ áõôïý ôïõ ÷áñáêôÞñá åßíáé áõôü ðïõ èÝëïõìå íá
ãñÜøïõìå óôç óçìáäåìÝíç èÝóç ôïõ ôñÝ÷ïíôïò clause. Ç áíôéãñáöÞ èá ãßíåé
ìå ôïí ãíùóôü ôñüðï, Ýíá ðñïò Ýíá ôá øçöéÜ:
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0′S → S0′

1′S → S1′

0S → 0′S0

1S → 1′S1

xS → x′Sx
x̄S → x̄′Sx̄
x′S → S ′x′

x̄′S → S ′x̄′

üðïõ óôçí êáôÜóôáóç S ′ ìåôáâáßíïõìå üôáí äéáðéóôþóïõìå üôé Ý÷åé ôå-
ëåéþóåé ç áíôéãñáöÞ ïðüôå êáé ðñÝðåé íá ìåôáâïýìå óôï óçìåßï ðïõ ìüëéò
áíôéãñÜøáìå ôï ôñÝ÷ïí literal áöïý ðñþôá îåóçìáäÝøïõìå üëïõò ôïõò óçìá-
äåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò. Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå üìùò óôç ðåñéãñáöÞ ôçò êáôáóôÜ-
óåùò áõôÞò, åßíáé ÷ñÞóéìï íá ðåñéãñÜøïõìå ðþò ãßíåôáé ç áíôéãñáöÞ. ×ùñßò
âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, áñêåé íá ðåñéãñÜøïõìå ìßá ðåñßðôùóç ìüíï, Ýóôù ôçí
S0:
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S00 → 0S0

S01 → 1S0

S00
′ → 0′S0

S01
′ → 1′S0

S0}′ → }′S0

S0; → ; S0

S0{ → {S0

S0[ → [S0

S0} → }S0

S0] → ]S0

S00̄ → R′0̄0̄

S01̄ → R′1̄0̄

S0t′ → R′0̄
S0{̃ → {̃S0

S0̃[ → [̃S0

S0}̃ → }̃S0

S0̃] → ]̃S0

S0t → tS0

Ïðùò âëÝðïõìå, êÜèå Ýíáí ÷áñáêôÞñá ðïõ áíôéãñÜöïõìå ôïí óçìáäåýïõìå
(0̄ Þ 1̄) þóôå íá ìðïñïýìå íá âñßóêïõìå åýêïëá ðéï åßíáé ôï óçìåßï ðïõ ðñÝðåé
íá åíáðïèÝóïõìå ôïí ôñÝ÷ïíôá ÷áñáêôÞñá áíôéãñáöÞò.

H ìüíç äéáöïñïðïßçóç ìåôáîý ôùí äéáöüñùí êáôáóôÜóåùí (S0, S1 êôë)
åßíáé óôéò ðñéðôþóåéò Sx êáé Sx̄ ðïõ áðëÜ áãíïïýìå óå êÜèå ðåñßðôùóç íá
óçìáäÝøïõìå ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï, êáèþò îÝñïõìå üôé åßíáé ôï ôåëåõôáßï ðïõ
áíôéãñÜöïõìå, ïðüôå äåí ÷ñåßáæåôáé êáíÝíá âïçèçôéêü óçìÜäåìá. ÁíôéãñÜ-
öïõìå áðëÜ ôïí ÷áñáêôÞñá þò Ý÷åé.

Ïðùò åßðáìå, ìüëéò äéáðéóôþóïõìå üôé Ý÷åé ôåëåéþóåé ç áíôéãñáöÞ, ìåôá-
âáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç S ′ óêïðüò ôçò ïðïßáò åßíáé íá îåóçìáäÝøåé üëïõò
ôïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò êáé íá öÝñåé ôï äñïìÝá óôç êáôÜëëçëç èÝóç
þóôå íá áñ÷ßóåé ç äéáäéêáóßá óýãêñéóçò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò clause ìå üëá ôá õðü-
ëïéðá:
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S ′0′ → 0S ′

S ′1′ → 1S ′

S ′x′ → xS ′

S ′x̄′ → x̄S ′

S ′}′ → }′S ′
S ′; → ; S ′

S ′{ → {S ′
S ′[ → [S ′

S ′} → }S ′
S ′] → ]S ′

S ′{̃ → {̃S ′
S ′̃[ → [̃S ′

S ′}̃ → }̃S ′
S ′̃] → ]̃S ′

S ′0 → 0S ′

S ′1 → 1S ′

S ′t → tS ′
S ′0̄ → 0S ′′

S ′1̄ → 1S ′′

S ′′0̄ → 0S ′′

S ′′1̄ → 1S ′′

S ′′} → T1}
S ′′] → T1]

S ′′; → T2;

H êáôÜóôáóç Ô1 åßíáé áõôÞ ç ïðïßá èá óõãêñßíåé ôï ôñÝ÷ïí clause ìå üëá
ôá õðüëïéðá clauses ñïò ôá áñéóôåñÜ ôïõ ôñÝ÷ïíôïò ìüíï åÜí êÜôé ôÝôïéï åß-
íáé áíáãêáßï, äçëáäÞ ìüíï åÜí ç ôïðïèÝôçóç ôïõ literal Ý÷åé ãßíåé óôç ôñßôç
óõíéóôþóá ôïõ ôñÝ÷ïíôïò clause. Ãéá ôï ëüãï áõôü, óôï ðáñáðÜíù óýíïëï
êáíüíùí, Ý÷ïõìå ðñïíïÞóåé íá ìåôáâïýìå óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç, ìÝóù
ôùí äåîéþí óõìöñáæïìÝíùí ôçò ôñÝ÷ïõóáò êáôÜóôáóÞò ìáò (S ′′). ÅÜí ìå-
ôáâïýìå íôåôåñìéíéóôéêÜ ðëåüí óôçí êáôÜóôáóç Ô2, äåí Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå
êáíÝíáí Ýëåã÷ï ýðáñîçò äéðëüôõðïõ clause. Ôï ìüíï ðïõ áðïìÝíåé åßíáé íá
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áëëÜîïõìå ôïõò ÷áñáêôÞñåò ðïõ ðåñéêëýïõí ôï ôñÝ÷ïí clause, åÜí öõóéêÜ êÜôé
ôÝôïéï åßíáé áíáãêáßï.

Ïðùò Þäç áíáöÝñáìå, åßìáóôå óôï âÞìá óôï ïðïßï ðñïóèÝôïõìå ôï áëçèÝò
literal ôçò ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò ìáò óôá clauses ôéò åðéëïãÞò ìáò. Áñá, äåäï-
ìÝíïõ üôé ðñïóèÝôïõìå áëçèÝò literal ôï âÞìá ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ
óõíßóôáôáé áðü Ýíáí áðëü Ýëåã÷ï:

0T2 → T20

1T2 → T21

xT2 → T2x
x̄T2 → T2x̄
; T2 → T2;
[T2 → {T ′
{T2 → [̃U

üðïõ óôçí êáôÜóôáóç Ô ′ ìåôáâáßíïõìå åÜí ôï clause åßíáé Þäç éêáíïðïéç-
ìÝíï, ïðüôå äåí ÷ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå ôßðïôå Üëëï óôï ôñÝ÷ïí âÞìá, åíþ
óôçí êáôÜóôáóç U ìåôáâáßíïõìå üôáí äïýìå üôé ôï ôñÝ÷ïí clause äåí Þôáí
éêáíïðïéÞóéìï êáé áðáéôåßôáé íá áëëá÷èåß êáé ï äåîéüò áíôßóôïé÷ïò ÷áñáêôÞñáò
þóôå íá Ýñèåé ôï clause óôçí åðéèçìçôÞ êáé óùóôÞ ìïñöÞ ôïõ:

Ux → xU
Xx̄ → x̄U
U0 → 0U
U1 → 1U
U} → ]̃T ′

Ìå ôïí ðáñáðÜíù ôñüðï, áëëÜîáìå ôïõò äéáêñéôéêïýò ÷áñáêôÞñåò ôïõ ôñÝ-
÷ïíôïò clause áé åðßóçò ôï óçìáäÝøáìå êáôÜëëçëá þóôå íá îÝñïõìå üôé Ý÷åé
Þäç ôïðïèåôçèåß óå áõôü êÜðïéï literal çò ôñÝ÷ïõóáò ìåôáâëçôÞò ìáò, ãéá íá
áíáãíùñßæïõìå ôï clause óå ìåëëïíôéêÜ õðï-âÞìáôá ôïõ ôñÝ÷ïíôïò âÞìáôüò
ìáò.

Káé óôéò äýï ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò, åßôå äçëáäÞ áëëÜîïõìå ôïõò äéá-
êñéôéêïýò ÷áñáêôÞñåò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò clause åßôå ü÷é, óôï ôÝëïò ôùí äýï áõôþí
ðåñéðôþóåùí ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç Ô ′, óôçí ïðïßá êáôÜóôáóç ðñÝðåé
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íá ìåôáâïýìå óôï åðüìåíï (êáé ìç óçìáäåìÝíï clause) þóôå íá óõíå÷éóôåß
ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ äéáäéêáóßá åéóáãùãÞò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò èåôéêïý (áëçèïýò)
literal óå üðïéá êåíÞ èÝóç, ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ, êáôÜóôáóç ðïõ Ý÷ïõìå ðåñé-
ãñÜøåé ðñïçãïõìÝíùò êáé ìïíôåëïðïéåßôáé áðü ôçí J ′:

Ô ′ → J ′

ÁðïìÝíåé ôþñá ç ðåñéãñáöÞ ôçò êáôáóôÜóåùò Ô1, êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá
ìåôáâáßíïõìå üôáí èÝëïõìå íá óõãêñßíïõìå ôï ôñÝ÷ïí clause ìå üëá ôá õðü-
ëïéðá óôá áñéóôåñÜ áõôïý. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, üôáí âñåèïýìå óôçí êáôÜóôáóç
áõôÞ, Ý÷ïõìå áíôéãñÜøåé ôï ôñÝ÷ïí (áëçèÝò) literal óôçí åðéèõìçôÞ èÝóç. Ç
èÝóç áõôÞ åßíáé ç ôñßôç óõíéóôþóá êÜðïéïõ clause ôï ïðïßï êáô'áíÜãêç åß-
íáé éêáíïðïéÞóéìï. Áõôü ðïõ èÝëïõìå åßíáé íá óõãêñßíïõìå ÷áñáêôÞñá ðñïò
÷áñáêôÞñá ôï ôñÝ÷ïí clause ìå üóá clauses ðñïò ôá áñéóôåñÜ áõôïý åßíáé óç-
ìáäåìÝíá. Áõôü ãéáôß ìáò åíäéáöÝñïõí clauses ôá ïðïßá ðåñéÝ÷ïõí ôï åí ëüãù
literal (êáé Üñá åßíáé óçìáäåìÝíá) êáé åðéðëÝïí, áöïý ç èåþñçóç ôùí clauses
ãßíåôáé áðü áñéóôåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ, ôá clauses ðïõ ìðïñåß íá ðåñéÝ÷ïõí ôï
literal áõôü èá âñßóêïíôáé áðáñáßôçôá ðñïò ôá áñéóôåñÜ ìáò.

Ç óýãêñéóç èá ãßíåé ìå ôïí ãíùóôü ôñüðï: âñßóêïõìå êáé èõìüìáóôå ôïí
ðñþôï ìç óçìáäåìÝíï ÷áñáêôÞñá ôïõ ôñÝ÷ïíôïò clause êáé ðñï÷ùñÜìå ðñïò
ôá áñéóôåñÜ ìÝ÷ñé íá âñïýìå ôïí áíôßóôïé÷ï ôñÝ÷ïí øçößï ôïõ Üëëïõ clause,
ôï ïðïßï êáé èÝëïõìå íá óõãêñßíïõìå ãéá ïìïéüôçôá ìå ôï ôñÝ÷ïí ìáò:

Ô1 → V
0′V → V 0′

1′V → V 1′

x′V → V x′

x̄′V → V x̄′

;′ V → V;′

0V → V00
′

1V → V11
′

xV → Vxx′

x̄V → Vx̄x̄′

; V → V;;′
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Áöïý áðïèçêåýóáìå óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï óý-
ãêñéóçò, åßíáé áíáãêáßï íá ôï óõãêñßíïõìå ìå ôïí áíôßóôïé÷ü ôïõ ÷áñáêôÞñá
óôï Ýôåñï clause (üðùò ðÜíôá, èá ðåñéãñÜøïõìå ìüíï ôçí ìßá ðåñßðôùóç-÷ùñßò
âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò Ýóôù ôçí Vx):

0Vx → Vx0
1Vx → Vx1
xVx → Vxx
x̄Vx → Vxx̄
; Vx → Vx;
{Vx → Vx{
[Vx → Vx[
}Vx → Vx}
]Vx → Vx]
{̃Vx → {̃W
[̃Vx → [̃W
}′Vx → }′W ′′

}̃Vx → V ′
x}̃

]̃Vx → V ′
x ]̃

0′V ′
x → V ′

x0
′

1′V ′
x → V ′

x1
′

x′Vx → V ′
xx

′

x̄′V ′
x → V ′

xx̄
′

tV ′
x → tW

;′ V ′
x → V ′

x;
′

0V ′
x → 0W

1V ′
x → 1W

xV ′
x → x′W ′

x̄V ′
x → x̄W

; V ′
x → ;W ′

Ôï ðáñáðÜíù óýíïëï êáíüíùí, áí êáé ìåãÜëï, ðáñ'üë'áõôÜ åßíáé åõêï-
ëïíüçôï: áñ÷éêÜ, áãíïïýìå ïðïéïíäÞðïôå ÷ñáêôÞñá, ìÝ÷ñé íá öôÜóïõìå óôï
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äåîéü äéáêñéôéêü ÷ñáêôÞñá ôïõ ðñþôïõ óçìáäåìÝíïõ clause ðïõ èá óõíáíôß-
óïõìå ðñïò ôá áñéóôåñÜ. Ìüëéò ôïí óõíáíôßóïõìå, ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜ-
óôáóç V ′

∗ þóôå íá èõìüìáóôå ôï ðñïçãïýìåíï ãåãïíüò. Åðåéôá, áãíïïýìå
ðÜëé üëïõò ôïõò óçìáäåìÝíïõò, êáé êáô'åðÝêôáóçí Þäç åëåãìÝíïõò, ÷áñáêôÞ-
ñåò êáé óõãêñßíïõìå ôïí ðñþôï ìç óçìáäåìÝíï ðïõ èá óõíáíôÞóïõìå ìå áõôüí
ðïõ Ý÷ïõìå áðïèçêåýóåé óôçí êáôÜóôáóÞ ìáò. ÅÜí åßíáé ßäéïé, ç óýãêñéóç ðñÝ-
ðåé íá ðñï÷ùñÞóåé ìå ôïõò åðüìåíïõò äýï ÷áñáêôÞñåò áðü ôá äýï áíôßóôïé÷á
clauses, êÜôé ðïõ ãßíåôáé ìå ôçí ìåôÜâáóç óôçí êáôÜóôáóç W ′. Áíôßèåôá, åÜí
ïé ÷áñáêôÞñåò áõôïß äéáöÝñïõí, ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé êáé ôá äýï clauses
äéáöÝñïõí üðïôå óôáìáôÜìå ôç óýãêñéóç ìåôáâáßíïíôáò óôçí êáôÜëëçëç êá-
ôÜóôáóç W .

Äýï óçìåßá Üîéá ðñïóï÷Þò åßíáé ôá åîÞò: 1) êáèþò ìåôáêéíïýìå ôï äñïìÝá
ìáò ðñïò ôá áñéóôåñÜ, åíäå÷ïìÝíùò íá ìç óõíáíôÞóïõìå êáíÝíá óçìáäåìÝíï
clause. Áõôü èá ôï êáôáëÜâïõìå ìüëéò öôÜóïõìå óôïí äåîß ôåñìáôéêü ÷á-
ñáêôÞñá ôïõ óõíüëïõ ôùí ìåôáâëçôþí ìáò (}′). Ìüëéò ôïí óõíáíôÞóïõìå,
îÝñïõìå üôé äåí Ý÷åé ìåßíåé êÜðïéï õðïøÞöéï clause íá óõãêñßíïõìå ìå ôïí
ôñÝ÷ïí ìáò, ïðüôå ìðïñïýìå íá åßìáóôå óßãïõñïé üôé äåí õðÜñ÷åé êßíäõíïò
äçìéïõñãåßáò äéðëïôýðïõ clause. Áñá, ìðïñïýìå íá óõíå÷ßóïõìå ôï âÞìá ðñï-
óèÞêçò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò áëçèïýò literal óôá åðéèõìçôÜ clauses, êÜôé ðïõ èá ãßíåé
áñ÷éêþò ìÝóù ôçò ìåôÜâáóçò óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç (W ′′). 2) Ìüëéò ôå-
ëåéþóåé ç óýãêñéóç ôùí äýï clauses (ôïõ ôñÝ÷ïíôïò êáé ôïõ ðñþôïõ ðñïò ôá
áñéóôåñÜ áõôïý), åßíáé áðáñáßôçôï íá îåóçìáäÝøïõìå ôï clause áõôü. Ï ëüãïò
åßíáé üôé ðëåüí áõôü ôï clause îÝñïõìå üôé åßíáé ßäéï ìå áõôü ðïõ èÝëïõìå íá
äçìéïõñãÞóïõìå êáé, åðéðëÝïí, áí ôï áöÞóïõìå óçìáäåìÝíï êéíäõíåýïõìå íá
ôï îáíáóõãêñßíïõìå óå åðüìåíï âÞìá! Ï ëüãïò ðïõ êñáôïýóáìå ôá clauses
áõôÜ óçìáäåìÝíá Þôáí áêñéâþò áõôüò: íá ôá áíáãíùñßæïõìå üôáí èÝëïõìå íá
êÜíïõìå óýãêñéóç. Áðáî êáé Ýãéíå ç óýãêñéóç, äåí õðÜñ÷åé êáíÝíáò ëüãïò
íá ôá êñáôÜìå óçìáäåìÝíá.

Èá ðåñéãñÜøïõìå ìßá ìßá ôéò ôñåéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò, ðïõ ìïíôåëïðïéïý-
íôáé áðü ôéò êáôáóôÜóåéò W , W ′ êáé W ′′ áñ÷ßæïíôáò áðü ôçí W . Óôçí êáôÜ-
óôáóç áõôÞ, ãíùñßæïõìå üôé ôá äýï clauses äéáöÝñïõí, ïðüôå åßíáé áíáãêáßï,
áöïý ðñþôá îåóçìáäÝøïõìå ôï clause áõôü, íá ìåôáêéíÞóïõìå ôï äñïìÝá óôá
äåîéÜ ôïõ ôñÝ÷ïíôïò clause þóôå íá óõíå÷éóôåß ç ðñïçãïýìåíç äéáäéêáóßá óý-
ãêñéóçò áõôïý ôïõ clause ìå üëá ôá õðüëïéðá ó çìáäåìÝíá ðñïò ôá áñéóôåñÜ
clauses ïõ óôéãìéïôýðïõ ìáò, îåóçìáäåýïíôáò ðáñÜëëçëá üôé óçìáäåìÝíïõò
÷áñáêôÞñåò óõíáíôßóïõìå:
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0W → W0

1W → W1

xW → Wx
x̄W → Wx̄
tW → W t
;W → W;
{̃W → {W1

[̃W → [W1

Ôþñá ìåôáêéíïýìáóôå ðñïò ôá äåîéÜ þóôå íá îåóçìáäÝøïõìå êáé ôï äåîéü
äéáêñéôéêü ÷áñáêôÞñá:

W1x → xW1

W1x̄ → x̄W1

W10 → 0W1

W11 → 1W1

W1; → ;W1

W1x′ → xW1

W1x̄′ → x̄W1

W10
′ → 0W1

W11
′ → 1W1

W1;′ → ;W1

W1t → tW1

W1}̃ → }W2

W1̃] → ]W2

Áðü ôç êáôÜóôáóç W2 ìåôáêéíïýìáóôå ðñïò ôá äåîéÜ ìÝ÷ñé íá âñïýìå ôï
ôñÝ÷ïí ìáò clause ôï ïðïßï èá ôï áíáãíùñßóïõìå âëÝðïíôáò ôïõò óçìáäåìÝ-
íïõò ôïõ ÷áñáêôÞñåò ôïõò ïðïßïõò êáé èá îåóçìáäÝøïõìå þóôå íá óõíå÷éóôåß
ç óýãêñéóç ìå ôá õðüëïéðá clauses:
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W2x → xW2

W2x̄ → x̄W2

W20 → 0W2

W21 → 1W2

W2; → ;W2

W2x′ → xW ′
2

W2x̄′ → x̄W ′
2

W20
′ → 0W ′

2

W21
′ → 1W ′

2

W2;′ → ;W ′
2

W ′
20
′ → 0W ′

2

W ′
21
′ → 1W ′

2

W ′
2;
′ → ;W ′

2

W2t → tW2

W2} → }W2

W2] → ]W2

W2{ → }W2

W2[ → ]W2

W ′
2} → }V

W ′
2] → ]V

Ç åîÞãçóç ôùí ðáñáðÜíù êáíüíùí åßíáé ç åîÞò: óôçí êáôÜóôáóç W2

áãíïïýìå üëïõò ôïõò åíäéÜìåóïõò ÷áñáêôÞñåò ìÝ÷ñé íá åéóÝëèïõìå óôï ôñÝ-
÷ïí ìáò clause, êÜôé ôï ïðïßï êáôáëáâáßíïõìå üôáí óõíáíôÞóïõìå ôïí ðñþôï
óçìáäåìÝíï ÷áñáêôÞñá, ï ïðïßïò ìðïñåß íá åßíáé åßôå ï x Þ x̄ åßôå êÜðïéï
Üëëï øçößï (ôïõ êüììáôïò óõìðåñéëáìâáíïìÝíïõ). Ìüëéò ãßíåé áõôü, ìåôá-
âáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç W ′

2 óôçí ïðïßá ìåôáêéíïýìáóôå ðñïò ôï ôÝëïò ôïõ
clause áõôïý, îåóçìáäåýïíôáò üëïõò ôïõò óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò ðïõ èá
óõíáíôÞóïõìå êáé ìüëéò âñåèïýìå óôï ôÝëïò ôïõ clause, ìåôáâáßíïõìå óôçí
êáôÜóôáóç V þóôå íá óõíå÷éóôåß ç åðáíáëçðôéêÞ óýãêñéóç ôïõ ôñÝ÷ïíôüò
ìáò clause å üëá ôá ðñïò ôá áñéóôåñÜ óçìáäåìÝíá.

Ôþñá, ìðïñïýìå íá óõíå÷ßóïõìå ìá ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò êáôáóôÜóåùò W ′

óôçí ïðïßá ìåôáâáßíïõìå üôáí ç óýãêñéóç ôùí äýï áíôßóôïé÷ùí ÷áñáêôÞñùí
ôùí åðéìÝñïõò clauses ðåôý÷åé. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, åßíáé áðáñáßôçôï íá
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ìåôáêéíÞóïõìå ôïí äñïìÝá ðñïò ôá äåîéÜ, ðñïò ôï ôñÝ÷ïí ìáò clause, þóôå íá
âñïýìå êáé íá áðïèçêåýóïõìå óôçí êáôÜóôáóÞ ìáò ôïí åðüìåíï ãéá Ýëåã÷ï
÷áñáêôÞñá êáé ýóôåñá íá ìåôáâïýìå óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç ç ïðïßá èá
ìáò óõãêñßíåé üðùò êáé ðñéí, ôïõò äõï áíôßóôïé÷ïõò ÷áñáêôÞñåò ìáò:

W ′x′ → x′W ′

W ′x̄′ → x̄′W ′

W ′0′ → 0′W ′

W ′1′ → 1′W ′

W ′;′ → ;′W ′

W ′}̃ → }̃W̃
W ′̃] → ]̃W̃
W̃{ → }W̃
W̃ [ → ]W̃
W̃} → }W̃
W̃ ] → ]W̃
W̃0 → 0W̃
W̃1 → 1W̃
W̃ ; → ; W̃
W̃t → tW̃
W̃0′ → V 0′

W̃1′ → V 1′

W̃ ;′ → V;′

W̃x′ → V x′

W̃ x̄′ → V x̄′

H ëåéôïõñãßá ôùí ðáñáðÜíù êáíüíùí åßíáé ðñïöáíÞò: áñ÷éêÜ, ìåôáêéíïý-
ìåíïé ðñïò ôá äåîéÜ, áãíïïýìå üëïõò ôïõò ÷áñáêôÞñåò ôïõ clause óôï ïðïßï
âñéóêüìáóôå, êáé ïé ïðïßïé Ý÷ïõí Þäç óõãêñéèåß ìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ôïõ
ôñÝ÷ïíôïò clause, ÷ùñßò íá ôïõò îåóçìáäÝøïõìå. Áõôü ãéáôß, ç óýãêñéóç èá
óõíå÷éôåß, ïðüôå åßíáé áíáãêáßï íá Ýxïõìå óçìáäåìÝíï ôïí ôåëåõôáßï ÷áñá-
êôÞñá ðïõ Ý÷ïõìå Þäç óõãêñßíåé êáèþò óôï åðüìåí âÞìá èá óõãêñßíïõì må
ôïí åðüìåíï ðñïò ôá áñéóôåñÜ áõôïý. Åðåéôá, áãíïïýìå ðÜëé üëá ôá åíäéÜ-
ìåóá clauses, ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò W̃ , ìÝ÷ñé íá âñïýìå ôï ôñÝ÷ïí clause
ìÝóù ôïõ ðñþôïõ óçìáäåìÝíïõ ÷áñáêôÞñá ðïõ èá óõíáíôÞóïõìå, ïðüôå êáé
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ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç V þóôå íá óõíå÷éóôåß ç óýãêñéóç ìåôáîý ôùí
äýï clauses.

Ôåëåßùíïõìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí ôñéþí ðáñáðÜíù êáôáóôÜóåùí ìå ôçí W ′′,
êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá ìåôáâáßíïõìå üôáí äïýìå üôé äåí õðÜñ÷ïõí åðéðëÝïí
óçìáäåìÝíá, êáé Üñá õðïøÞöéá ðñïò óýãêñéóç, clauses. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ,
åßíáé áíáãêáßï íá ìåôáöåñèïýìå ðñïò ôï ôñÝ÷ïí ìáò clause, íá áëëÜîïõìå, åÜí
êÜôé ôÝôïéï åßíáé öõóéêÜ áíáãêáßï, ôïõò äéáêñéôéêïýò ÷áñáêôÞñåò ôïõ ôñÝ÷ï-
íôïò clause (áðü ìç éêáíïðïéÞóéìï äçëáäÞ óå éêáíïðïéÞóéìï) êáé Ýðåéôá íá
óõíå÷ßóïõìå ôçí ðáñáðÜíù åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá ôïðïèÝôçóçò ôïõ ôñÝ÷ï-
íôïò áëçèïýò literal óå Üëëá ðñïò ôá äåîéÜ clauses:

W ′′x → xW ′′

W ′′x̄ → x̄W ′′

W ′′0 → 0W ′′

W ′′1 → 1W ′′

W ′′; → ;W ′′

W ′′{ → }W ′′

W ′′[ → ]W ′′

W ′′} → }W ′′

W ′′] → ]W ′′

W ′′x′ → Xx′

W ′′x̄′ → Xx̄′

W ′′0′ → X0′

W ′′1′ → X1′

W ′′;′ → X;′

Ç åîÞãçóç ôùí ðáñáðÜíù êáíüíùí åßíáé ç åîÞò: áñ÷éêÜ áãíïýìå üëá ôá
åíäéÜìåóá clauses ìÝ÷ñé íá óõíáíôÞóïõìå ôïí ðñþôï óçìáäåìÝíï ÷áñáêôÞñá,
ãåãïíüò ìå ôï ïðïßï êáôáëáâáßíïõìå üôé âñéóêüìáóôå óôï ôñÝ÷ïí ìáò clause,
ïðüôå êáé ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç × . Áõôü ðïõ åðéèõìïýìå íá êÜíïõìå
ìÝóù áõôÞò ôçò êáôáóôÜóåùò åßíáé íá áëëÜîïõìå, åÜí êÜôé ôÝôïéï åßíáé áíá-
ãêáßï, ôïõò ÷áñáêôÞñåò ðïõ ðåñéêëåßïõí ôï ôñÝ÷ïì ìáò clause êáé ýóôåñá íá
óõíå÷ßóïõìå ôç äéáäéêáóßá ôïðïèÝôçóçò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò áëçèïýò ìáò literal óå
åðüìåíá clauses:
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0× → ×0

1× → ×1

x× → ×x
x̄× → ×x̄
;× → ×;
{× → [̃X ′

[× → [̃X ′

ÅÜí, ìåôáâáßíïíôáò ðñïò ôá áñéóôåñÜ, óõíáíôÞóïõìå ÷áñáêôÞñá ìç éêá-
íïðïéÞóéìïõ clause áõôïìÜôùò ôïí ìåôáôñÝðïõìå óå áõôüí ðïõ õðïäçëþíåé
éêáíïðïéÞóéìï clause. Åðåéôá, ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò × ′, ìåôáâáßíïõìå ðñïò
ôá äåîéÜ, îåóçìáäåýïíôáò ôïõò ôõ÷þí óçìáäåìÝíïõò ÷áñáêôÞñåò:

× ′x → x× ′

× ′x̄ → x̄× ′

× ′0 → 0× ′

× ′1 → 1× ′

× ′; → ; × ′

× ′x′ → x× ′

× ′x̄′ → x̄X ′

× ′0′ → 0X ′

× ′1′ → 1X ′

× ′;′ → ; X ′

× ′} → ]̃J ′

× ′] → ]̃J ′

ÄçëáäÞ, áöïý îåóçìáäÝøïõìå üëïõò ôïõò åíäéÜìåóïõò ÷áñáêôÞñåò, áë-
ëÜæïõìå åÜí åßíáé áíáãêáßï ôïí äåîéü ôåñìáôéêü ÷áñáêôÞñá ôïõ clause êáé
ìåôáâáßíïõìå óôçí êáôÜóôáóç J ′ ôçí ïðïßá Ý÷ïõìå ðåñéãÜøåé óå ðñïçãïý-
ìåíï âÞìá êáé ëåéôïõñãßá ôçò ïðïßáò åßíáé íá ìåôáêéíÞóåé ôïí äñïìÝá ðñïò ôï
ðñþôï ìç óçìáäåìÝíï clause ðñïò ôá äåîéÜ.
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Ç ðéï óçìáíôéêÞ ðåñßðôùóç, ôçí ïðïßá äåí áíáöÝñáìå ðéï ðÜíù, åßíáé ç
åîÞò: íá âñåèïýí ßäéá ôá äýï clauses ðïõ óõãêñßíïõìå. Êáô'áñ÷Þí, åßíáé áðá-
ñáßôçôï íá ðïýìå ðüôå óõìâáßíåé áõôü. Áõôü ðïõ êÜíåé ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá,
åßíáé íá âñßóêåé ôïí ðñþôï ìç óçìáäåìÝíï ÷áñáêôÞñá áðü ôïí ôñÝ÷ïí clause
êáé íá ôïí óõãêñßíåé ìå ôïí áíôßóôïé÷ï ôïõ ðñïò óýãêñéóç clause. Ïôáí
øÜ÷ïõìå íá âñïýìå ôïí ôñÝ÷ïìíôá ÷áñáêôÞñá ðñïò óýãêñéóç óôï clause ìáò,
åíäÝ÷åôáé íá Ý÷ïõìå öôÜóåé óôï áñéóôåñü Üêñï (äçëáäÞ óôçí áñ÷Þ) ôïõ clause.
Ïôáí óõìâåß áõôü, îÝñïõìå üôé üëïé ïé ðñïçãïýìåíïé ÷áñáêôÞñåò ôïõ clause
ìáò ôáõôßæïìôáé ìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ôïõ Ýôåñïõ clause. Êáé åðåéäÞ ï ôåëåõ-
ôáßïò ÷áñáêôÞñáò ðïõ óõãêñßíáìå Þôáí åßôå x åßôå x̄, îÝñïõìå üôé äåí õðÜñ÷åé
óôï ðñïò óýãêñéóç clause Üëëïò ÷áñáêôÞñáò ðñïò ôá áñéóôåñÜ ôïõ ôåëåõôáßïõ
ðïõ óõãêñßíáìå, Üñá ôá äýï clauses ôáõôßæïíôáé. Ðñþôç ðñïôåñáéüôçôá åßíáé
íá ðåñéãñÜøïõìå áõôÞ ôç óõíèÞêç ôáýôéóçò êáé ôçò ìåôÜâáóçò óôçí áíôßóôïé÷ç
êáôÜëëçëç êáôÜóôáóçò (áò èõìçèïýìå üôé ç êáôÜóôáóç ç ïðïßá øÜ÷íåé ãéá
ôïí ðñþôï ìç óçìáäåìÝíï ÷áñáêôÞñá, êáé Üñá ç êáôÜóôáóç ðïõ èá áíôéëçöèåß
ôï ôÝëïò ôïõ clause ìÝóù ôçò Ýëëåéøçò ìç óçìáäåìÝíùí ÷áñáêôÞñùí, åßíáé ç
V ):

{V → {�
[V → [�

Ôþñá, ìÝóù ôçò êáôáóôÜóåùò �, ïé ëåéôïõñãßåò ðïõ ðñÝðåé íá åðéôåëÝ-
óïõìå åßíáé ïé êÜôùèé: áñ÷éêÜ íá îåóçìáäÝøïõìå üëïõò ôïõò ÷áñáêôÞñåò ôïõ
ôñÝ÷ïíôïò clause. Åðåéôá íá \óâÞóïõìå" (áíôéêáèéóôþíôáò âÝâáéá ôïõò ÷áñá-
êôÞñåò ìå ôï t) ôï ôñÝ÷ïí áëçèÝò literal ðïõ ãñÜøáìå óôç ôñßôç óõíéóôþóá ôïõ
ôñÝ÷ïíôïò clause êáé, ôÝëïò, íá îåóçìáäÝøïõìå ôïõò ÷áñáêôÞñåò ôïõ Ýôåñïõ
clause óýãêñéóçò.

Áñ÷ßæïõìå áðü ôçí ðñþôç ëåéôïõñãßá (ôï óçìÜäåìá ôïõ ôåëåõôáßïõ ÷áñá-
êôÞñá èá ìáò âïçèÞóåé óôï åðüìåíï âÞìá ãéá íá âñßóêïõìå åýêïëá ôï ôñÝ÷ïí
clause):
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�x′ → x�
�x̄′ → x̄�
�0′ → 0�
�1′ → 1�
�;′ → ; �
�} → �1}̇
�] → �1 ]̇

Óôçí êáôÜóôáóç �1 áñ÷ßæïõìå ôï \óâÞóéìï" ôùí ÷áñáêôÞñùí ôçò ôñßôçò
óõíéóôþóáò ôïõ ôñÝ÷ïíôïw clause êáé ôçò ôáõôü÷ñïíçò áíôéêáôÜóôáóÞ ôïõò
áðü ôïí ÷áñáêôÞñá t:

0�1 → �1 t
1�1 → �1 t
x�1 → �1 t
x̄�1 → �1 t
; �1 → �2;

ÔÝëïò, óôçí êáôÜóôáóç �2, èÝëïõìå íá ìåôáêéíÞóïõìå ôï äñïìÝá ìÝ÷ñé
ôï Ýôåñï clause óýãêñéóçò þóôå íá îåóçìáäÝøïõìå üëïõò ôïõò óçìáäåìÝíïõò
÷ááêôÞñåò áõôïý:
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0�2 → �20

1�2 → �21

t�2 → �2 t
x�2 → �2x
x̄�2 → �2x̄
; �2 → �2;
{�2 → �2{
[�2 → �2[

{̃�2 → �3{̃
[̃�2 → �2̃[

}�2 → �2}
]�2 → �2]

}̃�2 → �2}̃
]̃�2 → �2̃]

0′�2 → �20

1′�2 → �21

x′�2 → �2x
x̄′�2 → �2x̄
;′ �2 → �2;

Óôçí êáôÜóôáóç �3 èá âñåèïýìå ìüëéò óõíáíôÞóïõìå ôïí áñéóôåñü ôåñ-
ìáôéêü ÷áñáêôÞñá ôïõ clause ðñïò óýãêñéóç. ÎÝñïõìå üôé ôï ðñþôï éêá-
íïðïéÞóéìï clause ðñïò ôá áñéóôåñÜ ðïõ èá óçíáíôßóïõìå, åßíáé ôï ôñÝ÷ïí
clause óýãêñéóçò, Üñá ìüëéò âñïýìå ôï áñéóôåñü ôïõ Üêñï, óôáìáôÜìå ôç äéá-
äéêáóßá îåóçìáäÝìáôïò ôùí ÷áñáêôÞñùí áõôïý. Ôþñá, åßíáé áðáñáßôçôï íá
óõíå÷ßóïõìå ôç äéáäéêáóßá ôïðïèÝôçóçò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò èåôéêïý literal óå Üëëá
clauses ðïõ Ý÷ïõí ÷þñï ðñïò ôá äåîéÜ áõôïý ðïõ èåùñÞóáìå ôñÝ÷ïí óôï ôñÝ÷ïí
âÞìá ìáò (êáé ôï ïðïßï Ý÷ïõìå óçìáäÝøåé êáôÜëëçëá þóôå íá ôï âñßóêïõìå
åýêïëá):
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�3x → x�3

�3x̄ → x̄�3

�30 → 0�3

�31 → 1�3

�3; → ; �3

�3{ → {�3

�3[ → [�3

�3} → }�3

�3] → ]�3

�3}̇ → }J ′
�3 ]̇ → ]J ′
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ÊåöÜëáéï 10

NP Ãëþóóåò ìå ÐïëõùíõìéêÜ
ÐéóôïðïéçôéêÜ

10.1 ÅéóáãùãÞ

10.2 ÐñïâëÞìáôá óôï NP ìå õðåñ-ãñáììéêÜ ðéóôïðïéçôéêÜ

10.1 ÅéóáãùãÞ
Ïðùò åß÷áìå áðïäåßîåé óôï êåöÜëáéï 3 ó÷åôéêÜ ìå ôç ó÷Ýóç ôùí êëÜóåùí
NP êáé NSPACE(n), áõôÝò ïé êëÜóåéò åßíáé äéáöïñåéêÝò, ÷ùñßò üìùò íá
Ý÷ïõìå åðéðëÝïí óôïé÷åßá ó÷åôéêÜ ìå ôç ðåñáéôÝñù ó÷Ýóç áõôþí. Óôá ðñïç-
ãïýìåíá êåöÜëáéá äåßîáìå üôé óõãêåêåñéìÝíá ðñïâëÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôçí
êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò NP, êáé ìÜëéóôá åßíáé NP-ðëÞñç äçëáäÞ ôá äõóêï-
ëüôåñá ùò ðñïò ôï âáèìü åðéëõóçìüôçôáò ìÝóá óôçí êëÜóç NP, ìðïñïýí íá
ðáñá÷èïýí áðü ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá êáé Üñá áíÞêïõí óôçí êëÜóç
ðïëõðëïêüôçôáò NSPACE(n).

Áõôü ßóùò íá ìáò äßíåé ìéá Ýíäåéîç ó÷åôéêÜ ìå ôçí áêñéâÞ ó÷Ýóç ôùí äýï
áõôþí êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò: áöïý ôá äõóêïëüôåñá ðñïâëÞìáôá ðïõ áíÞ-
êïõí óôçí êëÜóç NP ðáñÜãïíôáé áðü ãñáììáôéêÝò ìå óõìöñáæüìåíá, åßíáé
ëïãéêü íá áíáìÝíïõìå üôé üëá ôá ðñïâëÞìáôá ôçò êëÜóçò NP ìðïñïýí íá ðá-
ñá÷èïýí áðü áíßóôïé÷ïõò êáíüíåò êáé, êáô'åðÝêôáóç, íá áíÞêïõí óôçí êëÜóç
ðïëõðëïêüôçôáò NSPACE(n). ÄçëáäÞ ìå Üëëá ëüãéá, áõôÜ ôá áðïôåëÝ-
óìáôá éó÷õñïðïéïýí ôç ðéèáíüôçôá íá éó÷ýåé üôé NP ⊆ NSPACE(n).
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10.2 ÐñïâëÞìáôá óôï NP ìå õðåñ-ãñáììéêÜ ðéóôïðïéçôéêÜ
Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ðáñïõóéÜóïõìå ðñïâëÞìáôá ôá ïðïßá öáßíåôáé íá êáôáñ-
ñßðôïõí ôçí ðáñáðÜíù åéêáóßá. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, èá ïñßóïõìå Ýíá ðñüâëçìá
ôï ïðïßï áðü ôçí ìßá ðëåõñÜ èá áíÞêåé óôçí êëÜóç NP, áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ
üìùò öáßíåôáé íá ÷ñåéÜæåôáé ðïëõùíéêïý ÷þñïõ ðéóôïðïéçôéêü ãéá íá åðéëõèåß
ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ó åðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé, äïèÝíôïò åíüò
óôéãìéïôýðïõ, íá ìåãáëþóïõìå ðïëõùíõìéêÜ ôï óôéãìéüôõðï þóôå áõôüìáôá
íá ìåãáëþóåé êáé ôï áíôßóôïé÷ï ðéóôïðïéçôéêü.

Ôï ðñüâëçìá ðïõ èá ïñßóïõìå èá áöïñÜ ãñáöÞìáôá. Ôïí ôñüðï ìå ôïí
ïðïßï èá ìåãáëþíïõìå ôá óôéãìéüôõðá åíüò ãñáöÞìáôïò ôïí ðåñéãñÜöç ç ðá-
ñáêÜôù êáôáóêåõÞ ç ïðïßá ïñßæåé ôçí åðÝêôáóç åíüò ãñáöÞìáôïò:

Ïñéóìüò 16 Åóôù G = (V;E) Ýíá áðëü êáé ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Ùò
åðÝêôáóç ôïõ ãñáöÞìáôïò G, ðïõ èá ôçí óõìâïëßæïõìå ùò Eð(G), ïñßæïõìå
Ýíá íÝï ãñÜöçìá G′ ôï ïðïßï ðñïêýðôåé áðü ôï áñ÷éêü ãñÜöçìá ùò åîÞò:

� Ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G′ = Åð(G) áðïôåëåßôáé áðü
ôï óýíïëï ôùí äéáôåôáãìÝíùí ôñéÜäùí ôùí êïñõöþí ôïõ G. ÄçëáäÞ ïé
êïñõöÝò ôïõ G′ áðïôåëïýíôáé áðü üëåò ôéò äõíáôÝò ôñéÜäåò ôçò åîÞò
ìïñöÞò: (xi; xj; xk) : xi; xj; xk ∈ V (G).

� Äýï êïñõöÝò ôïõ íÝïõ ãñáöÞìáôïò (xi; xj; xk) êáé (yq; yp; yr) åíþíïíôáé
ìå áêìÞ óôï íÝï ãñÜöçìá åÜí êáé ìüíïí åÜí õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áðü
ôéò åðüìåíåò áêìÝò óôï áñ÷éêü ãñÜöçìá: {xi; yq}; {xj; yp}; {xk; yr}.
ÅÜí êáìßá Þ ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá áðü áõôÝò ôéò áêìÝò õðÜñ÷ïõí óôï
áñ÷éêü ãñÜöçìá, ôüôå ïé áíôßóôïé÷åò êïñõöÝò äåí åíþíïíôáé óôï íÝï
ãñÜöçìá G′.

Ìå âÜóç ôçí ðáñáðÜíù êáôáóêåõÞ, ïñßæïõìå ôï ðáñáêÜôù ðñüâëçìá:

Ïñéóìüò 17 ÄïèÝíôïò åíüò ìç êáôåõèõíüìåíïõ ãñáöÞìáôïò G = (V;E),
áëçèåýåé üôé ç åðÝêôáóç Åð(G) õôïý ôïõ ãñáöÞìáôïò Ý÷åé ìïíïðÜôé ×Ü-
ìéëôïí;

Ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá áíÞêåé ðñïöáíþò óôçí êëÜóç NP. ÄïèÝíôïò åíüò
ãñáöÞìáôïò G = (V;E), êáôáóêåõÜæïõìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ôçí åðÝ-
êôáóÞ ôïõ êéá êáôüðéí \ìáíôåýïõìå" Ýíá ìïíïðÜôé ×Üìéëôïí ãéá ôï íÝï áõôü
ãñÜöçìá.

Áõôü ðïõ äåí åßíáé êáèüëïõ ðñïöáíÝò, åßíáé ôï ðþò ìðïñåß íá \óõìðõêíù-
èåß" ôï ðéóôïðïéçôéêü ôïõ ìïíïðáôéïý ×Üìéëôïí ôïõ íÝïõ ãñáöÞìáôïò þóôå
íá ãßíåé ãñáììéêü ùò ðñïò ôï áñ÷éêü ãñÜöçìá. Ôï íÝï áõôü ãñÜöçìá èá
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ðåñéÝ÷åé |V (G)|3 êïñõöÝò êáé Üñá åÜí Ý÷åé ìïíïðÜôé ×Üìéëôïí, áõôü èá áíá-
ðáñßóôáôáé áðü |V (G)|3 − 1 êïñõöÝò. Áõôüìáôá, ôï íÝï ðéóôïðïéçôéêü åßíáé
ðïëõùíõìéêÜ ìåãáëýôåñï áðü ôï ìÝãåèïò ôïõ áñ÷éêïý ãñáöÞìáôïò ôï ïðïßï
åßíáé O(|V (G)|2).
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