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Âáóßëåéïò Êáñáâáóßëçò ôïõ ×ñÞóôïõ êáé ôçò ÅéñÞíçò. MSc, ÔìÞìá ÐëçñïöïñéêÞò Ðáíå-

ðéóôçìßïõ Éùáííßíùí, ÖåâñïõÜñéïò, 2009. Ðáñáêïëïýèçóç áíôéêåéìÝíùí óå åéêïíïóåéñÝò

ìå ìéêôÝò êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò. ÅðéâëÝðïíôáò: ×ñéóôüöïñïò Íßêïõ

Ç åñãáóßá äéáðñáãìáôåýåôáé ôçí ðáñáêïëïýèçóç ôçò êßíçóçò (tracking) áíôéêåéìÝíùí

óå ìåãÜëåò óåéñÝò åéêüíùí (video). Óôï ðñþôï ìÝñïò, ìåëåôþíôáé ôá ößëôñá Kalman ðïõ

áðïôåëïýí Ýíá âáóéêü ìïíôÝëï ãéá ôçí ðáñáêïëïýèçóç áíôéêåéìÝíùí êáé åöáñìüæïíôáé óå

ðåñéðôþóåéò ðïõ õðÜñ÷åé åê ôùí ðñïôÝñùí ãíþóç ãéá ôçí ìïñöÞ ôçò êßíçóçò êáé ï èüñõâïò

ðïõ åðçñåÜæåé ôüóï ôç ìÝôñçóç üóï êáé ôçí êáôÜóôáóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ åßíáé êáíïíéêÞò êá-

ôáíïìÞò. ¸ðåéôá áíáëýåôáé ï áëãüñéèìïò äéÜäïóçò ôçò õðü óõíèÞêçò ðéèáíüôçôáò (Condi-

tional Density Propagation { CONDENSATION) ðïõ áðïôåëåß ìéá ãåíéêåõìÝíç ðåñßðôùóç

ôùí ößëôñùí Kalman ãéá ðåñéðôþóåéò ðïõ ï èüñõâïò äåí áêïëïõèåß êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ.

Óôï äåýôåñï ìÝñïò ðáñïõóéÜæïíôáé åêôéìçôÝò ôçò êßíçóçò ðïõ âáóßæïíôáé óôçí ðñïóÝããéóç

÷áñáêôçñéóôéêþí ôïõ áíôéêåéìÝíïõ áðü éóôïãñÜììáôá. Ïé åêôéìçôÝò áõôïß ðñïóäéïñßæïõíå

ôç èÝóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ óå êÜèå åéêüíá ìå ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ìéá óõíÜñôçóçò áðüóôá-

óçò ìåôáîý ôïõ ðñïôýðïõ éóôïãñÜììáôïò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ êáé ôùí éóôïãñáììÜôùí ðïõ

ðñïêýðôïõí áðü ôéò ðéèáíÝò èÝóåéò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ óôéò äéÜöïñåò åéêüíåò. Óå áõôÞ ôçí

êáôçãïñßá áíÞêåé ï áëãüñéèìïò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò (Mean Shift) êáé ï áëãüñéèìïò DEMD

(Di�erential EMD). Ôï ðëåïíÝêôçìá áõôþí ôùí áëãïñßèìùí åßíáé üôé äåí ÷ñåéÜæåôáé êáìßá

ãíþóç ãéá ôçí ìïñöÞ ôçò êßíçóçò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ. Óå áõôü ôï ðëáßóéï, ðñïôåßíåôáé ç åðÝ-

êôáóç ôïõ áëãïñßèìïõ DEMD, ìå áíáðáñÜóôáóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ áðü ìéêôÝò êáíïíéêÝò

êáôáíïìÝò. Ç åðÝêôáóç áõôÞ ïäçãåß äå åîßóïõ áðïôåëåóìáôéêÞ áëëÜ ôá÷ýôåñç åêôßìçóç

ôçò êßíçóçò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ óå ó÷Ýóç ìå ôïí êëáóóéêü áëãüñéèìï.
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Extended Abstract in English

Karavasilis, Vasileios. MSc, Computer Science Department, University of Ioannina, Greece.

February, 2009. Object tracking in image sequences using Gaussian Mixture model. The-

sis Supervisor: Christoforos Nikou.

One important �eld in computer vision is object tracking. Tracking is the problem

of generating an inference about the motion of an object given a sequence of images.

Solutions to this problem have a variety of applications, some of them being: surveillance,

where we are looking for unusual movements, targeting and recognition from motion. In

tracking problems we assume that we know the model of the object and in every image we

can get a set of measurements (provided from the object of interest or any other object).

Based on that, we want to �nd the object's true position. In this work, we review some

methods that have been proposed and suggest a new one.

In the �rst category of methods we assume that the moving object has an internal

state which is measured in some way. Combining those measurements e�ciently, we can

get the object's true position. The �rst method of that category is the Kalman �lter. In

order to apply Kalman �ltering we must know the type of object's movement and assume

that the noise which a�ects the object and the observation is Gaussian. Kalman �lters

successfully track objects even in the case of occlusions if the assumed type of movement

is correctly modeled. An other family of method is Condensation and ICondensation

algorithms. These are more general than Kalman �lters, because they do not assume a

speci�c type of densities and have the ability to predict an object's location again if it is

occluded.

The above methods have the disadvantage that we must assume the type of object's

movement. Other methods that are based on histogram representation of objects do

not have this drawback. In this category, we choose some features of the object (color,

texture) to create the histograms. Usually, the features are spatially masked with an

isotopic kernel. Estimators in this category �nd the object's position by minimizing the

cost function between the models histogram and the candidate histograms in the next

image. The �rst method of this category is Kernel-Based Object Tracking using Mean

Shift algorithm. In this method, the object is supposed to be inside an ellipse and the

histogram is constructed from pixel values inside that ellipse. The initial histogram is

known. In the next, image we initialize the center and we use Mean Shift to move

the center to the true object's center (the method uses the Bhattacharyya coe�cient).

Another similar method is Di�erential Earth Mover's Distance (EMD). In this method

7



the object is also represented by histograms in an ellipse, but the distance among them

is the Earth Mover's Distance.

Finally, the new method that is proposed in this work is based on the Di�erential EMD

algorithm. The object is bounded by an ellipse and the features are spatially masked with

a kernel. The features of the object are modeled by a Gaussian Mixture Model instead

of a simple histogram. This approach is as e�cient as the original method but leads to

signi�cant improvement in terms of execution time.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 ÅéóáãùãÞ

1.1 ÅéóáãùãÞ

Ç áíß÷íåõóç ôçò êßíçóçò ôùí áíôéêåéìÝíùí (tracking) åßíáé Ýíá óçìáíôéêü êïììÜôé ôçò

ðåñéï÷Þò ôçò õðïëïãéóôéêÞò üñáóçò. Ïé áõîáíüìåíåò äõíáôüôçôåò ôùí õðïëïãéóôþí êáé

ôùí øçöéáêþí êáìåñþí óå óõíÜñôçóç ìå ôï ìåéùìÝíï ïéêïíïìéêü êüóôïò êáé ç áðáßôçóç

íá õðÜñ÷åé áõôïìáôïðïéçìÝíç áíÜëõóç óå åéêïíïóåéñÝò Ý÷ïõí ïäçãÞóåé óå áíÜðôõîç ôçí

ðåñéï÷Þ ôçò õðïëïãéóôéêÞò üñáóçò. ÕðÜñ÷ïõí ôñßá âÞìáôá ãéá ôçí áíÜëõóç ôùí åéêïíïóåé-

ñþí: ï êáèïñéóìüò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé, ç áíß÷íåõóç ôçò èÝóçò ôïõ áðü

åéêüíá óå åéêüíá êáé ç åîáãùãÞ óõìðåñáóìÜôùí áðü ôçí êßíçóç. ÅðïìÝíùò ç áíß÷íåõóç

êéíïýìåíùí áíôéêåéìÝíùí åßíáé ó÷åôéêÞ ìå åñãáóßåò üðùò:

• áíáãíþñéóç ìå âÜóç ôçí êßíçóç, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ç áíáãíþñéóç áíèñþðùí ìå

âÜóç ôïí âçìáôéóìü.

• áõôïìáôïðïéçìÝíç åðßâëåøç, äçëáäÞ ç ðáñáêïëïýèçóç ìéáò ðåñéï÷Þò ãéá ýðïðôåò

êéíÞóåéò Þ áðßèáíá ãåãïíüôá.

• åðéêïéíùíßá áíèñþðïõ ìå õðïëïãéóôÞ, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ç áíß÷íåõóç êéíÞóåùí

ôùí ÷åñéþí ãéá ôçí êáèïäÞãçóç ôïõ õðïëïãéóôÞ.

• åðßâëåøç ôçò êõêëïöïñßáò, äçëáäÞ ðáñáêïëïýèçóç óå ðñáãìáôéêü ÷ñüíï ôçò ñïÞò

ï÷çìÜôùí êáé êáôáãñáöÞ óôáôéóôéêþí óôïé÷åßùí.

• êáèïäÞãçóç ï÷Þìáôïò, äçëáäÞ åýñåóç ðïñåßáò êáé áðïöõãÞ åìðïäßùí ìå âÜóç ôéò

ðáñáôçñÞóåéò áðü êÜìåñá.
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• êßíçóç ÷áñáêôÞñùí, äçëáäÞ êáôáãñáöÞ ôçò êßíçóç áðü Ýíá ìïíôÝëï êáé äçìéïõñãßá

åíüò öáíôáóôéêïý ÷áñáêôÞñá ðïõ åêôåëåß áõôÞ ôçí êßíçóç.

• ðñüâëåøç ôçò åðüìåíçò èÝóçò åíüò áíôéêåéìÝíïõ ìå âÜóç ôçí ìÝ÷ñé ôþñá ðïñåßá ôïõ.

Óôçí ðéï áðëÞ ðåñßðôùóç ç áíß÷íåõóç ôçò êßíçóçò ïñßæåôáé ùò ç åêôßìçóç ôçò ôñï÷éÜò

åíüò áíôéêåéìÝíïõ ðïõ êéíåßôáé óå ìéá ðåñéï÷Þ êáé áðïôõðþíåôáé óå ìéá óåéñÜ åéêüíùí. Ìå

Üëëá ëüãéá ðñÝðåé íá âñåèåß ç èÝóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ìÝóá óå äéáäï÷éêÝò åéêüíåò. Åðéðñï-

óèÝôùò ìðïñåß íá ÷ñåéÜæåôáé íá âñåèåß êáé ç êáôåýèõíóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ. Ç áíß÷íåõóç

ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ìðïñåß íá åßíáé äýóêïëç ãéá äéÜöïñïõò ëüãïõò:

• áðþëåéá ðëçñïöïñßáò êáôÜ ôçí ðñïâïëÞ áðü ôéò ôñåßò äéáóôÜóåéò ôïõ ðñáãìáôéêïý

êüóìïõ óôéò äýï äéáóôÜóåéò ôçò åéêüíáò.

• èüñõâïò êáôÜ ôçí áðïôýðùóç ôçò åéêüíáò.

• óýíèåôç êßíçóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ.

• ìç óõìðáãÞ áíôéêåßìåíá.

• áëëáãÞ óôïí öùôéóìü ôçò óêçíÞò.

• áðáéôÞóåéò ðñáãìáôéêïý ÷ñüíïõ.

Ç áíß÷íåõóç ìðïñåß íá ãßíåé âÜæïíôáò ðåñéïñéóìïýò óôï ìïíôÝëï ôçò êßíçóçò Þ óôçí

ìïñöÞ ôïõ áíôéêåéìÝíïõ. Ãéá ðáñÜäåéãìá üëåò ïé ìÝèïäïé õðïèÝôïõí üôé ç êßíçóç åßíáé

ïìáëÞ ÷ùñßò áðüôïìåò áëëáãÝò. ¸íáò åðéðëÝïí ðåñéïñéóìüò åßíáé ç õðüèåóç ãéá óôáèåñÞ

ôá÷ýôçôá Þ óôáèåñÞ åðéôÜ÷õíóç ëüãï ôçò åê ôùí ðñïôÝñùí ãíþóçò ìáò ãéá ôçí êßíçóç ôùí

áíôéêåéìÝíùí. Åê ùí ðñïôÝñùí ãíþóç ãéá ôï ðëÞèïò ôùí áíôéêåéìÝíùí Þ ôçí ìïñöÞ ôùí

áíôéêåéìÝíùí ìðïñåß åðßóçò íá ïäçãÞóåé óå áðëïýóôåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

ÄéÜöïñåò ðñïóåããßóåéò ãéá ôçí áíß÷íåõóç êßíçóçò Ý÷ïõí ðñïôáèåß. Ç äéÜêñéóç ìåôáîý

ôïõò ãßíåôáé ìå âÜóç ôéò áðáíôÞóåéò ðïõ äßíïõí óôá áêüëïõèá åñùôÞìáôá: Ðïéá áíáðá-

ñÜóôáóç åßíáé êáôÜëëçëç ãéá ôï áíôéêåßìåíï; Ðïéá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ áíôéêåéìÝíïõ èá

ëÜâïõìå õðüøç; Ðþò èá ìïíôåëïðïéçèåß ç êßíçóç êáé ôï ó÷Þìá ôïõ áíôéêåéìÝíïõ; Ïé áðá-

íôÞóåéò óå áõôÜ ôá åñùôÞìáôá åîáñôþíôáé áðü ðåñéâÜëëïí ðïõ ãßíåôáé ç áíß÷íåõóç êáé

áðü ôç ÷ñÞóç ðïõ èÝëïõìå íá êÜíïõìå. ÐïëëÝò ìÝèïäïé Ý÷ïõí ðñïôáèåß êáé åðé÷åéñïýí íá

áðáíôÞóïõí óôá ðáñáðÜíù åñùôÞìáôá ãéá Ýíá ðëÞèïò óåíáñßùí. Ï óêïðüò ôçò åñãáóßáò

åßíáé íá ðáñïõóéÜóåé êÜðïéåò áðü áõôÝò ôéò ìåèüäïõò. Ïé ìÝèïäïé ðïõ èá ðáñïõóéáóôïýí

åöáñìüæïíôáé óå ãåíéêÝò ðåñéðôþóåéò êáé äåí åßíáé ó÷åäéáóìÝíïé ãéá íá áíôéìåôùðßæïõí

óõãêåêñéìÝíá áíôéêåßìåíá. Ç áíß÷íåõóç áñèñùôþí áíôéêåéìÝíùí, üðùò áíèñþðùí, ðáñïõ-

óéÜæåôáé óôá [1] êáé [8].

Óôï êåöÜëáéï 2 ðáñïõóéÜæïíôáé ôá ößëôñá Kalman ðïõ åßíáé ìéá áðü ôéò ðñþôåò ìåèü-

äïõò ðïõ áíáðôý÷ôçêáí ãéá ðáñáêïëïýèçóç áíôéêåéìÝíùí êáé âáóßæåôáé óôçí ãíþóç ôçò

êßíçóçò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ. Óôï êåöÜëáéï 3 ðáñïõóéÜæåôáé ç ìÝèïäïò Condensation ðïõ

åßíáé ìéá ðéï ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ôùí ößëôñùí Kalman. Óôï êåöÜëáéï 4 ðáñïõóéÜæåôáé ç
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áíáðáñÜóôáóç áíôéêåéìÝíùí ìå ÷ñÞóç éóôïãñáììÜôùí êáé ç åöáñìïãÞ ôïõ áëãïñßèìïõ ôçò

ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ãéá ôçí áíß÷íåõóç áíôéêåéìÝíùí. Óôï êåöÜëáéï 5 ðáñïõóéÜæåôáé ï áëãü-

ñéèìïò DEMD ðïõ åðßóçò âáóßæåôáé óôçí ÷ñÞóç éóôïãñáììÜôùí. ÔÝëïò óôï êåöÜëáéï 6

ðñïôåßíåôáé ìéá åíáëëáêôéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôùí áíôéêåéìÝíùí ìå ÷ñÞóç ìéêôþí êáíïíéêþí

êáôáíïìþí êáé ç åöáñìïãÞ ôïõò óå ìéá ðáñáëëáãÞ ôïõ áëãïñßèìïõ DEMD.
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ÊåöÜëáéï 2

Ößëôñá Kalman

2.1 ÅéóáãùãÞ

2.2 ÌïíôÝëï ÐáñáôÞñçóçò

2.3 Ãñáììéêü Kalman Ößëôñï

2.4 ÅêôåôáìÝíï Kalman Ößëôñï

2.1 ÅéóáãùãÞ

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæåôáé ç éäÝá ôùí ößëôñùí Kalman êáé ç ÷ñÞóç ôïõò óôï ðå-

äßï ôçò õðïëïãéóôéêÞò üñáóçò [7], [14], [6], [12], [15]. Óôçí ðáñÜãñáöï 2.2 ðåñéãñÜöåôáé

ôï ìïíôÝëï ðáñáôÞñçóçò. Óôçí ðáñÜãñáöï 2.3 ðåñéãñÜöåôáé ç ðåñßðôùóç ôùí ãñáììéêþí

ößëôñùí Kalman. Óôçí ðáñÜãñáöï 2.3 ðåñéãñÜöïíôáé ôá åêôåôáìÝíá ößëôñá Kalman ðïõ

÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ìç ãñáììéêÝò ðåñéðôþóåéò. ÔÝëïò óôçí ðáñÜãñáöï 2.4 õðÜñ÷ïõí êÜ-

ðïéá ðáñáäåßãìáôá ôçò åöáñìïãÞò ôùí ößëôñùí Kalman óôçí ðáñáêïëïýèçóç áíôéêåéìÝíùí

óå åéêïíïóåéñÝò.

2.2 ÌïíôÝëï ÐáñáôÞñçóçò

Óôç äéáäéêáóßá ðáñáãùãÞò ôùí äåäïìÝíùí õðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷åé Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá

ôï ïðïßï äéáèÝôåé ìéá åóùôåñéêÞ êáôÜóôáóç (ôçí ïðïßá äåí ãíùñßæïõìå ìå áêñßâåéá) êáé ôï

ïðïßï ðáñÜãåé êÜðïéåò ðáñáôçñÞóåéò (ôéò ïðïßåò ãíùñßæïõìå). Ðéï áíáëõôéêÜ ôï óýóôçìá

åßíáé äéáêñéôïý ÷ñüíïõ êáé ç êáôÜóôáóç ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n ðåñéãñÜöåôáé áðü ôï xn (ôï

xn ìðïñåß íá åßíáé åßôå äéÜíõóìá åßôå âáèìùôü ìÝãåèïò, üðùò áíáëýåôáé óôéò åðüìåíåò ðá-

ñáãñÜöïõò). Ç êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôçí åðüìåíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n+1 ðåñéãñÜöåôáé
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áðü ôçí åîßóùóç

xn+1 = Fnxn + wn (2.1)

Óôçí åîßóùóç (2.1) ôï xn êáé xn+1 åßíáé ç êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ

n êáé n + 1 áíôßóôïé÷á, ôï Fn åßíáé (óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç) ï ðßíáêáò ìåôÜâáóçò áðü ôçí

êáôÜóôáóç xn óôçí êáôÜóôáóç xn+1 êáé ôï wn åßíáé ï èüñõâïò ðïõ åðéäñÜ óôï óýóôçìá ôç

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n. Ãéá ôï èüñõâï wn õðïèÝôïõìå üôé åßíáé ëåõêüò ãêáïõóéáíüò ìå ìçäåíéêÞ

ìÝóç ôéìÞ êáé ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò ðïõ ïñßæåôáé óôçí

E[wiw
T
j ] =

{
Qi ; i = j

0 ; i 6= j
(2.2)

ÊÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ðáñáôçñïýìå ôï óýóôçìá êáé ðñïêýðôïõí äéÜöïñåò ìåôñÞóåéò. Ïé

ìåôñÞóåéò ðñïêýðôïõí áðü ôçí êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò, áëëÜ äåí áíáðáñéóôïýí áêñéâþò

ôçí êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò (äçëáäÞ óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç åßíáé Ýíá äéÜíõóìá äéáöï-

ñåôéêÞò äéÜóôáóçò). Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ç ðáñáôÞñçóç ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n ðñïêýðôåé

áðü ôçí åîßóùóç

zn = Hnxn + vn (2.3)

Óôçí åîßóùóç (2.3) ôï zn åßíáé ç ðáñáôÞñçóç, ôï xn åßíáé ç êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò,

ôï Hn åßíáé ï ðßíáêáò ìÝôñçóçò êáé ôï vn åßíáé ï èüñõâïò ðïõ åðéäñÜ óôçí ðáñáôÞñçóç ôç

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n. Ãéá ôï èüñõâï vn õðïèÝôïõìå üôé åßíáé ëåõêüò ãêáïõóéáíüò ìå ìçäåíéêÞ

ìÝóç ôéìÞ êáé ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò ðïõ ïñßæåôáé óôçí

E[viv
T
j ] =

{
Ri ; i = j

0 ; i 6= j
(2.4)

ÊÜðïéá óçìåßá ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ðñïóï÷Þ åßíáé üôé óôçí åîßóùóç (2.1) ç êáôÜóôáóç

xn+1 åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôçí êáôÜóôáóç xn êáé ü÷é áðü ðñïçãïýìåíåò êáôáóôÜóåéò. Áõôü

óçìáßíåé üôé ãéá íá ðñïêýøåé ç íÝá êáôÜóôáóç äåí ÷ñåéÜæïíôáé üëåò ïé ðñïçãïýìåíåò (êáé

åðïìÝíùò äåí ÷ñåéÜæåôáé íá áðïèçêåýïíôáé) áëëÜ ìüíï ç áìÝóùò ðñïçãïýìåíç. ÅðéðëÝïí

ãéá íá îåêéíÞóåé ôï óýóôçìá ÷ñåéÜæåôáé ìüíï ôçí áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç (äçëáäÞ ôçí êáôÜóôáóç

x−1). ÁõôÞ ç êáôÜóôáóç ìðïñåß íá èåùñçèåß ãíùóôÞ Þ íá ðñïóåããéóôåß áðü ôç ìÝóç ôéìÞ

ôçò êáôáíïìÞò ðïõ èåùñïýìå üôé áêïëïõèåß ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç.

Óôçí åîßóùóç (2.3) ðñÝðåé íá åðéóçìÜíïõìå üôé ç ðáñáôÞñçóç zn åîáñôÜôáé ìüíï áðü

ôçí êáôÜóôáóç xn, äçëáäÞ åîáñôÜôáé áðü ôçí ôñÝ÷ïõóá êáôÜóôáóç ìüíï êáé ü÷é áðü ðñïç-

ãïýìåíåò. Åðßóçò ï èüñõâïò vn åßíáé áíåîÜñôçôïò áðü ôï èüñõâï wn ôç åîßóùóçò (2.1).

Ôï ðñüâëçìá ðïõ êáëåßôáé íá ëýóåé ôï ößëôñï Kalman åßíáé ç åýñåóç ôçò êáôÜóôáóçò

ôïõ óõóôÞìáôïò ìÝóù ôçò ðáñáôÞñçóçò ôùí ìåôñÞóåùí. Ãíùñßæïõìå (äçëáäÞ ðñÝðåé íá

êáèïñßóïõìå):

• Tçí öýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ðïõ åßíáé ôï ìÝãåèïò êáé ôïí ôýðï ôïõ äéáíýóìáôïò êá-

ôÜóôáóçò xn áëëÜ äåí ãíùñßæïõìå ôéò áêñéâÝò ôéìÝò ôùí äéáöüñùí óõíéóôùóþí ôïõ

äéáíýóìáôïò.
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• Ðùò ðñïêýðôåé ç êáôÜóôáóç xn+1 áðü ôçí xn äçëáäÞ ãíùñßæïõìå ôïí ðßíáêá ìåôÜ-

âáóçò Fn (ï ðßíáêáò ìåôÜâáóç óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç åðéôñÝðåôáé íá áëëÜæåé óôï

÷ñüíï, áëëÜ óõíÞèùò åßíáé óôáèåñüò). Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ôï áíôéêåßìåíï åêôåëåß

åõèýãñáììç ïìáëÞ êßíçóç ôüôå ç êáôÜóôáóç ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí èÝóç ôïõ áíôéêåé-

ìÝíïõ êáé ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõ (äçëáäÞ ôï ðïóü ðïõ ìåôáâÜëëåôáé ç èÝóç ôïõ). Óå áõôÞ

ôçí ðåñßðôùóç ç íÝá èÝóç ðñïêýðôåé óýìöùíá ìå ôïí ôýðï
xn+1

yn+1

Äxn+1

Äyn+1

 =


1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1



xn
yn
Äxn
Äyn

+ wn

üðïõ x; y åßíáé ç óõíôåôáãìÝíåò,Äx;Äy ç ôá÷ýôçôá óå êÜèå Üîïíá êáé wn åßíáé ï

èüñõâïò.

• Ôïí ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò Qn ôïõ èïñýâïõ wn, ðïõ åßíáé ï èüñõâïò ðïõ åðé-

äñÜ óôçí êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò (ï ðßíáêáò óõììåôáâëçôüôçôáò åðéôñÝðåôáé íá

áëëÜæåé óôï ÷ñüíï, áëëÜ óõíÞèùò åßíáé óôáèåñüò).

• Ôçí áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç x−1 ôïõ óõóôÞìáôïò. Áí äåí îÝñïõìå ôçí áêñéâÞ áñ÷éêÞ êáôÜ-

óôáóç ôüôå ãíùñßæïõìå ôçí êáôáíïìÞ ðïõ áõôÞ áêïëïõèåß êáé Ýôóé ôçí ðñïóåããßæïõìå

áðü ôç ìÝóç ôéìÞ ôçò êáôáíïìÞò.

• Ðùò ðñïêýðôåé ç ðáñáôÞñçóç zn áðü ôçí êáôÜóôáóç xn äçëáäÞ ãíùñßæïõìå ôïí ðßíáêá

ìåôñÞóåùí Hn (ï ðßíáêáò ìåôñÞóåùí åðéôñÝðåôáé íá ìåôáâÜëëåôáé óôï ÷ñüíï, áëëÜ

óõíÞèùò åßíáé óôáèåñüò). Ãéá ðáñÜäåéãìá üôáí ðáñáôçñïýìå Ýíá áíôéêåßìåíï ðïõ

åêôåëåß åõèýãñáììç ïìáëÞ êßíçóç ìðïñïýìå íá áíôéëçöèïýìå ìüíï ôçí èÝóç ôïõ,

äçëáäÞ ç ðáñáôÞñçóç èá åßíáé ôçò ìïñöÞò

[
Zxn

Zyn

]
=

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
xn
yn
Äxn
Äyn

+ vn

• Ôïí ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò Rn ôïõ èïñýâïõ vn, ðïõ åßíáé ï èüñõâïò ðïõ åðéäñÜ

óôçí ðáñáôÞñçóç ôçò êáôÜóôáóçò ôïõ óõóôÞìáôïò (ï ðßíáêáò óõììåôáâëçôüôçôáò

åðéôñÝðåôáé íá áëëÜæåé óôï ÷ñüíï, áëëÜ óõíÞèùò åßíáé óôáèåñüò).

Ôï ìüíï ðïõ äåí ãíùñßæïõìå (êáé èÝëïõìå íá âñïýìå) åßíáé ç êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò

xn; 0 ≤ n ≤ N . Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ãéá íá âñïýìå ôçí êáôÜóôáóç xn ÷ñçóéìïðïéïýìå

ðáñáôçñÞóåéò

• zi; 0 ≤ i ≤ n ôï ðñüâëçìá ëÝãåôáé öéëôñÜñéóìá (�ltering).

• zi; 0 ≤ i ≤ n− 1 ôï ðñüâëçìá ëÝãåôáé ðñüâëåøç (prediction).
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• zi; 0 ≤ i ≤ N ôï ðñüâëçìá ëÝãåôáé åîïìÜëõíóç (smoothing).

Ôï ðñüâëçìá ðïõ èÝëïõìå íá ëýóïõìå åßíáé ç åýñåóç ôçò êáôÜóôáóçò xn ðïõ ôáéñéÜæåé

(âÝëôéóôá) óôéò ðáñáìÝôñïõò ðïõ Ý÷ïõìå êáèïñßóåé.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ðñÝðåé íá ïñßóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò âÝëôéóôçò êáôÜóôáóçò. Ç áíÜ-

ëõóç áíáöÝñåôáé óå âáèìùôÜ ìåãÝèç, áëëÜ ç ßäéá áíÜëõóç ãßíåôáé êáé ãéá äéáíýóìáôá.

¸óôù üôé Ý÷ïõìå ôéò ðáñáôçñÞóåéò zi; 0 ≤ i ≤ n êáé Ýóôù x̂n åßíáé ç åê ôùí õóôÝñùí

åêôßìçóç ôçò êáôÜóôáóçò xn. Óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ç åêôßìçóç x̂n åßíáé äéáöïñåôéêÞ áðü

ôçí ðñáãìáôéêÞ êáôÜóôáóç xn. Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç ìÝóïõ ôåôñáãùíéêïý óöÜëìáôïò

(mean square error):

Jn = E[(xn − x̂n)2] = Å[(x̃n)2] (2.5)

¼ðïõ x̃n åßíáé ôï óöÜëìá åêôßìçóçò. Ç óõíÜñôçóç (2.5) åßíáé ìç áñíçôéêÞ êáé ìç öèßíïõóá.

Ç åîÜñôçóç ôçò óõíÜñôçóçò êüóôïõò Jn áðü ôï n äßíåé Ýìöáóç óôçí ìç óôáèåñÞ öýóç ôçò

áíáäñïìéêÞò äéáäéêáóßáò. Ãéá íá âñïýìå ôçí âÝëôéóôç åêôßìçóç x̂n èá ÷ñåéáóôïýìå ôá

ðáñáêÜôù äýï èåùñÞìáôá [6].

Èåþñçìá 2.1 (Õðü óõíèÞêç åêôéìçôÞò ìÝóçò ôéìÞò). Áí ïé óôï÷áóôéêÝò äéáäéêáóßåò {xn}
êáé {zn} åßíáé áðü êïéíïý êáíïíéêÝò, ôüôå ï âÝëôéóôïò åêôéìçôÞò x̂n ðïõ åëá÷éóôïðïéåß

ôï óöÜëìá Jn åßíáé ï õðü óõíèÞêç åêôéìçôÞò ìÝóçò ôéìÞò

x̂n = Å[xn|z0; : : : ; zn] (2.6)

Èåþñçìá 2.2 (Áñ÷Þ ôçò ïñèïãùíéêüôçôáò). ¸óôù ïé óôï÷áóôéêÝò äéáäéêáóßåò {xn} êáé
{zn} Ý÷ïõí ìÝóç ôéìÞ ìçäÝí, äçëáäÞ

Å[xn] = Å[zn] = 0; ∀n (2.7)

ôüôå áí ï âÝëôéóôïò åêôéìçôÞò x̂n åßíáé ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç ôùí ðáñáôçñÞóåùí êáé ç

óõíÜñôçóç êüóôïõò åßíáé ç óõíÜñôçóç ìÝóïõ ôåôñáãùíéêïý óöÜëìáôïò, ôüôå ç âÝëôéóôç

åêôßìçóç x̂n äïóìÝíùí ôùí ðáñáôçñÞóåùí z0; : : : ; zn åßíáé ç ïñèïãþíéá ðñïâïëÞ ôïõ xn
óôïí ÷þñï ôùí ðáñáôçñÞóåùí.

2.3 Ãñáììéêü Kalman Ößëôñï

Ôï ößëôñï Kalman åßíáé Ýíáò áíáäñïìéêüò ôýðïò ãéá ôçí åýñåóç ôçò âÝëôéóôçò ëýóçò

óå ãñáììéêÜ ðñïâëÞìáôá öéëôñáñßóìáôïò. Ç ëýóç ðñïêýðôåé áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ëýóç

êáé ôá íÝá äåäïìÝíá ðïõ åéóÝñ÷ïíôáé. ¸íá ðëåïíÝêôçìá åßíáé üôé äåí åßíáé áíáãêáßï íá

áðïèçêåýïíôáé üëá ôá äåäïìÝíá, êáèþò åðßóçò üôé ãéá íá êÜíïõìå ôçí åðåîåñãáóßá äåí

åßíáé áíáãêáßï íá Ý÷ïõìå üëá ôá äåäïìÝíá, áëëÜ ìüíï áõôÜ ôïõ ðáñåëèüíôïò.

ÕðïèÝôïõìå üôé ôï ìïíôÝëï åßíáé áõôü ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí ðáñÜãñáöï 2.2. Ï óôü÷ïò

åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ðëçñïöïñßá áðü ôéò ðáñáôçñÞóåéò zn ãéá íá âåëôéþóïõìå ôçí åêôß-

ìçóç ôçò Üãíùóôçò êáôÜóôáóçò zn. ¸óôù x̂−n ç åê ôùí ðñïôÝñùí åêôßìçóç ôçò êáôÜóôáóçò
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ôïõ óõóôÞìáôïò (÷ùñßò ôçí ðáñáôÞñçóç zn) ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n. Ìðïñïýìå íá åêöñÜ-

óïõìå ôçí åê ôùí õóôÝñùí åêôßìçóç ôçò êáôÜóôáóçò x̂n (ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò ðáñáôÞñçóçò

zn ùò

x̂n = G(1)
n x̂−n + Gnzn (2.8)

üðïõ ïé ðßíáêåò G(1)
n êáé Gn ðñÝðåé íá âñåèïýí. Ôï ëÜèïò êáôÜóôáóçò (ç áðüêëéóç áðü

ôçí êáíïíéêÞ êáôÜóôáóç) äßíåôáé ùò

x̃n = xn − x̂n (2.9)

Åöáñìüæïíôáò ôçí áñ÷Þ ôçò ïñèïãùíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå

Å[x̃nz
T
i ] = 0; ∀i = 0; : : : ; n− 1 (2.10)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò åîéóþóåéò (2.3), (2.8), (2.9), (2.10) ðáßñíïõìå

Å[(xn −G(1)
n x̂−n −GnHnxn −Gnvn)zTi ] = 0; ∀i = 0; : : : ; n− 1 (2.11)

ÅðåéäÞ ï èüñõâïò wn êáé ï vn åßíáé áíåîÜñôçôïé ðñïêýðôåé üôé

Å[vnz
T
n ] = 0 (2.12)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí åîßóùóç (2.12) êáé ðñïóèÝôïíôáò ôï G(1)
n xn − G(1)

n xn ìðïñïýìå íá

ãñÜøïõìå ôçí åîßóùóç (2.11) ùò

Å[(É −GnHn −G(1)
n )xnz

T
i + G(1)

n (xn − x̂−n )zTi ] = 0; ∀i = 0; : : : ; n− 1 (2.13)

¼ðïõ I åßíáé ï ìïíáäéáßïò ðßíáêáò. Áðü ôçí áñ÷Þ ôçò ïñèïãùíéêüôçôáò éó÷ýóåé üôé Å[(xn−
x̂−n )zTi ] = 0 ç åîßóùóç (2.13) áðëïðïéåßôáé óå

(É −GnHn −G(1)
n )Å[xnz

T
i ] = 0; ∀i = 0; : : : ; n− 1 (2.14)

Ãéá ôõ÷áßåò ôéìÝò ôçò êáôÜóôáóçò xn êáé zi ç åîßóùóç (2.14) ìðïñåß íá éêáíïðïéçèåß ìüíï

áí ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò G(1)
n êáé Gn éó÷ýåé üôé

É −GnHn −G(1)
n = 0 ⇔ G(1)

n = É −GnHn (2.15)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí åîßóùóç (2.15) óôçí (2.8) ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå ôçí åê ôùí õóôÝ-

ñùí åêôßìçóç ôçò êáôÜóôáóçò ùò

x̂n = x̂−n + Gn(zn −Hnx̂
−
n ) (2.16)

üðïõ ï ðßíáêáò Gn êáëåßôáé êÝñäïò Kalman.

Ôþñá ðáñáìÝíåé ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò åíüò ôýðïõ ãéá ôï Gn. Áðü ôçí áñ÷Þ ôçò

ïñèïãùíéêüôçôáò Ý÷ïõìå

Å[(xn − x̂n)zTi ] ⇔ Å[(xn − x̂n)ẑTi ] (2.17)
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üðïõ ẑTn åßíáé ç åêôßìçóç ôçò zn áðü ôéò ðñïçãïýìåíåò ìåôñÞóåéò z0; : : : ; zn−1. Ïñßæïõìå

ôï z̃n = zn − ẑn, ôï ïðïßï áíáðáñéóôÜ Ýíá ìÝôñï ôçò íÝáò ðëçñïöïñßáò ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï

zn, ðïõ ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ùò

z̃n = zn −Hnx̂
−
n = Hnxn + vn −Hnx̂

−
n = vn + Hnx̃

−
n (2.18)

Áöáéñþíôáò ôá äýï ìÝëç ôçò éóïäõíáìßáò (2.17) ðñïêýðôåé

Å[(xn − x̂n)z̃Tn ] = 0 (2.19)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò åîéóþóåéò (2.3) êáé (2.16) ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå ôï óöÜëìá xn−x̂n
ùò

xn − x̂n = x̃−n −Gn(Hnx̃
−
n + vn) = (I −GnHn)x̃−n −Gnvn (2.20)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò åîéóþóåéò (2.18) êáé (2.20) óôçí (2.19) ðñïêýðôåé

Å[{(I −GnHn)x̃−n −Gnvn}(Hnx̃
−
n + vn)] = 0 (2.21)

ÅðåéäÞ ï èüñõâïò vn åßíáé áíåîÜñôçôïò ôçò êáôÜóôáóçò xn êáé Ýôóé ôï óöÜëìá x̃−n ç åêôß-

ìçóç ôçò åîßóùóçò (2.21) ãßíåôáé

(I −GnHn)Å[x̃−n x̃
−T
n ]HT

n −GnÅ[vnv
T
n ] = 0 (2.22)

Ïñßæïõìå ôçí åê ôùí ðñïôÝñùí ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò

P−n = Å[(xn − x̂−n )(xn − x̂−n )T ] = Å[x̃−n x̃
−T
n ] (2.23)

¸ôóé óõìðåñéëáìâÜíïíôáò ôéò åîéóþóåéò (2.4) êáé (2.23) ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí åîß-

óùóç (2.22) ùò

(I −GnHn)P−n H
T
n −GnRn = 0 (2.24)

Êáé ëýíïíôáò ùò ðñïò Gn ðñïêýðôåé

Gn = P−n H
T
n [HnP

−
n H

T
n + Rn]−1 (2.25)

Ç åîßóùóç (2.25) äßíåé Ýíá ôñüðï õðïëïãéóìïý ôïõ Gn, ðïõ äßíåôáé ùò óõíÜñôçóç ôïõ åê

ôùí ðñïôÝñùí ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò P−n . Ãéá íá ôåëåéþóïõìå ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå

ôçí äéÜäïóç óöÜëìáôïò ôïõ ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò, ðïõ ðåñéãñÜöåé ôçí åðßäñáóç ôùí

óöáëìÜôùí åêôßìçóçò óôïí ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò. ÁõôÞ ç äéÜäïóç åìðåñéÝ÷åé äýï

âÞìáôá:

1. Ï åê ôùí ðñïôÝñùí ðßíáêáò óõììåôáâëçôüôçôáò P−n ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n äßíåôáé áðü

ôçí åîßóùóç (2.23). ÄïóìÝíïõ ôïõ ðßíáêá P−n õðïëïãßæïõìå ôùí åê ôùí õóôÝñùí

ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò Pn ðïõ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

Pn = Å[(xn − x̂n)(xn − x̂n)T ] = Å[x̃nx̃
T
n ] (2.26)

2. ÄïóìÝíïõ ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åê ôùí õóôÝñùí ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò Pn−1 õðï-

ëïãßæïõìå ôïí åíçìåñùìÝíï åê ôùí ðñïôÝñùí ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò P−n .
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Ãéá ôï ðñþôï âÞìá áíôéêáèéóôïýìå ôçí åîßóùóç (2.20) óôçí (2.26) êáé åðåéäÞ ï èüñõâïò vn
åßíáé áíåîÜñôçôïò ôçò óê ôùí ðñïôÝñùí óöÜëìáôïò åêôßìçóçò x̃−n ðñïêýðôåé

Pn = (I −GnHn)Å[x̃−n x̃
−T
n ](I −GnHn)T + GnÅ[vnv

T
n ]GT

n

= (I −GnHn)P−n (I −GnHn)T + GnRnG
T
n (2.27)

Áíáëýïíôáò ôçí åîßóùóç (2.27) êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (2.25) ðñïêýðôåé

Pn = (I −GnHn)P−n − (I −GnHn)P−n H
T
nG

T
n + GnRnG

T
n

= (I −GnHn)P−n −GnRnG
T
n + GnRnG

T
n

= (I −GnHn)P−n (2.28)

Ãéá ôï äåýôåñï âÞìá ôçò äéÜäïóçò ôïõ óöÜëìáôïò ðñþôá ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé

ç åê ôùí ðñïôÝñùí åêôßìçóç ôçò êáôÜóôáóçò åêöñÜæåôáé óå ó÷Ýóç ìå ôçí ðñïçãïýìåíç

åêôßìçóç ùò

x̃−n = Fnx̂n−1 (2.29)

Ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí åîßóùóç (2.1) êáé (2.29) ãéá íá åêöñÜóïõìå ôçí åê

ôùí ðñïôÝñùí åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò ùò

x̃−n = xn − x̂−n

= (Fnxn−1 + wn−1)− (Fnx̂n−1)

= Fn(xn−1 − x̂n−1) + wn−1

= Fnx̃n−1 + wn−1 (2.30)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí åîßóùóç (2.30) óôçí (2.23) êáé åðåéäÞ ï èüñõâïò wn åßíáé áíåîÜñôçôïò

ôïõ x̂n−1 ðñïêýðôåé

P−n = FnÅ[x̃n−1x̃
T
n−1]F

T
n + Å[wn−1w

T
n−1]

= FnPn−1F
T
n + Qn−1 (2.31)

üðïõ ïñßæïõìå ôùí åê ôùí ðñïôÝñùí ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò P−n áðü ôïí ðñïçãïýìåíï

åê ôùí õóôÝñùí ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò Pn−1.

Ìå ôéò åîéóþóåéò (2.29), (2.31), (2.25), (2.16) êáé (2.28) ìðïñïýìå íá ðáñïõóéÜæïõìå

ôïí áíáäñïìéêü áëãüñéèìï åíçìÝñùóçò ôçò åêôßìçóçò.

Óôçí áñ÷éêïðïßçóç åðéëÝãïõìå ôçí áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ùò x̂0 = Å[x0] êáé ôïí áñ÷éêü

ðßíáêá óõììåôáâëçôüôçôáò ùò P0 = Å[(x0 − Å[x0])(x0 − Å[x0)
T ], ãéáôß äåí Ý÷ïõìå Üëëç

ðëçñïöïñßá ãéá ôçí êáôáíïìÞ.

Ôá ößëôñá Kalman ÷ñçóéìïðïéïýí ãêáïõóéáíÝò êáôáíïìÝò ðéèáíüôçôáò óôçí äéáäéêáóßá

äéÜäïóçò, ç äéÜ÷õóç åßíáé ãñáììéêÞ êáé ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò åîåëßóóåôáé

óôï ÷ñüíï óáí ãêáïõóéáíüò ðáëìüò ðïõ ìåôáôïðßæåôáé, áíïßãåé êáé äõíáìþíåé áëëÜ ðáñá-

ìÝíåé ãêáïõóéáíüò.

Ç ôõ÷áßá óõíéóôþóá wn ôïõ ìïíôÝëïõ ïäçãåß óå äéÜ÷õóç (äçëáäÞ áýîçóç ôçò áâåâáéü-

ôçôáò), åíþ ç íôåôåñìéíéóôéêÞ óõíéóôþóá Fnxn ðñïêáëåß ôçí óõíÜñôçóç íá ìåôáôïðéóôåß.

Ôï áðïôÝëåóìá ôçò ðáñáôÞñçóçò zn åßíáé íá õðåñèÝóåé ìßá áíôßäñáóç óôçí äéÜ÷õóç êáé

ôåëéêÜ ç ðõêíüôçôá ðéèáíüôçôáò åìöáíßæåé ìÝãéóôï óôçí ãåéôïíéÜ ôçò ðáñáôÞñçóçò.
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Áëãüñéèìïò 1 Ößëôñá Kalman

1 Áñ÷éêïðïßçóç:

x̂0 = Å[x0]

P0 = Å[(x0 − Å[x0])(x0 − Å[x0])
T ]

2 Ðñüâëåøç:

x̂−n = Fnx̂n−1

P−n = FnPn−1F
T
n + Qn

Gn = P−n H
T
n [HnP

−
n H

T
n + Rn]−1

3 Åêôßìçóç:

x̂n = x̂−n + Gn(zn −Hnx̂
−
n )

Pn = (I −GnHn)P−n

ÅðéóôñÝöïõìå óôï âÞìá ôçò åêôßìçóçò ãéá ôçí åðüìåíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ

2.4 ÅêôåôáìÝíï Kalman Ößëôñï

¼ôáí ôï óýóôçìá äåí åßíáé ãñáììéêü, ôï ãñáììéêü ößëôñï Kalman äåí áðïôåëåß ôç âÝëôé-

óôç ëýóç. Ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ößëôñï Kalman, áí ðñïóåããßóïõìå ôï óý-

óôçìá ìå ãñáììéêü. Ôï áðïôÝëåóìá áíáöÝñåôáé ùò åêôåôáìÝíï Kalman ößëôñï (extended

Kalman �lter). Ìéá ôÝôïéá åðÝêôáóç åßíáé åöéêôÞ åðåéäÞ ôá ößëôñá Kalman åêöñÜæïíôáé

óáí äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò äéáêñéôïý ÷ñüíïõ.

¸óôù üôé ôï ìç ãñáììéêü óýóôçìá ðåñéãñÜöåôáé áðü ôéò åîéóþóåéò

xn+1 = f(n; xn) + wn (2.32)

zn = h(n; xn) + vn (2.33)

üðïõ ôá wn êáé vn åßíáé áíåîÜñôçôïé ãêáïõóéáíïß èüñõâïé ìå ìçäåíéêÞ ìÝóç ôéìÞ êáé ðßíá-

êåò óõììåôáâëçôüôçôáò Rn êáé Qn áíôßóôïé÷á. Åäþ ùóôüóï ïé óõíáñôÞóåéò f(n; xn) êáé

h(n; xn) õðïäçëþíïõí Ýíá ìç ãñáììéêü ðßíáêá ìåôáó÷çìáôéóìïý ðïõ åîáñôÜôáé ðéèáíþò

áðü ôï ÷ñüíï. Ç âáóéêÞ éäÝá ôïõ åêôåôáìÝíïõ ößëôñïõ Kalman åßíáé íá êÜíïõìå ãñáì-

ìéêü ôï ìïíôÝëï ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôéò åîéóþóåéò (2.32) êáé (2.33) êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ

ãýñù áðü ôçí ðéï ðñüóöáôç åêôßìçóç ôçò êáôÜóôáóçò, ðïõ ìðïñåß íá åßíáé åßôå ç x̂n åßôå ç

x̂−n . Áöïý ãßíåé ç áñ÷éêïðïßçóç ôï ãñáììéêü ößëôñï Kalman (ðáñÜãñáöïò 2.3) ìðïñåß íá

åöáñìïóôåß.

Ðéï áíáëõôéêÜ ç ðñïóÝããéóç ìðïñåß íá ãßíåé óå äýï óôÜäéá.

1. Äçìéïõñãïýíôáé ïé ðßíáêåò

Fn =
@f(n; x)

@x

∣∣∣∣
x=x̂n

(2.34)

19



Hn =
@h(n; x)

@x

∣∣∣∣
x=x̂−n

(2.35)

Ôï ij óôïé÷åßï ôïõ ðßíáêá Fn åßíáé ßóï ìå ôçí ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôçò i − ïóôḉò

óõíéóôþóáò ôçò f(n; x) ùò ðñïò ôçí j−ïóôḉ óõíéóôþóá ôïõ x. ¼ìïéá ôï ij óôïé÷åßï

ôïõ ðßíáêáHn åßíáé ßóï ìå ôçí ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôçò i−ïóôḉò óõíéóôþóáò ôçò h(n; x)

ùò ðñïò ôçí j − ïóôḉ óõíéóôþóá ôïõ x. Ïé ðáñÜãùãïé ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí

åßôå óôï óçìåßï x̂n åßôå óôï x̂
−
n , áíÜëïãá ðïéá åßíáé äéáèÝóéìç. Ïé ðßíáêåò Fn êáé Hn

åßíáé ìå áõôü ôïí ôñüðï ãíùóôïß ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n.

2. Áöïý Ý÷ïõí õðïëïãéóôåß ïé ðßíáêåò Fn êáé Hn, áíáðôýóóïõìå ôéò f(n; x) êáé h(n; x)

óáí óåéñÜ Taylor ãýñù áðü ôï óçìåßï x̂n Þ x̂
−
n áíôßóôïé÷á, ïðüôå ðñïêýðôåé

f(n; xn) ≈ f(n; x̂n) + Fn · (x− x̂n) (2.36)

h(n; xn) ≈ f(n; x̂−n ) + Fn · (x− x̂−n ) (2.37)

¸÷ïíôáò ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá ôùí âçìÜôùí 1 êáé 2 ìðïñïýìå íá ðñïóåããßóïõìå

ãñáììéêÜ ôéò åîéóþóåéò (2.32) êáé (2.33) ùò

xn+1 = Fnxn + wn + dn (2.38)

zn = Hnxn + vn + z̄n (2.39)

üðïõ

dn = f(n; x̂n)− Fnx̂n (2.40)

êáé

z̄n = h(n; x̂−n )−Hnx̂
−
n (2.41)

¼ëá ôá óôïé÷åßá óôçí (2.41) åßíáé ãíùóôÜ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n êáé ôï ẑ−n ìðïñåß íá

åêöñáóôåß ùò ç ðáñáôÞñçóç ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n. Åðßóçò üëá ôá óôïé÷åßá óôçí åîßóùóç

(2.39) åßíáé ãíùóôÜ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n.

Ìå ôéò åîéóþóåéò (2.38), (2.39), (2.40), (2.41) ìðïñïýìå íá ðáñïõóéÜæïõìå ôïí áíáäñï-

ìéêü áëãüñéèìï åíçìÝñùóçò ôçò åêôßìçóçò ãéá ôç ìç ãñáììéêÞ ðåñßðôùóç.
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Áëãüñéèìïò 2 ÅêôåôáìÝíá Ößëôñá Kalman

1 Áñ÷éêïðïßçóç:

x̂0 = Å[x0]

P0 = Å[(x0 − Å[x0])(x0 − Å[x0])
T ]

2 Ðñüâëåøç:

x̂−n = f(n; x̂n−1)

Fn−1 =
@f(n− 1; x)

@x

∣∣∣∣
x=x̂n−1

Hn =
@h(n; x)

@x

∣∣∣∣
x=x̂−n

P−n = Fn−1Pn−1F
T
n−1 + Qn

Gn = P−n H
T
n [HnP

−
n H

T
n + Rn]−1

3 Åêôßìçóç:

x̂n = x̂−n + Gnzn − h(n; x̂−n )

Pn = (I −GnHn)P−n

ÅðéóôñÝöïõìå óôï âÞìá ôçò åêôßìçóçò ãéá ôçí åðüìåíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
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ÊåöÜëáéï 3

ÄéÜäïóç õðü óõíèÞêçò ðõêíüôçôáò

ðéèáíüôçôáò

3.1 ÅéóáãùãÞ

3.2 Condensation

3.3 ICondensation

3.1 ÅéóáãùãÞ

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæåôáé ï áëãüñéèìïò Condensation êáé ç åðÝêôáóÞ ôïõ ICon-

densation. Ïé áëãüñéèìïé áíÞêïõí óôçí êáôçãïñßá óìÞíç óùìáôéäßùí [2], [15]. Ôï üíïìá

Condensation [9] ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí áããëéêÞ öñÜóç conditional density propagation. Óôï

3.2 ðåñéãñÜöåôáé ï áëãüñéèìïò Condensation êáé óôï 3.3 ðåñéãñÜöåôáé ï ICondensation

[10].

3.2 Condensation

Ôá ößëôñá Kalman ðáñÝ÷ïõí ìéá ãñáììéêÞ åêôßìçóç áíáäñïìéêÜ êáé åöáñìüæïíôáé ìüíï

üôáí õðÜñ÷ïõí ãêáïõóéáíÝò êáôáíïìÝò. Åðßóçò áí óå êÜðïéá óôéãìÞ ç êáôÜóôáóç áðïêëß-

íåé ðïëý áðü ôçí ðñáãìáôéêÞ êáôÜóôáóç (äçëáäÞ áí ÷áèåß ôï áíôéêåßìåíï ðïõ ðáñáêïëïõ-

èåßôáé) ôüôå åßíáé ðïëý äýóêïëï íá åðáíÝñèåé óôçí óùóôÞ êáôÜóôáóç. ÁõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá

ðñïóðáèåß íá áíôéìåôùðßóåé ï áëãüñéèìïò Condensation [9].
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3.2.1 ÄéÜäïóç Ðõêíüôçôáò Ðéèáíüôçôáò ôçò ÊáôÜóôáóçò Äéáêñéôïý

×ñüíïõ

¼ðùò óôçí ðåñßðôùóç ôùí ößëôñùí Kalman óôçí ðáñÜãñáöï 2.2 õðïèÝôïõìå üôé ïé ðáñá-

ôçñÞóåéò ãßíïíôáé óå äéáêñéôÝò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò n, õðÜñ÷åé ç ðñáãìáôéêÞ êáôÜóôáóç xn
êáé ç áíôßóôïé÷ç ðáñáôÞñçóç zn. Äåí õðÜñ÷åé êáìßá õðüèåóç ãéá ôéò êáôáíïìÝò ôùí xn êáé

zn. Ç ðñáãìáôéêÞ êáôÜóôáóç åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôçí áìÝóùò ðñïçãïýìåíç êáé ü÷é áðü

üëåò ôéò ðñïçãïýìåíåò, äçëáäÞ

p(xn+1|x1; : : : ; xn) = p(xn+1|xn) (3.1)

Åðßóçò ïé ðáñáôçñÞóåéò zn åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò êáé åîáñôþíôáé ìüíï áðü ôçí

ôñÝ÷ïõóá êáôÜóôáóç, äçëáäÞ

p(z1; : : : ; zn; xn+1|x1; : : : ; xn) = p(xn+1|x1; : : : ; xn)
n∏
i=1

p(zi|xi) (3.2)

Êáé ïëïêëçñþíïíôáò ùò ðñïò xn+1 ðñïêýðôåé

p(z1; : : : ; zn+1|x1; : : : ; xn+1) =
n+1∏
i=1

p(zi|xi) (3.3)

Ç äéáäéêáóßá ðáñáôÞñçóçò ðñïóäéïñßæåôáé ìüíï áðü ôï p(zn|xn) óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n.

Ç ðéèáíüôçôá ìéáò êáôÜóôáóçò xn äßíåôáé áðü ôçí åîßóùóç

p(xn|z1; : : : ; zn) = knp(zn|xn)p(xn|z1; : : : ; zn−1) (3.4)

¼ðïõ

p(xn|z1; : : : ; zn−1) =

∫
xn−1

p(xn|xn−1)p(xn−1|z1; : : : ; zn−1) (3.5)

To kn óôçí åîßóùóç (3.4) åßíáé ìéá óôáèåñÜ êáíïíéêïðïßçóçò, ðïõ åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôï

xn. Ç åîßóùóç (3.4) åßíáé ï êáíüíáò ôïõ Bayes ãéá ôçí åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá. Ç åê

ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá ðïõ äßíåôáé áðü ôï p(xn|z1; : : : ; zn−1) ôçò åîßóùóçò (3.5) åßíáé ìéá

ðñüâëåøç ôçò êáôÜóôáóçò xn ðïõ õðïëïãßæåôáé áðü ôçí åê ôùí õóôÝñùí p(xn−1|z1; : : : ; zn−1)

ôçò ðñïçãïýìåíçò êáôÜóôáóçò xn−1 êáé ôçí ðéèáíüôçôá ìåôÜâáóçò åíüò âÞìáôïò áðü ôçí

êáôÜóôáóç xn−1 óôçí xn. Óôçí (3.4) ðïëëáðëáóéÜæïõìå ìå ôï p(zn|xn) ãéá íá ëÜâïõìå

õðüøç ôçí ðáñáôÞñçóç zn. Ïé ðáñáðÜíù ðéèáíüôçôåò óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç åßíáé ìç ãêáïõ-

óéáíÝò êáé ðñÝðåé íá åöáñìïóôåß Ýíá ìç ãñáììéêü ößëôñï óôï ÷ñüíï. Ãéá íá åßíáé õðïëïãé-

óôéêÜ åöéêôü áõôü êáôáöåýãïõìå óå ðñïóåããßóåéò.

3.2.2 ÓôáèìåõìÝíç Äåéãìáôïëçøßá ìå ÂÜñç (Factored Sampling)

Áñ÷éêÜ èá ìåëåôÞóïõìå ôç äåéãìáôïëçøßá ìå âÜñç (factored sampling). Óå áõôÞ ôçí ðåñß-

ðôùóç ôï æçôïýìåíï åßíáé íá âñïýìå êÜðïéï áíôéêåßìåíï ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôï äéÜíõóìá

x ìå åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá p(x) êáé Ý÷ïíôáò ðáñáôçñÞóåéò ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé áðü
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ôï z êáé ëáìâÜíïíôáé áðü ìéá ìüíï åéêüíá. Ç åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá p(x|z) äßíåé

ôçí åêôßìçóç ôçò êáôÜóôáóçò x áí ëÜâïõìå õðüøç ôçí ðáñáôÞñçóç. Áðü ôïí êáíüíá ôïõ

Bayes ðñïêýðôåé

p(x|z) = kp(z|x)p(x) (3.6)

¼ðïõ ôï k åßíáé üñïò êáíïíéêïðïßçóçò áíåîÜñôçôïò áðü ôï x.

Ï áëãüñéèìïò äåéãìáôïëçøßáò ìå âÜñç äçìéïõñãåß ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ x áðü ôçí

êáôáíïìÞ p̃(x) ðïõ ðñïóåããßæåé ôçí p(x|z). Ðñþôá äçìéïõñãåßôáé Ýíá óýíïëïM äåéãìÜôùí

s1; : : : ; sM áðü ôçí åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá p(x). Óôç óõíÝ÷åéá Ýíáò äåßêôçò i ∈
{1; : : : ;M} åðéëÝãåôáé ìå ðéèáíüôçôá ði, üðïõ

ði =
p(z|si)∑M

j=1 p(z|sj)
(3.7)

To x′ = xi ðïõ åðéëÝãåôáé ìå áõôü ôïí ôñüðï Ý÷åé êáôáíïìÞ ðïõ ðñïóåããßæåé ôçí p(x|z)

êáèþò ôï N áõîÜíåôáé. Ç åê ôùí õóôÝñùí E[g(x)|z] ìðïñåß íá ðáñá÷èåß áðåõèåßáò áðü ôá

äåßãìáôá s1; : : : ; sM ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï âÜñç p(z|x) êáé ðñïêýðôåé

E[g(x)|z] ≈
∑M

i=1 g(si)p(z|si)∑M

i=1 p(z|si)
(3.8)

Ãéá ðáñÜäåéãìá ç ìÝóç ôéìÞ ìðïñåß íá ðñïóåããéóôåß áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí óõíÜñôçóç

g(x) = x êáé ç äéáóðïñÜ ìå ôçí óõíÜñôçóç g(x) = xxT .

3.2.3 Ï Áëãüñéèìïò Condensation

Ï áëãüñéèìïò Condensation [9] âáóßæåôáé óôçí äåéãìáôïëçøßá ìå âÜñç, áëëÜ ôçí åðå-

êôåßíåé þóôå íá åöáñìüæåôáé áíáäñïìéêÜ óå äéáäï÷éêÝò åéêüíåò. Áõôü ðïõ óõìâáßíåé

åßíáé üôé óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï áëãüñéèìïò ôçò äåéãìáôïëçøßáò

ìå âÜñç ãéá êÜèå åéêüíá êáé ôï áðïôÝëåóìá åßíáé ôï æõãéóìÝíï Üèñïéóìá ôùí {sin; i =

1; : : : ;M} ìå âÜñç ðin ðïõ ðñïóåããßæåé ôçí êáôáíïìÞ p(xn|z1; : : : ; zn). Ãéá ôçí äçìéïõñãßá

ôùí óõíüëïõ {sin; i = 1; : : : ;M} ðñÝðåé íá îÝñïõìå ôçí åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá

p(xn|z1; : : : ; zn−1). ÁõôÞ ç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò äåí åßíáé óå

êëåéóôÞ ìáèçìáôéêÞ ìïñöÞ. Ðñïóåããßæïõìå áðü ôï óýíïëï {(sin−1; ð
i
n−1); i = 1; : : : ;M}

ôçí ðéèáíüôçôá p(xn−1|z1; : : : ; zn−1), ðïõ åßíáé ôï áðïôÝëåóìá ôïõ áëãïñßèìïõ Condensa-

tion áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n−1. Ìå áõôÜ ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ç ðñüâëåøç

p(xn|z1; : : : ; zn−1) áðü ôçí åîßóùóç (3.5).

Ï óêïðüò åßíáé íá äéáôçñÞóïõìå óå äéáäï÷éêÝò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò óýíïëá {(sin; ðin); i =

1; : : : ;M} ôá ïðïßá ðñïóåããßæïõí üóï êáëýôåñá ãßíåôáé ôçí p(xn|z1; : : : ; zn) êáé Ý÷ïõí

ìéêñü õðïëïãéóôéêü êüóôïò. Ôï ðñþôï ðñÜãìá ðïõ ãßíåôáé åßíáé ç äåéãìáôïëçøßá (ìå

áíôéêáôÜóôáóç) M öïñÝò áðü ôï óýíïëï {(sin−1; ð
i
n−1); i = 1; : : : ;M}, åðéëÝãïíôáò Ýíá

óõãêåêñéìÝíï óôïé÷åßï i ìå ðéèáíüôçôá pin−1. ÌåñéêÜ óôïé÷åßá, éäßùò áõôÜ ìå ìåãÜëá âÜñç,

ìðïñïýí íá åðéëåãïýí áñêåôÝò öïñÝò, äßíïíôáò ðïëëáðëÜ áíôßãñáöá ôïõ ßäéïõ óôïé÷åßïõ óôï

íÝï óýíïëï. Áðü ôçí Üëëç ôá óôïé÷åßá ìå ìéêñü âÜñïò ìðïñïýí íá ìçí åðéëåãïýí êáèüëïõ.
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ÊÜèå óôïé÷åßï ðïõ åðéëÝ÷ôçêå êáé ìðÞêå óôï íÝï óýíïëï ôþñá ìðáßíåé óôï âÞìá ðñü-

âëåøçò. Ðñþôá ôï êÜèå óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ õößóôáôáé ìßá ìéêñÞ ìåôáâïëÞ ç ïðïßá åßíáé

íôåôåñìéíéóôéêÞ ãéá üëá ôá óôïé÷åßá. Ìå áõôü ôïí ôñüðï ßäéá óôïé÷åßá õößóôáíôáé ôçí

ßäéá ìåôáâïëÞ. Óôç óõíÝ÷åéá ôïõ âÞìáôïò ðñüâëåøçò ãßíåôáé ìåôáôüðéóç ôùí óôïé÷åßùí ìå

ôõ÷áßï ôñüðï, êáé ìå áõôü ôïí ôñüðï ßäéá óôïé÷åßá êáôáëÞãïõí óå äéáöïñåôéêÜ. Óå áõôü

ôï óçìåßï ôï óýíïëï {sin; i = 1; : : : ;M} Ý÷åé äçìéïõñãçèåß, áëëÜ äåí õðÜñ÷ïõí áêüìç ôá

âÜñç {ðin; i = 1; : : : ;M}. Áõôü ôï óýíïëï åßíáé ìéá êáëÞ ðñïóÝããéóç ôçò åê ôùí ðñï-

ôÝñùí ðéèáíüôçôáò p(xn|z1; : : : ; zn−1) ãéá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n. ÔåëéêÜ ìå ôï âÞìá ôçò

ðáñáôÞñçóçò áðü ôçí äåéãìáôïëçøßá ìå âÜñç äçìéïõñãïýíôáé ôá âÜñç áðü ôçí óõíÜñôçóç

ðéèáíüôçôáò p(zn|xn) êáé ðñïêýðôåé ôï óýíïëï {(sin; ðin); i = 1; : : : ;M} ãéá ôçí ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ n. Áêïëïõèåß ç ðåñéãñáöÞ ôïõ áëãïñßèìïõ.

Áëãüñéèìïò 3 Condensation

Áðü ôï ðñïçãïýìåíï óýíïëï {(sin−1; ð
i
n−1; c

i
n−1); i = 1; : : : ;M} ôïõ âÞìáôïò n − 1 äç-

ìéïõñãåßôáé ôï íÝï óýíïëï {(sin; ðin; cin); i = 1; : : : ;M} ôïõ âÞìáôïò n.
Äçìéïõñãïýìå ôï i− ïóôḯ äåßãìá ìå ôïí ðáñáêÜôù ôñüðï:

1 ÅðéëïãÞ: åðéëÝãïõìå Ýíá äåßãìá s′in äçìéïõñãþíôáò Ýíáí áñéèìü r ∈ [0; 1] êáé åðéëÝ-

ãïíôáò ôï sjn−1 ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé üôé ôï j åßíáé ôï ìéêñüôåñï ðïõ éêáíïðïéåß ôçí

cjn−1 ≥ r.

2 Ðñüâëåøç: äåéãìáôïëçðôïýìå áðü ôçí p(xn|xn−1 = s′in) êáé ðñïêýðôåé ôï sin.

3 ÌÝôñçóç: ðáßñíïõìå ôçí åðüìåíç ðáñáôÞñçóç êáé âñßóêïõìå ôï âÜñïò ôïõ äåßãìáôïò

ðin = p(zn|xn = sin). Óôç óõíÝ÷åéá êïéíùíéêïðïéïýìå Ýôóé þóôå
∑

i ð
i
n = 1 êáé

õðïëïãßóïõìå ôï cin üðïõ

c0n = 0 Þ cin = cin−1 + ðin; (i = 1; : : : ;M).

Áöïý ðáñá÷èïýí ôáM äåßãìáôá ç åêôßìçóç ôçò êáôÜóôáóçò ôçò ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n ìðï-

ñåß íá ðáñá÷ùèåß áðü E[f(xn)] =
∑M

i=1 ð
i
nf(sin) (ãéá ôç ìÝóç ôéìÞ ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß

ç óõíÜñôçóç f(x) = x).

Óôïí áëãüñéèìï ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ôá áèñïéóôéêÜ âÜñç cin−1 (ôá ïðïßá äçìéïõñãïýíôáé

óôï âÞìá 3) ãéá íá ãßíåé áðïôåëåóìáôéêÞ äåéãìáôïëçøßá óôï âÞìá 1. Åðßóçò óôï âÞìá ôçò

ðñüâëåøçò ç ðéèáíüôçôá ìåôÜâáóçò åíüò âÞìáôïò ìðïñåß íá äßíåôáé áðü êÜðïéï ôýðï ôçò

ìïñöÞò sin = As′in + Bwi
n, üðïõ w

i
n åßíáé äéÜíõóìá ìå ãêáïõóéáíÞ êáôáíïìÞ.

¸íá ðëåïíÝêôçìá ôïõ áëãïñßèìïõ condensation åßíáé ç áðëüôçôÜ ôïõ óå ó÷Ýóç ìå ôá

ößëôñá Kalman, ðáñÜ ôçí ãåíéêüôçôÜ ôïõ. Ãéá ôçí ÷ñÞóç ôïõ áëãïñßèìïõ ðñÝðåé íá:

• êáèïñéóôåß ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç {(si0; ði0); i = 1; : : : ;M}.

• íá åðéëåãåß êáôÜëëçëá ç ðéèáíüôçôá ìåôÜâáóçò åíüò âÞìáôïò p(xn = sin|x
j
n−1). Óôçí

ðñáãìáôéêüôçôá äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá õðïëïãßóïõìå ôçí ôéìÞ ôçò p(xn = sin|x
j
n−1),

áëëÜ áñêåß íá äåéãìáôïëçðôïýìå áðü áõôÞ. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé
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ôç íÝá èÝóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ìå ôçí ðáëéÜ åßíáé xn+1 − x̄ = A(xn − x̂) + Bwn,

üðïõ x̄ åßíáé ç ìÝóç ôéìÞ ôçò êáôÜóôáóçò, ïé A;B ðßíáêåò êáé ï wn èüñõâïò, ôüôå ç

äåéãìáôïëçøßá ìðïñåß íá ãßíåé ùò

xn+1 = x̄ + A(xn − x̂) + Bwn

• íá åðéëåãåß êáôÜëëçëá ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò p(zn|xn) = xin. Ãéá

ðáñÜäåéãìá áí õðïèÝóïõìå üôé ç ìÝôñçóç åßíáé êáíïíéêÜ êáôáíåìçìÝíç ãýñù áðü ôçí

èÝóç xn, ôüôå ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ï ôýðïò

p(zn|xn) =
1√
2ðó

exp−(zn − xn)2

2ó2

üðïõ ó åßíáé ç äéáóðïñÜ ôçò êáôáíïìÞò óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìéáò äéÜóôáóçò.

3.3 ICondensation

Óôïí áëãüñéèìï Condensation [9] ïé èÝóåéò ôùí äåéãìÜôùí sin åßíáé êáèïñéóìÝíåò áðü

ôá äåßãìáôá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ âÞìáôïò {(sin−1; ð
i
n−1)} êáé ôç ìåôÜâáóç åíüò âÞìáôïò

p(xn = sin|x
j
n−1). Ôá ôìÞìáôá ôçò åéêüíáò ðïõ èá äåéãìáôïëçðôçèïýí óôï âÞìá ôçò ìÝôñç-

óçò êáèïñßæïíôáé ðñéí ãßíåé ïðïéáäÞðïôå ìÝôñçóç. Áõôü åßíáé áðïäåêôü üôáí ôá äåßãìáôá

sin ðñïóåããßæïõí êáëÜ ôçí óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò. ¼ìùò óôçí ãåíéêÞ ðåñß-

ðôùóç ç óõíÜñôçóç áëëÜæåé ìå ôïí ÷ñüíï êáé ç ôõ÷áßá êßíçóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ äßíåé ìç

ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá óå áñêåôÝò ðåñéï÷Ýò ôñéãýñù ôïõ. Áõôü óôçí êáëýôåñç ðåñßðôùóç èá

äþóåé äåßãìáôá ìå áñêåôÞ ðéèáíüôçôá ðïõ èá âñßóêïíôáé êïíôÜ óôï áíôéêåßìåíï êáé ìå áõôü

ôïí ôñüðï ôï èá ìðïñïýóáìå íá ôï ðáñáêïëïõèÞóïõìå. ÁëëÜ ôï ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò äåéã-

ìÜôùí èá äþóåé äåßãìáôá ìüíï óôéò ðéï ðéèáíÝò ðåñéï÷Ýò. Áõôü èá äþóåé ðïëëÜ äåßãìáôá

óå ìßá ðåñéï÷Þ (ôá ïðïßá èá Ý÷ïõí ìåãÜëç åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá) êáé ëßãá Þ êáé êá-

èüëïõ óå ðåñéï÷Ýò ìå ìéêñÞ åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá. Ãéá íá êÜíïõìå ôïí áëãüñéèìï

ðéï åõóôáèÞ óå îáöíéêÝò êéíÞóåéò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ìðïñïýìå íá ðáßñíïõìå ðåñéóóüôåñá

äåßãìáôá óå ìåãáëýôåñç ðåñéï÷Þ ãýñù áðü ôá áñ÷éêÜ äåßãìáôá. Ãéá íá ôï êÜíïõìå áõôü

ðñÝðåé íá áõîÞóïõìå ôï ðëÞèïò ôùí äåéãìÜôùí, êÜíïíôáò ôïí áëãüñéèìï ðéï áñãü.

3.3.1 Äåéãìáôïëçøßá ìå âÜóç ôçí Óçìáíôéêüôçôá

Ç ôå÷íéêÞ ôçò äåéãìáôïëçøßáò ìå âÜóç ôçí óçìáíôéêüôçôá âåëôéþíåé ôçí ôå÷íéêÞ ôçò äåéã-

ìáôïëçøßáò ìå âÜñç (ðáñÜãñáöïò 3.2.2). Åöáñìüæåôáé üôáí õðÜñ÷åé ãíþóç ãéá ôçí ìïñöÞ

ôçò óõíÜñôçóçò åíäéáöÝñïíôïò g(x), äçëáäÞ îÝñïõìå ðïéåò ðåñéï÷Ýò ôïõ ÷þñïõ åßíáé ðéï

ðéèáíÝò íá ðåñéÝ÷ïõí ôï áíôéêåßìåíï. Ç éäÝá åßíáé íá ðáñÜãïõìå äåßãìáôá si óå áõôÝò ôéò

ðåñéï÷Ýò äåéãìáôïëçðôüíôáò áðü ôçí g(x) êáé ü÷é áðü ôçí åê ôùí ðñïôÝñùí óõíÜñôçóç

ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò p(x). Ôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá åßíáé íá áðïöýãïõìå üóï ôï äõ-

íáôüí íá äçìéïõñãÞóïõìå äåßãìáôá ðïõ èá Ý÷ïõí ìéêñÜ âÜñç êáé äåí èá åðéëåãïýí. ¸íáò
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üñïò f=g ðñÝðåé íá ðñïóôåèåß óôá âÜñç ôùí äåéãìÜôùí êáé ðñïêýðôåé ï ôýðïò ãéá ôá âÜñç

ði =
f(si)

g(si)
p(z|x = si) (3.9)

ãéá íá åîéóïññïðÞóïõìå ôá áêáíüíéóôá äåßãìáôá. Áõôüò ï üñïò äéüñèùóçò äéáóöáëßæåé

üôé ãéá ìåãÜëï áñéèìü äåéãìÜôùí M ç äåéãìáôïëçøßá ìå âÜóç ôçí óçìáíôéêüôçôá äåí

Ý÷åé êáìßá åðßäñáóç óôçí åêôßìçóç p̃(x|z). ÏðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç åíäéáöÝñïíôïò g(x)

ìðïñåß íá åðéëåãåß êáé áí ôï M åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëï ôüôå ç p̃(x|z) åßíáé ìéá êáëÞ åêôßìçóç

ôçò p(x|z). Ï óêïðüò ôçò äåéãìáôïëçøßáò ìå âÜóç ôçí óçìáíôéêüôçôá åßíáé íá ìåéþóåé

ôçí äéáêýìáíóç ôçí åêôéìÞóåùí ãéá êáèïñéóìÝíï M êáé íá áõîÞóåé ôçí åõóôï÷ßá ôçò

p̃(x|z) ãéá ìéêñü M . Áöïý ôá äåßãìáôá ðáñÜãïíôáé áðü ôçí g(x) ðáßæåé ôï ñüëï ôçò

óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò, áëëÜ äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá Ý÷åé ôç ìïñöÞ êÜðïéáò

óõãêåêñéìÝíçò êáôáíïìÞò.

3.3.2 Ï áëãüñéèìïò ICondensation

Ç äåéãìáôïëçøßá ìå âÜóç ôçí óçìáíôéêüôçôá ìðïñåß íá åöáñìïóôåß óôïí áëãüñéèìï Con-

densation (ðáñÜãñáöï 3.2.3) êáé ìå áõôü ôïí ôñüðï ðáñÜãåôáé ï áëãüñéèìïò ICondensation

(Importance Condensation) [10]. Ç óõíÜñôçóç åíäéáöÝñïíôïò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n äßíåôáé

áðü ôçí gn(xn). Óôïí áëãüñéèìï ICondensation ïé èÝóåéò ôùí äåéãìÜôùí ðáñÜãïíôáé áðü

ôçí

fn(sin) = p̃(xn = sin|z1; : : : ; zn−1) =
M∑
j=1

ðjn−1p(xn = sin|xn−1 = sn−1) (3.10)

ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß üôé åíþ ôï óýíïëï {(sin; ðin)} ðáñÝ÷åé ìéá äéáêñéôÞ áíáðáñÜóôáóç ìéáò
êáôáíïìÞò ç ðñüâëåøç p̃(xn|z1; : : : ; zn−1) åßíáé ìßá ìåéêôÞ óõíå÷Þò êáôáíïìÞ áðü ðõñÞíåò

p(xn|xn−1) ðïõ áíáðáñéóôïýí ôçí åîÝëéîç ôïõ ìïíôÝëïõ. Áíôß íá äåéãìáôïëçðôïýìå áðü

ôçí p̃(xn|z1; : : : ; zn−1), ôá äåßãìáôá sin ìðïñïýí íá ðáñá÷èïýí áðü êÜðïéá gn(xn) êáé ôá

âÜñç êáèïñßæïíôáé ùò

ðin =
fn(sin)

gn(sin)
p(zn|xn = sin) (3.11)

Ôï áðïôÝëåóìá ôïõ üñïõ äéüñèùóçò åßíáé íá äéáôçñçèåß ç óõíå÷üìåíç êßíçóç ðïõ áíáðáñé-

óôÜôáé áðü ôï ìïíôÝëï. Ðáñüëï ðïõ ôá äåßãìáôá åßíáé ôïðïèåôçìÝíá ìå âÜóç ôçí gn, ç óõ-

íÜñôçóç ðïõ åêôéìÜôáé áðü ôï óýíïëï {(sin; ðin)} åîáêïëïõèåß íá ðñïóåããßæåé ôçí p(xn|zn).

Ç äåéãìáôïëçøßá ìå âÜóç ôçí óçìáíôéêüôçôá ðñïóðáèåß íá âåëôéþóåé ôçí áðïôåëåóìáôé-

êüôçôá ôçò áíáðáñÜóôáóçò ôùí äåéãìÜôùí, ÷ùñßò íá áëëÜæåé ôï ìïíôÝëï ðéèáíïôÞôùí.

ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß üôé ç (3.10) åðéâÜëåé Ýíá ðåñéïñéóìü óôçí ìïñöÞ ôïõ ìïíôÝëïõ. Óôïí

áëãüñéèìï Condensation åßíáé áñêåôü íá äåéãìáôïëçðôïýìå áðü ôçí p(xn|xn−1), áëëÜ óôïí

ÉCondensation ðñÝðåé íá âñåèåß êáé ç áêñéâÞò ôéìÞ ôçò. Áí ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãêáïõóéáíÝò

êáôáíïìÝò, ôüôå ï õðïëïãéóìüò ìðïñåß íá ãßíåé Üìåóá. Ôï Üèñïéóìá óôçí (3.10) ðñÝðåé

íá õðïëïãéóôåß óôçí (3.11) ãéá êÜèå i = 1; : : : ;M êáé áõôü êÜíåé ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ

áëãïñßèìïõ íá åßíáé O(M2) (áðü O(M)∗).
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Óôçí ðñÜîç ç óõíÜñôçóç åíäéáöÝñïíôïò èá åîá÷èåß áðü ìéá áôåëÞ äéáäéêáóßá, êáé ìðïñåß

íá ðáñáëåßøåé êÜðïéá ìÝãéóôá ôçò p(zn|xn). Åßíáé ëïéðüí óõíåôü íá äçìéïõñãÞóïõìå êÜðïéá

äåßãìáôá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí äåéãìáôïëçøßá ìå âÜñç êáé êÜðïéá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí

óõíÜñôçóç åíäéáöÝñïíôïò gn. ¼óï ç p̃(xn|zn−1) êáé ç gn äåí áðïôõã÷Üíïõí ôáõôü÷ñïíá

óôï íá âñïõí ôçí èÝóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ, ç ðáñáêïëïýèçóç ôïõ èá åßíáé åðéôõ÷Þò.

Åßíáé åðßóçò êáëü íá áõîÞóïõìå ôï ìïíôÝëï þóôå íá ðåñéÝ÷åé ìå êÜðïéá ðéèáíüôçôá q

åðáíáñ÷éêïðïßçóç, äçëáäÞ åðáíáôïðïèÝôçóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ óýìöùíá ìå ìéá ðéèáíüôçôá

p(xn) ðïõ åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôéò ðáñáôçñÞóåéò zi. Áõôü åðéôñÝðåé íá âñåèåß Ýíá áíôé-

êåßìåíï ðïõ åéóÝñ÷åôáé óôçí óêçíÞ Þ íá îáíáâñåèåß Ýíá áíôéêåßìåíï ðïõ Ý÷åé ÷áèåß ëüãï

êáêþí ìåôñÞóåùí, ð÷ áí åß÷å êñõöôåß ðßóù áðü êÜðïéï Üëëï áíôéêåßìåíï. Ôï ôñïðïðïéç-

ìÝíï ìïíôÝëï åßíáé ôçò ìïñöÞò

p̃′(xn|zn−1) = (1− q)p̃(xn|zn−1) + qp(xn) (3.12)

¼ðïõ ôï p(xn) åßíáé ç åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá ôçò áñ÷éêïðïßçóçò. Ìå áõôü ôï ìïíôÝëï

Ý÷ïõìå äýï êáôáóôÜóåéò. Ìðïñïýìå íá ôï åðåêôåßíïõìå ìå ôï íá êÜíïõìå äåéãìáôïëçøßá ìå

âÜñç ìå ðéèáíüôçôá 1−q−r, äåéãìáôïëçøßá ìå âÜóç ôçí óçìáíôéêüôçôá ìå ðéèáíüôçôá r êáé
áñ÷éêïðïßçóç ìå ðéèáíüôçôá q. Óôçí áðïõóßá ïðïéïõäÞðïôå ãíþóçò ãéá ôçí áñ÷éêïðïßçóç

ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå p(xn) = gn(xn).

Ãéá ôçí ÷ñÞóç ôïõ áëãïñßèìïõ ðñÝðåé íá:

• êáèïñéóôåß ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç {(si0; ði0); i = 1; : : : ;M}.

• íá åðéëåãåß êáôÜëëçëá ç ðéèáíüôçôá ìåôÜâáóçò åíüò âÞìáôïò p(xn|xn−1 = sin−1).

• íá åðéëåãåß êáôÜëëçëá ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò p(zn|xn = xin).

• íá åðéëåãåß êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç åíäéáöÝñïíôïò gn(xn).

• íá êáèïñéóôïýí ïé ôéìÝò ôùí q êáé r.
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Áëãüñéèìïò 4 ICondensation

Áðü ôá ðñïçãïýìåíï óýíïëï äåéãìÜôùí {(sin−1; ð
i
n−1); i = 1; : : : ;M} ôçò ÷ñïíéêÞò óôéãìÞò

n − 1 ðáñÜãåôáé ôï íÝï óýíïëï {(sin; ðin); i = 1; : : : ;M} ôçò ÷ñïíéêÞò óôéãìÞò n. Ç
óõíÜñôçóç åíäéáöÝñïíôïò gn(xn) ãéá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ n èåùñïýìå üôé åßíáé ãíùóôÞ.

Äçìéïõñãïýìå ôï i− ïóôḯ äåßãìá ìå ôïí ðáñáêÜôù ôñüðï:

1 ÅðéëïãÞ: åðéëÝãïõìå ôçí ìÝèïäï äåéãìáôïëçøßáò ðáñÜãïíôáò Ýíáí ïìïéüìïñöï ôõ÷áßï

áñéèìü a ∈ [0; 1).

2 Äåéãìáôïëçøßá: äåéãìáôïëçðôïýìå áðü ôçí p̃′(xn|zn−1) ùò åîÞò:

1. Áí a < q ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí åê ôùí ðñïôÝñùí êáôáíïìÞ áñ÷éêïðïßçóçò. Äéá-

ëÝãïõìå ôï sin äåéãìáôïëçðôüíôáò áðü ôçí gn(xn) êáé èÝôïõìå ôïí äéïñèùôéêü

üñï óçìáíôéêüôçôáò ëin = 1.

2. Áí q ≤ a ≤ q + r ÷ñçóéìïðïéïýìå äåéãìáôïëçøßá ìå âÜóç ôçí óçìáíôéêüôçôá.

ÄéáëÝãïõìå ôï sin äåéãìáôïëçðôüíôáò áðü ôçí gn(xn) êáé èÝôïõìå ôïí äéïñèù-

ôéêü üñï óçìáíôéêüôçôáò ëin = fn(sin)=gn(sin), üðïõ

fn(sin) =
M∑
j=1

ðjn−1p(xn = sin|xn−1 = sjn−1)

3. Áí a ≥ q+r ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç äåéãìáôïëçøßá ìå âÜñç ôïõ áëãïñßèìïõ Conden-

sation. ÄéáëÝãïõìå Ýíá áñ÷éêü äåßãìá sin−1 ìå ðéèáíüôçôá ð
i
n−1, äéáëÝãïõìå ôï

sin äåéãìáôïëçðôüíôáò áðü ôçí p(xn|xn−1 = sin−1) êáé èÝôïíôáò ôïí äéïñèùôéêü

üñï óçìáíôéêüôçôáò ëin = 1.

3 ÌÝôñçóç: ëáìâÜíïõìå ôçí íÝá ìÝôñçóç êáé êáèïñßæïõìå ôï âÜñïò ôïõ íÝïõ äåßãìáôïò

êáé ôïí üñï äéüñèùóçò ùò

ðin = ëinp(zn|xn = sin)

Êáé ìåôÜ êáíïíéêïðïéïýìå Ýôóé þóôå
∑

i ð
i
n = 1 êáé ôï áðïèçêåýïõìå óôï {(sin; ðin)}.
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ÊåöÜëáéï 4

Ï áëãüñéèìïò ÌÝóçò Ìåôáôüðéóçò

4.1 ÅéóáãùãÞ

4.2 ÁíáðáñÜóôáóç ÁíôéêåéìÝíùí

4.3 Áðüóôáóç ÉóôïãñáììÜôùí

4.4 Ðáñáêïëïýèçóç ôïõ ÁíôéêåéìÝíïõ ìå ôïí Áëãüñéèìï ôçò ÌÝóçò Ìåôáôüðéóçò

4.5 ÓôáèìéóìÝíï Éóôüãñáììá Öüíôïõ

4.6 ÐåéñáìáôéêÜ ÁðïôåëÝóìáôá

4.1 ÅéóáãùãÞ

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæåôáé ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò [4], [5]. Ï áëãü-

ñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò åßíáé ìéá åõóôáèÞò ìÝèïäïò ãéá ôçí åýñåóç ôïðéêþí ìåãßóôùí

ìéáò óõíÜñôçóçò. Áõôü ãéá óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò åßíáé ðñïöáíÝò, áëëÜ ãéá äéáêñéôÜ óýíïëá

äåäïìÝíùí äåí åßíáé åýêïëï. Ï ðñïóäéïñéóìüò åõóôáèÞò åßíáé áðü óôáôéóôéêÞò ðëåõñÜò êáé

áíáöÝñåôáé óôï üôé ï áëãüñéèìïò áãíïåß äåäïìÝíá ðïõ áðïêëßíïõí ðïëý áðü ôï ìÝóï üñï

(outliers). Åðßóçò ëáìâÜíåé õðüøç äåäïìÝíá ðïõ âñßóêïíôáé ìÝóá óå ìéá óõãêåêñéìÝíç ðå-

ñéï÷Þ êáé áãíïåß ôá õðüëïéðá. Áõôü ðïõ êÜíåé åßíáé üôé ðñïóðáèåß åðáíáëçðôéêÜ íá âñåé ôï

ôïðéêü ìÝãéóôï ôçò óõíÜñôçóçò. Óôï 4.2 ðåñéãñÜöåôáé ç áíáðáñÜóôáóç ôùí áíôéêåéìÝíùí

ìå ìïñöÞ éóôïãñáììÜôùí. Óôï 4.3 ïñßæåôáé ç áðüóôáóç éóôïãñáììÜôùí âáóéóìÝíç óôïí

óõíôåëåóôÞ Bhattacharyya. Óôï 4.4 ðáñïõóéÜæåôáé ï áëãüñéèìïò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ãéá

ðáñáêïëïýèçóç áíôéêåéìÝíùí. Óôï 4.5 ðáñïõóéÜæåôáé ç åðÝêôáóç ôïõ áëãïñßèìïõ þóôå íá

óõìðåñéëåìâÜíåé êáé ðëçñïöïñßåò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôï öüíôï ôïõ áíôéêåéìÝíïõ. Óôï 4.6

ðáñïõóéÜæïíôáé êÜðïéá ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò ôïõ áëãïñßèìïõ.
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4.2 ÁíáðáñÜóôáóç ÁíôéêåéìÝíùí

Ãéá ôïí ÷áñáêôçñéóìü ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ðñÝðåé ðñþôá íá åðéëåãåß ï ÷þñïò ôùí ÷áñáêôçñé-

óôéêþí. Ç áíáöïñÜ óôïí áñ÷éêü óôü÷ï (target model) áíáðáñéóôÜôáé áðü ìéá óõíÜñôçóç

ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò q óôïí ÷þñï ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç óõíÜñôçóç

q ìðïñåß íá ðáßñíåé ùò üñéóìá ôï ÷ñþìá ôïõ áíôéêåéìÝíïõ (äçëáäÞ ï ÷þñïò ãíùñéóìÜôùí

åßíáé ôï ÷ñþìá ðïõ åßíáé ìïíïäéÜóôáôïò ìÝ÷ñé êáé ôñéóäéÜóôáôïò). ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêü-

ôçôáò èåùñïýìå üôé ôï êÝíôñï ôïõ áíôéêåéìÝíïõ âñßóêåôáé óôçí ÷ùñéêÞ èÝóç 0 (ôá Ýíôïíá

óýìâïëá õðïäçëþíïõí äéáíýóìáôá). Óôçí åðüìåíç åéêüíá Ýíáò õðïøÞöéïò óôü÷ïò (target

candidate) ïñßæåôáé óôçí èÝóç y êáé áíáðáñéóôÜôáé áðü ôçí óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíü-

ôçôáò p(y). Ç ôéìÞ êáé ôùí äýï óõíáñôÞóåùí ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí áðü ôá äåäïìÝíá.

Ãéá íá ìðïñåß ï õðïëïãéóìüò íá ãßíåé óå ðñáãìáôéêü ÷ñüíï ÷ñçóéìïðïéïýìå éóôïãñÜììáôá

m êÜäùí. ¸ôóé Ý÷ïõìå

target model : q̂ = {q̂u}u=1:::m

∑m

u=1 q̂u = 1

target candidate : p̂(y) = {p̂u(y)}u=1:::m

∑m

u=1 p̂u = 1

Èá áíáðáñéóôïýìå ôçí óõíÜñôçóç ïìïéüôçôáò áíÜìåóá óôá p̂ êáé q̂ ìå ôï

ñ̂(y) ≡ ñ[p̂(y); q̂] (4.1)

Ç óõíÜñôçóç ñ̂(y)ðáßæåé ôïí ñüëï ôçò ðéèáíïöÜíåéáò êáé ôï ôïðéêü ìÝãéóôï ôçò ìÝóá óôçí

åéêüíá áíáðáñéóôÜ ôï áíôéêåßìåíï óôçí äåýôåñç åéêüíá ðïõ åßíáé ðéï üìïéï ìå ôï q̂ ôçò

ðñþôçò åéêüíáò. Áí ÷ñçóéìïðïéçèïýí ìüíï öáóìáôéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ, ôüôå ç óõíÜñôçóç

ïìïéüôçôáò èá Ý÷åé ìåãÜëåò ìåôáâïëÝò ãéá ãåéôïíéêÝò ðåñéï÷Ýò ãéá ãåéôïíéêÝò ðåñéï÷Ýò ôçò

åéêüíáò êáé ç ÷ùñéêÞ ðëçñïöïñßá ÷Üíåôáé. Ãéá íá âñïýìå ôï ìÝãéóôï ôÝôïéùí óõíáñôÞóåùí

ìÝèïäïé åëá÷éóôïðïßçóçò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ðáñáãþãïõò åßíáé äýóêïëï íá åöáñìïóôïýí

êáé ìðïñåß íá ãßíåé ìüíï åîáíôëçôéêÞ áíáæÞôçóç. Êáíïíéêïðïéïýìå ôçí óõíÜñôçóç ïìïéü-

ôçôáò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìßá éóïôïðéêÞ óõíÜñôçóç ðõñÞíá ãýñù áðü ôï áíôéêåßìåíï óôéò

÷ùñéêÝò ðåäßï ïñéóìïý. ¼ôáí ôá âÜñç ôïõ ðõñÞíá ðïõ åìðåñéÝ÷ïõí óõíå÷Þ ÷ùñéêÞ ðëç-

ñïöïñßá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá ïñßóïõìå ôï ðåäßï ïñéóìïý ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí, ç ñ̂(y)

ãßíåôáé ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç óôï y.

4.2.1 ÌïíôÝëï áíáöïñÜò

Ôï áíôéêåßìåíï ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé (óôï åîÞò èá áíáöÝñåôáé ùò óôü÷ïò) áíáðáñéóôÜôáé

áðü ìéá åëëåéðôéêÞ ðåñéï÷Þ ôçò åéêüíáò. Ãéá íá ìåéþóïõìå ôçí åðßäñáóç ôùí äéáöïñåôéêþí

ìåãåèþí ôùí áîüíùí ôçò Ýëëåéøçò, êáíïíéêïðïéïýìå ôçí Ýëëåéøç óå ìïíáäéáßá óöáßñá. Áõôü

ãßíåôáé äéáéñþíôáò ìå ôï ìÝãåèïò ôïõ êÜèå Üîïíá (hx êáé hy) ôéò ÷ùñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò

êÜèå óçìåßïõ ôïõ áíôéêåéìÝíïõ.

¸óôù üôé {x∗i }i=1:::n åßíáé ïé êáíïíéêïðïéçìÝíåò óõíôåôáãìÝíåò ôùí åéêïíïóôïé÷åßùí

(pixels) ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôïí óôü÷ï. ¸íáò éóïôñïðéêüò ðõñÞíáò ìå êõñôü êáé ãíçóßùò

öèßíïõóá êáôáíïìÞ ðõñÞíá k(x) 1, ç ïðïßá âÜæåé ìéêñüôåñá âÜñç óôá åéêïíïóôïé÷åßá ðïõ

1Ç êáôáíïìÞ ôïõ ðõñÞíá Ê ïñßæåôáé ùò ìéá óõíÜñôçóç k : [0;∞)→ < ôÝôïéá þóôå K(x) = k(‖x‖2).
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åßíáé ðéï ìáêñéÜ áðü ôï êÝíôñï. Ìå ôç ÷ñÞóç âáñþí áõîÜíåôáé ç åõóôÜèåéá, êáèþò ôá ðåñé-

öåñåéáêÜ åéêïíïóôïé÷åßá åßíáé ëéãüôåñï áîéüðéóôá, êáé óõ÷íÜ åðçñåÜæïíôáé áðü åðéêáëýøåéò

ìå Üëëá áíôéêåßìåíá Þ ðáñåìâïëÝò áðü ôï öüíôï.

Ç óõíÜñôçóç b : <2 → {1 : : :m} óõó÷åôßæåé êÜèå åéêïíïóôïé÷åßï ðïõ âñßóêåôáé óôç

èÝóç x∗i ìå ôï äåßêôç b(x
∗
i ) ôïõ êÜäïõ ôïõ éóôïãñÜììáôïò ôïõ ÷þñïõ ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí

óôï ïðïßï áíÞêåé. Ç ðéèáíüôçôá ôïõ êÜäïõ ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí u = 1 : : :m ôïõ óôü÷ïõ

õðïëïãßæåôáé ùò

q̂u = C
n∑
i=1

k(‖x∗i ‖2)ä[b(x∗i )− u] (4.2)

üðïõ ä åßíáé ç óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Kronecker. Ï üñïò êáíïíéêïðïßçóçò C õðïëïãßæåôáé

èÝôïíôáò ôïí ðåñéïñéóìü
∑m

u=1 q̂u = 1, êáé ðñïêýðôåé

C =
1∑n

i=1 k(‖x∗i ‖2)
(4.3)

åðåéäÞ ôï Üèñïéóìá ôçò äÝëôá óõíÜñôçóçò ãéá u = 1 : : :m åßíáé ßóï ìå 1.

4.2.2 ÕðïøÞöéïé óôü÷ïé

¸óôù üôé {xi}1:::nh åßíáé ïé êáíïíéêïðïéçìÝíåò óõíôåôáãìÝíåò ôùí åéêïíïóôïé÷åßùí óôïí

õðïøÞöéï óôü÷ï, ðïõ ôï êÝíôñï ôïõ âñßóêåôáé óôç èÝóç y ôçò ôñÝ÷ïõóá åéêüíáò. Ç êáíï-

íéêïðïßçóç ôùí óõíôåôáãìÝíùí êëçñïíïìåßôáé áðü ôçí åéêüíá ðïõ Ý÷åé ôïí áñ÷éêü óôü÷ï.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ßäéá êáôáíïìÞ ðõñÞíá k(x), áëëÜ ìå åýñïò h, ç ðéèáíüôçôá ôïõ êÜäïõ

ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí u = 1 : : :m ôïõ õðïøÞöéïõ óôü÷ïõ õðïëïãßæåôáé ùò

p̂u(y) = Ch

nh∑
i=1

k

(∥∥∥y − xi
h

∥∥∥2
)
ä[b(xi)− u] (4.4)

üðïõ

Ch =
1∑nh

i=1 k

(∥∥∥y−xih

∥∥∥2
) (4.5)

åßíáé ç óôáèåñÜ êáíïíéêïðïßçóç. ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß üôé ôï Ch äåí åîáñôÜôáé áðü ôï y,

áöïý ôá xi åßíáé ïñãáíùìÝíá óå Ýíá êáíïíéêïðïéçìÝíï ðëÝãìá êáé ôï y åßíáé Ýíá óçìåßï

áõôïý ôïõ ðëÝãìáôïò. Ïðüôå ôï Ch ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß åê ôùí ðñïôÝñùí ãéá êÜðïéï

ðõñÞíá êáé äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò ôïõ h. Ôï åýñïò h ïñßæåé ôçí êëéìÜêùóç ôïõ õðïøÞöéïõ

óôü÷ïõ.

4.2.3 Ïìáëüôçôá ôçò óõíÜñôçóçò ïìïéüôçôáò

Ç ïìáëüôçôá ôçò óõíÜñôçóçò (4.1) êëçñïíïìåß ôéò éäéüôçôåò ôçò êáôáíïìÞò ôïõ ðõñÞíá k(x)

üôáí ï áñ÷éêüò óôü÷ïò êáé ï õðïøÞöéïò óôü÷ïò áíáðáñéóôþíôáé áðü ôéò (4.2) êáé (4.4).

Ìéá ðáñáãùãßóéìç êáôáíïìÞ ðõñÞíá ïäçãåß óå ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ïìïéüôçôáò êáé

áðïôåëåóìáôéêÝò ìÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ôçí ðáñÜãùãï ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí
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ãéá íá âñåèåß ôï ôïðéêü ìÝãéóôï. Ç ðáñïõóßá óõíå÷ïýò ðõñÞíá åéóÜãåé ìéá äéáäéêáóßá

ðáñåìâïëÞò áíÜìåóá óôéò èÝóåéò ôïõ ðëÝãìáôïò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ. Ç åðéëåãìÝíç áíáðáñÜ-

óôáóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ùò Ýëëåéøç äåí ðåñéïñßæåé ôïí ôñüðï ðïõ ç ïìïéüôçôá ìåôñéÝôáé êáé

ðïëëÝò óõíáñôÞóåéò ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôçí ñ.

4.3 Áðüóôáóç ÉóôïãñáììÜôùí

Ç óõíÜñôçóç ïìïéüôçôáò ïñßæåé ôçí áðüóôáóç áíÜìåóá óôï áñ÷éêü óôü÷ï êáé ôïí õðïøÞöéï

óôü÷ï. Ãéá íá äéåõèåôçèïýí óõãêñßóåéò áíÜìåóá óå äéÜöïñïõò óôü÷ïõò, áõôÞ ç áðüóôáóç

ðñÝðåé íá Ý÷åé ìéá ìåôñéêÞ ìïñöÞ. Ïñßæïõìå ôçí áðüóôáóç áíÜìåóá óå äýï äéáêñéôÝò

êáôáíïìÝò ùò

d(y) =
√

1− ñ[p̂(y); q̂] (4.6)

üðïõ åðéëÝãïõìå

ñ̂(y) ≡ ñ[p̂(y); q̂] =
m∑
u=1

√
p̂u(y)q̂u (4.7)

ùò åêôéìçôÞ ôïí óõíôåëåóôÞ Bhattacharyya [11]áíÜìåóá óôéò êáôáíïìÝò p êáé q.

Ï óõíôåëåóôÞò Bhattacharyya åßíáé ìÝôñï äéáêñéôïý ôýðïõ ðïõ Ý÷åé ìéá ãåùìåôñéêÞ

åñìçíåßá. Åßíáé ôï óõíçìßôïíï ôçò ãùíßáò áíÜìåóá óôá m − äéá́óôáôá ìïíáäéáßá äéáíý-

óìáôá (
√
p̂1; : : : ;

√
p̂m)T êáé (

√
q̂1; : : : ;

√
q̂m)T . Ôï ãåãïíüò üôé ôá p êáé q åßíáé êáôáíïìÝò

åßíáé áõôü ðïõ ëáìâÜíåôáé õð' üøç ìå ôï íá ôéò áíáðáñéóôïýìå óôçí ìïíáäéáßá óöáßñá.

Ôáõôü÷ñïíá ìðïñïýìå íá åñìçíåýóïõìå ôçí (4.7) óáí ôçí (êáíïíéêïðïéçìÝíç) óõó÷Ýôéóç

áíÜìåóá óôá äéáíýóìáôá (
√
p̂1; : : : ;

√
p̂m)T êáé (

√
q̂1; : : : ;

√
q̂m)T .

Ôï ìÝôñï ðïõ ïñßæåôáé óôçí (4.6) Ý÷åé ôéò ðáñáêÜôù åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò:

1. ¸÷åé ôéò éäéüôçôåò óõíÜñôçóç ìÝôñïõ (èåôéêÞ êáé ßóç ìå 0 ìüíï ãéá ôçí áðüóôáóç

ôïõ äéáíýóìáôïò áðü ôïí åáõôü ôïõ, ôñéãùíïìåôñéêÞ áíéóüôçôá).

2. ¸÷åé ìéá êáèáñÞ ãåùìåôñéêÞ áíáðáñÜóôáóç.

3. ×ñçóéìïðïéåß äéáêñéôÝò óõ÷íüôçôåò, ïðüôå åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôçí êëéìÜêùóç ôïõ

óôü÷ïõ.

4. Åßíáé Ýãêõñç ãéá áõèáßñåôåò êáôáíïìÝò éóôïãñáììÜôùí.

4.4 Ðáñáêïëïýèçóç ôïõ ÁíôéêåéìÝíïõ ìå ôïí Áëãüñéèìï ôçò ÌÝóçò

Ìåôáôüðéóçò

Ãéá íá âñïýìå ôçí èÝóç ôïõ óôü÷ïõ óôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá, ç áðüóôáóç (4.6) ðñÝðåé íá

åëá÷éóôïðïéçèåß ùò óõíÜñôçóç ôïõ y. Ç äéáäéêáóßá åíôïðéóìïý áñ÷ßæåé áðü ôçí èÝóç

ôïõ óôü÷ïõ óôçí ðñïçãïýìåíç åéêüíá êáé øÜ÷íåé óôçí ãåéôïíéÜ ôïõ. Áöïý ç óõíÜñôçóç

33



áðüóôáóçò åßíáé ïìáëÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí ðáñÜãùãï ðïõ ðáñÝ÷åôáé áðü ôï äéÜíõóìá ôçò

ìÝóçò ìåôáôüðéóçò.

Ç ðëçñïöïñßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôá éóôïãñÜììáôá åßíáé ôï ÷ñþìá, áëëÜ ôï ßäéï

ìðïñåß íá åöáñìïóôåß ãéá õöÞ Þ ïðïéïäÞðïôå óõíäõáóìü áõôþí. ÕðïèÝôïõìå üôé ïé åðüìåíåò

ðëçñïöïñßåò åßíáé äéáèÝóéìåò

1. Ç áíáãíþñéóç êáé ï åíôïðéóìüò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé óôçí áñ÷éêÞ

åéêüíá.

2. ÐåñéïäéêÞ áíÜëõóç ôïõ êÜèå áíôéêåéìÝíïõ ãéá íá áíáãíùñßóïõìå ðéèáíÝò áëëáãÝò

óôçí áíáðáñÜóôáóç ôïõ óôü÷ïõ, ðïõ ïöåßëïíôáé óôçí áëëáãÞ ôïõ ÷ñþìáôïò ôïõ

áíôéêåéìÝíïõ.

4.4.1 Åëá÷éóôïðïßçóç ôçò áðüóôáóçò

Ç åëá÷éóôïðïßçóç ôçò áðüóôáóçò (4.6) åßíáé éóïäýíáìç ìå ôç ìåãéóôïðïßçóç ôïõ óõíôåëå-

óôÞ Bhattacharyya ñ̂(y). Ç Ýñåõíá ãéá ôç íÝá ôïðïèåóßá ôïõ óôü÷ïõ óôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá

áñ÷ßæåé áðü ôçí èÝóç ŷ0, ôçí ïðïßá åß÷å ï óôü÷ïò óôçí ðñïçãïýìåíç åéêüíá. Ãéá áõôü ôï

ëüãï ïé ðéèáíüôçôåò {p̂u(ŷ0)}u=1:::m ôïõ óôü÷ïõ óôçí èÝóç ŷ0 óôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá ðñÝðåé

íá õðïëïãéóôïýí ðñþôá. Áíáðôýóóïíôáò óå óåéñÜ Taylor ãýñù áðü ôéò ôéìÝò ñ̂u(ŷ0), ç

ãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç ôïõ óõíôåëåóôÞ Bhattacharyya (4.7) ìåôÜ áðü ðñÜîåéò åßíáé

ñ[p̂(y); q̂] ≈ 1

2

m∑
u=1

√
p̂u(ŷ0)q̂u +

1

2

m∑
u=1

p̂u(y)

√
q̂u

p̂u(ŷ0)
(4.8)

Ç ðñïóÝããéóç åßíáé éêáíïðïéçôéêÞ üôáí ï õðïøÞöéïò óôü÷ïò {p̂u(ŷ)}u=1:::m äåí áëëÜæåé

äñáìáôéêÜ áðü ôïí áñ÷éêü {p̂u(ŷ0)}u=1:::m′ , ç ïðïßá åßíáé óùóôÞ õðüèåóç óôéò ðåñéóóüôåñåò

ðåñéðôþóåéò. Ï ðåñéïñéóìüò p̂u(ŷ0) > 0 (Þ Ýíá ìåãáëýôåñï üñéï) ãéá üëá ôá u = 1 : : :m

ìðïñïýí ðÜíôá íá äéáóöáëéóôïýí ìå ôï íá ìçí ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé ôéìÝò ðïõ ôïí ðáñáâéÜ-

æïõí. Áðü ôçí (4.4) ðñïêýðôåé

ñ[p̂(y); q̂] ≈ 1

2

m∑
u=1

√
p̂u(ŷ0)q̂u +

Ch

2

nh∑
u=1

wik

(∥∥∥y − xi
h

∥∥∥2
)

(4.9)

üðïõ

wi =
m∑
u=1

√
q̂u

p̂u(ŷ0)
ä[b(xi)− u] (4.10)

ïðüôå ãéá íá åëá÷éóôïðïéÞóïõìå ôçí áðüóôáóç (4.6) ðñÝðåé íá ìåãéóôïðïéçèåß ï äåýôåñïò

üñïò ôçò åîßóùóçò (4.9), áöïý ï ðñþôïò üñïò åßíáé áíåîÜñôçôïò áðü ôï y. ÐñÝðåé íá

ðáñáôçñÞóïõìå üôé ï äåýôåñïò üñïò áíáðáñéóôÜ ôçí åêôßìçóç ôçò ðõêíüôçôá ðïõ õðïëï-

ãßæåôáé ìå ôçí êáôáíïìÞ ðõñÞíá k(x) óôçí èÝóç y ôçò ôñÝ÷ïõóáò åéêüíáò ìå ôá äåäïìÝíá

íá Ý÷ïõí âÜñç (4.10). Ç åðéêñáôïýóá ôéìÞ áõôÞò ôçò óõíÜñôçóçò ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

óôç ãåéôïíéÜ åßíáé ôï åðéèõìçôü ìÝãéóôï ôï ïðïßï ìðïñåß íá âñåèåß ìå ôçí ìÝèïäï ôçò ìÝóçò
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ìåôáôüðéóçò [5]. Óå áõôÞ ôç äéáäéêáóßá ï ðõñÞíáò êéíåßôáé áíáäñïìéêÜ áðü ôçí ôñÝ÷ïõóá

èÝóç ŷ0 óôçí íÝá èÝóç ŷ1 óýìöùíá ìå ôçí ó÷Ýóç

ŷ1 =

∑nh
i=1 xiwig

(∥∥∥ ŷ0−xi
h

∥∥∥2
)

∑nh
i=1 wig

(∥∥∥ ŷ0−xi
h

∥∥∥2
) (4.11)

üðïõ g(x) = −k′(x), õðïèÝôïíôáò üôé ç ðáñÜãùãïò ôçò k(x) õðÜñ÷åé ãéá üëá ôá x ∈ [0;∞),

åêôüò áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò óçìåßùí. Ïëüêëçñïò ï áëãüñéèìïò ãéá ôçí åýñåóç ôïõ

óôü÷ïõ ðåñéãñÜöåôáé ðáñáêÜôù.

Áëãüñéèìïò 5 Ìåãéóôïðïßçóç ôïõ óõíôåëåóôÞ Bhattacharyya ñ[p̂(y); q̂]

Äßíïíôáé ï áñ÷éêüò óôü÷ïò {q̂u}u=1:::m êáé ç èÝóç ôïõ y0 ôçò ðñïçãïýìåíçò åéêüíáò.

1 Áñ÷éêïðïßçóç ôçò èÝóçò ôïõ óôü÷ïõ óôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá óôï y0, õðïëïãéóìüò ôïõ

{p̂u(ŷ0)}u=1:::m′ êáé ôïõ

ñ[p̂(ŷ0); q̂] =
m∑
u=1

√
p̂u(ŷ0)q̂u

2 ÐáñÜãïíôáé ôá âÜñç {wi}i=1:::nh óýìöùíá ìå ôï (4.10).

3 Åýñåóç ôçí åðüìåíçò èÝóçò ôïõ õðïøÞöéïõ óôü÷ïõ óýìöùíá ìå ôçí (4.11).

4 Õðïëïãéóìüò ôùí {p̂u(ŷ1)}u=1:::m′ êáé ôïõ

ñ[p̂(ŷ1); q̂] =
m∑
u=1

√
p̂u(ŷ1)q̂u

5 ¼óï ñ[p̂(ŷ1); q̂] < ñ[p̂(ŷ0); q̂]

áíÜèåóç ŷ1 ← 1
2
(ŷ0 + ŷ1)

õðïëïãéóìüò ñ[p̂(ŷ1); q̂]

6 Áí ‖ŷ1 − ŷ0‖ < � ôåñìáôßæïõìå.

Áëëéþò èÝôïõìå ŷ0 ← ŷ1 êáé ðÜìå óôï âÞìá 2.

4.4.2 Õëïðïßçóç ôïõ áëãïñßèìïõ

Ôï êñéôÞñéï ôåñìáôéóìïý ìå ôï üñéï � ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôï âÞìá 6 ðáñÜãåôáé áðü ôïí

ðåñéïñéóìü üôé ôá äéáíýóìáôá ŷ0 êáé ŷ1 ðñÝðåé íá åßíáé óôï ßäéï åéêïíïóôïé÷åßï óôéò áñ÷éêÝò

(ü÷é ôéò êáíïíéêïðïéçìÝíåò) ÷ùñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. ¸íá ìéêñüôåñï üñéï èá áðáéôïýóå

áêñßâåéá ìéêñüôåñç áðü ôï åéêïíïóôïé÷åßï. Åðßóçò ãéá íá åîáóöáëßóïõìå ôçí åêôÝëåóç ôïõ
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áëãïñßèìïõ óå ðñáãìáôéêü ÷ñüíï èÝôïõìå Ýíá Üíù üñéï óôï ðëÞèïò ôùí åðáíáëÞøåùí ôïõ

áëãïñßèìïõ.

Óôçí õëïðïßçóç ôïõ ï áëãüñéèìïò ìðïñåß íá áðëïõóôåõèåß åðéðëÝïí. Ï óêïðüò ôïõ

âÞìáôïò 5 åßíáé íá áðïöåõ÷èïýí ðéèáíÜ áñéèìçôéêÜ ðñïâëÞìáôá óôçí ìåãéóôïðïßçóç ôïõ

áëãïñßèìïõ ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò. Ôá ðñïâëÞìáôá ìðïñïýí íá åìöáíéóôïýí ëüãï ôçò

ãñáììéêÞò ðñïóÝããéóçò ôïõ óõíôåëåóôÞ Bhattacharyya, äçëáäÞ ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò

óôç íÝá èÝóç íá ìåéþíåôáé áíôß íá áõîÜíåôáé. Áõôü üìùò óõìâáßíåé óðÜíéá (óôï 0.1% ôùí

ðåñéðôþóåùí) êáé ãéá áõôü ôï âÞìá 5 ìðïñåß íá ðáñáëçöèåß. Áí ôï âÞìá 5 äåí óõìðåñéöåñèåß

ôüôå äåí åßíáé áðáñáßôçôïò ï õðïëïãéóìüò ôïõ óõíôåëåóôÞ Bhattacharyya óôá âÞìáôá 1

êáé 4.

Óôçí ðñáãìáôéêÞ õëïðïßçóç ôïõ áëãïñßèìïõ êÜíïõìå åðáíáëÞøåéò ìå ôï íá õðïëïãß-

æïõìå ôá âÜñç ôïõ âÞìáôïò 2 , íá âñßóêïõìå ôç íÝá èÝóç óôï âÞìá 3 êáé íá åëÝã÷ïõìå ôï

ìÝãåèïò ôïõ ðõñÞíá óôï âÞìá 6. Ï óõíôåëåóôÞò Bhattacharyya õðïëïãßæåôáé ìüíï ìåôÜ

ôï ôÝëïò ôïõ áëãïñßèìïõ áíÜìåóá óôïù áñ÷éêü óôü÷ï êáé ôïí åðéëåãìÝíï õðïøÞöéï óôü÷ï.

ÐõñÞíåò ìå êáôáíïìÞ Epanechnikov [4]

k(x) =

{
1
2
c−1
d (d + 2)(1− x) áí x ≤ 1

0 áëëéù́ò
(4.12)

åßíáé êáëÞ óôçí ÷ñÞóç. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ðáñÜãùãïò ôçò êáôáíïìÞò ôïõ ðõñÞíá

g(x) åßíáé óôáèåñÞ êáé ç ó÷Ýóç (4.11) áðëïðïéåßôáé óôçí

ŷ1 =

∑nh
i=1 xiwi∑nh
i=1 wi

(4.13)

äçëáäÞ åßíáé Ýíá áðëü óôáèìéóìÝíï Üèñïéóìá.

Ïñßæïõìå ùò ëåéôïõñãéêÞ ëåêÜíç Ýëîçò ôçí ðåñéï÷Þ óôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá óôçí ïðïßá

ç íÝá èÝóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ìðïñåß íá âñåèåß ìå ÷ñÞóç ôïõ áëãïñßèìïõ ôçò ìÝóçò ìåôá-

ôüðéóçò. Ëüãù ôçò ÷ñÞóçò ðõñÞíá, ç ëåêÜíç åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí ßóç óå ìÝãåèïò ìå ôïí

áñ÷éêü óôü÷ï. ÄçëáäÞ óôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá áí ôï êÝíôñï ôïõ óôü÷ïõ ðáñáìÝíåé ìÝóá

óôçí ðåñéï÷Þ ôçò åéêüíáò ðïõ êáëýðôåôáé áðü ôïí áñ÷éêü óôü÷ï óôçí ðñïçãïýìåíç åéêüíá,

ôüôå ôï ôïðéêü ìÝãéóôï ôïõ óõíôåëåóôÞ Bhattacharyya åßíáé áîéüðéóôïò äåßêôçò ãéá ôçí

íÝá èÝóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ. ÕðïèÝôïõìå üôé ç áíáðáñÜóôáóç ôïõ óôü÷ïõ ðáñÝ÷åé áñêåôÞ

äéÜêñéóç, Ýôóé þóôå ï óõíôåëåóôÞò Bhattacharyya íá äßíåé Ýíá ìïíáäéêü ìÝãéóôï óôçí

ãåéôïíéêÞ ðåñéï÷Þ.

Ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò âñßóêåé ìéá ñßæá ôçò ðáñáãþãïõ óáí óõíÜñôçóç

ôçò èÝóçò, ðïõ ìðïñåß ùóôüóï íá áíôéóôïé÷åß óå óáãìáôéêü óçìåßï ôçò åðéöÜíåéáò ïìïéü-

ôçôáò. Ôá óáãìáôéêÜ óçìåßá åßíáé ìç óôáèåñÝò ëýóåéò êáé åðåéäÞ ï èüñõâïò óôçí åéêüíá

äñá óáí áíåîÜñôçôïò ðáñÜãïíôáò ìåôáâïëÞò ôùí äåäïìÝíùí, äåí èá åðçñåÜóåé óçìáíôéêÜ

ôá áðïôåëÝóìáôá óå ìéá óåéñÜ åéêüíùí.

4.4.3 ÐñïóáñìïóìÝíç êëéìÜêùóç

Ï áëãüñéèìïò ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí ðáñÜãñáöï 4.4.1, ãéá Ýíá ãíùóôü áñ÷éêü óôü÷ï,

âñßóêåé ìéá èÝóç ôïõ óôü÷ïõ óôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá ç ïðïßá åëá÷éóôïðïéåß ôçí áðüóôáóç
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(4.6) óôçí ãåéôïíéÜ ôçò ðñïçãïýìåíçò èÝóçò. Ùóôüóï ç êëéìÜêùóç ôïõ óôü÷ïõ áëëÜæåé

óôïí ÷ñüíï, ïðüôå ôï åýñïò h óôçí (4.4) ðñÝðåé íá ðñïóáñìïóôåß êáôÜëëçëá. Áõôü åßíáé

åöéêôü ëüãù ôïõ üôé ç (4.6) äåí åðéñåÜæåôáé áðü ôï h.

Óõìâïëßæïõìå ìå hprev ôï åýñïò óôçí ðñïçãïýìåíç åéêüíá. Âñßóêïõìå ôï íÝï åýñïò

hopt óôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá ìå ôï íá ôñÝîïõìå ôïí áëãüñéèìï ôñåßò öïñÝò ìå h = hprev,

h = hprev + Äh êáé h = hprev − Äh. Ìéá åíäåéêôéêÞ ôéìÞ ôéìÞ åßíáé Äh = 0:1hprev.

Ôï êáëýôåñï áðïôÝëåóìá hopt ðïõ äßíåé ôï ìåãáëýôåñï áðïôÝëåóìá ãéá ôï óõíôåëåóôÞ

Bhattacharyya äéáôçñåßôáé. Ãéá íá áðïöýãïõìå ìåãÜëåò ìåôáâïëÝò óôçí êëéìÜêùóç, ôï

åýñïò ðïõ óõó÷åôßæåôáé ìå ôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá ðáßñíåôáé áðü öéëôñÜñéóìá, ìå ôïí ôýðï

hnew = ãhopt + (1− ã)hprev (4.14)

üðïõ ìéá åíäåéêôéêÞ ôéìÞ ãéá ôï ã åßíáé ôï 0:1.

4.5 ÓôáèìéóìÝíï Éóôüãñáììá Öüíôïõ

Ç ðëçñïöïñßá ðïõ ðáñÝ÷åôáé áðü ôï öüíôï (background) åßíáé óçìáíôéêÞ ãéá äýï ôïõëÜ-

÷éóôïí ëüãïõò. Ðñþôïí, áí êÜðïéá áðü ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ óôü÷ïõ õðÜñ÷åé êáé óôï

öüíôï, ç óõíÜöåéá ôïõò ïäçãåß óå ÷åéñüôåñç åýñåóç ôïõ óôü÷ïõ. Äåýôåñïí, óå ðïëëÝò

ðåñéðôþóåéò åßíáé äýóêïëï íá ðåñéãñáöåß åðáêñéâþò ï óôü÷ïò êáé ôï ìïíôÝëï ìðïñåß íá

ðåñéÝ÷åé ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ öüíôïõ åðßóçò. Ôáõôü÷ñïíá, ç áêáôÜëëçëç ÷ñÞóç ôçò ðëç-

ñïöïñßáò ôïõ öüíôïõ ìðïñåß íá åðçñåÜóåé ôçí åðéëïãÞ ôçò êëéìÜêùóçò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ,

êÜíïíôáò áäýíáôç ôçí ìÝôñçóç ôçò ïìïéüôçôáò áíÜìåóá óôéò äéÜöïñåò ôéìÝò êëéìÜêùóçò,

êáé åðïìÝíùò ôïí åíôïðéóìü ôïõ óôü÷ïõ. Ï ôñüðïò ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé ðáñáêÜôù åßíáé íá

ðáßñíåôáé ìéá áðëÞ áíáðáñÜóôáóç ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí ôïõ öüíôïõ êáé íá ÷ñçóéìïðïéïý-

íôáé ãéá åðéëïãÞ ìüíï ôá áîéïóçìåßùôá ìÝñç ôçò áíáðáñÜóôáóçò ôïõ áñ÷éêïý óôü÷ïõ êáé

ôùí õðïøÞöéùí óôü÷ùí.

¸óôù üôé ôï {ôu}u=1:::m (ìå
∑m

u=1 ôu = 1) åßíáé ìéá äéáêñéôÞ áíáðáñÜóôáóç (éóôü-

ãñáììá) ôïõ öüíôïõ óôï ÷þñï ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí êáé ô∗ ç ìéêñüôåñç ìç ìçäåíéêÞ ôéìÞ.

ÁõôÞ ç áíáðáñÜóôáóç õðïëïãßæåôáé óå ìéá ðåñéï÷Þ ôñéãýñù áðü ôï óôü÷ï. Ôï ìÝãåèïò ôçò

ðåñéï÷Þò åîáñôÜôáé áðü ôçí åöáñìïãÞ êáé ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ìéá ðåñéï÷Þ ôñåßò

öïñÝò ìåãáëýôåñç áðü ôçí ðåñéï÷Þ ôïõ óôü÷ïõ. Ôá âÜñç{
õu = min

(
ô∗

ôu
; 1

)}
u=1:::m

(4.15)

ïñßæïõí Ýíá ìåôáó÷çìáôéóìü ãéá ôç áíáðáñÜóôáóç ôïõ áñ÷éêïý óôü÷ïõ êáé ôùí õðïøÞöéùí

óôü÷ùí. Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò ìåéþíåé ôçí óðïõäáéüôçôá áðü áõôÜ ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ

Ý÷ïõí ìéêñü õu, äçëáäÞ áõôÜ ðïõ åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêÜ óôï öüíôï. Ï íÝïò áñ÷éêüò óôü÷ïò

ïñßæåôáé ùò

q̂u = Cõu

n∑
i=1

k(‖x∗i ‖2)ä[b(x∗i )− u] (4.16)
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ìå ôïí üñï êáíïíéêïðïßçóç C íá ïñßæåôáé ùò

C =
1∑n

i=1 k(‖x∗i ‖2)
∑m

u=1 õuä[b(x∗i )− u]
(4.17)

¼ìïéá ï íÝïò õðïøÞöéïò óôü÷ïò áíáðáñéóôÜôáé ùò

p̂u(y) = Chõu

nh∑
i=1

k

(∥∥∥y − xi
h

∥∥∥2
)
ä[b(xi)− u] (4.18)

üðïõ

Ch =
1∑nh

i=1 k

(∥∥∥y−xih

∥∥∥2
)∑m

u=1 õuä[b(xi)− u]

(4.19)

4.6 ÐåéñáìáôéêÜ ÁðïôåëÝóìáôá

ÐáñáêÜôù ðáñáôßèåíôáé äéÜöïñá áðïôåëÝóìáôá áðü ôçí åöáñìïãÞ ôïõ âáóéêïý áëãïñßèìïõ

ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò óå äéÜöïñåò åéêïíïóåéñÝò. Ôá ðåéñÜìáôá Ý÷ïõí ãßíåé óå õðïëïãéóôÞ

ìå core 2 Duo åðåîåñãáóôÞ óôá 1.6 GHz ìå 2GB ìíÞìç RAM êáé ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ôï

ðñüãñáììá Matlab.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 4.1 áðïôåëåßôáé áðü 61 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 5.367 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 4.2 áðïôåëåßôáé áðü 22 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 23.228 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 4.3 áðïôåëåßôáé áðü 16 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 89.588 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 4.4 áðïôåëåßôáé áðü 81 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 60.325 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 4.5 áðïôåëåßôáé áðü 101 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 54.470 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 4.6 áðïôåëåßôáé áðü 71 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 112.400 äåõôåñüëåðôá.
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Ó÷Þìá 4.1: ÊÞðïò.
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Ó÷Þìá 4.2: Êéíïýìåíï áõôïêßíçôï 1.
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Ó÷Þìá 4.3: Êéíïýìåíï áõôïêßíçôï 2.
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Ó÷Þìá 4.4: Õðüãåéïò óéäçñüäñïìïò 1.
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Ó÷Þìá 4.5: Õðüãåéïò óéäçñüäñïìïò 2.
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Ó÷Þìá 4.6: ¢íèñùðïò ðïõ ðåñðáôÜ.

44



ÊåöÜëáéï 5

Áëãüñéèìïò ÄéáöïñéêÞò áðüóôáóçò EMD

5.1 ÅéóáãùãÞ

5.2 Ç Áðüóôáóç Êáôáíïìþí EMD

5.3 Ï Áëãüñéèìïò DEMD

5.4 ÅðåêôÜóåéò

5.5 ÐåéñáìáôéêÜ ÁðïôåëÝóìáôá

5.1 ÅéóáãùãÞ

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæåôáé ï áëãüñéèìïò åýñåóçò èÝóçò ìå äéáöïñéêÞ Earth Mover's

Distance (DEMD) [16]. Ç EMD åßíáé Ýíá ìÝôñï óýãêñéóçò ðïõ åßíáé áñêåôÜ åõóôáèÝò óå

áëëáãÝò ôïõ öùôéóìïý. Ùóôüóï ï õðïëïãéóìüò ôçò åßíáé õðïëïãéóôéêÜ áêñéâüò. Ãéá áõôü

ï áëãüñéèìïò DEMD õðïëïãßæåé ôçí ðáñÜãùãï ôçò EMD óå ó÷Ýóç ìå ôç èÝóç, ïðüôå

äåí åßíáé áðáñáßôçôïò ï õðïëïãéóìüò ôçò EMD óå êÜèå óçìåßï. Óôï 5.2 ðåñéãñÜöåôáé

ôï ìÝôñï óýãêñéóçò EMD. Óôï 5.3 ðáñïõóéÜæåôáé ï áëãüñéèìïò DEMD. Óôï 5.4 ðáñïõ-

óéÜæïíôáé åðåêôÜóåéò ôïõ DEMD þóôå íá ðåñéÝ÷åé êáé ðëçñïöïñßá ôïõ öüíôïõ. Óôï 5.5

ðáñïõóéÜæïíôáé êÜðïéá ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò ôïõ áëãïñßèìïõ.

5.2 Ç Áðüóôáóç Êáôáíïìþí EMD

Ç Earth Mover's Distance (EMD) ðáßñíåé ôï üíïìÜ ôçò áðü ôçí éäÝá üôé áí õðÜñ÷ïõí äýï

êáôáíïìÝò, ç ìßá ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ùò ëüöïé ÷þìáôïò êáôÜëëçëá ôïðïèåôçìÝíïé

óôïí ÷þñï êáé ç Üëëç ùò ôñýðåò äéáóêïñðéóìÝíåò óôïí ÷þñï. Ç EMD ìåôñÜ ôï åëÜ÷éóôï

ðïóü Ýñãïõ ðïõ ÷ñåéÜæåôáé íá ðáñá÷èåß ãéá íá ãåìßóïõí üëåò ïé ôñýðåò ìå ôï ÷þìá áðü
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ôïõò ëüöïõò, üðïõ ìéá ìïíÜäá Ýñãïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ìåôáöïñÜ ìéáò ìïíÜäáò ÷þìáôïò óå

áðüóôáóç ìéáò ìïíÜäáò.

Ç EMD ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá óõãêñßíåé ôéò êáôáíïìÝò ôïõ ÷ñþìáôïò áíÜìåóá óôïí

áñ÷éêü óôü÷ï êáé ôïí õðïøÞöéï óôü÷ï [13], [16]. Ïé êáôáíïìÝò ðåñéãñÜöïíôáé óå ìïñöÞ

õðïãñáöþí. Ïé õðïãñáöÝò åßíáé Ýíá óýíïëï ïìÜäùí ÷áñáêôçñéóôéêþí êáé ïñßæïíôáé ùò

s = {su}u=1:::m; su = (au; wu) (5.1)

üðïõ ôï m åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí ïìÜäùí ôçò õðïãñáöÞò, au åßíáé ôï ìÝóï ôçò ïìÜäáò u êáé

ôï wu ôï âÜñïò ôçò ßäéáò ïìÜäáò.

Áíáðáñéóôþíôáò ôïí áñ÷éêü óôü÷ï ìå ôçí áñ÷éêÞ õðïãñáöÞ êáé ôïí õðïøÞöéï óôü÷ï

ìå ôçí õðïøÞöéá õðïãñáöÞ, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí áðüóôáóç áíÜìåóá óôçí u− ïóôḉ

ïìÜäá ôçò áñ÷éêÞò õðïãñáöÞò êáé ôçí õ − ïóôḉ ïìÜäá ôçò õðïøÞöéáò ùò duõ êáé ôçí ñïÞ

(äçëáäÞ ôï ðïóü ôïõ ìåôáöåñüìåíïõ ÷þìáôïò) áíÜìåóÜ ôïõò ùò fuõ(y). Ï óêïðüò åßíáé

íá âñåèåß ç èÝóç y ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ìéêñüôåñç ôéìÞ EMD

argmin
y

(min
fuõ

Z(fuõ(y))) (5.2)

üðïõ EMD(fuõ(y)) = minfuõ Z(fuõ(y)). Óôçí åîßóùóç (5.2) ðñþôá ÷ñåéÜæåôáé ìéá åëá÷é-

óôïðïßçóç þóôå íá âñåèåß ç EMD ãéá êÜèå ôïðïèåóßá êáé ìåôÜ ìéá åðéðëÝïí ãéá íá âñïýìå

ôçí êáëýôåñç èÝóç. Ç EMD ïñßæåôáé ùò

Z(fuõ(y)) =
mM∑
u=1

mC∑
õ=1

duõfuõ(y)

õðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò ∑mM

u=1 fuõ(y) = wC
õ (y); 1 ≤ õ ≤ mC∑mC

õ=1 fuõ(y) = wM
u ; 1 ≤ u ≤ mM∑mM

u=1

∑mC

õ=1 fuõ(y) = 1

fuõ(y) ≥ 0; 1 ≤ u ≤ mM ; 1 ≤ õ ≤ mC

Óôéò ðáñáðÜíù åîéóþóåéò ôï M äçëþíåé ôï áñ÷éêü áíôéêåßìåíï êáé ôï C ôï õðïøÞöéï

áíôéêåßìåíï. Ôï wM
u åßíáé ôï âÜñïò ôçò u − ïóôḉò ïìÜäáò óôçí áñ÷éêÞ õðïãñáöÞ êáé ôï

wC
õ åßíáé ôï âÜñïò ôçò õ − ïóôḉò ïìÜäáò óôçí õðïøÞöéá. Ôï mM åßíáé ôï ðëÞèïò ïìÜäùí

óôçí áñ÷éêÞ õðïãñáöÞ êáé ôï mC ôï ðëÞèïò ïìÜäùí óôçí õðïøÞöéá.

5.3 Ï Áëãüñéèìïò DEMD

5.3.1 Ðåñßëçøç ôïõ áëãïñßèìïõ DEMD

Ï óêïðüò åßíáé íá âñåèåß Ýíáò ôýðïò ãéá ôçí ðáñÜãùãï ôçò áðüóôáóçò EMD óå ó÷Ýóç ìå

ôç èÝóç. ÅðåéäÞ ï ôýðïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò áðüóôáóçò EMD åßíáé Ýíá ðñüâëçìá
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ãñáììéêïý ðñïãñáììáôéóìïý, äåí ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ç ðáñÜãùãïò Üìåóá. Ãéá íá

îåðåñáóôåß áõôü ôï ðñüâëçìá ðñÝðåé íá äéáóðáóôåß ï õðïëïãéóìüò óå äýï óôÜäéá [16].

Áíáðáñéóôïýìå ôçí ðáñÜãùãï ôçò EMD ùò ðñïò ôçò èÝóç ìå ∇yZ(y). Ìðïñïýìå íá

ôçí åêöñÜóïõìå ìå ôïí êáíüíá áëõóßäáò ùò ôçí ðáñÜãùãï ôçò Z ðñïò ôá âÜñç @Z(y)
@wCõ (y)

êáé

ôçí ðáñÜãùãï ôùí âáñþí ðñïò ôçí èÝóç ∇yw
C
õ (y), äçëáäÞ

∇yZ(y) =
mC∑
õ=1

@Z(y)

@wC
õ (y)
∇yw

C
õ (y) (5.3)

üðïõ ôï wC
õ åßíáé ôï âÜñïò ôçò õ − ïóôḉò ïìÜäáò êáé ôï mC ôï ðëÞèïò ïìÜäùí óôçí

õðïøÞöéá õðïãñáöÞ.

5.3.2 Ç ìÝèïäïò simplex óå ìïñöÞ ðéíÜêùí

Ìåôáó÷çìáôßæïõìå ôçí ìïñöÞ ôçò åîßóùóçò (5.2) ìå ÷ñÞóç ðéíÜêùí [3]. ÕðÜñ÷ïõí mM ×
mC ìåôáâëçôÝò fuõ(y) êáémM×mC óôáèåñþí duõ. Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå äéáíýóìáôá óôçëþí

f(y) êáé d äéÜóôáóçòmM×mC ãéá íá áíáðáñáóôáèåß ç ñïÞ êáé ç áðüóôáóç. Ðáßñíïíôáò êáé

ôéò ôñåéò åîéóþóåéò ôùí ðåñéïñéóìþí ôçò åîßóùóçò (5.2) ìáæß, ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå

Ýíá äéóäéÜóôáôï ðßíáêá H, mM + mC + 1 ãñáììþí êáé mM + mC óôçëþí ôïõ ïðïßïõ ïé

ôéìÝò åßíáé 0 Þ 1. ÔÝëïò, óõìâïëßæïõìå ôï äéÜíõóìá [(wC(y))T ; (wM)T ; 1]T óáí b(y) êáé

Z = dT f(y), ïðüôå ðñïêýðôåé ç ìïñöÞ ôçò åîßóùóçò (5.2) ùò

argmin
y

(min
f
Z) (5.4)

õðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò

Çf(y) = b(y)

f(y) ≥ 0

Ãéá íá ãßíïõí êÜðïéåò ðñÜîåéò ìå ôïõò ðßíáêåò ïé ðßíáêåò áíáäéáôÜóóïíôáé. Áöïý

õðÜñ÷ïõí mM ×mC ìåôáâëçôÝò êáé mM + mC + 1 ðåñéïñéóìïß óôï ðñüâëçìá, õðÜñ÷ïõí

mM +mC +1 (äçëáäÞ ìåôáâëçôÝò ìå ìç ìçäåíéêÞ ôéìÞ) êáé mM ×mC− (mM +mC +1) ìç

âáóéêþí ìåôáâëçôþí. Ïìáäïðïéïýìå üëåò ôéò âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò êáé üëåò ôéò ìç âáóéêÝò

ìáæß êáé óðÜìå ôï äéÜíõóìá f óå [fTB ; f
T
NB]T üðïõ ôï N äçëþíåé ôéò âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò êáé

ôï NB ôéò ìç âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò. ¼ìïéá óðÜìå ôï äéÜíõóìá d óå [dTB;d
T
NB]T êáé ôïí

ðßíáêá H óå [HB;HNB]. ¸ôóé ï áñ÷éêüò ðßíáêáò ãéá ôçí ìÝèïäï simplex ìðïñåß íá ãñáöåß

óôç ìïñöÞ ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôïí ðßíáêá 5.1. Óôïí ðßíáêá 5.1 ôï RHS áíáöÝñåôáé óôï

äåîß ìÝñïò ôçò åîßóùóçò, ç äåýôåñç ãñáììÞ áíôéóôïé÷åß óôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç ôçò

åîßóùóçò (5.4) êáé ç ôñßôç ãñáììÞ óôïõò ðåñéïñéóìïýò ôçò åîßóùóçò (5.4).

ÊÜíïíôáò ðñÜîåéò ìå ôïõò ðßíáêåò ï âÝëôéóôïò ðßíáêáò ðáßñíåé ôïõ ðßíáêá 5.2.

5.3.3 ÁíÜëõóç Åõáéóèçóßáò ôçò ìåèüäïõ simplex

Ìå âÜóç ôïí âÝëôéóôï ðßíáêá 5.2 áíáëýïõìå ôçí åõáéóèçóßá ôçò Z óôçí áëëáãÞ ôùí âáñþí

ôùí ïìÜäùí ôùí õðïãñáöþí. Ç áíÜëõóç ìðïñåß íá åöáñìïóôåß ìüíï óôá wC(y), äçëáäÞ

óôá âÜñç ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôçí èÝóç ôïõ õðïøÞöéïõ óôü÷ïõ.
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Ðßíáêáò 5.1: Áñ÷éêüò ðßíáêáò

Z fB fNB RHS

1 −dTB −dTNB 0

0 HB HNB b

Ðßíáêáò 5.2: ÂÝëôéóôïò ðßíáêáò

Z fB fNB RHS

1 0 −dTNB + dTBH
−1
B HNB dTBH

−1
B b

0 I H−1
B HNB H−1

B b

Ãéá ôçí äåýôåñç ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá 5.2 Ý÷ïõìå Z = dTBH
−1
B b. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï b

áëëÜæåé óå b′, üðïõ ôï b′ ïñßæåôáé ùò b′i = bi + Äbi; (1 ≤ i ≤ mC), äçëáäÞ ôï âÜñïò i

áëëÜæåé êáé ôá õðüëïéðá âÜñç j 6= i äåí áëëÜæïõí. Ç âÝëôéóôç ëýóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Z ′ = dTBH
−1
B b′ = dTBH

−1
B b+ dTBH

−1
B [0 : : : 0Äbi0 : : : 0]T = dTBH

−1
B b+ kiÄbi (5.5)

üðïõ ki =
∑mM+mC+1

l=1 (dB)l(H
−1
B )li.

Ïðüôå ðñïêýðôåé
@Z

@bi
= lim

Äbi→0

ÄZ

Äbi
=

kiÄbi
Äbi

= ki (5.6)

ÅðåéäÞ ôï Üèñïéóìá ôùí âáñþí ôùí ïìÜäùí ðñÝðåé íá åßíáé 1, ç áëëáãÞ óå Ýíá âÜñïò

ðñÝðåé íá åðçñåÜóåé ôá õðüëïéðá âÜñç ëüãï ôïõ ðåñéïñéóìïý êáíïíéêïðïßçóç. Õðü áõôü

ôïí ðåñéïñéóìü ðñïêýðôåé ï ôýðïò

@Z

@bi
= ki −

∑
j 6=i

kj
bj∑
l 6=i;j bl

(5.7)

Ç éäÝá åßíáé üôé ðñïâÜëïõìå ôï ki ôçò åîßóùóçò (5.6) áðü ôï ÷þñï äéÜóôáóçò mC óôïí

÷þñï äéÜóôáóçò mC − 1 ëüãï ôïõ ðåñéïñéóìïý
∑mC

i=1 bi = 1. Ç åîßóùóç (5.7) ðáñÝ÷åé

Ýíáí áíáëõôéêü ôýðï ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðáñáãþãïõ ôçò Z ùò ðñïò ôéò áëëáãÝò ôïõ

÷ñþìáôïò.

5.3.4 ÁíáðáñÜóôáóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ìå ÷ñÞóç ÷áñáêôçñéóôéêþí ÷ñþ-

ìáôïò

×ñçóéìïðïéïýíôáé õðïãñáöÝò ÷ñþìáôïò áíôß ãéá éóôïãñÜììáôá, åî áéôßáò ôçò ðåñéåêôéêüôç-

ôÜò ôïõò. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, èåùñïýìå üôé ôï áíôéêåßìåíï óôçí áñ÷éêÞ åéêüíá

Ý÷åé êÝíôñï óôï ÷ùñéêü óçìåßï 0 êáé õðÜñ÷åé ìéá óõíÜñôçóç ðõñÞíá. Ïñßæïõìå ôçí õðï-

ãñáöÞ ôïõ óôü÷ïõ óôçí áñ÷éêÞ åéêüíá óýìöùíá ìå ôçí åîßóùóç (5.1) ùò

sÌ = {sÌu }u=1:::mÌ ; sÌu = (aÌu ; w
Ì
u ) (5.8)
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üðïõ

wÌ
u = â

N∑
n=1

k

(∥∥∥∥xnh
∥∥∥∥2
)
ä[c(xn)− u] (5.9)

Óôéò åîéóþóåéò (5.8) êáé (5.9) ôï mM åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí ïìÜäùí, ôï xn äçëþíåé ôéò

äéóäéÜóôáôåò óõíôåôáãìÝíåò ôçò åéêüíáò êáé ôï ðëÞèïò ôùí åéêïíïóôïé÷åßùí åßíáé N . Ç

c åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ðïõ óõó÷åôßæåé ôçí èÝóç x ôïõ åéêïíïóôïé÷åßïõ óôçí ïìÜäá ðïõ

åßíáé ðéï êïíôéíÞ óôï ÷ñþìá ôïõ. Ç k(x) åßíáé ìéá éóïôñïðéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò

ðõñÞíá ðïõ áíáèÝôåé ìéêñüôåñá âÜñç óôéò èÝóåéò ðïõ åßíáé ðéï ìáêñéÜ áðü ôï êÝíôñï. Ôá

åéêïíïóôïé÷åßá ôùí áèñïéóìÜôùí ðåñéÝ÷ïíôáé óå Ýíá ðáñÜèõñï ðïõ åßíáé ôñéãýñù áðü ôï

êÝíôñï ôïõ áíôéêåéìÝíïõ., üðïõ ôï h áíáðáñéóôÜ ôçò áêôßíá ôçò ðåñéï÷Þò. Ç óõíÜñôçóç ä

åßíáé ç Kronecker óõíÜñôçóç äÝëôá êáé ôï â åßíáé Ýíáò üñïò êáíïíéêïðïßçóç.

¼ìïéá ïñßæïõìå ôçí õðïãñáöÞ ôïõ õðïøçößïõ óôü÷ïõ óôçí íÝá åéêüíá, ôï êÝíôñï ôïõ

ïðïßïõ õðïèÝôïõìå üôé âñßóêåôáé óôï óçìåßï y, ùò

sC(y) = {sCõ (y)}õ=1:::mC ; sCõ (y) = (aCõ (y); wC
õ (y)) (5.10)

üðïõ

wC
õ (y) = ã

N∑
n=1

k

(∥∥∥∥xn − y

h

∥∥∥∥2
)
ä[c(xn)− õ] (5.11)

üðïõ mC åßíáé ôï ðëÞèïò ïìÜäùí êáé ã Ýíáò üñïò êáíïíéêïðïßçóç.

5.3.5 Åêôßìçóç ôçò ðáñáãþãïõ ôçò óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò

Ðáßñíïíôáò ôéò ðáñáãþãïõò ôùí âáñþí ôçò åîßóùóçò (5.11) ùò ðñïò y Ý÷ïõìå

∇yw
C
õ (y) =

2ã

h2

N∑
n=1

(xn − y)g

(∥∥∥∥xn − y

h

∥∥∥∥2
)
ä[c(xn)− õ] (5.12)

Óôçí ðáñáðÜíù åîßóùóç (5.12) ïñßæïõìå g(x) = −k′(x) üðïõ k åßíáé ç óõíÜñôçóç ðõñÞíá

ìå ðåäßï ïñéóìïý k : [0;∞)→ < êáé k(‖x‖2) = K(x).

5.3.6 ÊëåéóôÞ ìïñöÞ ôçò ðáñáãþãïõ ôçò EMD ùò ðñïò ôç èÝóç

Áðü ôçí åîßóùóç (5.3) åßíáé ∇yZ(y) =
∑mC

õ=1
@Z(y)
@wCõ (y)

∇yw
C
õ (y). Áíôéêáèéóôþíôáò ôï @Z(y)

@wCõ (y)

áðü ôçí åîßóùóç (5.7) êáé ôï ∇yw
C
õ (y) áðü ôçí (5.12) ðñïêýðôåé ç

∇yZ(y) =
2ã

h2

N∑
n=1

(xn − y)g

(∥∥∥∥xn − y

h

∥∥∥∥2
)
ðn (5.13)

üðïõ ôï ðn ïñßæåôáé ùò

ðn =
mC∑
õ=1

(
kõ −

∑
j 6=õ

kj
bj∑
l 6=i;j bj

)
ä[c(xn)− õ] (5.14)

üðïõ ki =
∑mM+mC+1

l=1 (dB)l(H
−1
B )li. Ïðüôå ç åëá÷éóôïðïßçóç ìðïñåß íá ãßíåé ìå ôçí åîß-

óùóç (5.13) ìå ôïí ðáñáêÜôù áëãüñéèìï [16].
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Áëãüñéèìïò 6 ÃñÞãïñïò äéáöïñéêüò EMD (DEMD)

Åßóïäïò: Ôï êÝíôñï ôïõ áíôéêåéìÝíïõ óôçí ðñïçãïýìåíç åéêüíá: y0 = yi−1

¸îïäïò: Ôï êÝíôñï ôïõ áíôéêåéìÝíïõ óôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá yi

1 Áñ÷éêïðïßçóç ôçò èÝóçò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ óôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá óôï y0. Õðïëïãéóìüò

ôçò EMD(y) ìå ôçí åîßóùóç (5.2).

2 Õðïëïãéóìüò ôùí âáñþí {ði}n=1:::N ãéá üëá ôá åéêïíïóôïé÷åßá ôïõ ðáñáèýñïõ óýìöùíá

ìå ôçí åîßóùóç (5.14).

3 Õðïëïãéóìüò ôçò ðáñáãþãïõ ∇yZ(y0) óýìöùíá ìå ôçí (5.13).

4 Êßíçóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ Ýíá áðü ôá 8 ãåéôïíéêÜ åéêïíïóôïé÷åßá, áíÜëïãá ìå ôï äéÜíõóìá

ôçò ðáñáãþãïõ. ¸óôù y1 ôï íÝï åéêïíïóôïé÷åßï. Õðïëïãéóìüò ôçò EMD(y1) ìå

÷ñßóç ôçò (5.2).

5 Áí EMD(y1) > EMD(y0), èÝôïõìå y
i
0 ← y0 êáé óôáìáôÜìå. Áëëéþò èÝôïõìå y0 ← y1

êáé ðÜìå óôï âÞìá 2.

5.4 ÅðåêôÜóåéò

Ï áëãüñéèìïò DEMD êÜíåé êáëÞ ðáñáêïëïýèçóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ óôéò ðåñéóóüôåñåò ðå-

ñéðôþóåéò. Ùóôüóï õðÜñ÷ïõí ðåñéðôþóåéò ðïõ áëëÜæåé ç êëéìÜêùóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ,

åðéêÜëõøç ìå Üëëá áíôéêåßìåíá Þ ôï öüíôï. Ãéá íá êáèïñßóïõìå ôçí êëéìÜêùóç êáé ôçí

èÝóç, ïñßæïõìå ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ ôïðéêïý öüíôïõ êáé ôïõ áíôéêåéìÝíïõ êáé ôéò ïìïéü-

ôçôåò ôùí äýï. Ï óêïðüò åßíáé íá âñïýìå ôçí èÝóç y ôïõ áíôéêåéìÝíïõ êáé ôçò êëéìÜêùóçò

h ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôï ìéêñüôåñï Üèñïéóìá ãéá ôï EDM ôïõ áíôéêåéìÝíïõ êáé ôï EMD

ôïõ öüíôïõ, äçëáäÞ

argmin
y;h

(min
fuõ

Z(fuõ(y; h)) + min
f
Bg
uõ

Z(fBguõ (y; h))) (5.15)

üðïõ ôï Bg äçëþíåé ôï ôïðéêü öüíôï. Ï ôýðïò ãéá ôçí EMD åßíáé ðáñüìïéá ìå ôçí

åîßóùóç (5.2). Ï ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí äýï EMD åßíáé Ýíáò êáëüò ôñüðïò ãéá

åîéóïññïðÞóïõìå ôçí åðßäñáóç ôïõ öüíôïõ óôï áíôéêåßìåíï.

Ãéá íá Ý÷ïõìå åêôÝëåóç óå ðñáãìáôéêü ÷ñüíï, ç áñ÷éêÞ èÝóç ãéá ôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá

÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí ãñÞãïñï áëãüñéèìï DEMD ôçò ðáñáãñÜöïõ 5.3.6. Áõôü åßíáé Ýíá êáëü

áñ÷éêü óçìåßï ãéá ôá åðüìåíá âÞìáôá ðïõ ç êëéìÜêùóç êáé ç èÝóç ðñÝðåé íá êáèïñéóôïýí

óýìöùíá ìå ôçí åîßóùóç (5.15).
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Áëãüñéèìïò 7 DEMD ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ öüíôïõ

Åßóïäïò: Ôï êÝíôñï ôïõ áíôéêåéìÝíïõ: y0 = yi ðïõ åðéóôñÝöåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï ôçò

ðáñáãñÜöïõ 5.3.6. Ç êëéìÜêùóç áðü ôçí ðñïçãïýìåíç åéêüíá h0 = hi−1.

¸îïäïò: Ôï êÝíôñï ôïõ áíôéêåéìÝíïõ yi êáé ç êëéìÜêùóç hi ãéá ôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá.

1 Áñ÷éêïðïßçóç ôçò èÝóçò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ óôçí y0, êáé ôïõ h1 óå h0; h0 + 10%; h0− 10%

êáé êáèïñéóìüò ðïéá êëéìÜêùóç åßíáé êáëýôåñç óýìöùíá ìå ôçí åîßóùóç (5.15).

2 Áí ç êëéìÜêùóç h1 åßíáé ßóç ìå ôçí h0, èÝôïõìå hi ← h0, y
i ← y0 êáé óôáìáôÜìå.

Áëëéþò èÝôïõìå h0 ← h1 êáé ôñÝ÷ïõìå ôïí áëãüñéèìï ôçò ðáñáãñÜöïõ 5.3.6 ãéá íá

âñïýìå ôçí èÝóç y1.

3 Áí ôï y1 åßíáé ßóï ìå y0, èÝôïõìå h
i ← h0, y

i ← y0 êáé óôáìáôÜìå. Áëëéþò èÝôïõìå

y0 ← y1 êáé ðÜìå óôï âÞìá 1.

5.5 ÐåéñáìáôéêÜ ÁðïôåëÝóìáôá

ÐáñáêÜôù ðáñáôßèåíôáé äéÜöïñá áðïôåëÝóìáôá áðü ôçí åöáñìïãÞ ôïõ âáóéêïý áëãïñßè-

ìïõ DEMD óå äéÜöïñåò åéêïíïóåéñÝò. ÄéÜöïñåò åðéëïãÝò ãéá ôéò äéÜöïñåò ðáñáìÝôñïõò

ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ðáñüìïéåò ìå áõôÝò ôçò ðáñáãñÜöïõ (4.4.2). Ôá ðåéñÜìáôá Ý÷ïõí

ãßíåé óå õðïëïãéóôÞ ìå core 2 Duo åðåîåñãáóôÞ óôá 1.6 GHz ìå 2GB ìíÞìç RAM êáé

÷ñçóéìïðïéÞèçêå ôï ðñüãñáììá Matlab.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 5.1 áðïôåëåßôáé áðü 61 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 3.966 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 5.2 áðïôåëåßôáé áðü 22 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 13.902 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 5.3 áðïôåëåßôáé áðü 16 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 146.513 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 5.4 áðïôåëåßôáé áðü 81 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 29.033 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 5.5 áðïôåëåßôáé áðü 101 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 28.089 äåõôåñüëåðôá.
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Ó÷Þìá 5.1: ÊÞðïò.
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Ó÷Þìá 5.2: Êéíïýìåíï áõôïêßíçôï 1.
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Ó÷Þìá 5.3: Êéíïýìåíï áõôïêßíçôï 2.
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Ó÷Þìá 5.4: Õðüãåéïò óéäçñüäñïìïò 1.
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Ó÷Þìá 5.5: Õðüãåéïò óéäçñüäñïìïò 2.
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ÊåöÜëáéï 6

ÄéáöïñéêÞ EMD ìå ìéêôÝò êáôáíïìÝò

6.1 ÅéóáãùãÞ

6.2 EMD êáé ÌéêôÝò ÊáíïíéêÝò ÊáôáíïìÝò

6.3 ÄéáöïñéêÞ EMD ìå ÌéêôÝò ÊáíïíéêÝò ÊáôáíïìÝò

6.4 ÐåéñáìáôéêÜ ÁðïôåëÝóìáôá

6.1 ÅéóáãùãÞ

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæåôáé ï óõíäõáóìüò ôïõ áëãüñéèìïõ åýñåóçò èÝóçò ìå äéáöï-

ñéêÞ Earth Mover's Distance (DEMD) [16] (ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óôï êåöÜëáéï 5) ìå ÷ñÞóç

ìéêôþí êáíïíéêþí êáôáíïìþí (Gaussian Mixture Model - GMM). Ïé ìéêôÝò êáíïíéêÝò

êáôáíïìÝò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá áíáðáñáóôÞóïõí ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ áíôéêåéìÝíïõ

ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. Óôï 6.2 ðåñéãñÜöåôáé ôï ìÝôñï óýãêñéóçò EMD ãéá ìéêôÝò êáíïíéêÝò

êáôáíïìÝò. Óôï 6.3 ðáñïõóéÜæåôáé ï áëãüñéèìïò DEMD ìå ìéêôÝò êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò.

Óôï 6.4 ðáñïõóéÜæïíôáé êÜðïéá ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò ôïõ áëãïñßèìïõ.

6.2 EMD êáé ÌéêôÝò ÊáíïíéêÝò ÊáôáíïìÝò

Óôçí ðáñÜãñáöï 5.2 ðáñïõóéÜæåôáé ç ãåíéêÞ éäÝá ôçò Earth Mover's Distance (EMD) [2].

Óôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï ðáñïõóéÜæåôáé ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò EMD ãéá ìéêôÝò êáíïíéêÝò

êáôáíïìÝò.

6.2.1 Áðüóôáóç áíÜìåóá óå êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò

ÕðÜñ÷ïõí ðïëëïß ôñüðïé ãéá íá ïñßóïõìå ôçí áðüóôáóç áíÜìåóá óå äýï êáôáíïìÝò. Óôçí

ðáñáêÜôù ðáñÜãñáöï ðåñéãñÜöïõìå ôçí áðüóôáóç áíÜìåóá óå äýï êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò ç
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ïðïßá âáóßæåôáé óôç áðüóôáóç Kullback-Leibler.

¸óôù äýï êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò

f1(x) = N(x|ì1; ó1); f2(x) = N(x|ì2; ó2) (6.1)

üðïõ ì åßíáé ç ìÝóç ôéìÞ ôçò êáôáíïìÞ êáé ó ç äéáóðïñÜ ôçò êáôáíïìÞò. Áðüóôáóç

Kullback-Leibler áíÜìåóá óôéò äýï êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò ôçò åîßóùóçò (6.1) ïñßæåôáé ùò

DKL(f1|f2) =
1

2

[
log

(
ó2

2

ó2
1

)
+
ó2

1

ó2
2

+
(ì2 − ì1)

2

ó2
2

− 1

]
(6.2)

Ç áðüóôáóç (6.2) äåí åßíáé óõììåôñéêÞ, ïðüôå ãéá íá îåðåñÜóïõìå áõôü ôï ðñüâëçìá

ïñßæïõìå ôçí óõììåôñéêÞ Kullback-Leibler ùò

d(f1; f2) = DKL(f1|f2) + DKL(f2|f1) (6.3)

êáé êÜíïíôáò ìåñéêÝò ðñÜîåéò Ýñ÷åôáé óôç ìïñöÞ

d(f1; f2) =
1

2

[
ó2

1

ó2
2

+
ó2

2

ó2
1

+ (ì1 − ì2)
2

(
1

ó2
1

+
1

ó2
2

)
− 2

]
(6.4)

áõôÞ ç áðüóôáóç èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò ç áðüóôáóç áíÜìåóá óå êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò.

6.2.2 EMD áíÜìåóá óå ìéêôÝò êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò

Óôçí ðáñáêÜôù ðáñÜãñáöï ïñßæåôáé ç áðüóôáóç Earth Mover's Distance (EMD) áíÜìåóá

óå ìéêôÝò êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò. Ç áíÜëõóç åßíáé ðáñüìïéá ìå áõôÞ ôçò ðáñáãñÜöïõ 5.2.

Ìßá ìéêôÞ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ïñßæåôáé ùò

p(x) =
m∑
i=1

ðiN(x|ìi; ói) (6.5)

üðïõ m åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí êáôáíïìþí, N(x|ìi; ói) ç i − ïóôḉ êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ êáé

ði ç ðéèáíüôçôá ôçò i − ïóôḉ êáôáíïìÞò. Ïñßæïõìå ôçí õðïãñáöÞ âáóéóìÝíç óå ìéêôÝò

êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò (GMM õðïãñáöÞ) ùò

s = {si}i=1:::m; si = (ìi; ói; ði) (6.6)

Áíáðáñéóôïýìå ôïí áñ÷éêü óôü÷ï ôçò ðñþôçò åéêüíáò ìå ôçí áñ÷éêÞ GMM õðïãñáöÞ

sM = {sMu }u=1:::mM êáé ôïí õðïøÞöéï óôü÷ï ôçò åðüìåíçò åéêüíáò ìå ôçí õðïøÞöéá GMM

õðïãñáöÞ sC = {sCõ }õ=1:::mC . Ùò ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ óôü÷ïõ èåùñåßôáé üôé åßíáé ç öùôåé-

íüôçôá, áëëÜ ìðïñåß íá åßíáé ïôéäÞðïôå, üðùò ÷ñþìá Þ õöÞ. Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí

áðüóôáóç áíÜìåóá óôçí u− ïóôḉ ïìÜäá ôçò áñ÷éêÞò GMM õðïãñáöÞò êáé ôçí õ − ïóôḉ

ïìÜäá ôçò õðïøÞöéáò ùò duõ (óýìöùíá ìå ôçí ðáñÜãñáöï 6.2.1) êáé ôçí ñïÞ áíÜìåóÜ

ôïõò ùò fuõ(y). Ïñßæïõìå ôçí áðüóôáóç Earth Mover's Distance áíÜìåóá óå äýï ìéêôÝò

êáíïíéêÝò êáôáíïìÝò sM = {sMu }u=1:::mM êáé sC = {sCõ }õ=1:::mC ùò

EMD(fuõ(y)) = min
fuõ

Z(fuõ(y)) (6.7)
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üðïõ

Z(fuõ(y)) =
mM∑
u=1

mC∑
õ=1

duõfuõ(y)

õðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò ∑mM

u=1 fuõ(y) = ðCõ (y); 1 ≤ õ ≤ mC∑mC

õ=1 fuõ(y) = ðMu ; 1 ≤ u ≤ mM∑mM

u=1

∑mC

õ=1 fuõ(y) = 1

fuõ(y) ≥ 0; 1 ≤ u ≤ mM ; 1 ≤ õ ≤ mC

üðïõ mM åßíáé ôï ðëÞèïò êáôáíïìþí ôçò áñ÷éêÞò GMM õðïãñáöÞò êáé mC ôï ðëÞèïò

êáôáíïìþí ôçò õðïøÞöéáò.

Ï óêïðüò åßíáé íá âñåèåß ç èÝóç y ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ìéêñüôåñç ôéìÞ EMD, äçëáäÞ

argmin
y

(min
fuõ

Z(fuõ(y))) (6.8)

ÄçëáäÞ øÜ÷íïõìå ôçí èÝóç ðïõ äßíåé ôçí õðïøÞöéá õðïãñáöÞ, ç ïðïßá ìïéÜæåé ðéï ðïëý ìå

ôçí áñ÷éêÞ.

6.3 ÄéáöïñéêÞ DEMD ìå ÌéêôÝò ÊáíïíéêÝò ÊáôáíïìÝò

Ç áíÜëõóç ðïõ áêïëïõèåß óôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï åßíáé ßäéá ìå áõôÞ ôçò ðáñáãñÜöïõ 5.3,

ìå ôç äéáöïñÜ üôé áíáöÝñåôáé óå GMM õðïãñáöÝò.

6.3.1 ÐáñÜãùãïò EMD óå GMM ùò ðñïò ôç èÝóç

¼ìïéá ìå ôçí ðáñÜãñáöï 5.3.1 äéáóðïýìå ôïí õðïëïãéóìü óå äýï óôÜäéá [16], äçëáäÞ óôïí

õðïëïãéóìü ôçò ðáñáãþãïõ ôçò Z ðñïò ôá âÜñç @Z(y)
@ðCõ (y)

êáé óôçí ðáñÜãùãï ôùí âáñþí ðñïò

ôçí èÝóç ∇yð
C
õ (y), äçëáäÞ

∇yZ(y) =
mC∑
õ=1

@Z(y)

@ðCõ (y)
∇yð

C
õ (y) (6.9)

üðïõ ôï ðCõ åßíáé ôï âÜñïò ôçò õ − ïóôḉò ïìÜäáò êáé ôï mC ôï ðëÞèïò ïìÜäùí óôçí

õðïøÞöéá õðïãñáöÞ.

6.3.2 ÐáñÜãùãïò EMD ùò ðñï âÜñç

Áêïëïõèåßôáé üìïéïò óõëëïãéóìüò ìå ôéò ðáñáãñÜöïõò 5.3.2 êáé 5.3.3. Ìåôáó÷çìáôßæïõìå

ôçí ìïñöÞ ôçò åîßóùóçò (6.8) ìå ÷ñÞóç ðéíÜêùí. ÕðÜñ÷ïõí mM ×mC ìåôáâëçôÝò fuõ(y)

êáé mM ×mC óôáèåñþí duõ. Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå äéáíýóìáôá óôçëþí f(y) êáé d äéÜóôáóçò

mM ×mC ãéá íá áíáðáñáóôáèåß ç ñïÞ êáé ç áðüóôáóç. Ðáßñíïíôáò êáé ôéò ôñåéò åîéóþóåéò

ôùí ðåñéïñéóìþí ôçò åîßóùóçò (6.8) ìáæß, ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå Ýíá äéóäéÜóôáôï
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ðßíáêá H, mM + mC + 1 ãñáììþí êáé mM + mC óôçëþí ôïõ ïðïßïõ ïé ôéìÝò åßíáé 0 Þ 1.

ÔÝëïò, óõìâïëßæïõìå ôï äéÜíõóìá [(ðC(y))T ; (ðM)T ; 1]T óáí b(y) êáé Z = dT f(y), ïðüôå

ðñïêýðôåé ç ìïñöÞ ôçò åîßóùóçò (6.8) ùò

argmin
y

(min
f
Z) (6.10)

õðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò

Çf(y) = b(y)

f(y) ≥ 0

Áêëïõèþíôáò üìïéï óõëëïãéóìü ìå ôçí ðáñÜãñáöï 5.3.3 êáôáëÞãïõìå óôïí ôýðï ãéá

ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðáñáãþãïõ ôçò Z ðñïò ôá âÜñç @Z(y)
@bi(y)

, äçëáäÞ

@Z

@bi
= ki −

∑
j 6=i

kj
bj∑
l 6=i;j bl

(6.11)

üðïõ ki =
∑mM+mC+1

l=1 (dB)l(H
−1
B )li.

6.3.3 ÁíáðáñÜóôáóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ìå ÷ñÞóç GMM õðïãñáöÞò

öùôåéíüôçôáò

×ñçóéìïðïéïýíôáé GMM õðïãñáöÝò ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç ôùí áíôéêåéìÝíùí. Èåùñïýìå

üôé ôï áíôéêåßìåíï óôçí áñ÷éêÞ åéêüíá Ý÷åé êÝíôñï óôï ÷ùñéêü óçìåßï 0 êáé õðÜñ÷åé ìéá

óõíÜñôçóç ðõñÞíá. Ïñßæïõìå ôçí õðïãñáöÞ ôïõ óôü÷ïõ óôçí áñ÷éêÞ åéêüíá óýìöùíá ìå

ôçí åîßóùóç (6.6)ùò

sÌ = {sÌu }u=1:::mÌ ; sÌu = (ìMu ; óMu ; ðMu ) (6.12)

üðïõ

ðÌu =
1

N

N∑
n=1

k

(∥∥∥∥xnh
∥∥∥∥2
)

ðMu N(I(xn−y
h

)|ìMu ; óMu )∑mM

i=1 ð
M
i N(I(xn−y

h
)|ìMi ; óMi )

(6.13)

Óôéò åîéóþóåéò (6.12) êáé (6.13) ôï mM åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí ïìÜäùí, ôï xn äçëþíåé ôéò äéó-

äéÜóôáôåò óõíôåôáãìÝíåò ôçò åéêüíáò êáé ôï ðëÞèïò ôùí åéêïíïóôïé÷åßùí åßíáé N . Ç k(x)

åßíáé ìéá éóïôñïðéêÞ óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ðõñÞíá ðïõ áíáèÝôåé ìéêñüôåñá âÜñç óôéò èÝóåéò

ðïõ åßíáé ðéï ìáêñéÜ áðü ôï êÝíôñï. Ôá åéêïíïóôïé÷åßá ôùí áèñïéóìÜôùí ðåñéÝ÷ïíôáé óå

Ýíá ðáñÜèõñï ðïõ åßíáé ôñéãýñù áðü ôï êÝíôñï ôïõ áíôéêåéìÝíïõ, üðïõ ôï h áíáðáñéóôÜ

ôçò áêôßíá ôçò ðåñéï÷Þò. H óõíÜñôçóç I(xn−y
h

) áíáðáñéóôÜ ôç öùôåéíüôçôá ôïõ áíôéêåé-

ìÝíïõ óôï óçìåßï xn−y
h

(ðïõ åßíáé ïé êáíïíéêïðïéçìÝíåò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ óçìåßïõ xn).

ÐñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé óôçí åîßóùóç (6.13) ôï ðÌu õðÜñ÷åé êáé óôï áñéóôåñü êáé óôï

äåîß ìÝñïò ôçò åîßóùóçò. ÏõóéáóôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ áëãïñßèìïõ EM ðïõ

ðñïóáñìüæåé ôá âÜñç.

¼ìïéá ïñßæïõìå ôçí õðïãñáöÞ ôïõ õðïøçößïõ óôü÷ïõ óôçí íÝá åéêüíá, ôï êÝíôñï ôïõ

ïðïßïõ õðïèÝôïõìå üôé âñßóêåôáé óôï óçìåßï y, ùò

sC(y) = {sCõ (y)}õ=1:::mC ; sCõ = (ìCõ (y); óCõ (y); ðCõ (y)) (6.14)
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üðïõ

ðCõ (y) =
1

N

N∑
n=1

k

(∥∥∥∥xn − y

h

∥∥∥∥2
)

ðÌõ N(I(xn−y
h

)|ìCõ ; óCõ )∑mM

i=1 ð
M
i N(I(xn−y

h
)|ìCi ; óCi )

(6.15)

üðïõmC åßíáé ôï ðëÞèïò ïìÜäùí. ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß üôé ãéá ìá ìçí õðÜñ÷ïõí ðñïâëÞìáôá

õðïèÝôïõìå üôé mM = mC . Åðßóçò èåùñïýìå üôé ìMu = ìCõ (y) êáé óMu = óCõ (y), äçëáäÞ

ìüíï ôá âÜñç áëëÜæïõí óå ó÷Ýóç ìå ôç èÝóç.

6.3.4 ÐáñÜãùãïò âáñþí ùò ðñïò ôç èÝóç

Ðáßñíïíôáò ôéò ðáñáãþãïõò ôùí âáñþí ôçò åîßóùóçò (6.15) ùò ðñïò y Ý÷ïõìå

∇yð
C
õ (y) =

1

N

N∑
n=1

g
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h
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)
xn − y

h
Án;õ+

1

N

N∑
n=1

k

(∥∥∥∥xn − y

h

∥∥∥∥2
)
Ân;õ∇yI

(xn − y

h

)
(6.16)

Óôçí ðáñáðÜíù åîßóùóç (5.12) ïñßæïõìå g(x) = −k′(x) üðïõ k åßíáé ç óõíÜñôçóç ðõñÞíá

ìå ðåäßï ïñéóìïý k : [0;∞)→ < êáé k(‖x‖2) = K(x). To∇y
I(xn−y)

h
åßíáé ç ðáñÜãùãïò ôçò

öùôåéíüôçôáò ùò ðñïò ôç èÝóç. Ôá Án;õ êáé Ân;õ ïñßæïíôáé ùò

Án;õ =
2

h

ðÌõ N(I(xn−y
h

)|ìCõ ; óCõ )∑mM

i=1 ð
M
i N(I(xn−y

h
)|ìCi ; óCi )

(6.17)

êáé
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h
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h

)|ìCi ; óCi )ÄIn;v;i]

[
∑mM
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M
i N(I(xn−y

h
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(6.18)

üðïõ

ÄIn;v;i =
I
(
xn−y
h

)
− ìCõ

óCõ
2 −

I
(
xn−y
h

)
− ìCi

óCi
2 (6.19)

6.3.5 ÔåëéêÞ ìïñöÞ Ðáñáãþãïõ

Áðü ôçí åîßóùóç (6.9) êáé êÜíïíôáò ÷ñÞóç ôùí åîéóþóåùí (6.11) êáé (6.16) ðñïêýðôåé

∇yZ(y) =
1

N

N∑
n=1

[
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(6.20)

üðïõ

Rn =
mM∑
v=1

ÃvAn;v (6.21)
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Pn =
mM∑
v=1

ÃvÂn;v (6.22)

êáé

Ãv = kv −
∑
j 6=n

kj
bj∑
l 6=v;j bl

(6.23)

ki =
mM+mC+1∑

l=1

(dB)l(H
−1
B )li (6.24)

6.3.6 Áëãüñéèìïò DEMD ìå GMM

ÐáñáêÜôù ðáñïõóéÜæåôáé ï áëãüñéèìïò DEMD ìå ÷ñÞóç ìéêôþí êáíïíéêþí êáôáíïìþí

Áëãüñéèìïò 8 DEMD ìå GMM

Åßóïäïò: Ôï êÝíôñï ôïõ áíôéêåéìÝíïõ óôçí ðñïçãïýìåíç åéêüíá: y0 = yi−1

¸îïäïò: Ôï êÝíôñï ôïõ áíôéêåéìÝíïõ óôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá yi0

1 Áñ÷éêïðïßçóç ôçò èÝóçò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ óôçí ôñÝ÷ïõóá åéêüíá óôï y0. Õðïëïãéóìüò

ôçò EMD(y) ìå ôçí åîßóùóç (6.7).

2 Õðïëïãéóìüò ôùí Rn êáé Pn ãéá üëá ôá åéêïíïóôïé÷åßá ôïõ ðáñáèýñïõ óýìöùíá ìå ôéò

åîéóþóåéò (6.21) êáé (6.22).

3 Õðïëïãéóìüò ôçò ðáñáãþãïõ ∇yZ(y0) óýìöùíá ìå ôçí (6.20).

4 Êßíçóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ Ýíá áðü ôá 8 ãåéôïíéêÜ åéêïíïóôïé÷åßá, áíÜëïãá ìå ôï äéÜíõóìá

ôçò ðáñáãþãïõ. ¸óôù y1 ôï íÝï åéêïíïóôïé÷åßï. Õðïëïãéóìüò ôçò EMD(y1) ìå

÷ñßóç ôçò (6.7).

5 Áí EMD(y1) > EMD(y0), èÝôïõìå y
i
0 ← y0 êáé óôáìáôÜìå. Áëëéþò èÝôïõìå y0 ← y1

êáé ðÜìå óôï âÞìá 2.

6.4 ÐåéñáìáôéêÜ ÁðïôåëÝóìáôá

ÐáñáêÜôù ðáñáôßèåíôáé äéÜöïñá áðïôåëÝóìáôá áðü ôçí åöáñìïãÞ ôïõ âáóéêïý áëãïñßèìïõ

DEMD ÷ñÞóç ìéêôþí êáíïíéêþí êáôáíïìþí óå äéÜöïñåò åéêïíïóåéñÝò. ÄéÜöïñåò åðéëïãÝò

ãéá ôéò äéÜöïñåò ðáñáìÝôñïõò ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ðáñüìïéåò ìå áõôÝò ôçò ðáñáãñÜöïõ

(4.4.2). Ôá ðåéñÜìáôá Ý÷ïõí ãßíåé óå õðïëïãéóôÞ ìå core 2 Duo åðåîåñãáóôÞ óôá 1.6 GHz

ìå 2GB ìíÞìç RAM êáé ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ôï ðñüãñáììá Matlab.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 6.1 áðïôåëåßôáé áðü 61 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 3.776äåõôåñüëåðôá.
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Ó÷Þìá 6.1: ÊÞðïò.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 6.2 áðïôåëåßôáé áðü 22 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 10.278 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 6.3 áðïôåëåßôáé áðü 16 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 131.580 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 6.4 áðïôåëåßôáé áðü 81 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 23.139 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 6.5 áðïôåëåßôáé áðü 101 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá
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Ó÷Þìá 6.2: Êéíïýìåíï áõôïêßíçôï 1.

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 25.666 äåõôåñüëåðôá.

Ïé åéêïíïóåéñÜ ôïõ ó÷Þìáôïò 6.6 áðïôåëåßôáé áðü 71 åéêüíåò êáé ãéá ôçí åðåîåñãáóßá

ôïõò ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ÷ñåéÜóôçêå 48.549 äåõôåñüëåðôá.
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Ó÷Þìá 6.3: Êéíïýìåíï áõôïêßíçôï 2.
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Ó÷Þìá 6.4: Õðüãåéïò óéäçñüäñïìïò 1.
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Ó÷Þìá 6.5: Õðüãåéïò óéäçñüäñïìïò 2.
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Ó÷Þìá 6.6: ¢íèñùðïò ðïõ ðåñðáôÜ.
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ÊåöÜëáéï 7

Åðßëïãïò

7.1 Åðßëïãïò

7.1 Åðßëïãïò

Óôçí åñãáóßá áó÷ïëçèÞêáìå ìå ôçí åêôßìçóç ôçò êßíçóçò ôùí áíôéêåéìÝíùí. Óôï êåöÜëáéï

2 ðáñïõóéÜóôçêáí ôá ößëôñá Kalman ðïõ åßíáé ìéá áðü ôéò ðñþôåò ìåèüäïõò ðïõ áíáðôý÷ôç-

êáí ãéá áíß÷íåõóç áíôéêåéìÝíùí êáé âáóßæåôáé óôçí ãíþóç ôçò êßíçóçò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ.

Óôï êåöÜëáéï 3 ðáñïõóéÜóôçêå ç ìÝèïäïò Condensation ðïõ åßíáé ìéá ðéï ãåíéêÞ ðåñßðôùóç

ôùí ößëôñùí Kalman. Óôï êåöÜëáéï 4 ðáñïõóéÜóôçêå ç áíáðáñÜóôáóç áíôéêåéìÝíùí ìå

÷ñÞóçò éóôïãñáììÜôùí êáé ç åöáñìïãÞ ôïõ áëãïñßèìïõ ôçò ìÝóçò ìåôáôüðéóçò ãéá ôçí

áíß÷íåõóç áíôéêåéìÝíùí. Óôï êåöÜëáéï 5 ðáñïõóéÜóôçêå ï áëãüñéèìïò DEMD ðïõ åðßóçò

âáóßæåôáé óôçí ÷ñÞóç éóôïãñáììÜôùí. ÔÝëïò óôï êåöÜëáéï 6 ðñïôÜèçêå ìéá åíáëëáêôéêÞ

áíáðáñÜóôáóç ôùí áíôéêåéìÝíùí ìå ÷ñÞóç ìéêôþí êáíïíéêþí êáôáíïìþí êáé ç åöáñìïãÞ

ôïõò óå ìéá ðáñáëëáãÞ ôïõ áëãïñßèìïõ DEMD.

Ïé áëãüñéèìïé ôùí êåöáëáßùí 4, 5 êáé 6 åöáñìüóôçêáí óå åíäåéêôéêÜ óýíïëá åéêüíùí

êáé ôá óõìðåñÜóìáôá åßíáé üôé ç óõìðåñéöïñÜ ôïõò óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç åßíáé áñêåôÜ

êáëÞ. Óå üôé áöïñÜ ôïí ÷ñüíï åêôÝëåóçò ðáñáôçñÞóáìå üôé ï áëãüñéèìïò ôçò ìÝóçò

ìåôáôüðéóçò ôïõ êåöáëáßïõ 4 õóôåñåß óå ó÷Ýóç ìå ôïí áëãüñéèìï DEMD ôïõ êåöáëáßïõ 5

êáé ï ïðïßïò ìå ôçí óåéñÜ ôïõ åßíáé ðéï áñãüò áðü ôçí åðÝêôáóÞ ôïõ ìå ìéêôÝò êáíïíéêÝò

êáôáíïìÝò ôïõ êåöáëáßïõ 6.
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