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Extended Abstract in English

George, Rigas. MSc, Computer Science Department, University of Ioannina, Greece,

April, 2006. Reconstruction of Genetic networks using bayesian networks. Supervisor:

Dimitrios I. Fotiadis.

In the last decade many researchers have focused on Bayesian networks that have been

applied in various �elds. One of these �elds is the application of Bayesian networks in

order to learn the structure of the regulatory networks. However, there are still a number

of challenges that remain open. The �rst challenge that we are trying to resolve is how

to handle missing values in the procedure of learning Bayesian networks. We adopt the

approach of Structural EM proposed by N. Friedman, where the way of handling missing

values is incorporated in the learning of the Bayesian network's structure. The second

challenge trying to resolve is concerning the fact that the learning time of a network

containing a great number of variables with missing values is enormous. The solution we

propose is by a parallel implementation of the whole procedure. The results are quite

satisfactory when concerning the parallel implementation. Therefore, we are capable of

applying Bayesian networks in problems that contain a great number of variables.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 ÐåñéãñáöÞ ðñïâëÞìáôïò

1.2 ÐåñéãñáöÞ äåäïìÝíùí

1.3 Åðåîåñãáóßá äåäïìÝíùí áðü ìéêñïóõóôïé÷ßåò DNA

1.4 Óôü÷ïò ôçò Åñãáóßáò

1.5 ÄïìÞ ôçò Åñãáóßáò

1.1 ÐåñéãñáöÞ ÐñïâëÞìáôïò

Ç êëáóéêÞ ðñïóÝããéóç Ýñåõíáò óôçí ìïñéáêÞ âéïëïãßá õðÞñîå ç åîÝôáóç êáé óõëëïãÞ

äåäïìÝíùí ãéá ìéá ìåìïíùìÝíç ïíôüôçôá, åðéêåíôñùíüôáí óôçí ìåëÝôç åíüò ìüíï ãïíéäßïõ,

ìßáò ìüíï ðñùôåßíçò Þ ìéáò ìüíï áíôßäñáóçò îå÷ùñéóôÜ. ÁõôÞ ç ðñïóÝããéóç Ý÷åé äþóåé

áîéïóçìåßùôá áðïôåëÝóìáôá, åðéôñÝðïíôÜò ìáò áêñéâÞ âéïëïãéêÜ ìïíôÝëá.

Ùóôüóï, ìå ôï ðÝñáóìá óôçí £Åðï÷Þ ôùí Ãïíéäßùí¤ Ý÷åé ðñïêýøåé ìßá ôåëåßùò äéáöï-

ñåôéêÞ êëÜóç äåäïìÝíùí. Óôï ðáñåëèüí, ç áíÜëõóç áõôïý ôïõ ìåãÜëïõ üãêïõ äåäïìÝíùí,

áðïôåëïýíôáí áðü áðëÝò ðåñéãñáöÝò ôïõ ðüóá ãïíßäéá Þôáí ìÝ÷ñé åêåßíç ôçí óôéãìÞ Üãíù-

óôá, ðïéá ãïíßäéá åßíáé õðü Þ õðåñ åêöñáóìÝíá õðü ïñéóìÝíåò óõíèÞêåò, êëð. ÁõôÜ ôá

äåäïìÝíá åßíáé öõóéêÜ ÷ñÞóéìá óå åñåõíçôÝò ðïõ åóôéÜæïíôáé óå ìåñéêÜ ãïíßäéá. ÁëëÜ

äåí ìðïñïýìå íá ðåñéìÝíïõìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá ðëÞñåò âéïëïãéêü ìïíôÝëï, ãéá ðá-

ñÜäåéãìá ôïõ ãïíéäéþìáôïò ôçò æýìçò ðïõ Ý÷åé ðåñßðïõ 6000 ãïíßäéá áíáëýïíôáò ôï êÜèå

ãïíßäéï îå÷ùñéóôÜ.

¸ôóé, ðñïêýðôåé ç áíÜãêç ãéá ìåèüäïõò ðïõ ìðïñïýí íá ÷åéñéóôïýí äåäïìÝíá ìáæéêÜ

êáé ðïõ ìðïñïýí íá áíáëýóïõí ìåãÜëá óõóôÞìáôá óå êÜðïéï åíäéÜìåóï óôÜäéï, ÷ùñßò íá

öôÜíïõí ìÝ÷ñé ôéò âéï÷çìéêÝò áíôéäñÜóåéò. Ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá, ìéá ôÝôïéïõ åßäïõò áíÜëõóç
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Ó÷Þìá 1.1: Ôï ãïíéäßùìá ôçò æýìçò óå ìßá ìéêñïóõóôïé÷ßá

èá ìðïñïýóå íá âïçèÞóåé óôçí êáèïäÞãçóç ôùí êëáóéêþí ðñïóåããßóåùí óôçí öáñìáêïëï-

ãßá êáé óôçí âéï÷çìåßá ùò ÷Üñôçò ãéá ôá ãïíßäéá ðïõ ÷ñÞæïõí ðåñáéôÝñù ìåëÝôçò, áíÜìåóá

óôá ÷éëéÜäåò ðïõ Ý÷ïõí áíáêáëõöèåß. ÉäáíéêÜ, Ýíá óýóôçìá ìå éêáíïðïéçôéêÝò éäéüôçôåò

ðñüâëåøçò êáé áíÜëõóçò óå Ýíá åíäéÜìåóï óôÜäéï èá ìðïñïýóå íá åîáëåßøåé ôçí áíÜãêç ãéá

ðëÞñç êáôáíüçóç ôïõ üëïõ óõóôÞìáôïò óå âéï÷çìéêü åðßðåäï. Ç áíÜëõóç ôçò ãïíéäéáêÞò

Ýêöñáóçò âáóßæåôáé óôçí õðüèåóç üôé ç ðëçñïöïñßá ãéá ôçí ëåéôïõñãéêÞ êáôÜóôáóç åíüò

ïñãáíéóìïý êáèïñßæåôáé óå ìåãÜëï âáèìü áðü ôçí ðëçñïöïñßá óôçí Ýêöñáóç ôùí ãïíéäßùí.

¸íá ñõèìéóôéêü äßêôõï ãïíéäßùí (Þ ãåíåôéêü äßêôõï) åßíáé ìéá óõëëïãÞ ôìçìÜôùí

ôïõ DNA óå Ýíá êýôôáñï ðïõ áëëçëåðéäñïýí ìåôáîý ôïõò êáé ìå Üëëåò ïõóßåò óôï êýôôáñï,

åëÝã÷ïíôáò ìå áõôüí ôïí ôñüðï ôïõò ñõèìïýò ìå ôïõò ïðïßïõò êÜèå ãïíßäéï ìåôáãñÜöåôáé

óå mRNA.

Ôá ñõèìéóôéêÜ äßêôõá ãïíéäßùí ìüëéò ðñüóöáôá Ý÷ïõí áñ÷ßóåé íá êáôáíïïýíôáé êáé ç

áíáêÜëõøç ôùí ëåéôïõñãéþí êÜèå ãïíéäßïõ áðïôåëåß ôï åðüìåíï âÞìá Ýñåõíáò óôçí âéïëï-

ãßá, þóôå íá ìðïñÝóåé íá ìïíôåëïðïéçèåß ç óõìðåñéöïñÜ ôïõ êõôôÜñïõ.

Ãéá íá áðïêôÞóïõìå ìéá ðëÞñç åéêüíá áðü ôá äåäïìÝíá ôçò ãïíéäéáêÞò Ýêöñáóçò, åßíáé

áðáñáßôçôï êÜèå ãïíßäéï íá ðáñáôçñçèåß õðü áñêåôÜ äéáöïñåôéêÝò óõíèÞêåò êáé ðñïôéìü-

ôåñï óå ìïñöÞ ÷ñïíï-áêïëïõèéþí Ýêöñáóçò [1]. ÔÝôïéá äåäïìÝíá ìðïñïýí íá áíáëõèïýí

÷ñçóéìïðïéþíôáò ìßá ìåãÜëç ðïéêéëßá ìåèüäùí üðùò èá äïýìå óôçí óõíÝ÷åéá.
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1.2 ÐåñéãñáöÞ ôùí äåäïìÝíùí

Ôï åñãáëåßï ðïõ ìáò äßíåé ôá äåäïìÝíá åßíáé ïé ìéêñïóõóôïé÷ßåò DNA (DNA microarrays Þ

DNA chips). Ç ìéêñïóõóôïé÷ßá åßíáé ìéá ìéêñÞ ðëÜêá êáé Ý÷åé óôçí åðéöÜíåéÜ ôçò ðÜñá ðïë-

ëÝò ïðÝò. ÌÝóá óå áõôÝò ôéò ïðÝò ôïðïèåôåßôáé êáôáñ÷Þí ôï DNA ôïõ ãïíéäßïõ ðïõ èÝëïõìå

íá áíé÷íåýóïõìå. ÓõãêåêñéìÝíá ôïðïèåôåßôáé ìïíüêëùíï DNA ôïõ öõóéïëïãéêïý ãïíéäßïõ

(DNA ðïõ ãíùñßæïõìå üôé äåí öÝñåé ìåôáëëÜîåéò) ôï ïðïßï ðñïóäÝíåôáé óôçí åðéöÜíåéá ôïõ

chip ìå êÜðïéåò ôå÷íéêÝò (ôï DNA êáíïíéêÜ åßíáé äßêëùíï ìüñéï äçëáäÞ áðïôåëåßôáé áðü

äýï óõìðëçñùìáôéêÝò áëõóßäåò). Óôéò ïðÝò ôïõ chip ôïðïèåôïýìå áðü ðÜíù, áõôüìáôá ìå

åéäéêÜ ìç÷áíÞìáôá DNA (ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãïíéäßïõ óå ðïëëÜ ìéêñÜ êïììáôÜêéá) ôïõ

áóèåíÞ (áõôïý ðïõ èÝëïõìå íá äïýìå áí öÝñåé ìåôáëëÜîåéò óôï óõãêåêñéìÝíï ãïíßäéï) ôï

ïðïßï Ý÷ïõìå êÜíåé êáé áõôü ìïíüêëùíï êáé ôï Ý÷ïõìå ÷ñùìáôßóåé ðñÜóéíï. Åêôüò áðü ôïõ

áóèåíÞ ôïðïèåôïýìå êáé DNA öõóéïëïãéêïý áôüìïõ ôï ïðïßï Ý÷ïõìå ÷ñùìáôßóåé êüêêéíï.

Óôçí óõíÝ÷åéá áöÞíïõìå ôá DNA íá õâñéäïðïéçèïýí (íá åíùèïýí ïé âÜóåéò ìåôáîý ôïõò

ìå óõãêåêñéìÝíï ôñüðï) óå êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò (íá êïëëÞóïõí ìåôáîý ôïõò áöïý üðùò

áíáöÝñáìå ïé áëõóßäåò åßíáé óõìðëçñùìáôéêÝò). Óå áõôÞí ôçí öÜóç ôï áðïôÝëåóìá äåí

åßíáé ïñáôü. Ãéá íá äïýìå ôï áðïôÝëåóìá âÜæïõìå ôï chip óå Ýíá ìáýñï êïõôß êáé óôçí

óõíÝ÷åéá ôï óáñþíïõìå ðñþôá ìå Ýíá ëÝúæåñ ðñÜóéíïõ ÷ñþìáôïò êáé óôçí óõíÝ÷åéá ìå Ýíá

êüêêéíïõ ÷ñþìáôïò êáé áðïèçêåýïõìå ôéò åéêüíåò. Óôçí óõíÝ÷åéá êÜíïõìå óýíôçîç ôùí

äýï åéêüíùí ðïõ ðñïêýðôïõí. ÁíÜëïãá ìå ôï ÷ñþìá ðïõ èá ðñïêýøåé áðü ôçí õâñéäï-

ðïßçóç ôùí êïììáôéþí DNA ìðïñïýìå íá áíé÷íåýóïõìå ðéèáíÝò ìåôáëëÜîåéò óôï ãïíßäéï

ðïõ ìåëåôÜìå. ¼ëç ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ãßíåôáé áõôüìáôá êáé ôï ìüíï ðïõ ÷ñåéÜæåôáé

íá êÜíïõìå åßíáé íá åôïéìÜóïõìå ôá äåßãìáôá êáé íá åðåîåñãáóôïýìå ôá áðïôåëÝóìáôá. Ç

ôå÷íéêÞ áõôÞ åßíáé ðïëý óçìáíôéêÞ ãéáôß ìðïñåß íá áíé÷íåýóåé ìåôáëëÜîåéò óå ðïëý ìéêñü

÷ñïíéêü äéÜóôçìá (ëéãüôåñï áðü ìéá çìÝñá), åíþ ìÝ÷ñé óÞìåñá ÷ñåéÜæïíôáí åâäïìÜäåò Þ

êáé ìÞíåò ãéá íá êáôáëÞîïõìå óå ðáñüìïéá áðïôåëÝóìáôá. Ùóôüóï ç ôå÷íéêÞ ìÝ÷ñé óÞìåñá

÷ñçóéìïðïéåßôáé ðåñéóóüôåñï óôçí Ýñåõíá ðáñÜ óôçí êëéíéêÞ ðñáêôéêÞ åîáéôßáò áöåíüò êáé

ôçò áíÜãêçò íá äéáäïèåß óôçí êáèçìåñéíÞ äéáãíùóôéêÞ ôùí íïóïêïìåßùí.

Ôá äåäïìÝíá ðïõ åðéëÝãïíôáé óõíÞèùò ãéá ðåñáéôÝñù åðåîåñãáóßá åßíáé ï ëüãïò ôùí

ëïãáñßèìùí ôçò öùôåéíüôçôáò ôïõ êåëéïý (ðïõ üðùò áíáöÝñáìå áíôéóôïé÷åß óå ìéá âÜóç)

áðü ôçí åéêüíá ðïõ ðñïÝêõøå ìå ÷ñÞóç ðñÜóéíïõ ëÝúæåñ, ðñïò ôçí öùôåéíüôçôá ôïõ êåëéïý

óôçí åéêüíá ðïõ ðñïÝêõøå ìå ÷ñÞóç êüêêéíïõ ëÝúæåñ [1].

1.3 Åðåîåñãáóßá äåäïìÝíùí áðü ìéêñïóõóôïé÷ßåò DNA

Áöïý ïëïêëçñùèåß ç ðñïåðåðåîåñãáóßá ðïõ Ý÷åé íá êÜíåé êõñßùò ìå åðåîåñãáóßá ôçò åéêü-

íáò, ðñïêýðôåé Ýíáò ðßíáêáò (Ó÷Þìá 1.2), üðïõ ïé ãñáììÝò áíôéóôïé÷ïýí óôá ãïíßäéá êáé

ïé óôÞëåò óôá ðåéñÜìáôá. Ïé áñéèìïß üðùò áíáöÝñáìå åßíáé ï ëïãÜñéèìïò ôùí ëüãùí ôçò

öùôåéíüôçôáò óôéò äýï åéêüíåò. Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åîáêñßâùóç ôùí åîáñôÞóåùí ìå-

ôáîý ôùí ãïíéäßùí ðñÝðåé íá áíôéìåôùðßóïõìå äýï óçìáíôéêÜ ðñïâëÞìáôá. Ðñþôïí, üðùò

öáßíåôáé êáé óôï Ó÷Þìá 1.2, êáôÜ êáíüíá êÜðïéåò ôéìÝò áðü ôá äåäïìÝíá ìáò ëåßðïõí.
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Ó÷Þìá 1.2: ¸íá ìéêñü ìÝñïò áðü äåäïìÝíá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ìéêñïóõóôïé÷ßåò DNA

ÅðåéäÞ ç ðëåéïøçößá ôùí ìåèüäùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôçí åýñåóç ôùí ñõèìéóôéêþí

äéêôýùí, üðùò ôá Bayesian äßêôõá ðïõ èá äïýìå óôçí óõíÝ÷åéá, áðáéôïýí ðëÞñç äåäïìÝíá,

èá ðñÝðåé íá âñïýìå êÜðïéï ôñüðï íá áíáêôÞóïõìå áõôÝò ôéò ôéìÝò Þ Ýóôù íá õðïëïãßóïõìå

êÜðïéåò ðñïóåããßóåéò ôïõò. Äåýôåñïí, ï áñéèìüò ôùí ãïíéäßùí åßíáé ôåñÜóôéïò, ãåãïíüò

ðïõ áðáãïñåýåé ôçí åðåîåñãáóßá üëùí ôùí ãïíéäßùí. Èá ðñÝðåé íá âñåèåß êÜðïéïò ôñüðïò

íá ìåéþóïõìå ôïí áñéèìü ôùí äåäïìÝíùí ãéá åðåîåñãáóßá.

Ãéá ôï ðñþôï ðñüâëçìá ç ëýóç äßíåôáé áðü áëãüñéèìïõò êáé ìåèïäïëïãßåò áíÜêôçóçò

÷áìÝíùí ôéìþí, ðïõ èá åîåôÜóïõìå óôçí óõíÝ÷åéá.

Ãéá ôï äåýôåñï ðñüâëçìá ïé ëýóåéò åßíáé äýï. Ç ðñþôç åßíáé íá åðéëÝîïõìå êÜðïéá

ãïíßäéá åíäéáöÝñïíôïò, óõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéþíôáò óôáôéóôéêÜ ôåóô þóôå íá äéáðéóôþóïõìå

áí ðáßæïõí êÜðïéï ñõèìéóôéêü ñüëï êáé áîßæåé íá ôá ìåëåôÞóïõìå. Ç äåýôåñç ðñïóÝããéóç

åßíáé ç ïìáäïðïßçóç ôùí ãïíéäßùí óå ïìÜäåò ðïõ Ý÷ïõí ðáñüìïéá ó÷Þìáôá Ýêöñáóçò êáé

Üñá õðüèåôïõìå Ý÷ïõí ðáñüìïéï ñüëï óôï óõíïëéêü ñõèìéóôéêü äßêôõï. Óôçí óõíÝ÷åéá áíôß

íá ìåëåôÞóïõìå ôéò áëëçëåðéäñÜóåéò ìåôáîý ôùí ãïíéäßùí ìåëåôÜìå áõôÝò ôùí ïìÜäùí.

Áöïý Ý÷ïõìå ëýóåé ôá ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôá, ìðïñïýìå íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôï âáóéêü

æçôïýìåíï. Íá âñïýìå äçëáäÞ ôéò åîáñôÞóåéò ìåôáîý ôùí ãïíéäßùí êáé íá êáôáóêåõÜóïõìå

ôï ñõèìéóôéêü äßêôõï. Óôï óõãêåêñéìÝíï èÝìá, ç âéâëéïãñáößá åßíáé áñêåôÜ åêôåíÞò. Óôï

åðüìåíï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïõìå ôéò âáóéêüôåñåò ìåèüäïõò. ÁõôÞ ç åñãáóßá åðéêåíôñþíå-

ôáé óå ìßá áðü áõôÝò ôéò ìåèüäïõò ðïõ âáóßæåôáé óôá Bayesian äßêôõá. Ôá Bayesian äßêôõá

èá ôá åîåôÜóïõìå áíáëõôéêÜ óôçí óõíÝ÷åéá, áëëÜ ìðïñïýìå ðñïò ôï ðáñüí íá ôá ðåñéãñÜ-

øïõìå óáí êáôåõèõíüìåíá áêõêëéêÜ ãñáöÞìáôá, ðïõ êÜèå êüìâïò óôï ãñÜöçìá áðïôåëåß

ìéá ìåôáâëçôÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò, óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá Ýíá ãïíßäéï, êáé êÜèå áêìÞ

áíáðáñéóôÜ ôçí åîÜñôçóç äýï ìåôáâëçôþí, ð.÷. ôçí åîÜñôçóç äýï ãïíéäßùí (Ó÷Þìá 1.3).

Åßíáé óáöÝò êáé ìüíï áðü áõôÞí ôçí áðëïúêÞ ðåñéãñáöÞ ðüóï ôáéñéÜæåé ôï ìïíôÝëï ìå ôï
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Ó÷Þìá 1.3: ¸íá Bayesian äßêôõï ãéá ôï ãïíßäéï SVS1 [2].

ðñüâëçìá ðïõ èÝëïõìå íá ëýóïõìå.

Óå áõôü ôï óçìåßï ìðïñïýìå íá óõíïøßóïõìå ôá âáóéêÜ óôÜäéá, ðïõ èá áêïëïõèÞóïõìå

ùò ôçí åýñåóç ôïõ ñõèìéóôéêïý äéêôýïõ (Bayesian äßêôõï) üðùò áõôÜ öáßíïíôáé óôï Ó÷Þìá

1.4.

1. Åðåîåñãáóßá åéêüíáò

2. ÅîáãùãÞ äåäïìÝíùí

3. Ðñïåðåîåñãáóßá äåäïìÝíùí, áíÜêôçóç ÷áìÝíùí ôéìþí

4. Ïìáäïðïßçóç Þ åðéëïãÞ óõãêåêñéìÝíùí ãïíéäßùí

5. Åýñåóç ñõèìéóôéêïý äéêôýïõ

Ôá äåäïìÝíá ãéá ôá ðåéñÜìáôá üóï áíáöïñÜ ôçí ãïíéäéáêÞ Ýêöñáóç ðïõ ðáñáèÝôïõìå

óôï ôÝëïò ðñïÞñèáí áðü ôñåéò âÜóåéò ( [3], [4], [5]) êáé óõãêåíôñùôéêÜ Ý÷ïõìå 460 äéáöï-

ñåôéêÜ ðåéñÜìáôá ãéá ôá ãïíßäéá ôçò æýìçò.

1.4 Óôü÷ïò

Ï âáóéêüò óôü÷ïò ôçò åñãáóßáò áõôÞò åßíáé ç åýñåóç ôùí åîáñôÞóåùí ìåôáîý ôùí ãïíéäßùí

ìå ÷ñÞóç ôùí äåäïìÝíùí ôùí ìéêñïóõóôïé÷éþí DNA. Ôï âáóéêü åñãáëåßï ðïõ èá ÷ñçóé-

ìïðïéÞóïõìå åßíáé ôá Bayesian äßêôõá. ¸íá ìåãÜëï ðñüâëçìá ôùí åöáñìïãþí ãéá ôçí

åýñåóç ôùí ñõèìéóôéêþí äéêôýùí óôçí âéâëéïãñáößá, åßíáé ç áäõíáìßá ëüãù õðïëïãéóôé-

êïý êüóôïõò íá åðåîåñãáóôïýìå ìåãÜëá äßêôõá. Èá ðñïóðáèÞóïõìå íá îåðåñÜóïõìå áõôü
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Ó÷Þìá 1.4: Ôá âÞìáôá ðïõ áêïëïõèïýíôáé ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ñõèìéóôéêïý äéêôýïõ
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ôï ðñüâëçìá ìå ÷ñÞóç åíüò ðáñÜëëçëïõ óõóôÞìáôïò. Óôçí óõíÝ÷åéá èá ðñïóðáèÞóïõìå

íá åîáêñéâþóïõìå áí ï Structural EM ôïõ Í. Friedman [6] ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óå

ìåãÜëá äßêôõá ìå ðáñÜëëçëç õëïðïßçóç. Ôï ðëåïíÝêôçìá áõôÞò ôçò ìåèüäïõ åßíáé üôé ÷åé-

ñßæåôáé ôéò ÷áìÝíåò ôéìÝò óôçí äéáäéêáóßá ôçò ìÜèçóçò ïðüôå äåí áðáéôåßôáé ôï óôÜäéï ôçò

áíÜêôçóçò ôùí ÷áìÝíùí ôéìþí. Èá ôçí óõãêñßíïõìå ìå ôçí êëáóéêÞ ðñïóÝããéóç üðïõ ïé

÷áìÝíåò ôéìÝò áíáêôþíôáé ìå êëáóéêÝò ìåèüäïõò. ÔÝëïò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôéò äýï

ðñïóåããßóåéò ãéá íá âñïýìå åîáñôÞóåéò ìåôáîý ãïíéäßùí.

1.5 ÄïìÞ ôçò Åñãáóßáò

Óôï êåöÜëáéï 2 èá áíáöåñèïýìå óôçí ó÷åôéêÞ âéâëéïãñáößá. Óôï êåöÜëáéï 3 ðåñéãñÜöïõìå

âáóéêÝò ìåèüäïõò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí âéâëéïãñáößá ãéá áíÜêôçóç ÷áìÝíùí ôéìþí

êáé ïìáäïðïßçóç. Óôï êåöÜëáéï 4, êÜíïõìå ìéá åéóáãùãÞ óôá Bayesian äßêôõá êáé áíá-

ëýïõìå ôïí ôñüðï åêìÜèçóçò ðáñáìÝôñùí êáé äïìÞò. Óôï êåöÜëáéï 5 åðéêåíôñùíüìáóôå

óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí Ý÷ïõìå ðëÞñç äåäïìÝíá êáé ðùò ìðïñïýìå íá áíôéìåôùðßóïõìå

áõôü ôï ðñüâëçìá óôçí ðåñßðôùóç ôùí Bayesian äéêôýùí. Óôçí óõíÝ÷åéá óôï êåöÜëáéï

6 ðåñéãñÜöïõìå ôçí äéáäéêáóßá óõìðåñáóìáôïëïãßáò (inference) óôá Bayesian äßêôõá, óôï

êåöÜëáéï 7 ðåñéãñÜöåôáé ç ðáñÜëëçëç õëïðïßçóç êáé ôÝëïò óôï êåöÜëáéï 8 ðáñáèÝôïõìå

ôá ðåéñÜìáôá ìáò.
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ÊåöÜëáéï 2

Ó÷åôéêÞ Âéâëéïãñáößá

2.1 Ïìáäïðïßçóç

2.2 Åýñåóç ñõèìéóôéêþí äéêôýùí

Ç ôå÷íïëïãßá ôùí ìéêñïóõóôïé÷éþí, ìðïñåß íá ìáò äþóåé ôéìÝò ãéá ôçí Ýêöñáóç åíüò

ìåãÜëïõ áñéèìïý ãïíéäßùí. Ëüãù áõôÞò ôçò äõíáôüôçôáò, ïé áðáéôÞóåéò ãéá áðïôåëÝóìáôá

óôçí åýñåóç ôùí åîáñôÞóåùí ìåôáîý ôùí ãïíéäßùí Ý÷ïõí áõîçèåß. Ï óôü÷ïò ôùí åñåõíçôþí

åßíáé íá åîáêñéâþóïõí ôéò óõíäÝóåéò ôïõ ãåíåôéêïý äéêôýïõ: ãéá êÜèå ãïíßäéï, èÝëïõìå íá

ãíùñßæïõìå ðïéá Üëëá ãïíßäéá áõôü åðçñåÜæåé êáé ìå ðïéï ôñüðï. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï

áíáöåñüìáóôå óôéò âáóéêüôåñåò åñãáóßåò ó÷åôéêÜ ìå ôçí áíáêáôáóêåýç ôïõ ãåíåôéêïý

äéêôýïõ, áðü ôïí ó÷åôéêÜ ìéêñü áñéèìü äåäïìÝíùí ðïõ õðÜñ÷ïõí äéáèÝóéìá.

2.1 Ïìáäïðïßçóç

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç Ýñåõíá áöïñÜ Ýíá ìåãÜëï áñéèìü ãïíéäßùí, ç ðñïóÝããéóç ðïõ áêï-

ëïõèåßôáé áðü ôïõò åñåõíçôÝò, åßíáé ç åýñåóç ïìÜäùí ãïíéäßùí ìå ðáñüìïéá Ýêöñáóç [7].

Áõôü ìðïñåß íá óçìáßíåé üôé ç óõìðåñéöïñÜ ôçò Ýêöñáóçò óå äéÜöïñåò ìåôáëëÜîåéò Þ éóôïýò

ðïõ Ý÷ïõí ìåôñçèåß áðü ìéêñïóõóôïé÷ßåò åßíáé ðáñüìïéá [3]. Ôá åðé÷åéñÞìáôá ðïõ ìðïñïýìå

íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå, åßíáé üôé ãïíßäéá åêöñáóìÝíá ìå ðáñüìïéï ôñüðï åßíáé ðéèáíüí íá

Ý÷ïõí ðáñüìïéåò ëåéôïõñãßåò, Þ áðëÜ äåí õðÜñ÷åé êáëýôåñïò ôñüðïò ðñïò ôï ðáñüí ãéá ôçí

áíÜëõóç ôùí äåäïìÝíùí.

Ðáñüëï ðïõ èåùñçôéêÜ åßíáé äýóêïëï áðü ìéá áðëÞ áíÜëõóç óõó÷Ýôéóçò íá êáôáëÞ-

îïõìå óå äßêôõá áëëçëåðßäñáóçò ãïíéäßùí, ðïëëÝò åñãáóßåò äåß÷íïõí üôé ç ïìáäïðïßçóç

ôùí äåäïìÝíùí ôçò Ýêöñáóçò ôùí ãïíéäßùí Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá, ïìÜäåò ãïíéäßùí íá Ý÷ïõí

ðáñüìïéá ëåéôïõñãßá. Ïé Eisen et al. [3] äçìéïýñãçóáí Ýíá äåíäñüãñáììá áðü üëá ôá ãï-

íßäéá ôïõ Saccharomyces cerevisiae (æýìç), ç Ýêöñáóç ôïõ ïðïßïõ Ý÷åé ìåôñçèåß êÜôù áðü
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äéáöïñåôéêÝò óõíèÞêåò. Áðü áõôÜ ôá ãïíßäéá, 35% Ý÷ïõí ìåëåôçèåß óå êÜðïéá ëåðôïìÝñåéá

êáé ïé ïìÜäåò ðïõ äßíåé ç áíÜëõóç ôïõò, äåß÷íïõí ìåãÜëá óýíïëá áðü óõó÷åôéæüìåíá ãï-

íßäéá. ÓõãêåêñéìÝíá ç éåñáñ÷éêÞ ïìáäïðïßçóç êáé ôá äåäñïãñÜììáôá ðåñéãñÜöïíôáé óôçí

ðáñÜãñáöï 4.3.4.

Ïé Toronen et al. [8] ÷ñçóéìïðïéïýí self-orginizing map (SOM, Kohonen's map) ãéá

ïìáäïðïßçóç ôùí äåäïìÝíùí Ýêöñáóçò. Óå áõôüí ôï áëãüñéèìï, åðéëÝãåôáé êÜðïéá ãåùìå-

ôñßá ãéá ôïõò êüìâïõò, ïé ïðïßïé ôõ÷áßá áíôéóôïé÷ßæïíôáé óå Ýíá n-äéÜóôáôï ÷þñï. Óôçí óõ-

íÝ÷åéá åöáñìüæïõí ìéá åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá ðïõ ðñïóáñìüæåé ôéò óõíôåôáãìÝíåò üëùí

ôùí êüìâùí Ýôóé þóôå íá êéíçèïýí ðñïò Ýíá ôõ÷áßá åðéëåãìÝíï óçìåßï êáé üóï ðéï êïíôÜ

âñßóêïíôáé, ôüóï ðéï ãñÞãïñá êéíåßôáé ï êüìâïò. ÔåëéêÜ, üëïé ïé êüìâïé êáôáíÝìïíôáé

óôéò ïìÜäåò êáé äçìéïõñãåßôáé Ýíáò ÷Üñôçò áðü ôï áñ÷éêü ðëÝãìá üðïõ ïé êüìâïé Þôáí

åíáðïèåôçìÝíïé. Áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ ïé Toronen et al. åß÷áí óôçí äéÜèåóç ôïõò ìÝñïò

áðü ôá äåäïìÝíá ôùí Eisen et al. [3], ôá äßêôõá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí áíÜëõóç ôïõò,

äåí ðåñéÝ÷ïõí ôüóåò ïìÜäåò üóá ôá óõó÷åôéóìÝíá ùò ðñïò ôçí ëåéôïõñãßá ôïõò ãïíßäéá

êáé ôá äåíäñïãñÜììáôá ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ. Ãéá ôçí áêñßâåéá ïé Toronen et

al. [8] áíáãíùñßæïõí ôï ðñüâëçìá ôùí åêöñÜóåùí ðïõ äåí åðçñåÜæïíôáé áðü ôá óõãêåêñé-

ìÝíá ðåéñÜìáôá. Áí õðÞñ÷áí äåäïìÝíá áðü Ýíá ìüíï åßäïò ðåéñáìÜôùí, ôá ãïíßäéá ðïõ äåí

åðçñåÜæïíôáé áðü áõôÜ ôá ðåéñÜìáôá èá ó÷çìÜôéæáí ìßá ïìÜäá óôï êÝíôñï ôïõ SOM. Áõôü

óçìáßíåé üôé ï áëãüñéèìïò Ý÷åé ðñüâëçìá ìå ôçí áíáãíþñéóç ó÷çìÜôùí Ýêöñáóçò ðïõ åßíáé

áñêåôÜ ðáñüìïéá ìåôáîý ôïõò. Ïé Toronen et al. ðïõ ÷ñçóéìïðïßçóáí åðßóçò ôá SOM's

ãéá íá ó÷çìáôßóïõí ïìÜäåò áðü äåäïìÝíá ìéêñïóõóôïé÷éþí, õëïðïßçóáí Ýíá ößëôñï ãéá

ãïíßäéá ðïõ äåí Ý÷ïõí óçìáíôéêÞ áëëáãÞ óôçí Ýêöñáóç. ¸ôóé åíßó÷õóáí ôçí åõáéóèçóßá

ôïõ óõóôÞìáôïò êáé áðÝôñåøáí êüìâïõò íá åðçñåáóôïýí áðü ìåãÜëá óýíïëá ãïíéäßùí ðïõ

äåí Ý÷ïõí äéáêýìáíóç óôçí Ýêöñáóç. Ôï óõìðÝñáóìá ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí áíÜëõóç ôùí

Toronen et al., åßíáé üôé ôá SOM áðïôåëïýí Ýíá áîéüðéóôï åñãáëåßï ãéá ôçí ïìáäïðïßçóç

óõó÷åôéóìÝíùí ãïíéäßùí.

Ïé Hartuv et al. [9] áíÝðôõîáí Ýíá êáéíïýñãéï áëãüñéèìï ïìáäïðïßçóçò, âáóéóìÝíï óå

ìéá ãñáöïèåùñçôéêÞ ðñïóÝããéóç. Ôï êßíçôñï ãéá áõôÞí ôçí ìåëÝôç Þôáí ç áíÜãêç ãéá ïìá-

äïðïßçóç ìéá óõëëïãÞò áðü cDNA's ìå âÜóç ôá áðïôõðþìáôá ïëéãïíïõêëåïôéäßùí. Ùóôüóï

ôá áðïôåëÝóìáôá áðü áõôÞí ôçí åñãáóßá åßíáé óõãêñßóéìá ìå ôá äåäïìÝíá ðïõ ëáìâÜíïíôáé

áðü ôéò ìéêñïóõóôïé÷ßåò. Ïñßæåôáé Ýíá ãñÜöçìá ïìïéüôçôáò, óôï ïðïßï ïé áêìÝò õößóôá-

íôáé áí ç ïìïéüôçôá ôùí êüìâùí ðïõ åíþíåé ç áêìÞ îåðåñíÜ êÜðïéï êáôþöëé. Áðü áõôü

ôï ãñÜöçìá, ðáßñíïõìå ìéá £ôïìÞ¤ áðïìáêñýíïíôáò Ýíá åëÜ÷éóôï áñéèìü áêìþí êáé õðï-

ëïãßæåôáé ç óõíäåóéìüôçôá ôçò ôïìÞò. Áí ôï õðïãñÜöçìá ðåñéÝ÷åé ðåñéóóüôåñåò áðü n=2

áêìÝò, ïíïìÜæåôáé õøçëÜ óõíäåäåìÝíï. ÁõôÜ ôá âÞìáôá åðáíáëáìâÜíïíôáé, ìÝ÷ñé ôåëéêÜ,

ôï óýíïëï äåäïìÝíùí íá ïìáäïðïéçèåß óå Ýíá áñéèìü õøçëÜ óõíäåäåìÝíùí õðïãñáöçìÜôùí,

ôéò ïìÜäåò. Ïé óõããñáöåßò Ýäåéîáí üôé ï áëãüñéèìïò Ý÷åé ðïëõùíõìéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ÷á-

ìçëïý âáèìïý, ìå ìåãáëýôåñç åðéâÜñõíóç ôïí áëãüñéèìï ðïõ åíôïðßæåé ôçí åëÜ÷éóôç ôïìÞ.

Ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé êáëÜ, ôüóï ãéá ôá ðñïóïìåéùìÝíá äåäïìÝíá, üóï

êáé ãéá ôá ðñáãìáôéêÜ.
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Ç ðáñÜèåóç ôùí ðáñáðÜíù ìåëåôþí, äåß÷íåé üôé ç ïìáäïðïßçóç ôùí ãïíéäßùí óýìöùíá

ìå ôá ó÷Þìáôá ÝêöñáóÞò ôïõò ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé ðëçñïöïñßá ãéá ôçí ëåéôïõñãßá ôïõò.

Ùóôüóï, üëïé ïé åñåõíçôÝò ôïíßæïõí ôçí åðéöõëáêôéêüôçôá ôïõò, ó÷åôéêÜ ìå ôçí äéáäéêáóßá

ïìáäïðïßçóçò.

2.2 Åýñåóç ñõèìéóôéêþí äéêôýùí

Ç ðñþôç êáôçãïñßá ìåèüäùí âáóßæåôáé óå ðßíáêåò âáñþí. ¸íáò ðßíáêáò âáñþí áðïôå-

ëåßôáé áðü n × n ôéìÝò âáñþí, üðïõ ç êÜèå ôéìÞ äåß÷íåé ôçí åðéññïÞ åíüò óõãêåêñéìÝíïõ

ãïíéäßïõ óå êÜðïéï Üëëï. Ôá ðëåïíåêôÞìáôá ôçò ìïíôåëïðïßçóçò ñõèìéóôéêþí äéêôýùí

ìå ðßíáêåò âáñþí áíáöÝñïíôáé áðü ôïõò Weaner et al. [10], ïé ïðïßïé ðáñïõóßáóáí Ýíá

áëãüñéèìï (TReMM: Transcription REgulation Modelled with Matrices) ãéá Ýíá êëáó-

óéêü ðáñÜäåéãìá åíüò ìïíôÝëïõ ìå ðßíáêåò âáñþí. Ôá âÜñç Wij áíáðáñéóôïýí ôç åðéññïÞ

ôïõ ãïíéäßïõ i óôï ãïíßäéï j, êáé ç ðëÞñçò åßóïäïò óå êÜðïéï ãïíßäéï j äßíåôáé áðü ôï

Üèñïéóìá üëùí ôùí åéóüäùí ôùí ãïíéäßùí i, ðïëëáðëáóéáæüìåíá ìå ôï âÜñïò ôïõò. Ôï

áðïôÝëåóìá áõôïý ôïõ õðïëïãéóìïý, åéóÜãåôáé óå ìéá åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò ç ïðïßá

äßíåé óáí Ýîïäï ìéá ôéìÞ Ýêöñáóçò áðü 0 ùò 1 ãéá êÜèå ãïíßäéï j. Ç åýñåóç ôùí ôéìþí

ãßíåôáé óõíÞèùò ìå êëáóóéêïýò ìç÷áíéóìïýò ìÜèçóçò, üðùò simulated annealing [11] êáé

ãåíåôéêïýò áëãïñéèìïýò. ¼ôáí áñ÷ßæïõìå ìéá ìåëÝôç åíüò ñõèìéóôéêïý äéêôýïõ óå Ýíá

óõãêåêñéìÝíï âéïëïãéêü óýóôçìá, ôá n × n âÜñç ðïõ óõíèÝôïõí ôïí ðßíáêá åßíáé Üãíù-

óôá. Ç éäÝá åßíáé, üôé ôá âÜñç ìðïñïýí íá ðñïóåããéóôïýí áðü ôá äåäïìÝíá Ýêöñáóçò óôçí

äéáäéêáóßá ôçò êáôáóêåõÞò ôïõ äéêôýïõ.

Åßíáé óáöÝò, ðùò Ýíá ìïíôÝëï ìå ðßíáêá âáñþí ëáìâÜíåé õðüøç ôéò áëëçëåðéäñÜóåéò

ìåôáîý üëùí ôùí óõíäõáóìþí ôùí ãïíéäßùí, ðïëëÝò áðü ôéò ïðïßåò Ý÷ïõí ôéìÞ 0. ÅðåéäÞ

äåí åßíáé åê ôùí ðñïôÝñùí ãíùóôü ðïéåò åßíáé 0, ôï õðïëïãéóôéêü êüóôïò åßíáé ìåãÜëï.

Ãéá íá áõîÞóïõí ôïí áñéèìü ôùí äåäïìÝíùí áðü ôá ïðïßá îåêéíÜìå ôçí áíáêáôáóêåõÞ

ôïõ ãåíåôéêïý äéêôýïõ, ïé D¹aeseleer et al. [12] Üñ÷éóáí ôçí áíÜëõóç ôïõò ìå ôïí õðï-

ëïãéóìü ìéáò ìç ãñáììéêÞò êáìðýëçò ðáñåìâïëÞò óôéò ÷ñïíïáêïëïõèßåò Ýêöñáóçò ôùí

ãïíéäßùí. ¸ôóé ÷ñçóéìïðïßçóáí áêïëïõèßåò äåäïìÝíùí áðü ôñßá äéáöïñåôéêÜ ðåéñÜìáôá,

ìå ðïëý äéáöïñåôéêÝò êëßìáêåò ÷ñüíïõ (ôá ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá ìåôáîý ôùí ðåéñáìÜôùí

ðïéêßëïõí áðü ìéóÞ þñá ìÝ÷ñé äýï ìÞíåò). ÊáôÜöåñáí íá óõíäõÜóïõí äåäïìÝíá áðü ôéò

áêïëïõèßåò ðïõ åß÷áí ðáñåìâÜëåé ìå êõâéêÞ ðáñåìâïëÞ óôïí ëïãÜñéèìï ôïõ åðéðÝäïõ Ýêöñá-

óçò. Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé ç åýñåóç ôùí ôéìþí óôïí ðßíáêá âáñþí üðùò ðåñéãñÜøáìå

óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï. ÁõôÜ ôá âÜñç áëëçëåðßäñáóçò ðñïóåããßæïíôáé ìå ÷ñÞóç

åëÜ÷éóôùí ôåôñáãþíùí óôéò áêïëïõèßåò ðïõ Ý÷ïõí ðáñåìâÜëåé. Ôï áðïôÝëåóìá áõôÞò ôçò

ðñïóÝããéóçò åßíáé Ýíá áêñéâÝò ôáßñéáóìá óôá äåäïìÝíá. Ôáõôü÷ñïíá, ðáñÝ÷ïõí êáé êÜðïéá

ó÷üëéá ãéá ôçí ìÝèïäï. Ðñþôïí, ï ìç÷áíéóìüò áõôüò äåí åëá÷éóôïðïéåß ôïí áñéèìü ôùí

áëëçëåðéäñÜóåùí ìåôáîý ôùí ãïíéäßùí: êÜèå ãïíßäéï ìïíôåëïðïéåßôáé áðü ôïí óôáèìéóìÝíï

ìÝóï üñï üëùí ôùí Üëëùí ãïíéäßùí. Äåýôåñïí, ôï áðëü ãñáììéêü ðñïóèåôéêü ìïíôÝëï ôçò

áëëçëåðßäñáóçò ôùí ãïíéäßùí, ìðïñåß íá áöïìïéþóåé ôéò êýñéåò ó÷Ýóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò.
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ÔÝëïò åðåéäÞ ôá äåäïìÝíá ðïõ åß÷áí óôçí äéÜèåóç ôïõò ïé åñåõíçôÝò äåí Þôáí üìïéá êáôá-

íåìçìÝíá óôïí ÷ñüíï, ìåãáëýôåñï âÜñïò äéíüôáí óôá ðéï áñáéÜ êáôáíåìçìÝíá óçìåßá óôá

äåäïìÝíá.

Ïé Chen êáé Church [13] ðñüôåéíáí Ýíá ìïíôÝëï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ãéá ôçí Ýêöñáóç

ôùí ãïíéäßùí êáé áíÝðôõîáí äýï ìåèüäïõò ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ äéêôýïõ áðü ôá äå-

äïìÝíá. ¸êáíáí Ýíá áñéèìü õðïèÝóåùí, ìåôáîý ôùí ïðïßùí, üôé õðÜñ÷åé ìéá ãñáììéêÞ

óõíÜñôçóç ìåôáãñáöÞò ãéá êÜèå ãïíßäéï êáé üôé ç ïðéóèïôñïöïäüôçóç ôçò ìåôÜöñáóçò

êÜèå ãïíéäßïõ Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá ôïõò ñõèìïýò ìåôáãñáöÞò. Åðßóçò áãíïïýíôáé Üëëåò

ïðéóèï-ôñïöïäïôÞóåéò üðùò ôïõ mRNA óôá ãïíßäéá, áöïý óõíõðïëïãßæïíôáé óå áõôÝò ôùí

ðñùôåúíþí. Ïé óõããñáöåßò õðïèÝôïõí üôé ï üëïò ìç÷áíéóìüò ìåôáãñáöÞò åßíáé ó÷åôéêÜ åõ-

óôáèÞò (ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí ìéêñü ÷ñïíéêü äéÜóôçìá), þóôå ç ïðéóèï-ôñïöïäüôçóç áðü ôéò

ðñùôåßíåò óôá mRNA íá ìçí Ý÷åé êáìßá åðßäñáóç. ÊÜèå mRNA êáé ìüñéï ðñùôåßíçò ìåéþ-

íåôáé ôõ÷áßá êáé ôá óôïé÷åßá ôïõ áíáêõêëþíïíôáé óôï êýôôáñï. Äéáêñßíïõí óôï ìïíôÝëï

ôïõò, ôçí ìåôáãñáöÞ, ôçí ìåôÜöñáóç êáé ôçí ìåßùóç ôïõ RNA êáé ôùí ðñùôåéíþí. Ãéá ôçí

åýñåóç ôùí ðáñáìÝôñùí ÷ñçóéìïðïéïýí ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier, ìå ôçí õðüèåóç üôé ôï

óýóôçìá åßíáé åõóôáèÝò. Ìå ôçí õðüèåóç üôé ôï ìïíôÝëï ìåôáãñáöÞò åßíáé ãñáììéêü êáé

ôï óýóôçìá ðñÝðåé íá åßíáé åõóôáèÝò, ïé Chen et al. êáôÜöåñáí íá ìåéþóïõí äñáóôéêÜ ôçí

äéÜóôáóç ôïõ ÷þñïõ ôùí ðáñáìÝôñùí. ×Üñç óå áõôÞí ôçí ìåßùóç, ìðïñïýí êáé åéóÜãïõí

ðåñéóóüôåñá ÷áñáêôçñéóôéêÜ óôï ìïíôÝëï ôïõò, óå ó÷Ýóç ìå ðéï áðëÜ ìïíôÝëá. Ùóôüóï,

ïé óõããñáöåßò äåí áíáöÝñïõí ðüóç åðéññïÞ Ý÷åé óôá áðïôåëÝóìáôá ôï ðïëõðëïêüôåñï áõôü

ìïíôÝëï, äçëáäÞ ôï ðüóï óçìáíôéêÝò åßíáé ïé åðéðëÝïí õðïèÝóåéò.

Ïé Shmulevich et al. [14] ÷ñçóéìïðïßçóáí Boolean äßêôõá ãéá ôçí åýñåóç ôùí ñõèìéóôé-

êþí äéêôýùí. Ôá Boolean äßêôõá, ðïõ åéóÞ÷èçóáí áðü ôïí Kaufmann [15] êáé ìåëåôÞèçêáí

åêôåíÝóôåñá óôá [16, 17], ðñïóöÝñïõí ìéá åëêõóôéêÞ äéáêñéôïý ÷ñüíïõ, boolean áíáðáñÜ-

óôáóç ôïõ ìïíôÝëïõ ãéá ôçí Ýêöñáóç ôùí ãïíéäßùí. Óå áõôÜ ôá ìïíôÝëá äéáêñéôïðïéïýìå

ôçí Ýêöñáóç ôùí ãïíéäßùí óôéò êáôáóôÜóåéò ON (åêöñáóìÝíá) êáé OFF (ìç åêöñáóìÝíá).

Ç Ýêöñáóç åíüò ãïíéäßïõ ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t + 1 ìïíôåëïðïéåßôáé áðü ìéá Boolean óõ-

íÜñôçóç ôçò ïðïßáò ïé åßóïäïé åßíáé ôï ðïëý k ãïíßäéá ôçí óôéãìÞ t. ÔõðéêÜ k � n, üðïõ

n ï áñéèìüò ôùí ãïíéäßùí. ÏíïìÜæïõìå áõôÞ ôçí êëÜóç ôùí ìïíôÝëùí, Boolean äßêôõá

(BN(n; k)). ÌåñéêÜ áðü ôá åëêõóôéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ áõôþí ôùí äéêôýùí åßíáé ç áðëüôçôá

ôçò ëïãéêÞò ôïõò êáé ç äéáöÜíåéá, üðùò êáé ç ðïéêéëßá áëãïñßèìùí ãéá ôçí áõôüìáôç åýñåóç

ôïõ ìïíôÝëïõ áðü ôá äåäïìÝíá. Ðéï ëåðôïìåñÞ ðåñéãñáöÞ õðÜñ÷åé óôçí áíáöïñÜ [18]. Óôçí

åñãáóßá [19] ôá Boolean äßêôõá åðåêôÜèçêáí þóôå íá ìðïñïýí íá ÷åéñéóôïýí êáé ó÷Ýóåéò

ðïõ Ý÷ïõí äéÜñêåéá ìåãáëýôåñç ôçò ìßáò ÷ñïíéêÞò ðåñéüäïõ, êáé ïíïìÜóôçêáí Temporal

Boolean Networks (TBN).

Ïé Friedman et al. [2] ÷ñçóéìïðïßçóáí Bayesian äßêôõá ãéá ôçí ìïíôåëïðïßçóç ôïõ ãå-

íåôéêïý äéêôýïõ. Ôá Bayesian äßêôõá åßíáé Ýíá ðïëý ÷ñÞóéìï óôáôéóôéêü åñãáëåßï, óôï

ïðïßï ôá ôåëåõôáßá äÝêá ÷ñüíéá Ý÷åé ãßíåé ìåãÜëç Ýñåõíá êáé ïé åöáñìïãÝò ôïõ óõíå÷þò

áõîÜíïíôáé. Èá ôá ðåñéãñÜøïõìå áíáëõôéêÜ óôï êåöÜëáéï 4. ¼ðùò Þäç áíáöÝñáìå Ýíá
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áðü ôá óçìáíôéêüôåñá ðñïâëÞìáôá óôçí áíáêáôáóêåýç ôùí ãåíåôéêþí äéêôýùí åßíáé ï ôå-

ñÜóôéïò áñéèìüò ãïíéäßùí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå êüìâïõò óôï ãåíåôéêü äßêôõï ðïõ èÝëïõìå

íá êáôáóêåõÜóïõìå. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí Ý÷ïõìå n ãïíßäéá ôá ðéèáíÜ ãåíåôéêÜ äßêôõá åß-

íáé ðåñßðïõ n! áí èåùñÞóïõìå üôé êÜèå ãïíßäéï ìðïñåß íá óõó÷åôßæåôáé ìå üëá ôá Üëëá.

Ïé Friedman et al. ãéá íá áíôéìåôùðßóïõí áõôü ôï ðñüâëçìá ðñüôåéíáí Ýíáí áëãüñéèìï

ôïí ïðïßï ïíüìáóáí Sparse Candidate. Óôçí ïõóßá ãéá êÜèå êüìâï-ãïíßäéï ôïõ äéêôýïõ

âñßóêïõí Ýíá ìéêñü õðïóýíïëï áðü ôï ôåñÜóôéï óýíïëï ôùí ãïíéäßùí ðïõ åßíáé ðéï ðé-

èáíü íá áíÞêïõí óôï óýíïëï ôùí ãïíéäßùí ðïõ ôï åðçñåÜæïõí. Ãéá ôçí ìïíôåëïðïßçóç

ôçò Ýêöñáóçò ôùí ãïíéäßùí ÷ñçóéìïðïßçóáí ôüóï äéáêñéôÝò üóï êáé óõíå÷åßò êáôáíïìÝò.

Åöáñìüæïõí ôïí áëãüñéèìï ôïõò óôá äåäïìÝíá ôïõ Spellman [20] ãéá ôï ãïíéäßùìá ôçò

æýìçò (S. cerevisiae) óôïí êýêëï ôïõ êõôôÜñïõ. Åðßëåîáí 800 ãïíßäéá ðïõ ç Ýêöñáóç ôïõò

åß÷å ìåãÜëç äéáêýìáíóç óôá äåäïìÝíá. Ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõò Ýäåéîáí üôé ìðïñïýìå íá

ðÜñïõìå ðïëýðëïêåò äïìÝò áêüìá êáé ìå ëßãá äåäïìÝíá (∼ 73). Ïé Spirtes et al. [21]

áíÝëõóáí ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé üôáí ÷ñçóéìïðïéïýìå Bayesian äßêôõá ãéá íá

âñïýìå ôéò åîáñôÞóåéò ìåôáîý ôùí ãïíéäßùí.

Ïé Imoto et al. [22] ÷ñçóéìïðïßçóáí ìç ðáñáìåôñéêÝò óôáôéóôéêÝò ìåèüäïõò ðáëéíäñü-

ìçóçò ìå âÜóç ôá B-Splines êáé ôá Bayesian äßêôõá ãéá ôçí ìïíôåëïðïßçóç ìç ãñáììéêþí

ó÷Ýóåùí ìåôáîý ôùí ãïíéäßùí. Ìå âÜóç áõôü ôï ìïíôÝëï áíÝðôõîáí Ýíá íÝï êñéôÞñéï

åðéëïãÞò äéêôýùí êáé áîéïëüãçóáí ôçí ìÝèïäü ôïõò óå 100 ãïíßäéá ôçò æýìçò.

Ïé Murphy êáé Mian [23] ÷ñçóéìïðïßçóáí äõíáìéêÜ Bayesian äßêôõá êáé Ýäåéîáí üôé

ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï ôùí D'Haeseleer et al. [12], ôï ìç ãñáììéêü ìïíôÝëï ôïõ Weaver et

al. [10] êáé ôá Boolean äßêôõá åßíáé õðïêáôçãïñßåò ôùí äõíáìéêþí Bayesian äéêôýùí.

Oé Hartemink et al. [24] âáóßóôçêáí óå Ýíá ìïíôÝëï ðïõ åðéôñÝðåé ôïí ÷åéñéóìü êñõì-

ìÝíùí ìåôáâëçôþí êáé âáóßæåôáé óôá Bayesian äßêôõá êáé ôéò åðåêôÜóåéò ôïõò. Ãéá íá

áîéïëïãÞóïõí ôçí ðñïóÝããéóç ôïõò, ÷ñçóéìïðïßçóáí äåäïìÝíá ãéá ôá ãïíßäéá ôïõ ñõèìéóôé-

êïý äéêôýïõ ôïõ ìåôáâïëéóìïý ôçò ãáëáêôüæçò óôç æýìç (S. cerevisiae). Åðéêåíôñþèçêáí

êõñßùò óôçí áîéïëüãçóç ôùí äéêôýùí ðïõ ðñïêýðôïõí.

Ïé Ong et al. [25] ðåñéãñÜöïõí ìéá ðñïóÝããéóç ðïõ ÷åéñßæåôáé äåäïìÝíá áðü ÷ñïíïáêï-

ëïõèßåò êáé ìðïñåß íá ÷åéñéóôåß êýêëïõò åðáíáôñïöïäüôçóçò êáèþò êáé ðåñéâáëëïíôïëïãé-

êÝò óõíèÞêåò óáí êñõììÝíåò ìåôáâëçôÝò. Åðßóçò ðáñïõóéÜæïõí Ýíá êáéíïýñãéï ôñüðï ãéá

ôïí óõíäõáóìü ôçò åê ôùí ðñïôÝñùí ãíþóçò êáé ôùí äåäïìÝíùí. Äïêßìáóáí ôçí ìÝèïäï

ôïõò óå äåäïìÝíá Ýêöñáóçò ðïõ ìåôñÞèçêáí óå öõóéïëïãéêÝò áëëáãÝò ðïõ åðçñåÜæïõí ôïí

ìåôáâïëéóìü ôïõ tryptophan óôï E.coli. Ôá áðïôåëÝóìáôá äåß÷íïõí üôé ç ìÝèïäïò åßíáé

éêáíÞ íá âñßóêåé ó÷Ýóåéò ìåôáîý óõíüëùí ãïíéäßùí ðïõ ðñáãìáôéêÜ óõó÷åôßæïíôáé.

Ïé Perrin et al. [26] ÷ñçóéìïðïßçóáí ìßá ðñïóÝããéóç ìå ãñáììéêÜ äõíáìéêÜ Bayesian

äßêôõá óõíå÷þí ìåôáâëçôþí. Ï áëãüñéèìïò åêðáßäåõóçò ìåãéóôïðïéåß ôçí ðéèáíïöÜíåéá ìå

êÜðïéïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ åõíïïýí £÷ñÞóéìåò¤ óõíäÝóåéò. ÁõôÞ ç ðñïóÝããéóç õëïðïéÞèçêå
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ãéá Ýíá êáéíïýñãéï äõíáìéêü ìïíôÝëï áëëçëåðéäñÜóåùí ðïõ ôï ïíüìáóáí inertial model.

Ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõò óôï S.O.S DNA repair äßêôõï ôïõ E.coli åßíáé áñêåôÜ åíèáññõíôéêÜ.

Óôéò ðáñáðÜíù åñãáóßåò, áëëÜ êáé óôéò ðåñéóóüôåñåò åñãáóßåò ðïõ áíáöÝñïíôáé óôçí

åýñåóç ôùí ñõèìéóôéêþí äéêôýùí áêïëïõèïýíôáé ãåíéêÜ ôá áêüëïõèá âÞìáôá. Ðñþôá ãßíå-

ôáé ìßá áðëÞ ðñïåðåîåñãáóßá óôá äåäïìÝíá. Óôçí óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé áëãüñéèìïé

ãéá ôçí áíÜêôçóç ôùí ÷áìÝíùí ôéìþí êáé ôÝëïò åöáñìüæïíôáé ìåèüäïé ãéá ôçí êáôáóêåõÞ

ôùí ñõèìéóôéêþí äéêôýùí. ¼ðùò áíáöÝñèçêå óôçí óýíïøç ôçò âéâëéïãñáößáò ïé áëãüñéè-

ìïé ïìáäïðïßçóçò ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôçí åýñåóç ôùí ïìÜäùí ãïíéäßùí ðïõ

Ý÷ïõí ðáñüìïéá Ýêöñáóç þóôå íá ìåëåôçèåß ç ëåéôïõñãßá ôùí ãïíéäßùí óýìöùíá ìå êÜðïéá

ãïíßäéá ôçò ïìÜäáò ôùí ïðïßùí ç ëåéôïõñãßá åßíáé ðáñüìïéá. Ôçí õðüèåóç üôé óå ìéá ïìÜäá

ôá ãïíßäéá Ý÷ïõí ðáñüìïéá ëåéôïõñãßá ìðïñïýìå íá ôçí åêìåôáëëåõôïýìå ãéá íá ìåéþóïõìå

ôï êüóôïò óôçí åýñåóç ôùí ñõèìéóôéêþí äéêôýùí. Áíôß íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï äßêôõï ìå

ôïí ôåñÜóôéï áñéèìü ôùí ãïíéäßùí êáôáóêåõÜæïõìå Ýíá äßêôõï ìå ðïëý ìéêñüôåñï áñéèìü

ïìÜäùí.

13



ÊåöÜëáéï 3

Ðñïåðåîåñãáóßá

3.1 Ðñïåðåîåñãáóßá äåäïìÝíùí

3.2 ÁíÜêôçóç ÷áìÝíùí ôéìþí

3.3 Ïìáäïðïßçóç

3.1 Ðñïåðåîåñãáóßá äåäïìÝíùí

Ç ðéï óõíçèéóìÝíç ìïñöÞ ðñïåðåîåñãáóßáò ðïõ åöáñìüæåôáé ãéá ôçí åýñåóç ôùí ñõèìéóôé-

êþí äéêôýùí áðü ôéò ìéêñïóõóôïé÷ßåò åßíáé ìéá áðëÞ ãñáììéêÞ êëéìÜêùóç ôùí ìåôáâëç-

ôþí [1]. Áõôü åßíáé óõíÞèùò ÷ñÞóéìï üôáí ïé ìåôáâëçôÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìáò Ý÷ïõí ôéìÝò

ðïõ äéáöÝñïõí óçìáíôéêÜ. ×ñçóéìïðïéåßôáé Ýíáò ãñáììéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò, þóôå üëåò

ïé ìåôáâëçôÝò íá Ý÷ïõí ðáñüìïéåò ôéìÝò. Ãéá íá ôï ðåôý÷ïõìå áõôü, áðü êÜèå ìåôáâëçôÞ

Xi áöáéñïýìå ôï ìÝóï ôçò êáé äéáéñïýìå ìå ôçí äéáóðïñÜ ðïõ ïñßæïíôáé ùò:

X̄i =
1

N

N∑
j=1

xij (3.1)

�2
i =

1

N − 1

N∑
j=1

(xij − X̄i)
2 (3.2)

üðïõ j = 1; :::; N , ôá äåßãìáôá ìáò. Ìå xij äçëþíåôáé ç j-ïóôÞ ôéìÞ ôçò Xi óôá äåäïìÝíá,

ìå X̄i ç ìÝóç ôéìÞ êáé ìå �i ç äéáóðïñÜ ôçò ìåôáâëçôÞòXi. Ç j-ïóôÞ ôéìÞ ôçò êëéìáêùìÝíçò

ìåôáâëçôÞò ×̃i, ïñßæåôáé ùò åîÞò:

x̃ij =
xij − X̄i

�i
(3.3)

Ïé êëéìáêùìÝíåò ìåôáâëçôÝò Ý÷ïõí ìÝóï ìçäÝí êáé äéáóðïñÜ ßóç ìå Ýíá.
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3.2 ÁíÜêôçóç ×áìÝíùí ôéìþí

Ôï ðñþôï ðñüâëçìá ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé åßíáé üôé ôá äåäïìÝíá äåí åßíáé ðëÞñç, äçëáäÞ óå

êÜðïéï ðåßñáìá ç Ýêöñáóç êÜðïéïõ ãïíéäßïõ ìðïñåß íá ëåßðåé (missing value). Áõôü ïöåß-

ëåôáé ôüóï óôçí ìåèïäïëïãßá êáé óôá óõóôÞìáôá óõëëïãÞò äåäïìÝíùí (ìéêñïóõóôïé÷ßåò

DNA), üóï êáé óôçí öýóç ôùí äåäïìÝíùí, áöïý åßíáé ðéèáíüí êÜðïéï ãïíßäéï, õðü êÜðïéåò

óõãêåêñéìÝíåò óõíèÞêåò íá ìçí åêöñÜæåôáé. Óôï ðñþôï âÞìá, ðñÝðåé íá áíáêôçèïýí ïé

åëëéðåßò (Þ ÷áìÝíåò) ôéìÝò. Åäþ ðñÝðåé íá áíáöÝñïõìå üôé ï ÷åéñéóìüò ôùí åëëéðþí ôéìþí

ìðïñåß íá ãßíåé êáé óå åðüìåíï âÞìá ôçò åðåîåñãáóßáò, ôï ïðïßï áíáëýïõìå óôï êåöÜëáéï

5.

Ç ðñþôç êáé ðéï áðëïúêÞ ðñïóÝããéóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé, åßíáé ç áíÜêôçóç ôùí ÷áìÝ-

íùí ôéìþí áíôéêáèéóôþíôáò ôéò ìå ìçäåíéêÜ Þ ìå ôï ìÝóï ôçò áíôßóôïé÷çò ãñáììÞò [27].

Äýï ðéï åîåëéãìÝíåò ðñïóåããßóåéò åßíáé áõôÝò ôùí Ê-ÍÍ êáé SVD [27].

Ïé Oba et al. [28] ÷ñçóéìïðïßçóáí ôçí Bayesian PCA ìÝèïäï ãéá ôçí áíÜêôçóç ÷áìÝíùí

ôéìþí, ïé Kim et al. [29] ÷ñçóéìïðïßçóáí ìÝèïäï åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí êáé ÅÌ. Êáé

ïé äýï ìåèüäïé åß÷áí ó÷åôéêÜ êáëýôåñá áðïôåëÝóìáôá áðü ôïí K-NN óôéò ðåñéóóüôåñåò

ðåñéðôþóåéò áëëÜ ëüãù ôçò áðëüôçôáò ôïõ, ï K-NN åßíáé ç ìÝèïäïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé

óõ÷íüôåñá. ÐáñáêÜôù ðáñïõóéÜæïõìå ðéï áíáëõôéêÜ ôéò ìåèüäïõò ìå ÷ñÞóç K-NN, SVD

êáé ðáëéíäñüìçóçò.

3.2.1 ÁíÜêôçóç ÷áìÝíùí ôéìþí ìå SVD

ÁíÜêôçóç ìå SVD ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðëÞñç äåäïìÝíá

Ç ðñþôç ìÝèïäïò ðïõ åîåôÜæïõìå êáé Ý÷åé åöáñìïóôåß ãéá ôçí áíÜêôçóç ÷áìÝíùí ôéìþí

åßíáé ç SVD [27]. ¸óôùX ï n×N ðßíáêáò ìå ôá äåäïìÝíá, üðïõ n áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí

(ãïíéäßùí) êáéN ï áñéèìüò ôùí ðåéñáìÜôùí. ¸óôù ôþñá × c ôï õðïóýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí

ðïõ äåí Ý÷ïõí åëëéðåßò ôéìÝò êáé ×m ïé õðüëïéðåò ðïõ Ý÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ÷áìÝíç ôéìÞ.

Èåùñïýìå ôïí truncated SVD ôïõ × c:

X̂c
J = UJDJV

T
J ; (3.4)

üðïõ DJ åßíáé Ýíáò äéáãþíéïò ðßíáêáò ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò J ≤ N singular ôéìÝò ôïõ Xc, VJ êáé

UJ ïé áíôßóôïé÷ïé ïñèïãþíéïé ðßíáêåò ôùí J äåîéþí êáé áñéóôåñþí singular äéáíõóìÜôùí.

Ï SVD ôÜîçò J ìðïñåß íá åñìçíåõèåß áðü äéáöïñåôéêÝò ïðôéêÝò ãùíßåò.

Ìßá åñìçíåßá ðïõ ìáò âïëåýåé ãéá ôï ðñüâëçìá, åßíáé áõôÞ ôçò ðáëéíäñüìçóçò (re-

gression). ¸óôù Xi êÜðïéá ãñáììÞ ôïõ × c. Èåùñïýìå ôçí ðáëéíäñüìçóç åëá÷ßóôùí

ôåôñáãþíùí ôùí N ôéìþí ôçò Xi óôá singular äéáíýóìáôá �1; �2; :::; �j, ðïõ ôï êáèÝíá

åßíáé äéÜíõóìá äéÜóôáóçò Í êáé � ôï äéÜíõóìá ôùí óõíôåëåóôþí ðáëéíäñüìçóçò. Ç ðáëéí-

äñüìçóç áõôÞ ëýíåé ôï ðáñáêÜôù ðñüâëçìá ôùí åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí

min
�
‖ Xi − VJ� ‖2= min

�

Í∑
l=1

(xil −
J∑
j=1

vlj�j)
2; (3.5)
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üðïõ vlj ôï óôïé÷åßï l, j ôïõ ðßíáêá VJ . Ç ëýóç åßíáé �̂ = (V T
J VJ)

−1V T
J Xi = V T

J Xi (o VJ
ïñèïãþíéïò Üñá V T

J VJ = É) êáé ìáò äßíåé ôéìÝò x̂ = VJ b̂. ¸ôóé óýìöùíá êáé ìå ôçí ó÷Ýóç

(3.4) ôï XcVJ = UJDJ äßíåé üëïõò ôïõ óõíôåëåóôÝò ðáëéíäñüìçóçò ãéá üëåò ôéò ãñáììÝò

êáé ôï X̂c = UJDJV
T
J üëåò ôéò ôéìÝò. Áöïý Ý÷åé âñåèåß ï VJ , ï SVD ðñïóåããßæåé êÜèå

ãñáììÞ ôïõ Xc ìå ôï äéÜíõóìá ðïõ äßíåôáé ìå ðáëéíäñüìçóç óôïí VJ .

Áõôü åðßóçò ìáò ëÝåé üôé ãéá êÜèå ãñáììÞ Xi ôïõ Xm ìå êÜðïéá åëëéðÞ óôïé÷åßá,

ìðïñïýí íá áíáêôçèïýí ôá ÷áìÝíá óôïé÷åßá ìå ìéá ðáñüìïéá ðáëéíäñüìçóç:

min
�

∑
lìç-åëëéðÝò

(xil −
J∑
j=1

vlj�j)
2: (3.6)

¸óôù V ∗
J ç ìåéùìÝíç åêäï÷Þ ôïõ VJ ìå áöáéñåìÝíåò ôéò êáôÜëëçëåò ãñáììÝò äçëáäÞ áõôÝò

ðïõ ðåñéÝ÷ïõí åëëéðåßò ôéìÝò. Ç ëýóç óôçí åîßóùóç (3.6) ãßíåôáé �̂ = (V ∗T
J V ∗

J )−1V ∗T
J X∗

i ,

êáé ïé åêôéìÞóåéò ãéá ôéò åëëéðåßò ôéìÝò åßíáé V (∗)
J �̂ üðïõ V (∗)

J ôï óõìðëÞñùìá ôïõ V ∗
J óôïí

ðßíáêá VJ . Óçìåéþíïõìå üôé ïé óôÞëåò V
∗
J äåí åßíáé ðëÝïí ïñèïãþíéåò.

ÁíÜêôçóç ìå SVD ÷ñçóéìïðïéþíôáò üëá ôá äåäïìÝíá

Ç ðñïçãïýìåíç ðñïóÝããéóç ìðïñåß íá åöáñìïóôåß ìüíï üôáí ôá ðëÞñç äåäïìÝíá åßíáé

áñêåôÜ êáé ôá åëëéðÞ äåí óõíåéóöÝñïõí óôçí âÜóç ôïõ SVD. Áõôü öõóéêÜ äåí éó÷ýåé ðÜíôá.

Ç ðñïóÝããéóç ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéåß üëá ôá äåäïìÝíá. Ãéá íá

ëõèåß ôï ðñüâëçìá ôçò áíÜêôçóçò ôùí ÷áìÝíùí ôéìþí, áíÜãåôáé óôçí ëýóç ôïõ ðáñáêÜôù

ðñïâëÞìáôïò

min
UJ ;VJ ;DJ

‖ X −m1T − UJDJV
T
J ‖∗ : (3.7)

¼ðïõ ‖ · ‖∗, ìßá åéäéêÞ ôåôñáãùíéêÞ íüñìá, ç ïðïßá áèñïßæåé ôï ôåôñÜãùíï üëùí ôùí

óôïé÷åßùí áãíïþíôáò ôá óôïé÷åßá üðïõ ï × Ý÷åé åëëéðåßò ôéìÝò. Ï m åßíáé Ýíá äéÜíõóìá ìå

ôï ìÝóï êÜèå ãñáììÞò ôïõ × êáé 1 Ýíá äéÜíõóìá ìå ìïíÜäåò äéÜóôáóçò Í. Áí äåí õðÜñ÷ïõí

åëëéðåßò ôéìÝò, ç ëýóç åßíáé ôåôñéììÝíç: ôï m åßíáé ôï äéÜíõóìá ôùí ìÝóùí ôùí ãñáììþí

ôïõ × êáé ïé Uj; Vj êáé Dj äßíïíôáé áðü ôïí J ôÜîçò SVD ôïõ êåíôñéêïðïéçìÝíïõ × . Áöïý

ç ëýóç ôÜîçò J âñåèåß ãéá ôï ðñüâëçìá, ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá £ãåìßóïõí¤ ïé åëëéðåßò ôéìÝò

ôïõ × . Ç äéáäéêáóßá ðïõ áêïëïõèåßôáé ðåñéãñÜöåôáé áðü ôïí Áëãüñéèìï 1.

Áëãüñéèìïò 1 Áëãüñéèìïò áíÜêôçóçò ÷áìÝíùí ôéìþí ìå SVD
i := 0

ÈÝôïíôáé ïé åëëéðåßò ôéìÝò ßóåò ìå ôï ìÝóï ôùí ìç ÷áìÝíùí ôéìþí êÜèå ãñáììÞò, ðáñÜ-

ãïíôáò Ýíáí ðëÞñç ðßíáêá X(0).

repeat

Õðïëïãßæåôáé ç SVD ëýóç ãéá ôï ðñüâëçìá (3.7), ãéá ôïí ðëÞñç ðßíáêá êáé ðáñÜãåôáé

ï X i+1 áíôéêáèéóôþíôáò ôéò åëëéðåßò ôéìÝò óôïí X ìå áõôÝò ðïõ ìáò äßíåé ç ëýóç.

i := i+ 1

until Ï üñïò ‖ X(i) −X(i+1) ‖ = ‖ X(i) ‖ íá ãßíåé ìéêñüôåñïò áðü êÜðïéï üñéï.
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3.2.2 K-NN

ÁõôÞ åßíáé ç ðëÝïí óõ÷íÞ ðñïóÝããéóç óôï ðñüâëçìá ðïõ äßíåé ðïëý êáëÜ áðïôåëÝóìáôá [27].

Ç ðåñéãñáöÞ ôïõ áëãïñßèìïõ óõíïøßæåôáé óôá åîÞò âÞìáôá:

1. Õðïëïãßæåôáé ç Åõêëåßäéá áðüóôáóç ìåôáîý ôïõ ãïíéäßïõ Xi êáé ôùí Üëëùí ãïíéäßùí

óôï × c, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï ôá óçìåßá ðïõ äåí åßíáé åëëéðÞ óôï Xi. Áíáãíùñßæï-

íôáé ôá Ê êïíôéíüôåñá.

2. Õðïëïãßæïíôáé ïé åëëéðåßò ôéìÝò ôïõ Xi ðáßñíïíôáò ôïí ìÝóï üñï ôùí áíôßóôïé÷ùí

óçìåßùí óôá Ê êïíôéíüôåñá.

3.2.3 ÁíÜêôçóç ìå ðáëéíäñüìçóç

ÁõôÞ ç ôå÷íéêÞ åßíáé ìéá êëáóéêÞ ÅÌ ðñïóÝããéóç ãéá ôçí åýñåóç ìÝóùí êáé ðéíÜêùí

óõììåôáâëçôüôçôáò ãéá ðïëõäéÜóôáôåò Gaussian êáôáíïìÝò, ãéá åëëéðÞ äåäïìÝíá [29]. Ïé

ðñïâëåðüìåíåò ôéìÝò ãéá ÷áìÝíá óôïé÷åßá ðáñÜãïíôáé óôçí äéáäéêáóßá ôïõ áëãïñßèìïõ. Ç

âáóéêÞ éäÝá åßíáé, ãéá êÜèå j, íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ðáëéíäñüìçóç ôçò óôÞëçò ôïõ j, óå êÜèå

Üëëç óôÞëç åêôüò áõôÞò ôïõ j, ãéá íá âñïýìå ôéò åëëéðåßò ôéìÝò óôçí j. Ðéï óõãêåêñéìÝíá,

ãéá êÜèå óôÞëç j:

1. Áöáéñïýíôáé ïé ãñáììÝò ôïõ × ïé ïðïßïé ðåñéÝ÷ïõí åëëéðåßò ôéìÝò óôçí óôÞëç j.

2. Ðñáãìáôïðïéåßôáé ðáëéíäñüìçóç ôçò £êáèáñÞò¤ ðëÝïí óôÞëçò óå êÜèå Üëëç ãñáììÞ

ôïõ (ìåéùìÝíïõ) × .

3. ×ñçóéìïðïéïýíôáé ïé óõíôåëåóôÝò ôçò ðáëéíäñüìçóçò ãéá íá ãßíïõí ðñïâëÝøåéò ó÷å-

ôéêÜ ìå ôéò åëëéðåßò ôéìÝò ôçò óôÞëçò j.

ÅðåéäÞ èá õðÜñ÷ïõí åëëéðåßò ôéìÝò êáé óôéò Üëëåò óôÞëåò Ý÷åé äçìéïõñãçèåß ìßá ðáñáë-

ëáãÞ ôçò ðáñáðÜíù äéáäéêáóßáò. ×ñçóéìïðïéåßôáé ìéá åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá (ÅÌ), üðïõ

Ý÷ïõí áíôéêáôáóôáèåß ïé åëëéðåßò ôéìÝò ìå õðïèÝóåéò (áñ÷éêÜ ôï ìÝóï ôçò êÜèå ãñáììÞò)

êáé áõôÝò ïé õðïèÝóåéò áíáíåþíïíôáé êáèþò ç äéáäéêáóßá ðñï÷ùñÜåé.

ÃåíéêÜ ç ôåëåõôáßá ðñïóÝããéóç Ý÷åé êáëýôåñç áðüäïóç óå ó÷Ýóç ìå ôéò K-NN êáé

SVD. Ðáñüëá áõôÜ åßíáé ðïëý ðéï áñãÞ. Ìåôáîý K-NN êáé SVD óå ìåëÝôåò ðïõ Ý÷ïõí

ãßíåé [27], Ý÷åé äåé÷èåß ðåéñáìáôéêÜ üôé ç ìÝèïäïò Ê-ÍÍ Ý÷åé åëáöñþò êáëýôåñç áðüäïóç

áöïý ç SVD Ý÷åé ôï ìåéïíÝêôçìá üôé ïé singular ôéìÝò êõñéáñ÷ïýíôáé áðü ôá ðéï êïéíÜ

ó÷Þìáôá Ýêöñáóçò, ïðüôå áí Ý÷ïõìå åëëéðåßò ôéìÝò óå óðÜíéáò ìïñöÞò ó÷Þìáôá Ýêöñáóçò

äåí ìðïñïýí íá ðñïâëåöèïýí.

3.3 Ïìáäïðïßçóç

¸íáò óçìáíôéêüò óôü÷ïò ôçò áíÜëõóçò ôïõ ìåãÜëïõ üãêïõ äåäïìÝíùí áðü ôéò ìéêñï-

óõóôïé÷ßåò DNA, åßíáé íá îå÷ùñßóïõí âáóéêÝò ìïñöÝò ôéò ãïíéäéáêÞò Ýêöñáóçò, ïé ïðïßåò
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äßíïõí ôçí êýñéá ðëçñïöïñßá ãéá ôçí âéïëïãßá ôùí äåéãìÜôùí. Ãïíßäéá ìå ðáñüìïéá Ýêöñáóç

óå äéÜöïñåò óõíèÞêåò ñõèìßæïíôáé óõíÞèùò áðü ôïõò ßäéïõò ðáñÜãïíôåò. Óáí Ýíá åñãáëåßï

ðåñéãñáöÞò, ç ïìáäïðïßçóç ôùí ó÷çìÜôùí Ýêöñáóçò ìðïñåß íá ìáò áðïêáëýøåé ôÝôïéåò

ó÷Ýóåéò. Ôá ðïóïôéêÜ åðßðåäá Ýêöñáóçò n ãïíéäßùí óå d óõíèÞêåò ìðïñïýí íá èåùñçèïýí

óáí n óçìåßá óå Ýíá d-äéÜóôáôï ÷þñï. Ïé áëãüñéèìïé ïìáäïðïßçóçò âÜæïõí óå ïìÜäåò óç-

ìåßá ðïõ åßíáé êïíôÜ óôïí d-äéÜóôáóçò ÷þñï. Ç ïìáäïðïßçóç Ý÷åé áðïäåé÷èåß ðïëý ÷ñÞóéìç

óå ìåëÝôåò ôïõ êáñêßíïõ [30].

3.3.1 ÌÝôñá áðüóôáóçò êáé ïìïéüôçôáò

Ç £ïìïéüôçôá¤ ìåôáîý ãïíéäßùí ãßíåôáé óõãêåêñéìÝíç áí Ý÷ïõìå ïñßóåé Ýíá ìÝôñï áðüóôá-

óçò Þ Ýíá ìÝôñï ïìïéüôçôáò ðïõ ìðïñåß íá ðåñéãñÜøåé ðïóïôéêÜ ôï ðüóï üìïéåò Þ áíüìïéåò

åßíáé äýï åêöñÜóåéò ãïíéäßùí ìåôáîý ôïõò. Ãéá n ãïíßäéá, ãéá êÜèå æåõãÜñé (Xk; Xl) áðü

ôá (n(n−1)
2

) æåõãÜñéá ãïíéäßùí ìðïñåß íá ìåôñçèåß ç ïìïéüôçôá ôïõ ãéá ôá åðßðåäá Ýêöñáóçò

õðü ôéò N óõíèÞêåò. ¸íá åõñÝùò ÷ñçóéìïðïéïýìåíï ìÝôñï åßíáé ç åõêëåßäéá áðüóôáóç:

d2(Xk; Xl) =

√√√√ N∑
j=1

(Xkj −Xlj)2: (3.8)

¸íá Üëëï âïëéêü ìÝôñï åßíáé ï óõíôåëåóôÞò óõó÷Ýôéóçò ðïõ õðïëïãßæåé ðüóï óõó÷åôéóìÝíá

åßíáé ôá åðßðåäá Ýêöñáóçò ôùí ãïíéäßùí Xk êáé Xl õðü N äéáöïñåôéêÝò óõíèÞêåò:

R(Xk; Xl) =

∑N
j=1(Xkj −Xk)(Xlj −X l)√∑N

i=1(Xkj −Xk)2

√∑N
i=1(Xlj −X l)2

: (3.9)

3.3.2 K-means

Ìéá åõñÝùò ÷ñçóéìïðïéïýìåíç ìÝèïäïò ïìáäïðïßçóçò åßíáé ï áëãüñéèìïò Ê-means êáé äéÜ-

öïñåò ðáñáëëáãÝò ôïõ [31, 32]. ¸÷åé ôï ðëåïíÝêôçìá üôé äåí åðéâÜëåé áõóôçñÞ ó÷Ýóç óå

êÜèå ãïíßäéï, ôï ïðïßï ìðïñåß íá åßíáé ðñïâëçìáôéêü áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ äåí õðÜñ÷åé áðü-

ëõôá äéáäï÷éêÞ ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí ó÷çìÜôùí Ýêöñáóçò. Óå áõôÞí ôçí ìÝèïäï, ôá ãïíßäéá

ôáîéíïìïýíôáé óáí íá áíÞêïõí óå ìßá áðü ôéò k ïìÜäåò. Ç óõììåôï÷Þ êÜèå ãïíéäßïõ óå ìßá

áðü ôéò ïìÜäåò C1; C2; : : : ; Ck ìå êÝíôñï a1; a2; : : : ; ak ∈ RN , õðïëïãßæåôáé áíáèÝôïíôáò

êÜèå ãïíßäéï i óýìöùíá ìå ôï ó÷Þìá Ýêöñáóçò ôïõ ×i, óôçí ïìÜäá ìå ôï êïíôéíüôåñï

êÝíôñï [3]. Ï óôü÷ïò åßíáé ç åýñåóç åìðåéñéêÜ, ôùí âÝëôéóôùí êÝíôñùí a1; :::; ak, þóôå ôï

óöÜëìá

E =
1

n

n∑
i=1

min
0≤j≤k

‖ Xi − aj ‖2; (3.10)

íá åëá÷éóôïðïéåßôáé, üðïõ n o áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí. Áõôü åðéôõã÷Üíåôáé ìå ôçí áêü-

ëïõèç äéáäéêáóßá:

18



Áëãüñéèìïò 2 K-means Áëãüñéèìïò
i := 0

ÁíáèÝôïíôáé ôéìÝò óôá áñ÷éêÜ êÝíôñá a(0)
1 ; :::; a

(0)
k ìå áõèáßñåôï ôñüðï.

repeat

1. Ïìáäïðïéïýíôáé ïé ìåôáâëçôÝò(ãïíßäéá) ×1; :::; ×n, óôéò k ïìÜäåò.

Ãéá ×j, j ∈ [1; :::; n]

Aí ‖ ×j − am ‖2≤‖ ×j − al ‖2 ãéá êÜèå l 6= m,

áíáèÝôåôáé ôï ×j óôçí m ïìÜäá.

2. Áíáíåþíïíôáé ôá êÝíôñá ôùí ïìÜäùí

a(i+1)
m =

∑
j:×j∈C

(i)
m

×j=|C(i)
m |

i := i+ 1

until Íá ìç ãßíïõí óçìáíôéêÝò áëëáãÝò óôá êÝíôñá ôùí ïìÜäùí (Óýìöùíá ìå êÜðïéï

êñéôÞñéï).

3.3.3 Éåñáñ÷éêÞ Ïìáäïðïßçóç

ÁõôÞ ç ìÝèïäïò ïìáäïðïéåß ãïíßäéá óå Ýíá äÝíôñï Þ äåíäñüãñáììá [3,33]. Óôçí áñ÷Þ, êÜèå

ãïíßäéï áðïôåëåß ìéá îå÷ùñéóôÞ ïìÜäá. Îåêéíþíôáò áðü ôéò n ïìÜäåò, ïé äýï ïìÜäåò ìå ôçí

ìéêñüôåñç áðüóôáóç óõã÷ùíåýïíôáé óå ìéá íÝá ïìÜäá êáé ïé ïìÜäåò áíáíåþíïíôáé. ÁõôÞ

ç äéáäéêáóßá åðáíáëáìâÜíåôáé ìÝ÷ñé íá ðñïêýøåé ìéá ïìÜäá.

Ãéá íá áíáíåùèåß ï ðßíáêáò áðïóôÜóåùí üôáí äýï ïìÜäåò Ci êáé Cj óõã÷ùíåýïíôáé óå

ìßá íÝá Cq, ç åñþôçóç êëåéäß åßíáé ðþò íá ïñéóôåß ç áðüóôáóç ôçò íÝáò ïìÜäáò Cq êáé ôùí

Üëëùí ïìÜäùí.

1. Óôçí single linkage ðñïóÝããéóç, ç áðüóôáóç ôçò ïìÜäáò Cq áðü ìéá Üëëç õðÜñ÷ïõóá

ïìÜäá Cs, õðïëïãßæåôáé ùò åîÞò:

d(Cq; Cs) = min(d(Ci; Cs); d(Cj; Cs))

üðïõ d ôï ìÝôñï áðüóôáóçò Þ ïìïéüôçôáò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå.

2. Óôçí complete linkage ðñïóÝããéóç, ç áðüóôáóç õðïëïãßæåôáé ùò åîÞò:

d(Cq; Cs) = max(d(Ci; Cs); d(Cj; Cs)):

3. Óôçí weighted pair group ðñïóÝããéóç,

d(Cq; Cs) = (d(Ci; Cs) + d(Cj; Cs))=2:

4. Óôçí unweighted pair group ðñïóÝããéóç,

d(Cq; Cs) = ai · d(Ci; Cs) + aj · d(Cj; Cs));

üðïõ ai = |Ci|
|Ci|+|Cj | êáé aj =

|Cj |
|Ci|+|Cj | .
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Áëãüñéèìïò 3 Éåñáñ÷éêÞ ïìáäïðïßçóç
repeat

1. Âñßóêïíôáé äýï ïìÜäåò Ci êáé Cj üðïõ

d(Ci; Cj) = minr 6=sd(Cr; Cs)

2. Óõã÷ùíåýïõìå ôá Ci êáé Cj óå ìßá íÝá ïìÜäá Cq.

3. Áíôéêáèßóôáíôáé ôá Ci êáé Cj ìå ôçí íÝá ïìÜäá Cq.

4. Áíáíåþíåôáé ï ðßíáêáò áðïóôÜóåùí ôùí íÝùí ïìÜäùí.

until ¼ëá ôá ãïíßäéá íá âñßóêïíôáé óôçí ßäéá ïìÜäá.

20



ÊåöÜëáéï 4

Bayesian Äßêôõá

4.1 ÅéóáãùãÞ

4.2 Åêðáßäåõóç ôùí ðáñáìÝôñùí ôïõ äéêôýïõ ìå ãíùóôÞ äïìÞ

4.3 Ìáèáßíïíôáò ôç äïìÞ ôïõ äéêôýïõ

4.1 ÅéóáãùãÞ

ÐïëëÝò ôå÷íéêÝò ãéá åêðáßäåõóç âáóßæïíôáé êõñßùò óå äåäïìÝíá. Óå áíôßèåóç, ç ãíþóç ðïõ

ðåñéÝ÷åôáé óå Ýìðåéñá óõóôÞìáôá óõíÞèùò ðñïÝñ÷åôáé áðü åéäéêïýò. Ôá Bayesian äßêôõá

óõíäõÜæïõí ôá êáëýôåñá óôïé÷åßá êáé áðü ôéò äýï ðñïóåããßóåéò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ç áíá-

ðáñÜóôáóç êÜðïéïõ ðñïâëÞìáôïò ìå Bayesian äßêôõá åðéôñÝðåé íá óõíäõÜóïõìå óôáôéóôéêÜ

äåäïìÝíá ìå ôçí õðÜñ÷ïõóá ãíþóç.

¸íá Bayesian äßêôõï åßíáé ìéá ãñáöéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò ãíþóçò. Åðéðñüóèåôá, ç

áíáðáñÜóôáóç Ý÷åé ôõðéêÝò ðéèáíïôéêÝò Ýííïéåò, ãåãïíüò ðïõ ôçí êÜíåé âïëéêÞ ãéá óôáôé-

óôéêÞ åðåîåñãáóßá [34]. Ôçí ôåëåõôáßá äåêáåôßá, ôá Bayesian äßêôõá Ý÷ïõí åîåëé÷èåß óå

ìéá ðïëý äéáäåäïìÝíç áíáðáñÜóôáóç ãéá íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí áâåâáéüôçôá óôçí ãíþóç.

Ðéï ðñüóöáôá, ïé åñåõíçôÝò áíÝðôõîáí ìåèüäïõò ãéá ôçí ìÜèçóç Bayesian äéêôýùí ìå óõí-

äõáóìü åê ôùí ðñïôÝñùí ãíþóçò êáé äåäïìÝíùí. Ïé ôå÷íéêÝò ðïõ áíáðôý÷èçêáí åßíáé

êáéíïýñãéåò êáé åîåëéóóüìåíåò, áëëÜ Ý÷ïõí áðïäåé÷èåß åíôõðùóéáêÜ áðïôåëåóìáôéêÝò óå

ïñéóìÝíá ðñïâëÞìáôá.

×ñçóéìïðïéþíôáò Bayesian äßêôõá, ç äéáäéêáóßá åêðáßäåõóçò Ý÷åé ùò åîÞò: Áñ÷éêÜ åéóÜ-

ãåôáé ç õðÜñ÷ïõóá ðëçñïöïñßá óå Ýíá Bayesian äßêôõï üðùò êáôÜ ôçí êáôáóêåõÞ Ýìðåéñùí

óõóôçìÜôùí. Óôçí óõíÝ÷åéá, ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ôá äåäïìÝíá ãéá íá ôçí åíçìåñþóç áõôÞò

ôçò ãíþóçò, äçìéïõñãþíôáò Ýíá Þ ðåñéóóüôåñá êáéíïýñãéá Bayesian äßêôõá. Ôï áðïôÝëå-

óìá ðåñéÝ÷åé Ýíáí åðáíáðñïóäéïñéóìü ôçò áñ÷éêÞò ãíþóçò êáé óõíÞèùò ôçí áíáãíþñéóç

íÝùí äéá÷ùñéóìþí êáé óõó÷åôßóåùí. Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ åßíáé áíåêôéêÞ üóï áíáöïñÜ ëÜèç

21



ôçò áñ÷éêÞ ãíþóçò. Áêüìá êáé üôáí ç áñ÷éêÞ ãíþóç äåí åßíáé ðëÞñçò, áõôÜ ôá óôïé÷åßá

ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôçí âåëôéþóç ôçò äéáäéêáóßáò ìÜèçóçò.

Ç ìÜèçóç ìå Bayesian äßêôõá åßíáé óå ðïëëÜ óçìåßá ðáñüìïéá ìå áõôÞí ôùí íåõñùíéêþí

äéêôýùí. Ç äéáäéêáóßá ðïõ åöáñìüæåôáé óôá Bayesian äßêôõá, ùóôüóï, Ý÷åé äýï óçìáíôéêÜ

ðëåïíåêôÞìáôá. Ðñþôïí, ìðïñåß åýêïëá íá êùäéêïðïéçèåß ç õðÜñ÷ïõóá ãíþóç êáé íá ÷ñç-

óéìïðïéçèåß ìå óêïðü ôçí áýîçóç ôçò áðïôåëåóìáôéêüôçôáò êáé ôçò áêñßâåéáò óôç ìÜèçóç.

Äåýôåñïí, ïé êüìâïé êáé ïé áêìÝò ôïõ äéêôýïõ óõíÞèùò áíôéóôïé÷ïýí óå áíáãíùñßóéìïõò

äéá÷ùñéóìïýò êáé áéôéáôÝò ó÷Ýóåéò. Óõíåðþò, êÜðïéïò ìðïñåß ðéï åýêïëá íá ìåôáöñÜóåé

êáé íá áíôéëçöèåß ôçí ãíþóç ðïõ åìðåñéÝ÷åé áõôÞ ç áíáðáñÜóôáóç.

4.1.1 Ãåíéêïß Ïñéóìïß

ÐáñáêÜôù ðáñáôßèåíôáé ìåñéêïß ïñéóìïß ðïõ èá öáíïýí ÷ñÞóéìïé óôçí óõíÝ÷åéá.

ÐáñáãïíôéêÜ ÌïíôÝëá

Ðñþôá åéóÜãåôáé ç Ýííïéá ôùí ðáñáãïíôéêþí ìïíôÝëùí (Factored Models). ×ñçóéìïðïéïý-

íôáé ôá êåöáëáßá ãñÜììáôá × , Õ , Æ ãéá ïíüìáôá ìåôáâëçôþí êáé ôá áíôßóôïé÷á ìéêñÜ x,y,z

ãéá óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ðïõ ðáßñíïõí ïé ìåôáâëçôÝò. Óýíïëá ìåôáâëçôþí äçëþíïíôáé ìå

Ýíôïíá ãñÜììáôá X,Y,Z êáé áíôßóôïé÷á ïé ôéìÝò ðïõ ðáßñíïõí ïé ìåôáâëçôÝò åíüò óõíüëïõ

ìå ìéêñÜ Ýíôïíá ãñÜììáôá x,y,z. Óôçí åêðáßäåõóç áðü äåäïìÝíá ôï åíäéáöÝñïí Ýãêåéôáé

óôï íá âñïýìå ôçí êáëýôåñç åîÞãçóç ìÝóá áðü Ýíá óýíïëï ðéèáíþí åîçãÞóåùí. ÁõôÝò ïé

ðéèáíÝò åîçãÞóåéò ïñßæïíôáé áðü Ýíá óýíïëï õðïèÝóåùí ðïõ ëáìâÜíïíôáé õðüøç. ¸óôù

ìßá êëÜóç ìïíôÝëùí M ôÝôïéá þóôå êÜèå ìïíôÝëï M ∈M íá ðáñáìåôñïðïéåßôáé áðü Ýíá

äéÜíõóìá ΘM . ÊÜèå åðéëïãÞ ôéìþí ôïõ ΘM ïñßæåé ìéá êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò P (· : M;ΘM)

óôá ðéèáíÜ óýíïëá äåäïìÝíùí, üðïõ M äçëþíåé ôçí õðüèåóç üôé ç êáôáíïìÞ ðïõ ðáñÜ-

ãåé ôá äåäïìÝíá, ðñïÝñ÷åôáé áðü ôï ìïíôÝëï M . ¸íá ðáñáãïíôéêü ìïíôÝëï M ãéá Ýíá

óýíïëï ìåôáâëçôþí U = {X1; :::; Xn} åßíáé ìéá ðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá ìå ðáñáìÝôñïõò

ΘM = 〈ΘM
1 ; :::;Θ

M
k 〉 ôï ïðïßï ïñßæåé ìßá áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôá ôçò ìïñöÞò:

P (X1; :::; Xn|M;ΘM) =
n∏
i

fMi (X1; :::; Xn; Θ
M
i ); (4.1)

üðïõ êÜèå fMi åßíáé Ýíáò ðáñÜãïíôáò ôïõ ïðïßïõ ç ôéìÞ åîáñôÜôáé Üðï êÜðïéåò ìåôáâëçôÝò

X1; :::; Xn. ¸íá ðáñáãïíôéêü ìïíôÝëï åßíáé äéá÷ùñßóéìï üôáí ï ÷þñïò ôùí éêáíþí ôéìþí

ôùí ðáñáìÝôñùí ΘM ðñïêýðôåé áðü ôï åîùôåñéêü ãéíüìåíï ôùí éêáíþí ôéìþí ôùí ðáñáìÝ-

ôñùí ΘM
i ãéá êÜèå fMi . Ìå Üëëá ëüãéá, üôáí ìðïñïýí íá óõíäõóôïýí éêáíÝò ðáñáìåôñï-

ðïéÞóåéò äéáöïñåôéêþí ðáñáãüíôùí ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò. ÉêáíÝò ôéìÝò ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò

ΘM åßíáé áõôÝò ðïõ éêáíïðïéïýí ôïõò ðåñéïñéóìïýò �Mijk > 0 êáé
∑

k �
M
ijk = 1 üðïõ k ç

áíÜèåóç ôéìÞò ãéá ôçí ìåôáâëçôÞ i, êáé j ìßá áíÜèåóç ôéìþí ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò áðü ôéò

ïðïßåò åîáñôÜôáé ç ìåôáâëçôÞ i.

Õðüèåóç 4.1. ¼ëá ôá ìïíôÝëá Ì åßíáé äéá÷ùñßóéìá ðáñáãïíôéêÜ ìïíôÝëá.
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Õðüèåóç 4.2. Ãéá Ýíá ìïíôÝëï Ì , êÜèå ìåôáâëçôÞ åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôïõò ðñïãüíïõò

ôçò, äïèÝíôïò ôïõ óõíüëïõ ôùí ðáôÝñùí ôçò.

P (X1; :::; Xn|M;ΘM) =
n∏
i

fMi (Xi|Pai; ΘM
i ) (4.2)

ÁõôÞ ç óõíèÞêç ïíïìÜæåôáé êáé õðü óõíèÞêç áíåîáñôçóßá Þ óõíèÞêç Markov êáé åßíáé

âáóéêÞ õðüèåóç óôá Bayesian äßêôõá.

4.1.2 Ïñéóìüò Bayesian äéêôýùí

¸íá Bayesian äßêôõï åßíáé Ýíá áêõêëéêü êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá ðïõ áíáðáñéóôÜ ìéá

áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò óôï óýíïëï ìåôáâëçôþí U. Ìðïñåß íá äçëùèåß áðü

ìéá ôñéðëÝôá Â = 〈G;P;Θ〉. Ôï ðñþôï óôïé÷åßï G, åßíáé Ýíá áêõêëéêü êáôåõèõíüìåíï

ãñÜöçìá ðïõ ïé êüìâïé áíôéóôïé÷ïýí óôéò ìåôáâëçôÝò X1; :::; Xn ôïõ U êáé áíáðáñéóôÜ

ôï áêüëïõèï óýíïëï õðïèÝóåùí áíåîáñôçóßáò: êÜèå ìåôáâëçôÞ Xi åßíáé áíåîÜñôçôç áðü

üëåò ôéò Üëëåò ìåôáâëçôÝò äïèÝíôïò ôïõ óõíüëïõ ôùí ðáôÝñùí ôçò. Ôï äÝõôåñï óôïé÷åßï

P åßíáé Ýíá óýíïëï áðü ôïðéêÜ ìïíôÝëá P1; :::; Pn. ÊÜèå ôïðéêü ìïíôÝëï áíôéóôïé÷ßæåé ôéò

ðéèáíÝò ôéìÝò Pai ôïõ óõíüëïõ Pai ðáôÝñùí ôïõ Xi, óå Ýíá ìÝôñï ðéèáíüôçôáò ãéá ôï Xi.

Ôá ôïðéêÜ ìïíôÝëá ðáñáìåôñïðïéïýíôáé áðü ôéò ðáñáìÝôñïõò Θi. ¸íá Bayesian äßêôõï B

ïñßæåé ìéá ìïíáäéêÞ áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò PB ãéá ôï U ðïõ äßíåôáé ùò åîÞò:

PB(X1; :::; Xn) =
n∏
i=1

Pi(Xi|Pai; Θi): (4.3)

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôá Bayesian äßêôõá åßíáé ðáñáãïíôéêÜ ìïíôÝëá. ÅðéðëÝïí åßíáé äéá÷ù-

ñßóéìá áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ ï óõíäõáóìüò ôùí éêáíþí ôéìþí ãéá ôéò ôïðéêÝò ðáñáìÝôñïõò

ïñßæåé Ýíá ìÝôñï ðéèáíüôçôáò.

Ç åðüìåíç õðüèåóç åßíáé ùò ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôùí ðáñáãüíôùí óôá ðáñáãïíôéêÜ ìï-

íôÝëá. Ïé ðáñÜãïíôåò áðáéôåßôáé íá áíÞêïõí óôçí åêèåôéêÞ ïéêïãÝíåéá [35]. ¸íáò ðáñÜ-

ãïíôáò åßíáé åêèåôéêüò áí êáé ìüíï áí ìðïñåß íá ïñéóôåß ìå ôçí ìïñöÞ

f(X : Θ) = et(Θ)·s(X) (4.4)

üðïõ t(Θ) êáé s(X) åßíáé óõíáñôÞóåéò ìå äéáíõóìáôéêÝò ôéìÝò ßäéáò äéÜóôáóçò êáé (·) ôï
åóùôåñéêü ãéíüìåíï. Ïé åêèåôéêïß ðáñÜãïíôåò ðåñéëáìâÜíïõí ôéò ðïëõùíõìéêÝò (multino-

mial), ìïíïäéÜóôáôåò êáé ðïëõäéÜóôáôåò Gaussian êáôáíïìÝò üðùò êáé Üëëåò ãíùóôÝò

êáôáíïìÝò [35].

Õðüèåóç 4.3. ¼ëá ôá ìïíôÝëá óôï M ðåñéÝ÷ïõí ìüíï åêèåôéêïýò ðáñÜãïíôåò 1.

Ìéá áêüìç âáóéêÞ õðüèåóç óôá Bayesian äßêôõá åßíáé ç áíåîáñôçóßá ôùí äåäïìÝíùí.

1Äåí óçìáßíåé ðùò äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ðáñÜãïíôåò ðïõ äåí åßíáé åêèåôéêïß. ¼ðùò èá äïýìå óôçí

óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé ìç åêèåôéêïýò ðáñÜãïíôåò. Óå ðïëëÜ üìùò èåùñÞìáôá êáé óõìðåñÜóìáôá

óôçí óõíÝ÷åéá åßíáé áðáñáßôçôç ðñïûðüèåóç.
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Õðüèåóç 4.4. Ôá óôéãìéüôõðá óôï óýíïëï äåäïìÝíùí D ðñïêýðôïõí áíåîÜñôçôá ìåôáîý

ôïõò, äïèÝíôïò åíüò Bayesian äéêôýïõ.

P (D|M) =
N∏
i=1

P (Di|M) (4.5)

Ãéá íá äåßîïõìå ôçí áíáðáñÜóôáóç, áò ëÜâïõìå õðüøç ôï ÷þñï ôçò åðßëõóçò ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò åíüò áõôïêéíÞôïõ ðïõ äåí îåêéíÜ. Ôï ðñþôï âÞìá ãéá ôçí êáôáóêåõÞ åíüò Âayesian

äéêôýïõ åßíáé íá áðïöáóßóïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò êáé ôéò êáôáóôÜóåéò ôïõ ìïíôÝëïõ. Ìéá

ðéèáíÞ åðéëïãÞ ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé ç Ìðáôáñßá (Ì) ìå êáôáóôÜóåéò

êáëÞ êáé êáêÞ, ôá Êáýóéìá (Ê) ìå êáôáóôÜóåéò ãåìÜôï êáé Üäåéï, ï ÌåôñçôÞò (ÌÔ) ìå

êáôáóôÜóåéò ãåìÜôï êáé Üäåéï, Ãýñíá ðßóù (Ã) ìå êáôáóôÜóåéò íáé êáé ü÷é êáé Åêêßíçóç

(Å) ìå êáôáóôÜóåéò íáé êáé ü÷é. ÖõóéêÜ èá ìðïñïýóáìå íá ëÜâïõìå õðüøç êáé ðïëëÝò

Üëëåò ìåôáâëçôÝò üðùò êáé óôï öõóéêü ðñüâëçìá, Þ áêüìá íá áíáðáñáóôÞóïõìå êÜðïéåò

áðï ôéò ìåôáâëçôÝò ìå óõíå÷åßò ôéìÝò.

Ôï åðüìåíï âÞìá óôçí êáôáóêåõÞ åíüò Âayesian äéêôýïõ åßíáé ç êáôáóêåõÞ åíüò êá-

ôåõèõíüìåíïõ áêõêëéêïý ãñáöÞìáôïò ðïõ èá êùäéêïðïéåß ôéò õðïèÝóåéò ìáò ãéá ôçí õðü

óõíèÞêç áíåîáñôçóßá ôùí ìåôáâëçôþí. ÄïèÝíôïò ôïõ óõíüëïõ U = {X1; :::Xn}, ç áðü

êïéíïý êáôáíïìÞ ôïõ U ìðïñåß íá ãñáöåß, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí êáíüíá ôçò áëõóßäáò ôùí

ðéèáíïôÞôùí ùò åîÞò:

P (X1; :::; Xn) =
n∏
i=1

P (Xi|X1; :::; Xi−1) (4.6)

Ôþñá ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ ×i, èá õðÜñ÷åé êÜðïéï õðïóýíïëï Pai ⊆ {X1; :::Xn} ôÝôïéï þóôå
ôá ×i êáé {X1; :::Xn} íá åßíáé õðü óõíèÞêç áíåîÜñôçôá ìåôáîý ôïõò äïèÝíôïò ôïõ óõíüëïõ
Pai. ¸ôóé

P (Xi|X1; :::; Xn) = P (Xi|Pai) (4.7)

Ïé õðü óõíèÞêç áíåîáñôçóßåò êáèïñßæïõí ôçí äïìÞ ôïõ Bayesian äéêôýïõ. Ïé êüìâïé

óôçí äïìÞ áíôéóôïé÷ïýí óå ìåôáâëçôÝò óôï ðñüâëçìá. Ïé ðáôÝñåò ôïõ ×i áíôéóôïé÷ïýí

óôï óýíïëï Pai. Óôï ðáñÜäåéãìá ìáò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí óåéñÜ Ì;Ê;MT;Γ êáé Å

ðñïêýðôïõí ïé õðü óõíèÞêç áíåîáñôçóßåò

P (K|M) = P (K)

P (MT |M;K) = P (MT |M;K)

P (Γ|M;K;MT ) = P (Γ|M)

P (E|M;K;MT;Γ) = P (E|K;Γ)

(4.8)

Óõíåðþò ðáßñíïõìå ôçí äïìÞ ôïõ Ó÷Þìáôïò (4.1).
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Μπαταρία

Γύρνα πίσω

Μετρητής

Καύσιµα

Εκκίνηση

Ó÷Þìá 4.1: ¸íá áðëü äßêôõï ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá Ýíá áõôïêßíçôï ðïõ

äåí îåêéíÜ

4.2 ÌÜèçóç ôùí ðáñáìÝôñùí ôïõ äéêôýïõ ãéá ãíùóôÞ äïìÞ

¸óôù ï ÷þñïò ìåôáâëçôþí U = {X1; :::; Xn} êáé Ýíá óýíïëï äåéãìÜôùí D ðïõ ðñïÝñ÷åôáé

áðü ôçí áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ôïõ ÷þñïõ. ÃåíéêÜ ãéá Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá ðïõ ðñïÝñ÷åôáé

áðü ìéá êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò, ïé åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôåò ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò ôçò

êáôáíïìÞò ìðïñïýí íá áíáíåùèïýí. ÁõôÞ ç áíáíÝùóç åßíáé ó÷åôéêÜ áðëÞ (óôçí ðåñßðôùóç

ðïõ ôá äåäïìÝíá åßíáé ðëÞñç) üôáí ïé åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôåò áíÞêïõí óôçí ïéêïãÝíåéá

ôùí óõæõãþí êáôáíïìþí [35]. Ðéï óõãêåêñéìÝíá áí õðïôåèåß üôé Ýíá ãíùóôü äßêôõï M

áíáðáñéóôÜ ôçí áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ôïõ ÷þñïõ êáé üôé ïé ðáñÜìåôñïé åßíáé áíåîÜñôçôåò

ìåôáîý ôïõò, ìðïñïýí íá âñåèïýí ïé ðáñáìÝôñïé ðïõ ôáéñéÜæïõí êáëýôåñá óôá äåäïìÝíá D

êáé óôéò åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíïôÞôåò ôùí ðáñáìÝôñùí.

4.2.1 ÄéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò- ÐïëõíõìéêÝò (multinomial) êáôáíïìÝò

¸óôù ç äéáêñéôÞ ìåôáâëçôÞ Xi ìå áñéèìü ðéèáíþí êáôáóôÜóåùí ri êáé ðáñáìÝôñïõò �ijk =

P (Xi = k|Pai = j)). Ôá åðáñêÞ óôáôéóôéêÜ (su�cient statistics) åßíáé ôá Nijk äçëáäÞ ï

áñéèìüò ôùí ãåãïíüôùí Xi = k êáé Pai = j üðïõ k ìßá ðéèáíÞ ôéìÞ ôçò ìåôáâëçôÞò Xi êáé

j ìßá ðéèáíÞ áíÜèåóç ôéìþí óôï óýíïëï ðáôÝñùí Pai ôçò ìåôáâëçôÞò Xi. Ïé Maximum

Likelihood (ML) ðáñÜìåôñïé äßíïíôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

�̂ijk =
Nijk

Nij
(4.9)
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üðïõ Íij =
∑ri

k=1Nijk. ¸óôù ôþñá üôé êÜèå óýíïëï ðáñáìÝôñùí Θij = {�ij1; :::; �ijê}
áêïëïõèåß ìéá Dirichlet åê ôùí ðñïôÝñùí êáôáíïìÞ

P (Θij|Ì) = c ·
ri∏
k

�
aijk−1

ijk (4.10)

üðïõ c ìéá óôáèåñÜ êáíïíéêïðïßçóçò êáé aijk õðåñðáñÜìåôñïé ôçò Dirichlet êáôáíïìÞò. Ç

åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá ôùí ðáñáìÝôñùí äïèÝíôùí ôïõ ìïíôÝëïõ êáé ôùí äåäïìÝíùí

åßíáé:

P (Θij|D;Ì) = c′ ·
ri∏
k

�
áijk+Nijk−1

ijk (4.11)

üðïõ c′ ìéá Üëëç óôáèåñÜ êáíïíéêïðïßçóçò. Ïé Maximum a posteriori (MAP) ðáñÜìåôñïé

åßíáé

�̂ijk =
Nijk + áijk
Nij + áij

(4.12)

üðïõ áij =
∑ri

k=1 áijk.

4.2.2 Óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò- Gaussian êáôáíïìÞ

¸óôù ç óõíå÷Þò ìåôáâëçôÞ Xi êáé ôï óýíïëï ðáôÝñùí ôçò Pai. Ç õðü óõíèÞêç êáôáíïìÞ

åßíáé

f(xij|paij) = (2��2
i )
− 1

2 exp

(
− 1

2�2
i

(xij − uij)2

)
üðïõ uij = �i+

∑
k∈Pai bk(xkj−�k), bk ïé óõíôåëåóôÝò ðáëéíäñüìçóçò óôéò áêìÝò åéóåñ÷ï-

ìÝíåò óôïí êüìâï i áðü ôïõò ðáôÝñåò ôïõ, �i, �i ôï ìÝóï êáé ç äéáóðïñÜ ôçò ìåôáâëçôÞò i

êáé �k ôï ìÝóï ôïõ ðáôÝñá k. Éóïäýíáìá, ìðïñåß íá ãñáöåß ùò

xij = �i +
∑
k∈Pai

bk(xkj − �k) + �iWi (4.13)

üðïõ Wi ∼ N(0; 1) ìßá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ëåõêïý èïñýâïõ.

Ç ðñïóÝããéóç ðïõ áêïëïõèåßôáé åßíáé ç ìïíôåëïðïßçóç ôçò áðü êïéíïý êáôáíïìÞò êÜèå

ìåôáâëçôÞò êáé ôùí ðáôÝñùí ôçò óáí ìéá MVG (minimum variance gaussian), ï õðïëïãß-

óìïò ôùí åðáñêþí óôáôéóôéêþí êáé ç åýñåóç ôùí ML ðáñáìÝôñùí ôçò. Ôá åðáñêÞ óôáôé-

óôéêÜ ãéá ìéá MVG êáôáíïìÞ ãéá Í äåßãìáôá åßíáé sN =
∑N

`=1 x` êáé QN =
∑N

`=1 x`x
T
`

üðïõ xl äéÜíõóìá ìå ôéò l-éïóôÝò ôéìÝò ôçò ìåôáâëçôÞò êáé ôùí ðáôÝñùí ôçò óôá äåäïìÝíá.

Ïé ML ðáñÜìåôñïé ãéá ôçí áðü êïéíïý êáôáíïìÞ äßíïíôáé áðü ôéò áêüëïõèåò ó÷Ýóåéò:

�̂ =
1

N
sÍ =

1

N

N∑
`=1

x` (4.14)

êáé

Σ̂N =
1

N
QÍ − �̂�̂T (4.15)
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áöïý V ar[× ] = E[××Ô ]− (E[× ]Å[× ]Ô). ¸óôù ôþñá ×1 ôï ðáéäß êáé ×2 ïé ðáôÝñåò

X =

(
X1

X2

)
; �X =

(
�X1

�X2

)
; ΣX =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
; (4.16)

Ïé ðáñÜìåôñïé ôïõ êüìâïõ äßíïíôáé áðü ôçí õðü óõíèÞêç êáôáíïìÞ ôïõ X1 äïèÝíôïò ôïõ

X2. Ðñïêýðôåé

�X1|X2 = E[X1|X2 = x2] = �X1 + Σ12Σ
−1
22 (x2 − �X2) (4.17)

êáé

ΣX1|X2 = Σ11 − Σ12Σ
−1
22 Σ21: (4.18)

Óõãêñßíïíôáò ôéò (4.13), (4.17) êáé (4.18) ïé ôïðéêÝò ðáñÜìåôñïé ãéá êÜèå êüìâï äßíï-

íôáé ùò åîÞò

Â = Σ12Σ
−1
22 (4.19)

� = �×1 −B�×2 (4.20)

Σ = Σ11 −BΣ21 (4.21)

4.3 Ìáèáßíïíôáò ôçí äïìÞ ôïõ äéêôýïõ

Óôçí óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå ôçí ðåñßðôùóç ðïõ åßìáóôå áâÝâáéïé ü÷é ìüíï ãéá ôéò ðáñá-

ìÝôñïõò, áëëÜ êáé ãéá ôçí äïìÞ ôïõ äéêôýïõ. Ç áâåâáéüôçôá áõôÞ ìðïñåß íá åêöñáóôåß

áíáèÝôïíôáò ìéá åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá P (Ì) óå êÜèå ðéèáíÞ äïìÞ M ∈ M ôïõ

äéêôýïõ.

¸óôù üôé P (D|M) åêöñÜæåé ôçí õðüèåóç üôé ôá äåäïìÝíá D åßíáé Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá

áðü ôçí Bayesian äïìÞ M . Áðü ôïí êáíüíá ôïõ Bayes ãéá ôçí åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá

ôïõ äéêôýïõ M äïèÝíôïò ôïõ óõíüëïõ äåäïìÝíùí D ðñïêýðôåé:

P (M |D) = c · P (M)P (D|M) (4.22)

üðïõ c = 1
/∑

M ′ P (M ′)P (D|M ′) óôáèåñÜ êáíïíéêïðïßçóçò êáéM ′ üëá ôá ðéèáíÜ ìïíôÝëá.

Ç åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá ôùí ðáñáìÝôñùí äïèÝíôïò ôïõ äéêôýïõ M êáé ôïõ óõíüëïõ

äåäïìÝíùí D äßíåôáé ùò:

P (ΘM |D;M) =
P (ΘM |M)P (D|ΘM ;M)

P (D|M)
(4.23)

üðïõ

P (D|M) =

∫
P (D|ΘM ;M)P (ΘM |M)dΘM (4.24)

åßíáé ç ðéèáíïöÜíåéá ðåñéèùñßïõ (marginal likelihood). ¸óôù êÜðïéá õðüèåóç h, ïñß-

æïõìå ôçí ðéèáíüôçôá ç õðüèåóç h íá åßíáé áëçèÞò äïèÝíôïò ôïõ óõíüëïõ äåäïìÝíùí D,
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£æõãßæïíôáò¤ (averaging) üëá ôá ðéèáíÜ ìïíôÝëá êáé ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ óýìöùíá ìå ôïõò

êáíüíåò ôùí ðéèáíïôÞôùí:

P (h|D) =
∑
M

P (M |D)P (h|D;M); (4.25)

P (h|D;M) =

∫
P (h|ΘM ;M)P (ΘM |D;M)dΘM : (4.26)

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí h ç õðüèåóç üôé åðüìåíç ðáñáôÞñçóç åßíáé xN+1, ôüôå ðñïêýðôåé

P (xN+1|D) =
∑
M

(P (M |D)

∫
P (xN+1|ΘM ;M)P (ΘM |D;M)dΘM ; (4.27)

üðïõ P (xN+1|ΘM ;M) ç ðéèáíïöÜíåéá ãéá ôï ìïíôÝëï M . Ç ðáñáðÜíù ðñïóÝããéóç áíá-

öÝñåôáé óõíÞèùò ùò Bayesian £æýãéóìá¤ ìïíôÝëùí (Bayesian model averaging). Ðáñáôç-

ñïýìå üôé äåí ìáèáßíåôáé ìßá ìüíï äïìÞ. Áíôßèåôá, £æõãßæïíôáé¤ üëá ôá ðéèáíÜ ìïíôÝëá

áðü ôçí åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíïöÜíåéá ôïõò. Ç ìÝèïäïò áõôÞ äåí åßíáé êáôÜëëçëç ãéá êÜèå

åßäïõò áíÜëõóç. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìðïñåß íá åðéèõìïýìå ìüíï Ýíá Þ ìåñéêÜ ìïíôÝëá ãéá

ôçí êáôáíüçóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò Þ ãéá ãñÞãïñåò ðñïâëÝøåéò. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç,

åðéëÝãïõìå Ýíá Þ ìåñéêÜ £êáëÜ¤ ìïíôÝëá áðü üëá ôá ðéèáíÜ. Ç ðáñáðÜíù ðñïóÝããéóç ïíï-

ìÜæåôáé åðéëïãÞ ìïíôÝëïõ (model selection) üôáí ãßíåôáé åðéëïãÞ åíüò ìïíáäéêïý ìïíôÝëoõ

êáé åðéëåêôéêü £æýãéóìá¤ ìïíôÝëùí (selective model averaging) üôáí ãßíåôáé åðéëïãÞ ðáñá-

ðÜíù ôïõ åíüò ìïíôÝëïõ. Ïé ðáñáðÜíù ðñïóåããßóåéò åßíáé åðßóçò ÷ñÞóéìåò üôáí äåí åßíáé

åöéêôü íá £æõãéóôïýí¤ üëá ôá ðéèáíÜ ìïíôÝëá.

4.3.1 ÌÝôñá Áîéïëüãçóçò (Scoring Metrics)

Ôï ðéï óçìáíôéêü åñþôçìá åßíáé êáôÜ ðüóï ìðïñåß íá ðñïóåããéóôåß ç ðéèáíüôçôá P (xN+1|D)

÷ñçóéìïðïéþíôáò Ýíá ìéêñü ó÷åôéêÜ óýíïëï ìïíôÝëùí. Áõôü ôï åñþôçìá åßíáé äýóêïëï

íá áðáíôçèåß èåùñçôéêÜ. Ùóôüóï, ðïëëïß åñåõíçôÝò Ýäåéîáí ðåéñáìáôéêÜ üôé êáé ìüíï ìßá

£êáëÞ¤ äïìÞ äéêôýïõ óõ÷íÜ ìðïñåß íá äþóåé ìéá ðïëý êáëÞ ðñïóÝããéóç [36]. Áõôü ôï

óõìðÝñáóìá åßíáé êáé ç âáóéêÞ áéôßá ãéá ôï ìåãÜëï åñåõíçôéêü åíäéáöÝñïí ðïõ õðÜñ÷åé

ó÷åôéêÜ ìå ôá Bayesian äßêôõá ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá.

Ìå äåäïìÝíï ôï ðñïçãïýìåíï óõìðÝñáóìá, Ýíá Üëëï óçìáíôéêü èÝìá åßíáé ï ðñïóäéïñé-

óìüò ôïõ ðüóï "êáëÞ" åßíáé ìéá äïìÞ äéêôýïõ. Ç ðñïóÝããéóç ðïõ êõñßùò ÷ñçóéìïðïéåßôáé

åßíáé ï óõíäõáóìüò åíüò ìÝôñïõ áîéïëüãçóçò êáé åíüò åõñåôéêïý áëãïñßèìïõ. Ôá ìÝôñá

áîéïëüãçóçò ðáßñíïõí ìéá åê ôùí ðñïôÝñùí ãíþóç, Ýíá óýíïëï äåäïìÝíùí êáé Ýíá óýíïëï

äïìþí ôïõ äéêôýïõ êáé õðïëïãßæïõí ðüóï êáëÜ ôáéñéÜæåé êÜèå äßêôõï óôá äåäïìÝíá êáé

óôçí åê ôùí ðñïôÝñùí ãíþóç. Ïé åõñåôéêïß áëãüñéèìïé ìáò äßíïõí ôéò äïìÝò ðïõ ðñüêåéôáé

íá áîéïëïãçèïýí.

¸íá ðñïöáíÝò ìÝôñï ãéá ìßá äïìÞ åßíáé ç ó÷åôéêÞ åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá ôïõ

äéêôýïõ äïèÝíôùí ôùí äåäïìÝíùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå P (D;M) =

P (M)P (D|M) Þ íá õðïëïãßóïõìå ôïí ðáñÜãïíôá Bayes P (D|M)=P (D|ÌS0) üðïõ ÌS0

åßíáé Ýíá äßêôõï áíáöïñÜò üðùò ôï êåíü äßêôõï. Óôçí óõíÝ÷åéá ðåñéãñÜöïõìå ôéò óçìáíôé-

êüôåñåò ðñïóåããßóåéò ôçò ðéèáíüôçôáò ôùí äåäïìÝíùí äïèÝíôïò ôïõ äéêôýïõ Ì .
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Bayesian Dirichlet (BD) ìÝôñï

Õðü ïñéóìÝíåò õðïèÝóåéò ïé õðïëïãéóìïß ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôá Bayesian £æýãéóìá¤ ìïíôÝ-

ëùí, åðéëïãÞ ìïíôÝëïõ, åðéëåêôéêü £æýãéóìá¤ ìïíôÝëùí ìðïñïýí íá ãßíïõí áðïôåëåóìáôéêÜ

êáé óå êëåéóôÞ ìïñöÞ. Ïé õðïèÝóåéò áõôÝò åßíáé:

1. ÊÜèå ìåôáâëçôÞ åßíáé äéáêñéôÞ. ×ñçóéìïðïéïýìå xik êáé paij ãéá íá äçëþóïõìå ôçí

k-ïóôÞ ðéèáíÞ êáôÜóôáóç ôçò ìåôáâëçôÞò Xi êáé ôçí j-ïóôÞ ðéèáíÞ áíÜèåóç ôéìþí

ôïõ óõíüëïõ ðáôÝñùí Pai óôï ìoíôÝëï, ôçò ìåôáâëçôÞò Xi. Åðßóçò, ÷ñçóéìïðïéïýìå

ri êáé qi ãéá íá äçëþóïõìå ôïí áñéèìü ôùí ðéèáíþí êáôáóôÜóåùí ôçò Xi êáé ôïí

áñéèìü ôùí ðéèáíþí áíáèÝóåùí ôéìþí ôïõ óõíüëïõ Pai áíôßóôïé÷á.

2. ÊÜèå ôïðéêÞ êáôáíïìÞ P (xik|paij;ΘM ;M) áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óýíïëï áðü ðïëõù-

íõìéêÝò êáôáíïìÝò, ìßá ðïëõùíõìéêÞ êáôáíïìÞ ãéá êÜèå i êáé j. ¸ôóé

P (xik|paij;Θm;M) = �ijk;

üðïõ �ijk ðáñÜìåôñïé ðïõ éêáíïðïéïýí �ijk > 0 ãéá êÜèå i, j êáé k êáé
∑ri

k=1 �ijk = 1

ãéá êÜèå i êáé j. Ãéá åõêïëßá åéóÜãåôáé ôï óýíïëï ðáñáìÝôñùí

Θij = {�ij1; :::; �ijk};

ãéá êÜèå i êáé j.

3. Ôá óýíïëá ðáñáìÝôñùí Θij åßíáé áìïéâáßá áíåîÜñôçôá:

P (ΘM |M) =
n∏
i=1

qi∏
j=1

P (Θij|M):

4. ÊÜèå óýíïëï ðáñÜìåôñùí Θij Ý÷åé ìéá Dirichlet êáôáíïìÞ:

P (Θij|M) = Dir(Θij|aij1; :::; aijri) ∝
ri∏
k=1

�
aijk−1

ijk ;

ìå õðåñ-ðáñáìÝôñïõò aijk > 0 ãéá êÜèå i, j êáé k.

5. Ôï óýíïëï äåäïìÝíùí D åßíáé ðëÞñåò.

Õðü áõôÝò ôéò óõíèÞêåò, ïé ðáñÜìåôñïé ðáñáìÝíïõí áíåîÜñôçôïé äïèÝíôïò åíüò ôõ÷áßïõ

äåßãìáôïò ôïõ D ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ÷áìÝíç ðáñáôÞñçóç,

P (ΘM |D;M) =
n∏
i=1

ri∏
j=1

P (Θij|D;Ì); (4.28)

êáé ç åê ôùí õóôÝñùí êáôáíïìÞ ðéèáíïöÜíåéáò ãéá êÜèå Θij áêïëïõèåß ìéá Dirichlet êáôá-

íïìÞ

P (Θij|D;M) = Dir(Θij|aij1 +Nij1; :::; aijri +Nijri); (4.29)
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üðïõ Nijk ï áñéèìüò ôùí ðåñéðôþóåùí óôï D üðïõ Xi = xik êáé Pai = paij. Åðéðñüóèåôá,

ðáßñíïõìå ãéá ôçí ðåñéèùñéïðïéçìÝíç ðéèáíïöÜíåéá

P (D|M) =
n∏
i=1

qi∏
j=1

Γ(N ′
ij)

Γ(N ′
ij +Nij)

·
ri∏
k=1

Γ(N ′
ijk +Nijk)

Γ(N ′
ijk)

; (4.30)

üðïõ aij =
∑ri

k=1 aijk êáé Nij =
∑ri

k=1Nijk. Ç áðüäåéîç äßíåôáé óôçí áíáöïñÜ [36].

BIC êáé MDL ìÝôñï

Ìéá Üëëç ðñïóÝããéóç, ðïëý äéáäåäïìÝíç, åßíáé ç ðñïóÝããéóç ôçò åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôç-

ôáò. Õðïôßèåôáé üôé ç ðéèáíüôçôá óõãêåíôñþíåôáé ãýñù áðü ôçí ðåñéï÷Þ ôùí ðáñáìÝôñùí

Θ̂M ðïõ ìåãéóôïðïéïýí ôçí åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá. Ïðüôå ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç ðñï-

óÝããéóç P (D|M) ≈ P (D|M; Θ̂M). ¼ìùò äåí ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß áõôïýóéá áõôÞ

ç ðïóüôçôá åðåéäÞ åõíïåß ôá ðéï ðïëýðëïêá äßêôõá. Áõôü ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò üôé äåí

ôßèåíôáé éó÷õñïß ðåñéïñéóìïß óôéò ðáñáìÝôñïõò ΘM . Ìå ëßãá ëüãéá ðáñáôçñåßôáé ôï öáéíü-

ìåíï ôçò õðåñåêðáßäåõóçò (over�tting). Ãéá áõôü áêñéâþò ôïí ëüãï ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé

Ýíá êñéôÞñéï ôï üðïéï äßíåé ìåãÜëõôåñï âÜñïò óôá ðéï áðëÜ äßêôõá óå ó÷Ýóç ìå ôá ðéï

ðïëýðëïêá. Ï Akaike [37] ðñüôåéíå ôï Ýîçò ìÝôñï áîéïëüãçóçò

logP (D|M; Θ̂M) +Dim(M) (4.31)

üðïõ Ì ôï ìïíôÝëï êáé Dim(M) ï áñéèìüò ôùí ëïãéêÜ áíåîÜñôçôùí ðáñáìÝôñùí ôïõ

Ì . Áõôü ôï ìÝôñï áîéïëüãçóçò ïíïìÜæåôáé Akaike information criterion (AIC). Ãéá Ýíá

Bayesian äßêôõï, Ý÷ïõìå

Dim(M) =
n∏
i=1

qi(ri − 1) (4.32)

Ï Schwarz [38] ðñüôåéíå Ýíá ðáñüìïéï ìÝôñï áîéïëüãçóçò ìå üñï ðïéíÞò PEN = 1
2
Dim(M) log(Í)

ôï ïðïßï åßíáé ãíùóôü ùò Bayesian Information criterion (BIC). ¸íá ðáñüìïéï ìå ôï BIC

ìÝôñï åßíáé êáé ôï minimum description length (MDL) üðïõ óáí ðïéíÞ ïñßæåôáé ï áñéèìüò

ôùí bit ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá íá êùäéêïðïéçèïýí ôá äåäïìÝíá äïèÝíôïò ôïõ ìïíôÝëïõ.

Ìéá óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé êáèþò ï áñéèìüò ôùí äåäïìÝíùí D ðëçóéÜæåé

èåùñçôéêÜ ôï Üðåéñï, ôï BD ìå ïìïéüìïñöç (uniform) åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá óôéò

ðáñáìÝôñïõò, ôá ÂÉC êáé MDL ìáò äßíïõí ôï ßäéï ìÝôñï. Äõóôõ÷þò áõôü óôçí ðñÜîç äåí

åßíáé åöéêôü.

4.3.2 Åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôåò óôçí äïìÞ

H åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá êáé áñêåôÜ ìÝôñá áîéïëüãçóçò óôç èåùñßá áðüöáóçò áðáé-

ôïýí ôçí áíÜèåóç åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíïôÞôùí óå üëåò ôéò ðéèáíÝò äïìÝò. ÐáñáêÜôù

ðåñéãñÜöïõìå Ýíá ôñüðï ðïõ áõôü åðéôõã÷Üíåôáé, üðùò äüèçêå áðü ôïõò Heckerman et

al. [39].
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Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ áðáéôåß ï ÷ñÞóôçò íá öôéÜîåé ôçí äïìÞ åíüò åê ôùí ðñïôÝñùí äé-

êôýïõ ãéá ôï ðñüâëçìá. Ç ìÝèïäïò õðïèÝôåé üôé áõôü ôï äßêôõï åßíáé ç £êáëýôåñç¤ õðü-

èåóç ôïõ ÷ñÞóôç ãéá ôçí äïìÞ ôïõ äéêôýïõ ðïõ áíáðáñéóôÜ ôéò öõóéêÝò ðéèáíüôçôåò. Äï-

èåßóáò ìéáò åê ôùí ðñïôÝñùí äïìÞò ôïõ äéêôýïõ P , õðïëïãßæïõìå ôéò åê ôùí ðñïôÝñùí

ðéèáíüôçôåò ôùí äéêôýùí M ùò åîÞò. Ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ ×i óôï U , Ýóôù �i äçëþíåé

ôïí áñéèìü ôùí êüìâùí óôçí óõììåôñéêÞ äéáöïñÜ ôïõ Pai(M) êáé Pai(P ), ðïõ åßíáé

Pai(M
⋃
Pai(P ))\(M

⋂
Pai(P )). Ôüôå, ôï M êáé ôï åê ôùí ðñïôÝñùí äßêôõï äéáöÝ-

ñïõí óõíïëéêÜ êáôÜ � =
∑n

i=1 �i áêìÝò. Õðïëïãßæïõìå ôçí åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá

èÝôïíôáò óáí ðïéíÞ ãéá ôï M ìéá óôáèåñÜ 0 < � ≤ 1 ãéá êÜèå ôÝôïéá áêìÞ. ¸ôóé ôßèåôáé

P (M) = 
�� (4.33)

üðïõ 
 ìéá óôáèåñÜ êáíïíéêïðïßçóçò, ðïõ ìðïñåß íá áãíïçèåß.

ÈÝôïíôáò äéáöïñåôéêÝò ðïéíÝò ãéá êÜèå êüìâï Xi êáé ãéá äéáöïñåôéêÜ óýíïëá ðáôÝñùí

ãéá êÜèå êüìâï, äßíåôáé ðåñéóóüôåñç ðëçñïöïñßá. Ôï ðüóï ìåãÜëç åßíáé ç ðïéíÞ ãéá êÜèå

êüìâï, äçëþíåé ôï ðüóï éó÷õñÞ åßíáé ç ðåðïßèçóç ìáò ãéá ôçí ãåéôïíéÜ ôïõ êüìâïõ. Ìéá

Üëëç ðåñßðôùóç åßíáé íá ôåèåß êáôçãïñçìáôéêÜ üôé êÜðïéåò áêìÝò ðñÝðåé íá åìöáíßæïíôáé

óôçí äïìÞ. Óôçí åîßóùóç (4.33) ôßèåôáé ìçäåíéêÞ ç åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá óå äßêôõá

ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí ôïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ Ý÷ïõí ïñéóôåß.

4.3.3 Åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôåò óôéò ðáñáìÝôñïõò

¼ðùò êáé óôéò äïìÝò ðñÝðåé íá ïñéóôïýí åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôåò êáé ãéá ôéò ðáñáìÝ-

ôñïõò. ÁõôÞ ç ðëçñïöïñßá ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôá AIC êáé BIC

êñéôÞñéá ðéï áðïôåëåóìáôéêÜ. Ðïëëïß åñåõíçôÝò Ý÷ïõí ðñïôåßíåé ðáñüìïéåò ðñïóåããßóåéò

üôáí Ý÷ïõìå ðïëëÜ ðéèáíÜ äßêôõá [36,40]. Ç ðñïóÝããéóç ðïõ áêïëïõèåßôáé åßíáé âáóéóìÝíç

óôá áðïôåëÝóìáôá ôùí Heckerman êáé Geiger [41]. Áí üëåò ïé åðéôñåðôÝò ôéìÝò ôùí öõóé-

êþí ðéèáíïôÞôùí åßíáé ðéèáíÝò, ôüôå ç áíåîáñôçóßá ôùí ðáñáìÝôñùí êáé ç éóïäõíáìßá ôùí

õðïèÝóåùí, áðáéôåß ïé öõóéêÝò ðéèáíüôçôåò ãéá ðëÞñåò äïìÝò äéêôýùí íá Ý÷ïõí Dirichlet

êáôáíïìÝò üðùò ïñßæïíôáé óôçí åîßóùóç (4.10). ÅðéðëÝïí èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ï ðåñéïñéóìüò

aijk = N ′P (xi = k; Pai = j|MSc); (4.34)

üðïõ N ′ åßíáé ôï éóïäýíáìï ìÝãåèïò äåßãìáôïò ôïõ ÷ñÞóôç, MSc Ýíá ïðïéïäÞðïôå ðëÞñåò

äßêôõï êáé P (xi = k; Pai = j|MSc) åßíáé ç ðéèáíüôçôá ôïõ ÷ñÞóôç ãéá xi = k êáé Pai = j

ãéá ôçí ðñþôç ðåñßðôùóç óôá äåäïìÝíá. Õðü áõôÝò ôéò óõíèÞêåò, ãéá Ýíá ðëÞñåò äßêôõï,

ïé åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôåò óôéò ðáñáìÝôñïõò ïñßæïíôáé

1. Áðü ôçí êáôáóêåýç ôïõ åê ôùí ðñïôÝñùí äéêôýïõ.

2. Áðü ôçí õðüèåóç ãéá ôï ìÝãåèïò ôïõ éóïäýíáìïõ äåßãìáôïò óôï åê ôùí ðñïôÝñùí

äßêôõï.

Ãéá íá êáèïñéóôïýí ïé åê ôùí ðñïôÝñùí ðáñÜìåôñïé ãéá ìç ðëÞñåéò äïìÝò ïé Heckerman

et al. [39] êÜíïõí ôçí åîÞò õðüèåóç:
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Õðüèåóç 4.5. Áí óå äýï äïìÝò MS1 êáé MS2, ç ìåôáâëçôÞ Xi Ý÷åé ôïõò ßäéïõò ðáôÝñåò

óôá MS1 êáé MS2, ôüôå

P (Θij|MS1) = P (Θij|MS2) (4.35)

ãéá j = 1; :::; qi.

ÁõôÞ ç éäéüôçôá áðïêáëåßôáé ôïðéêüôçôá ðáñáìÝôñùí, åðåéäÞ ìáò ëÝåé üôé ïé êáôáíïìÝò

ìå ðáñáìÝôñïõò Θij åîáñôþíôáé ìüíï áðü ôçí ôïðéêÞ äïìÞ ôïõ äéêôýïõ óôçí ìåôáâëçôÞ Xi,

äçëáäÞ áðü ôçí ìåôáâëçôÞ Xi êáé ôïõò ðáôÝñåò ôçò.

ÊÜíïíôáò ôéò õðïèÝóåéò ãéá áíåîáñôçóßá êáé ôïðéêüôçôá ôùí ðáñáìÝôñùí, åßíáé áðëü íá

êáôáóêåõáóôïýí ïé åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôåò ãéá Ýíá ðëÞñåò äßêôõï. ÓõãêåêñéìÝíá,

äåäïìÝíïõ ôçò áíåîáñôçóßáò ôùí ðáñáìÝôñùí, êáôáóêåõÜæïíôáé ïé åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèá-

íüôçôåò ãéá êÜèå êüìâï îå÷ùñéóôÜ. ÅðéðëÝïí, áí ï êüìâïò Xi Ý÷åé ðáôÝñåò Pai, óôï äïèÝí

äßêôõï, åßíáé äõíáôü íá áíáãíùñéóôåß Ýíá ðëÞñåò äßêôõï üðïõ ôï Xi Ý÷åé áõôïýò ôïõò ðá-

ôÝñåò êáé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ôïðéêüôçôá ôùí ðáñáìÝôñùí þóôå íá êáèïñéóôïýí ïé åê ôùí

ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôåò ãéá áõôüí ôïí êüìâï. Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ

BD, ðïõ ïíïìÜæåôáé BDe ( ôï ´e' ðñïêýðôåé áðü ôï éóïäýíáìï ùò ðñïò ôçí ðéèáíïöÜíåéá-

equivalent), êáé áíáèÝôåé ßäéï ìÝôñï óå éóïäýíáìåò äïìÝò ôïõ äéêôýïõ.

4.3.4 Åõñåôéêïß Áëãüñéèìïé

Óå áõôÞ ôç ðáñÜãñáöï ðåñéãñÜöïõìå åõñåôéêïýò áëãïñßèìïõò ãéá áíáãíþñéóç äéêôýùí ìå

ìåãÜëï ìÝôñï áîéïëüãçóçò. ¼ëïé ïé áëãüñéèìïé ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå âáóßæïíôáé óôçí

ðáñáãïíôéêÞ éäéüôçôá.

Ïñéóìüò 4.1. Äïèåßóáò ìéáò äïìÞò äéêôýïõ ãéá Ýíá ÷þñï U, ëÝìå üôé ôï ìÝôñï áîéïëüãçóçò

ôçò äïìÞò åßíáé ðáñáãïíôéêü áí ìðïñåß íá ãñáöåß óáí Ýíáò ðáñÜãïíôáò ìÝôñùí, üðïõ ôï

êÜèå ìÝôñï åßíáé ìéá óõíÜñôçóç áðïêëåéóôéêÜ ôïõ êüìâïõ êáé ôùí ðáôÝñùí ôïõ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá óôçí åîßóùóç (4.30), ç ðéèáíüôçôá P (D|M) ðïõ äßíåôáé áðü ôï BD ìÝ-

ôñï åßíáé ðáñáãïíôéêÞ. Óõíåðþò áí êáé ïé åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôåò åßíáé ðáñáãïíôéêÝò

åßíáé êáé ôï BD ìÝôñï ðáñáãïíôéêü. Ïðüôå ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå

P (D;M) =
n∏
i=1

s(Xi|Pai) (4.36)

üðïõ s(Xi|Pai) åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ Xi êáé ôùí ðáôÝñùí ôïõ. Ôá ðåñéóóüôåñá Bayesian

êáé ìç Bayesian ìÝôñá åßíáé ðáñáãïíôéêÜ. ÄïèÝíôïò åíüò ðáñáãïíôéêïý ìÝôñïõ, ìðïñïýí

íá óõãêñéèïýí ôá ìÝôñá äýï äéêôýùí ðïõ äéáöÝñïõí êáôÜ ìßá ðñüóèåóç Þ áöáßñåóç áêìÞò

ðïõ äåß÷íåé óôï Xi, õðïëïãßæïíôáò ìüíï ôïí üñï s(Xi|Pai) êáé ãéá ôéò äýï äïìÝò.
Êáôáñ÷Üò, áò åîåôÜóïõìå ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ áíáæçôåßôáé ôï äßêôõï ìå ôï ìåãá-

ëýôåñï ìÝôñï, áíÜìåóá óå üëåò ôéò äïìÝò óôéò ïðïßåò êÜèå êüìâïò Ý÷åé ôï ðïëý Ýíáí ðáôÝñá.

Ãéá êÜèå áêìÞ Xj → Xi, áíáôßèåôáé Ýíá âÜñïò w(Xi; Xj) ≡ log s(Xi|Xj)− log(Xi|∅). Áðü
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ôçí åîßóùóç (4.36) , ðñïêýðôåé

logP (D;M) =
n∑
i=1

log s(Xi|Pai) (4.37)

=
n∑
i=1

w(Xi; Pai) +
n∑
i=1

log s(Xi; ∅);

üðïõ Pai ïé ðáôÝñåò ôïõ Xi. Ï äåýôåñïò üñïò óôçí åîßóùóç (4.37) åßíáé ßäéïò ãéá üëåò

ôéò äïìÝò. ¸ôóé ìåôáîý ôùí äïìþí óôéò ïðïßåò êÜèå êüìâïò Ý÷åé ôï ðïëý Ýíáí ðáôÝñá,

ðñïêýðôåé ôï ßäéï áðïôÝëåóìá, åßôå âáèìïëïãþíôáò ôá äßêôõá ìå ôï Üèñïéóìá ôùí âáñþí∑n
i=1w(Xi; Pai) åßôå ìå ôï ìÝôñï ôçò ðéèáíïöÜíåéáò. Ôþñá áò õðïèÝóïõìå üôé èÝëïõìå íá

âñïýìå ôï "êáëýôåñï" äßêôõï áðü ôï óýíïëï äéêôýùí üðïõ êÜèå êüìâïò äåí Ý÷åé ðáñáðÜíù

áðü k ðáôÝñåò. Äõóôõ÷þò, ôï ðñüâëçìá ãéá k > 1 åßíáé ÍP-äýóêïëï (NP-hard) [42].

Ïðüôå óôñåöüìáóôå óå åõñåôéêïýò áëãïñßèìïõò.

Ïé ðåñéóóüôåñåò áðü ôéò åõñåôéêÝò ìåèüäïõò ãéá ôçí ìÜèçóç ôçò äïìÞò åíüò Bayesian

äéêôýïõ, êÜíïõí äéáäï÷éêÝò áëëáãÝò óôéò áêìÝò ôïõ äéêôýïõ êáé ÷ñçóéìïðïéïýí ôçí ðáñáãï-

íôéêÞ éäéüôçôá ãéá íá áîéïëïãÞóïõí áõôÞí ôçí áëëáãÞ. Ïé ðéèáíÝò áëëáãÝò åßíáé åýêïëï íá

áíáãíùñéóôïýí. Ãéá êÜèå æåõãÜñé ìåôáâëçôþí, åÜí õðÜñ÷åé ìåôáîý ôïõò áêìÞ, áõôÞ ìðïñåß

íá áöáéñåèåß Þ íá áíôéóôñáöåß. ÅÜí äåí õðÜñ÷åé ìåôáîý ôïõò áêìÞ, ìðïñåß íá ðñïóôåèåß

ìéá ôÝôïéá áêìÞ. ¼ëåò ïé áëëáãÝò ðïõ ãßíïíôáé äåí ðñÝðåé íá äçìéïõñãïýí êáôåõèõíüìåíï

êýêëï óôï ãñÜöçìá. Äçëþíoíôáé ìå Å ïé ðéèáíÝò áëëáãÝò óå Ýíá äßêôõï êáé ∆(e) ç äéá-

öïñÜ óôï ìÝôñï ôïõ äéêôýïõ áðü ôçí áëëáãÞ e ∈ E. ÄïèÝíôïò Ýíïò ðáñáãïíôéêïý ìÝôñïõ,
åÜí ìßá áêìÞ óôï Xi ðñïóôåèåß ç áöáéñåèåß, áñêåß íá õðïëïãéóôåß ìüíï ï üñïò s(Xi|Pai)
ãéá íá êáèïñßóïõìå ôï ∆(e). Áí ç ìßá áêìÞ ìåôáîý ôùí ×i êáé ×j áíôéóôñáöåß ôüôå ìüíï

ïé üñïé s(Xi|Pai) êáé s(Xj|Paj) áñêåß íá õðïëïãéóôïýí.

Áëãüñéèìïò 4 Áëãüñéèìïò Local Search

i := 0. ÅðéëÝãåôáé Ýíá áñ÷éêü ãñÜöçìá.

repeat

1. Õðïëïãßæåôáé ôï ∆(e) ãéá êÜèå e ∈ E
2. Ðñáãìáôïðïéåßôáé ç áëëáãÞ e ìå ôï ìåãáëýôåñï ∆(e), åöüóïí åßíáé èåôéêü

until Íá ìçí õðÜñ÷åé èåôéêü ∆(e).

¸íáò áðëüò åõñåôéêüò áëãüñéèìïò áíáæÞôçóçò åßíáé ï local search [43], ðïõ ðåñéãñÜöå-

ôáé áðü ôïí Áëãüñéèìï 4. Ìå ôçí ÷ñÞóç ðáñáãïíôéêþí ìÝôñùí áîéïëüãçóçò, áðïöåýãåôáé

ï õðïëïãéóìüò üëùí ôùí ∆(e) ìåôÜ áðü êÜèå áëëáãÞ. ÓõãêåêñéìÝíá, áí êáíÝíá áðü ôá

×i, ×j êáé ôïõò ðáôÝñåò ôïõò äåí Ý÷åé áëëÜîåé, ôï ∆(e) ðáñáìÝíåé ôï ßäéï ãéá üëåò ôéò

áëëáãÝò e óå áõôïýò ôïõò êüìâïõò üóï ôï äßêôõï åßíáé áêõêëéêü. ÅðéëïãÝò ãéá áñ÷éêü

äßêôõï åßíáé ôï Üäåéï äßêôõï, Ýíá ôõ÷áßï äßêôõï êáé ôï åê ôùí ðñïôÝñùí äßêôõï. ¸íá ðéèáíü

ðñüâëçìá ãéá ïðïéáäÞðïôå ôïðéêÞ ìÝèïäï áíáæÞôçóçò åßíáé ï åãêëùâéóìüò óå Ýíá ôïðéêü

ìÝãéóôï. ÐéèáíÝò ìåèüäïé ãéá ôçí áðïöõãÞ ìéáò ôÝôïéáò êáôÜóôáóçò åßíáé ï åðáíáëçðôéêüò

hill-climbing êáé simulated annealing ìåèüäïé. Óôï åðáíáëçðôéêü hill-climbing, åöáñìü-
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æåôáé ôïðéêÞ áíáæÞôçóç ìÝ÷ñé ôçí åýñåóç åíüò ôïðéêïý ìåãßóôïõ. Ôüôå, ôõ÷áßá áëëÜæåé ç

ôñÝ÷ïõóá äïìÞ ôïõ äéêôýïõ, üðïõ åðáíáëáìâÜíåôáé áõôÞ ç äéáäéêáóßá áñêåôÝò öïñÝò.

Óå ìßá åêäï÷Þ ôïõ simulated annealing áñ÷éêïðïéåßôáé ôï óýóôçìá óå ìéá èåñìï-

êñáóßá T0. Óôçí óõíÝ÷åéá åðéëÝãåôáé êÜðïéá áëëáãÞ ôõ÷áßá êáé åêôéìÜôáé ç Ýêöñáóç

p = exp(∆(e)=T0). Áí p > 1 ôüôå ðñáãìáôïðïéåßôáé ç áëëáãÞ e, áëëéþò åöáñìüæåôáé ç

áëëáãÞ ìå ðéèáíüôçôá p. Ç äéáäéêáóßá åðéëïãÞò êáé åêôßìçóçò åðáíáëáìâÜíåôáé � öïñÝò Þ

ìÝ÷ñé íá óõìâïýí � áëëáãÝò. Áí äåí Ý÷åé ðñïêýøåé êÜðïéá áëëáãÞ óôéò � åðáíáëÞøåéò, ï

áëãüñéèìïò ôåñìáôßæåôáé. Áëëéþò ìåéþíåôáé ç èåñìïêñáóßá ðïëëáðëáóéáæüìåíç ìå êÜðïéá

óôáèåñÜ 0 < 
 ≤ 1 êáé óõíå÷ßæåôáé ç äéáäéêáóßá áíáæÞôçóçò. Ç áíáæÞôçóç óôáìáôÜåé ôçí

áíáæÞôçóç üôáí ç èåñìïêñáóßá ÷áìçëþóåé ðÜíù áðü � öïñÝò. ¸ôóé ï áëãüñéèìïò åëÝã÷åôáé

áðü ðÝíôå ðáñáìÝôñïõò: T0, �, �, 
 êáé �. ÓõíÞèùò ï áëãüñéèìïò áñ÷éêïðïéåßôáé ìå Üäåéï

äßêôõï êáé ìå áñêåôÜ ìåãÜëï T0, ïðüôå áñ÷éêÜ êÜèå åðéôñåðôÞ áëëáãÞ ðñáãìáôïðïéåßôáé,

äçìéïõñãþíôáò Ýôóé Ýíá ôõ÷áßï äßêôõï. Ôï ìåéïíÝêôçìá ôùí óôï÷áóôéêþí ìåèüäùí üðùò

áõôÞ ôïõ simulated annealing åßíáé üôé áðáéôïýíôáé ðïëëÝò åðáíáëÞøåéò ãéá íá âñïýìå Ýíá

"êáëü" äßêôõï. ¸ôóé ï áñéèìüò ôùí áðáñáßôçôùí åðáíáëÞøåùí áõîÜíåé äñáìáôéêÜ ìå ôçí

áýîçóç ôïõ áñéèìïý ôùí êüìâùí êáé óõíåðþò êáé ôùí ðéèáíþí äéêôýùí. Áíôßèåôá, Ý÷åé áðï-

äåé÷èåß üôé ïé hill-climbing áëãüñéèìïé äßíïõí ðïëý êáëÜ áðïôåëÝóìáôá êáé ìßá ðáñÜëëçëç

Ýêäïóç áõôïý ôïõ áëãïñßèìïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé åìåßò.
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ÊåöÜëáéï 5

Bayesian Äßêôõá êáé Åëëéðåßò ÔéìÝò

5.2 ÐñïóÝããéóç Laplace

5.1 Monte Carlo

5.4 Structural EM

5.5 Åêðáßäåõóç ÐáñáìÝôñùí

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï åîåôÜæïõìå ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá äåäïìÝíá ìáò Ý÷ïõí åëëéðåßò ôéìÝò.

ÕðïèÝôïõìå üôé äåí Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ìåèüäïõò áíÜêôçóçò åëëéðþí ôéìþí üðùò áõ-

ôÝò áíáöÝñèçêáí óôçí ðáñÜãñáöï 3.2. ÅîåôÜæïõìå ìåèüäïõò ðïõ ÷åéñßæïíôáé ôéò åëëéðåßò

ôéìÝò óôç äéáäéêáóßá ìÜèçóçò ôùí Bayesian äéêôýùí. ¼ôáí ïé ðáñáôçñÞóåéò ãéá ìåñéêÝò

ìåôáâëçôÝò ëåßðïõí, ïé ðáñÜìåôñïé ðáýïõí íá åßíáé ðëÝïí áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò êáé äåí

ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé êëåéóôïß ôýðïé, ðïõ áíáöÝñáìå óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï,

ãéá íá êáèïñéóèåß ç ðéèáíïöÜíåéá ðåñéèùñßïõ. ÌåñéêÝò ðñïóåããßóåéò ãéá ôïí õðïëïãéóìü

ôçò ðéèáíïöÜíåéáò ðåñéèùñßïõ óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç åßíáé ïé ðñïóåããßóåéò Monte Carlo

(Gibbs äåéãìáôïëçøßá, äåéãìáôïëçøßá óçìáíôéêüôçôáò (Importance sampling)) êáé ïé ðñï-

óåããßóåéò ìåãÜëïõ äåßãìáôïò (Laplace ðñïóÝããéóç) [44]. Ïé Monte Carlo ðñïóåããßóåéò

åßíáé áêñéâåßò áëëÜ óõíÞèùò äåí åßíáé áðïäïôéêÝò, åíþ ïé ðñïóåããßóåéò ìåãÜëïõ äåßãìá-

ôïò åßíáé ðéï áðïäïôéêÝò áðü Üðïøç õðïëïãéóôéêïý êüóôïõò áëëÜ åßíáé áêñéâåßò ìüíï üôáí

Ý÷ïõìå ìåãÜëï óýíïëï äåäïìÝíùí. Åßíáé óçìáíôéêü íá óçìåéþóïõìå üôé Ý÷åé óçìáóßá üôáí

÷åéñéæüìáóôå åëëéðÞ äåäïìÝíá íá ëáìâÜíïõìå õðüøç ôçí äéáäéêáóßá ìå ôçí ïðïßá áõôÜ ëåß-

ðïõí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá Ýíá ÷áìÝíï äåäïìÝíï óå ìßá ìåëÝôç öáñìÜêùí äåí ìðïñåß íá

áãíïçèåß ç ðéèáíüôçôá, óáí áðïôÝëåóìá ôïõ öáñìÜêïõ, ï áóèåíÞò íá åßíáé ðïëý Üññùóôïò

þóôå íá ëÜâïõìå ôç ìÝôñçóç. Óå áíôßèåóç áí ôá äåäïìÝíá ëåßðïõí ëüãù åñãáóôçñéáêþí

ëáèþí, åßíáé ëïãéêü íá áãíïÞóïõìå áõôü ôï áßôéï áöïý èåùñåßôáé ôõ÷áßï. ¼ôáí õðÜñ÷åé

ìéá äéáäéêáóßá åîáéôßáò ôçò ïðïßáò ôá äåäïìÝíá ëåßðïõí, ôï ìïíôÝëï (Þ ôá ìïíôÝëá) èá ðñÝ-

ðåé íá åðåêôáèåß(ïýí) þóôå íá áíáðáñéóôÜ êáé áõôÞí ôçí äéáäéêáóßá. Ìßá áðëÞ ðñïóÝããéóç

åßíáé ç ðñüóèåóç äõáäéêþí ìåôáâëçôþí (I1:::; IN), üðïõ Éi ç ìåôáâëçôÞ ðïõ äåß÷íåé áí ç
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ìåôáâëçôÞ Xi ëåßðåé Þ ü÷é. Ï Rubin [45] ìåëåôÜ áõôÝò ôéò äéáäéêáóßåò êáé ìåèüäïõò ãéá

ôïí ÷åéñéóìü ôïõò.

Ôï âáóéêü ðñüâëçìá ôùí ðñïóåããßóåùí Monte-Carlo êáé ìåãÜëïõ äåßãìáôïò, åßíáé ôï

õðïëïãéóôéêü êüóôïò ãéá ôçí ðñþôç êáé ç áðáßôçóç ãéá ìåãÜëï áñéèìü äåäïìÝíùí ãéá ôçí

äåýôåñç. Ïðüôå ãéá ìåãÜëá äßêôõá ðïõ åßíáé êáé ôï ðñüâëçìá ðïõ áíôéìåôùðßæïõìå, ç

ðñþôç ðñïóÝããéóç åßíáé áðáãïñåõôéêÞ áðü Üðïøç õðïëïãéóôéêïý êüóôïõò. ÅðåéäÞ üðùò

áíáöÝñáìå ôá äåäïìÝíá ìáò äåí åßíáé åðáñêÞ, ôïõëÜ÷éóôïí óôïí âáèìü ðïõ èá êáèéóôïýóå

ôéò ðñïóåããßóåéò ìåãÜëïõ äåßãìáôïò éêáíïðïéçôéêÝò äåí ìðïñïýìå íá áñêåóôïýìå ïýôå óå

áõôÝò. Ùóôüóï èá ôéò ðáñïõóéÜóïõìå ðáñáêÜôù.

5.1 Monte Carlo

Ìßá Monte-Carlo ìÝèïäïò, ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå áðü ôïõò Geman, Geman [46] åßíáé ç Gibbs

äåéãìáôïëçøßá. ÄïèÝíôïò åíüò óõíüëïõ ìåôáâëçôþíX = (X1; :::; Xn) êáé êÜðïéáò áðü êïé-

íïý êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò p(x), ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá Gibbs äåéãìáôïëÞðôç

ãéá íá ðñïóåããéóôåß ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ìéáò óõíÜñôçóçò f(x) ùò ðñïò ôçí p(x). Ðñþôá,

åðéëÝãåôáé ìßá áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôùí ìåôáâëçôþí óôï óýíïëï X ìå êÜðïéïí ôñüðï (ð.÷.

ôõ÷áßá). Óôçí óõíÝ÷åéá, áíáéñåßôáé ç ôñÝ÷ïõóá êáôÜóôáóç ôçò X1, êáé õðïëïãßæåôáé ç

êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôÜò ôçò, äïèÝíôïò ôùí êáôáóôÜóåùí ôùí õðïëïßðùí n− 1 ìåôáâëçôþí.

ÅðáíáëáìâÜíåôáé áõôÞ ç äéáäéêáóßá ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ ×2; :::; ×n, äçìéïõñãþíôáò Ýôóé Ýíá

íÝï äåßãìá x. ÌåôÜ ç äéáäéêáóßá áíáôñÝ÷åé óôï ðñïçãïýìåíï âÞìá, êñáôþíôáò ôïí ìÝóï

üñï ôçò f(x) ðÜíù óôá äåßãìáôá ðïõ êáôáóêåõÜæïíôáé. ÌåôÜ áðü êÜðïéï ó÷åôéêÜ ìéêñü

áñéèìü åðáíáëÞøåùí - ãíùóôÞ ùò öÜóç £burn in¤- ïé ðéèáíÝò ôéìÝò ôïõ x èá ðñïêýðôïõí ìå

ðéèáíüôçôá p(x). Óõíåðþò, ï ìÝóïò üñïò ôçò f(x) ðÜíù óå áõôÜ ôá äåßãìáôá èá óõãêëßíåé

óôçí Åp(x)(f(x)). O ôñüðïò ðïõ õðïëïãßæåôáé ç ðéèáíïöÜíåéá ðåñéèùñßïõ åßíáé ãíùóôüò

ùò ìÝèïäïò Õðïøçößïõ (Candidate method). ÁõôÞ ç ðñïóÝããéóç åßíáé âáóéóìÝíç óôïí

êáíüíá ôïõ Bayes

P (D|M) =
P (D|�∗M ;M)P (�∗M |M)

P (�∗M |D;M)
(5.1)

ãéá ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ ôïõ �∗M . Ãéá íá õðïëïãéóôåß ç ðéèáíüôçôá P (D|M), åðéëÝãåôáé êÜðïéá

ôéìÞ �∗M (ð.÷ ôõ÷áßá), õðïëïãßæåôáé ï áñéèìçôÞò áêñéâþò êáé ðñïóåããßæåôáé ï ðáñïíïìá-

óôÞò ìå Ýíáí Gibbs äåéãìáôïëÞðôç. Ãéá íá ðñïóåããéóôåß ç ðéèáíüôçôá P (�∗M |D;M), ðñþôá

áñ÷éêïðïéïýíôáé ïé ôéìÝò ôùí ìç ðáñáôçñçìÝíùí ìåôáâëçôþí ãéá êÜèå ðåñßðôùóç ìå êÜðïéï

ôñüðï (ð.÷. ôõ÷áßá). Óáí áðïôÝëåóìá, Ý÷ïõìå Ýíá ðëÞñåò óýíïëï äåäïìÝíùí Dc. Óôçí

óõíÝ÷åéá, åðéëÝãåôáé êÜðïéá ôéìÞ ×il (ìåôáâëçôÞ Xi óôçí ðåñßðôùóç l) ðïõ äåí åßíáé ðáñá-

ôçñçìÝíç óôï áñ÷éêü äåßãìá D, êáé åðáíõðïëïãßæåôáé ç êáôÜóôáóç ôçò óýìöùíá ìå ôçí

êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò

P (x́il|Dc\xil;M) =
P (x́il|Dc\xil|M)∑
x

′′
il
P (x

′′
il|Dc\xil|M)

; (5.2)

üðïõ Dc\xil äçëþíåé ôï óýíïëï Dc üðïõ ç ðáñáôÞñçóç xil Ý÷åé áöáéñåèåß êáé ôï Üèñïéóìá

óôïí ðáñïíïìáóôÞ åßíáé ðÜíù óå üëåò ôéò ðéèáíÝò êáôáóôÜóåéò ôçò ìåôáâëçôÞò Xil. Ïé
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üñïé óôïí áñéèìçôÞ êáé óôïí ðáñïíïìáóôÞ åßíáé ðéèáíïöÜíåéåò ðåñéèùñßïõ ðÜíù óôï ðëÞ-

ñåò óýíïëï äåäïìÝíùí êáé Ýôóé ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí åîßóùóç

(4.30). ÅðáíáëáìâÜíåôáé áõôÞ ç åðáíåêôßìçóç ôùí ôéìþí ãéá üëåò ôéò ìç ðáñáôçñçìÝíåò

ôéìÝò óôï D, ðáñÜãïíôáò Ýíá íÝï ðëÞñåò óýíïëï äåäïìÝíùí D′
c. Õðïëïãßæåôáé ç åê ôùí

õóôÝñùí êáôáíïìÞò ðéèáíüôçôáò P (�∗m|D′
c;M). ÔÝëïò, åðáíáëáìâÜíïíôáé ôá ðñïçãïýìåíá

ôñßá âÞìáôá, êáé ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï ìÝóïò üñïò ôïõ P (�∗M |D′
c;M) óáí ðñïóÝããéóç.

5.2 Laplace ÐñïóÝããéóç

ÁõôÞ ç ìÝèïäïò áíÞêåé óôçí êáôçãïñßá ôùí ìåèüäùí ìåãÜëïõ äåßãìáôïò êáé åßíáé ç ðéï

äéáäåäïìÝíç áðü üëåò. Ç âáóéêÞ éäÝá ðßóù áðü ôéò ðñïóåããßóåéò ìåãÜëïõ äåßãìáôïò åßíáé

üôé üóï ôï äåßãìá N áõîÜíåé, ï üñïò P (ΘM |D;M) ∝ P (D|ΘM ;M) · P (ΘM |M) ìðïñåß íá

ðñïóåããéóôåß óáí ìßá ðïëõäéÜóôáôç Gaussian êáôáíïìÞ. ÓõãêåêñéìÝíá, èÝôïõìå

g(ΘM) ≡ log(P (D|ΘM ;M) · P (ΘM |M)): (5.3)

Åðßóçò, ïñßæåôáé Θ̃M , íá åßíáé ç ôéìÞ ôïõ ΘM ðïõ ìåãéóôïðïéåß ôçí g(ΘM). ÁõôÞ ç ôéìÞ

åðßóçò ìåãéóôïðïéåß ôçí P (ΘM |D;M), êáé åßíáé ãíùóôÞ óáí maximum a posteriori (MAP)

ôéìÞ ôïõ ΘM äïèÝíôïò ôïõ D. ×ñçóéìïðïéþíôáò ðïëõþíõìï Taylor äåõôÝñïõ âáèìïý ôïõ

g(ΘM) ãýñù áðü ôï Θ̃M ãéá íá ðñïóåããéóôåß ç g(ΘM), ðñïêýðôåé

g(Θm) ≈ g(Θ̃M)− 1

2
(ΘM − Θ̃M)A(ΘM − Θ̃M)T ; (5.4)

üðïõ Á ï áñíçôéêüò Hessian ôçò g(ΘM) õðïëïãéóìÝíïò óôï Θ̃M . Õøþíïíôáò ôçí g(ΘM)

óôçí åêèåôéêÞ êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí åîßóùóç (5.3) ðñïêýðôåé

P (D|ΘM ;M)P (ΘM |M) ≈ P (D|Θ̃M ;M)P (Θ̃M |M) exp{−1

2
(ΘM − Θ̃M)A(ΘM − Θ̃M)T}:

(5.5)

¸ôóé, ç ðñïóÝããéóç ôïõ P (ΘM |D;M) ∝ P (D|ΘM ;M) · P (ΘM |M) åßíáé Gaussian. Ïëï-

êëçñþíïíôáò êáé ôéò äýï ðëåõñÝò ùò ðñïò ΘM êáé ðáßñíïíôáò ôïí ëïãÜñéèìï Ý÷ïõìå ôçí

ðñïóÝããéóç

logP (D|M) ≈ logP (D|Θ̃M ;M) + logP (Θ̃M |M) +
d

2
log(2�)− 1

2
log |A|; (5.6)

üðïõ d ç äéÜóôáóç ôïõ M , äçëáäÞ ï áñéèìüò ôùí ðáñáìÝôñùí óôï ΘM . ÁõôÞ ç ðñïóÝããéóç

ãéá ïëïêëÞñùóç åßíáé ãíùóôÞ óáí Laplace ðñïóÝããéóç. Ïé Kass et al. [47] Ý÷ïõí äåßîåé, üôé

õðü ïñéóìÝíåò ðñïõðïèÝóåéò, ôï ó÷åôéêü óöÜëìá ôçò ðñïóÝããéóçò åßíáé Op(1=N), üðïõ N

ï áñéèìüò ôùí äåéãìÜôùí óôï D. ¸ôóé ç ðñïóóÝãéóç Laplace ìðïñåß íá åßíáé ðïëý áêñéâÞò

ãéá ìåãÜëï N .

5.3 ÐñïâëÞìáôá ôùí ðáñáðÜíù ðñïóåããßóåùí

Åäþ êÜíïõìå ìéá óýíïøç ôùí ëüãùí ãéá ôïõò ïðïßïõò ïé äýï ðáñáðÜíù ðñïóåããßóåéò

äåí êÜíïõí ãéá ôï ðñüâëçìá ðïõ áíôéìåôùðßæïõìå. Áò èõìçèïýìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ
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ôßèïíôáé áðü ôï ðñüâëçìá

1. ¸÷ïõìå ìåãÜëá äßêôõá ãïíéäßùí.

2. Ôá äåäïìÝíá ìáò äåí åßíáé £åðáñêÞ¤.

Áðü ôá ðáñáðÜíù ìðïñïýìå íá êáôáëÜâïõìå ãéáôß êáé ïé äýï ðñïóåããßóåéò äåí ôáéñéÜæïõí

óôï ðñüâëçìá ìáò. Ïé Monte-Carlo ðñïóåããßóåéò Ý÷ïõí ìåãÜëï õðïëïãéóôéêü êüóôïò êáé

åðïìÝíùò äåí ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ìåãÜëá äßêôõá. Åðßóçò ïé ðñïóåããßóåéò

ìåãÜëïõ äåßãìáôïò ðñïûðïèÝôïõí ôçí åýñåóç ôùí MAP ðáñáìÝôñùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü

ôçò ðéèáíïöÜíåéáò êÜèå õðïøÞöéïõ äéêôýïõ Üñá åßíáé êáé áõôÝò áñêåôÜ ÷ñïíïâüñåò. ÐñÜãìá

ðïõ öáßíåôáé êáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ç áðüäïóç ôïõò Ý÷åé åêôéìçèåß ìüíï ãéá ìéêñÜ äßêôõá.

Óçìáíôéêüôåñï ßóùò åßíáé üôé ôá äåäïìÝíá ìáò üðùò áíáöÝñáìå äåí åðáñêïýí ãéá íá äþóïõí

áõôÝò ïé ðñïóåããßóåéò êáëÜ áðïôåëÝóìáôá. Êáôáöåýãïõìå ëïéðüí óôçí ðñïóÝããéóç ôïõ

Friedman [48] ðïõ ïíïìÜæåôáé Structural EM.

5.4 Structural EM (SEM)

Ç ãåíéêÞ éäÝá åßíáé ðáñüìïéá ìå áõôÞí ôïõ êëáóéêïý EM, äçëáäÞ ãßíåôáé ðñïóðÜèåéá áíôß

íá ìåãéóôïðïéçèåß ç ðéèáíïöÜíåéá ôùí äåäïìÝíùí íá ìåãéóôïðïéçèåß ç áíáìåíüìåíç ðéèáíï-

öÜíåéá. Ç ðñþôç ðñïóÝããéóç åßíáé ç åýñåóç ôçò êáëýôåñçò äïìÞò êÜíïíôáò ôçí äéáäéêáóßá

ôçò áíáæÞôçóçò ìÝóá óôçí äéáäéêáóßá ôïõ EM. ¸÷ïíôáò óáí äåäïìÝíï Ýíá áñ÷éêü äßêôõï

õðïëïãßæïíôáé ïé ÌÁP ðáñÜìåôñïß ôïõ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ÅÌ Þ gradient ascent êáé ôá

áíáìåíüìåíá óôáôéóôéêÜ ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá íá åêôéìÞóïõìå ôá õðïøÞöéá äßêôõá. Áöïý

áíôéêáèßóôáíôáé ïé åëëéðåßò ôéìÝò ìå ôá áíáìåíüìåíá óôáôéóôéêÜ, ç áíáæÞôçóç ãßíåôáé óå

ðëÞñç äåäïìÝíá êáé ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé éäéüôçôåò ôùí ìÝôñùí áîéïëüãçóçò ãéá

áðïôåëåóìáôéêÞ áíáæÞôçóç.

Äçëþíïíôáé ùò Ç ïé ÷áìÝíåò ôéìÝò êáé O ïé ðáñáôçñçìÝíåò. ¼ðùò êáé ðñéí õðïèÝôåôáé

üôé Ý÷ïõìå ìéá êëÜóç ìïíôÝëùí ðïõ ðáñáìåôñïðïéåßôáé áðü Ýíá äéÜíõóìá ΘM , ôÝôïéï þóôå

êÜèå åðéôñåðôÞ åðéëïãÞ ôéìþí ãéá ôï ΘM íá äçëþíåé ìéá êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò óôï óýíïëï

ìåôáâëçôþí U. Åðßóçò Ý÷ïõìå åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá óôá ìïíôÝëá êáé óôéò ðáñáìÝ-

ôñïõò. Ãéá åõêïëßá õðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò, ùóôüóï ôá áðïôåëÝóìáôá

åöáñìüæïíôáé åýêïëá êáé óå óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò ìå êÜðïéïõò ðåñéïñéóìïýò ïìáëüôçôáò

êáé óõíÝ÷åéáò óôéò óõíáñôÞóåéò ðéèáíïöÜíåéáò óôá ìïíôÝëá M. ¼ðùò Þäç áíáöÝñáìå äï-

èÝíôïò åíüò Bayesian äéêôýïõ êÜèå ìåôáâëçôÞ åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôïõò ðáôÝñåò ôçò óôï

ãñÜöçìá óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç 4.2. Åäþ êÜèå ðáñÜãïíôáò fi áíÞêåé óôçí åêèåôéêÞ

ïéêïãÝíåéá êáé ìðïñåß íá ãñáöåß óôçí ìïñöÞ

f(X; Θ) = et(Θ)·s(X) (5.7)

üðïõ t(Θ) êáé s(X) óõíáñôÞóåéò ìå äéáíõóìáôéêÝò ôéìÝò ßäéáò äéÜóôáóçò êáé · ôï åóùôåñéêü
ôïõò ãéíüìåíï. Óôçí ðåñßðôùóç ôùí ðïëõíõìéêþí ðáñáãüíôùí ìðïñïýí íá ãñáöïýí ùò
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åîÞò:

t(Θi;Pai) = 〈log ��1;Pai ; :::; log ��l;Pai〉; (5.8)

s(x) = 〈1�1;Pai(x); :::; 1�l;Pai(x)〉; (5.9)

üðïõ �1; :::; �l ïé ðéèáíÝò ôéìÝò ôïõ Xi êáé 1y(x) åßíáé 1 áí ïé ôéìÝò ôùí ìåôáâëçôþí Y ⊆ X

óôï y ôáéñéÜæïõí ìå áõôÝò ôïõ x, áëëéþò 0.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå èá êÜíïõìå áêüìá äýï õðïèÝóåéò ãéá ôï ìïíôÝëï ìáò åêôüò áðü

ôéò (4.1) êáé (4.3).

Õðüèåóç 5.1. Ãéá êÜèå ìïíôÝëï Ì ∈M ìå k ðáñÜãïíôåò, ç åê ôùí ðñïôÝñùí êáôáíïìÞ

ðÜíù óôéò ðáñáìÝôñïõò Ý÷åé ôçí ìïñöÞ

P (ΘM
1 ;Θ

M
2 ; :::Θ

M
k |M) =

k∏
i

P (ΘM
i |M): (5.10)

Õðüèåóç 5.2. Áí fMi = fM
′

i ãéá êÜðïéá Ì;M ′ ∈M, ôüôå

P (ΘM
i |M) = P (ΘM ′

i |M ′): (5.11)

Õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò 4.1, 4.3, 5.1, 5.2 êáé Ýíá óýíïëï äåäïìÝíùí D = {u1; :::; uN}
ðëÞñùí áíáèÝóåùí ôéìþí óôï U, ç åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá ôùí äåäïìÝíùí äïèÝíôïò

åíüò ìïíôÝëïõ M ðïõ ðåñéÝ÷åé n ðáñÜãïíôåò-ìåôáâëçôÝò f1; :::; fn ìðïñåß íá ãñáöåß ùò

åîÞò:

P (D|M) =
n∏
i=1

Fi(
N∑
j=1

si(u
j)); (5.12)

üðïõ

Fi(S) =

∫
eti(Θi)·SP (Θi)dΘi: (5.13)

Ôá ti(·) êáé si(·) ç åêèåôéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôïõ ðáñÜãïíôá fi.
Ãéá íá âñïýìå Ýíá MAP ìïíôÝëï áñêåß íá ìåãéóôïðïéçèåß ç ðéèáíüôçôá P (D|M)P (M),

áöïý ï ðáñÜãïíôáò êáíïíéêïðïßçóçò åßíáé ßäéïò ãéá üëá ôá ìïíôÝëá ðïõ óõãêñßíïíôáé.

¼ðùò Þäç áíáöÝñáìå áí ôï óýíïëï D ôùí äåäïìÝíùí äåí åßíáé ðëÞñåò äåí ìðïñåß íá õðï-

ëïãéóôåß ç ðéèáíüôçôá P (D|M) áðïôåëåóìáôéêÜ. Óôçí óõíÝ÷åéá õðïèÝôåôáé üôé ìðïñåß íá

õðïëïãéóôåß Þ Ýóôù íá åêôéìçèåß ç ðéèáíüôçôá ôïõ ðëÞñåò óõíüëïõ äåäïìÝíùí P (Ç;O|M)

(õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò 4.1, 4.3, 5.1, 5.2). Åðßóçò ãßíåôáé ç õðüèåóç üôé ãéá Ýíá óõãêåêñé-

ìÝíï ìïíôÝëï ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áðïôåëåóìáôéêÜ ç ðéèáíüôçôá ðñüâëåøçò ôïõ åðüìåíïõ

ãåãïíüôïò

P (X|M;D) =

∫
P (X|M;Θ)P (Θ|M;D)dΘ (5.14)

Áí êáé áõôü äåí éó÷ýåé óå ðáñáãïíôéêÜ ìïíôÝëá, ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áðïôåëåóìáôéêÜ

ìéá ðñïóÝããéóç ôùí ðáñáðÜíù ðñïâëÝøåùí, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí MAP ðñïóÝããéóç.
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Áëãüñéèìïò 5 Structural EM

Ãéá i = 1:::` ìÝ÷ñé ôçí óýãêëéóç

Õðïëïãßæåôáé ç åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá P (ΘM(i) |M; o)

E-Step: Ãéá êÜèå M õðïëïãßæåôáé

Q(M : M (i)) = E[logP (H;o;M)|M (i);o] =
∑
h

P (h|M (i);o) logP (h;o;M)

M-Step: ÅðéëÝãåôáé ôï ìïíôÝëï M (i+1) ðïõ ìåãéóôïðïéåß Q(M : M (i))

Áí Q(M : M (i+1)) = Q(M : M (i+1))

return M (i)

Ï Áëãüñéèìïò

¸óôù P (H;O|M) ç ðéèáíïöÜíåéá ôïõ ðëÞñïõò óõíüëïõ äåäïìÝíùí, ï øåõäïêþäéêáò ãéá

ôïí áëãüñéèìï åßíáé

5.4.1 Óýãêëéóç ôïõ Structural EM

Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá ìáò äåß÷íåé ðùò êÜèå åðáíÜëçøç äßíåé êáé ìéá êáëýôåñç ðñïóÝããéóç.

Èåþñçìá 5.1. Áðïäåéêíýåôáé üôé áí M (0);M (1); : : : ;M (i) ìéá áêïëïõèßá äéêôýùí ðïõ âñß-

óêåé ï SEM ôüôå

logP (o;M (i+1))− logP (o;M (i)) ≥ Q(M (i+1) : M (i))−Q(M (i) : M (i)) (5.15)

Áðüäåéîç

log
P (h;o;M (i+1))

P (o;M (i))
= log

∑
h

P (h;o;M (i+1))

P (o;M (i))
· P (h|o;M (i))

P (h|o;M (i))

= log
∑
h

P (h|o;M (i))
P (h;o;M (i+1))

P (h;o;M (i))

≥
∑
h

P (h|o;M (i)) log
P (h;o;M (i+1))

P (h;o;M (i))

= E[log
P (H;o;M (i+1))

P (H;o;M (i))
|M (i);o]

= Q(M (i+1) : M (i))−Q(M (i) : M (i)):

Ïðüôå áðü ôï èåþñçìá ðñïêýðôåé üôé áí óå êÜèå âÞìá âñßóêåôáé Ýíá äßêôõï ðïõ ìåãéóôï-

ðïéåß Þ Ýóôù Ý÷åé ìåãáëýôåñï áíáìåíüìåíï ìÝôñï áîéïëüãçóçò, ôüôå áðïäåäåéãìÝíá ãßíåôáé

ìéá êáëýôåñç åðéëïãÞ, ìå ôçí Ýííïéá ôïõ ìÝôñïõ áîéïëüãçóçò ðåñéèùñßïõ ôïõ äéêôýïõ. Áõôü

ïäçãåß óå ìéá ðéï ÷áëáñÞ åêäï÷Þ ôïõ áëãïñßèìïõ üðïõ áëëÜæïõìå ôï M-step:
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Ïñéóìüò 5.1. M-step ÅðéëÝãåôáé Ýíá Ì (i+1) ôÝôïéï þóôå

Q(M (i+1) : M (i)) > Q(M (i) : M (i))

Ôï èåþñçìá 5.2 äåß÷íåé üôé ç äéáäéêáóßá óõãêëßíåé üôáí äåí õðÜñ÷åé åðéðëÝïí âåëôßùóç

óôï ìÝôñï áîéïëüãçóçò ðïõ óôï÷åýåôáé. Óáí Ýììåóç óõíÝðåéá, ìðïñåß íá äåé÷èåß üôé ç

äéáäéêáóßá öôÜíåé óå Ýíá ôÝôïéï óçìåßï õðü öõóéïëïãéêÝò ãåíéêÜ óõíèÞêåò.

Èåþñçìá 5.2. ¸óôù M (0);M (1); : : : ;M (i) ìéá áêïëïõèßá äéêôýùí ðïõ âñßóêåé ï SEM.

Áí ï áñéèìüò ôùí ìïíôÝëùí óôï åßíáé ðåðåñáóìÝíïò Þ õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ c ôÝôïéá þóôå

P (D|M;ΘM) < c ãéá üëá ôá ìïíôÝëá Ì êáé ôéò ðáñáìÝôñïõò ΘM , ôüôå õðÜñ÷åé ôï üñéï

limn→∞ P (o;M (i)).

Äõóôõ÷þò, äåí ìðïñåß íá õðÜñ÷åé ãíþóç ãéá ôï óçìåßï óýãêëéóçò. Ãéá ôïí êëáóéêü

EM, óçìåßá óýãêëéóçò åßíáé ôá óôáôéêÜ óçìåßá ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ èÝëïõìå íá ìåãéóôï-

ðïéÞóïõìå. Äåí õðÜñ÷åé êÜôé áíôßóôïé÷ï óôïí äéáêñéôü ÷þñï ôùí ìïíôÝëùí ðïõ ãßíåôáé

ç áíáæÞôçóç. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ôï ðéï ðñïâëçìáôéêü óçìåßï ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé

üôé ìðïñåß íá óõãêëßíåé óå êÜðïéï õðü-âÝëôéóôï ìïíôÝëï. Áõôü ìðïñåß íá óõìâåß åÜí ôï

ìïíôÝëï äçìéïõñãåß ìéá êáôáíïìÞ ðïõ êáèéóôÜ ôá õðïøÞöéá ìïíôÝëá ÷åéñüôåñá üôáí åîå-

ôÜæïõìå ôï áíáìåíüìåíï ìÝôñï áîéïëüãçóçò. ÄéáéóèçôéêÜ áíáìÝíåôáé ôÝôïéá öáéíüìåíá íá

åßíáé ðéï óõ÷íÜ êáèþò ï ëüãïò ôçò åëëéðÞò ðëçñïöïñßáò ðñïò ôá äåäïìÝíá áõîÜíåé. Ìéá

ðéèáíÞ ëýóç åßíáé ç åðáíÜëçøç ôïõ áëãïñßèìïõ áðü ðïëëÜ äéáöïñåôéêÜ óçìåßá Ýíáñîçò.

ÐáñáãïíôéêÞ éäéüôçôá

Ìéá ðïëý óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç ðïõ óôçí ïõóßá åßíáé êáé ôï ìåãÜëï ðëåïíÝêôçìá ôïõ

SEM åßíáé ç åöáñìïãÞ ôïõ óå ðáñáãïíôéêÜ ìïíôÝëá. Áðïäåéêíýåôáé üôé

Å[logP (H; o;M) =
n∑
i=1

E[logFi(Si)]; (5.16)

üðïõ Fi ïðïéáäÞðïôå åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ êáé Si ïé ôéìÝò ôùí ìåôáâëçôþí ôçò êáôáíïìÞò. Ôï

óçìáíôéêü ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá åßíáé üôé ìðïñåß íá åöáñìïóôåß ïðïéïóäÞðïôå åõñåôéêüò

áëãüñéèìïò ìå ôïí ßäéï ôñüðï ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôçí ðåñßðôùóç ìå ðëÞñç äåäïìÝíá.

Âáóéæüìåíïé óå áõôÞí, ï ãåíéêüò Áëãüñéèìïò 5 ìðïñåß íá åîåéäéêåõôåß ãéá ðáñáãïíôéêÜ

ìïíôÝëá äßíïíôáò ôïí Áëãüñéèìï 6.

5.4.2 Ðñïóåããßóåéò ôïõ E[logFi(Si)]

¸íá óçìáíôéêü æÞôçìá ðïõ ìÝíåé õðü óõæÞôçóç åßíáé ðùò õðïëïãßæåôáé ôï E[logFi(Si)].

Ç ðéï áðëÞ ðñïóÝããéóç åßíáé ç

E[logFi(Si)] = logFi(E[Si]) (5.17)

ðïõ éó÷ýåé ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç óõíÜñôçóç logFi(Si) åßíáé ãñáììéêÞ ùò ðñïò Si. Ï

Friedman [48] Ýäåéîå üôé ãåíéêüôåñá áðïôåëåß ìéá êáëÞ ðñïóÝããéóç, áëëÜ ìðïñåß íá ðñï-

óåããéóèåß êáé ìå Üëëïõò ôñüðïõò. Ôï åñþôçìá ðïõ ôßèåôáé åßíáé ðùò õðïëïãßæïíôáé ïé
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Áëãüñéèìïò 6 Structural EM - ÐáñáãïíôéêÜ ÌïíôÝëá
repeat

Ãéá i = 1:::` ìÝ÷ñé íá öôÜóïõìå óå óçìåßï óýãêëéóçò.

Õðïëïãßæïõìå ôéò MAP ðáñáìÝôñïõò Θ̂M(i)
ãéá M (i) êáé O.

Ðñáãìáôïðïéïýìå áíáæÞôçóç óôá õðïøÞöéá äßêôõá, áîéïëïãþíôáò ôï êáèÝíá ìå

Score(M : M (i)) =
∑
i

E[logFM
i (SMi )|O;M (i); Θ̂M(i)

]

¸óôù M (i+1) ôï ìïíôÝëï ìå ôï ìåãáëýôåñï ìÝôñï áðü áõôÜ ðïõ áîéïëïãÞèçêáí.

until Score(M (i) : M (i)) < Score(M (i+1) : M (i))

return M (i).

áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ôùí óôáôéóôéêþí. Ç ðñïóÝããéóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åßíáé ç åýñåóç

ôùí MAP ðáñáìÝôñùí âáóéæüìåíïé óôï ìïíôÝëï M (i) êáé ç ÷ñçóéìïðïßçóÞ ôïõò ãéá ôïí

õðïëïãéóìü ôïõ áíáìåíüìåíïõ ìÝôñïõ áîéïëüãçóçò ôïõ ìïíôÝëï M (i+1). Ïé MAP ðáñÜ-

ìåôñïé äåí ìðïñïýí íá âñåèïýí üðùò åßäáìå óôçí ðáñÜãñáöï 4.2.1, áëëÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå

ìåèüäïõò üðùò ïé gradient ascent Þ ï EM, ôéò ïðïßåò ìåèüäïõò åîåôÜæïõìå óôéò ðáñáãñÜ-

öïõò 5.5.1, 5.5.2.

5.5 Åêðáßäåõóç ÐáñáìÝôñùí

Ãéá íá õðïëïãéóôïýí ïé ðñïóåããßóåéò ðïõ ðåñéãñÜøáìå, ðñÝðåé íá êáèïñéóôïýí ïé MAP Þ

ML ôéìÝò ôïõ ΘM . Áõôü ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß ìå äýï ôñüðïõò. Ï ðñþôïò åßíáé íá ÷ñçóéìï-

ðïéÞóïõìå gradient ascent ìåèüäïõò, üðïõ áêïëïõèåßôáé ç ðáñÜãùãïò ôïõ P (ΘM |D;M) Þ

P (D|ΘM ;M) óå Ýíá ôïðéêü åëÜ÷éóôï. Ï Üëëïò ôñüðïò åßíáé ï êëáóéêüò EM áëãüñéèìïò.

Èá ðáñïõóéáóôïýí êáé ïé äýï óôçí óõíÝ÷åéá.

5.5.1 Gradient Ascent

Óå áõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï åîåôÜæåôáé ðùò ìðïñïýìå íá âñïýìå ôéò ðáñáãþãïõò ôùí ðáñá-

ìÝôñùí åíüò Bayesian äéêôýïõ [49]. Êáôáñ÷Üò ç ðñïóÝããéóç áõôÞ óôçñßæåôáé óôï ãåãïíüò

üôé ìðïñïýìå íá äïýìå ôçí ðéèáíüôçôá P�(D) óáí ìéá óõíÜñôçóç ôùí ðáñáìÝôñùí �. Áõôü

ìåéþíåé ôï ðñüâëçìá óôçí åýñåóç ôïõ ìÝãéóôïõ ìéáò ðïëõäéÜóôáôçò ìç ãñáììéêÞò óõíÜñ-

ôçóçò. Ïé áëãüñéèìïé ãéá ôçí åðßëõóç áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáôÜ êáíüíá áêïëïõèïýí

Ýíá ìïíïðÜôé óå ìéá åðéöÜíåéá üðïõ £óõíôåôáãìÝíåò¤ åßíáé ïé ðáñÜìåôñïé , £ýøïò¤ ç ôéìÞ

ôçò óõíÜñôçóçò êáé ðñïóðáèïýí íá âñåèïýí óôï £øçëüôåñï¤ óçìåßï óôçò åðéöÜíåéáò. Óôçí

ðñáãìáôéêüôçôá åßíáé åõêïëüôåñï íá ìåãéóôïðïéçèåß ç óõíÜñôçóç ðéèáíïöÜíåéáò logP�(D).

Áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ ïé óõíáñôÞóåéò åßíáé ìïíüôïíåò, ç ìåãéóôïðïßçóç ôçò ìßáò óõíåðÜãå-

ôáé êáé ôçí ìåãéóôïðïßçóç ôçò Üëëçò. Ç ðéï áðëÞ ìïñöÞ áõôÞò ôçò ðñïóÝããéóçò åßíáé ï

gradient ascent (hill-climbing). Óå êÜèå óçìåßï �, õðïëïãßæåôáé ç ðáñÜãùãïò ∇�, ôï äéÜ-
íõóìá ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ôçò óõíÜñôçóçò ðéèáíïöÜíåéáò ùò ðñïò ôéò ðáñáìÝôñïõò. Ï
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áëãüñéèìïò ôüôå êÜíåé Ýíá ìéêñü âÞìá óôçí äéåýèõíóç ôçò ðáñáãþãïõ óôï óçìåßï �+�∇�,
üðïõ � ìßá ðáñÜìåôñïò ãéá ôï ìÝãåèïò ôïõ âÞìáôïò. Áõôüò ï áëãüñéèìïò óõãêëßíåé óå Ýíá

ôïðéêü åëÜ÷éóôï ãéá áñêåôÜ ìéêñü �. ÐñÝðåé íá ëçöèïýí õðüøç ïé ðåñéïñéóìïß ðïõ ôßèï-

íôáé áðü ôçí öýóç ôùí ðáñáìÝôñùí ðïõ áíáðáñéóôïýí ìéá óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò. Áõôïß

åßíáé üôé �ijk ∈ [0; 1] êáé
∑ri

j=1 �ijk = 1. Áõôïß ïé ðåñéïñéóìïß ìðïñïýí íá éêáíïðïéçèïýí

ðñïâÜëëïíôáò ôï ∇� óå ìéá ðåñéïñéóìÝíç åðéöÜíåéá. ÃåíéêÜ, ç ðñïâïëÞ åðéôõã÷Üíåôáé

ðáßñíïíôáò ôï êáíïíéêïðïéçìÝíï äéÜíõóìá óôçí åðéöÜíåéá ðåñéïñéóìþí, ðñïâÜëëïíôáò ôï

äéÜíõóìá ðáñáãþãùí óå áõôü êáé áöáéñþíôáò ôï áñ÷éêü äéÜíõóìá áðü áõôü. Óôçí ðåñß-

ðôùóç áõôÞ, ç åðéöÜíåéá ðåñéïñéóìþí áðáéôåß
∑ri

j=1 �ijk = 1; ∀i; k. Áí ãéá êÜðïéá ôéìÞ

ôùí i êáé k Ý÷ïõìå J äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò ãéá ôï j, ôï äéÜíõóìá ðïõ åßíáé ïñèïêáíïíéêü

óôçí åðéöÜíåéá ðåñéïñéóìþí Ý÷åé ôéìÞ 1=
√
J ãéá êÜèå Ýíá áðü ôá ó÷åôéêÜ óôïé÷åßá. ¸ôóé,

ç ðñïâïëÞ ôçò ðáñáãþãïõ èá Ý÷åé óôéò èÝóåéò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôï ijk, ôï ìÝóï ôùí óôïé-

÷åßùí ôçò ðáñáãþãïõ ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôï �i1k; :::; �iJk. Áöáéñþíôáò áõôü ôï äéÜíõóìá

áðü ôï áñ÷éêü äéÜíõóìá ðáñáãþãïõ ðñïêýðôåé ôï êáíïíéêïðïéçìÝíï äéÜíõóìá. Ðáñáôç-

ñïýìå üôé óôï êáíïíéêïðïéÞìåíï äéÜíõóìá ðáñáãþãïõ, ôï Üèñïéóìá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôá

óôïé÷åßá �ijk ãéá óõãêåêñéìÝíá i,j êáé k åßíáé ìçäÝí. ¸ôóé áí êÜíïõìå Ýíá ìéêñü âÞìá

êáôÜ ìÞêïò ôïõ äéáíýóìáôïò, ôï Üèñïéóìá
∑ri

j=1 �ijk èá ðáñáìåßíåé áìåôÜâëçôï. Ïðüôå, áí

îåêéíÞóïõìå áðü Ýíá óçìåßï ôçò åðéöÜíåéáò ðåñéïñéóìþí, áðáñáßôçôá ðáñáìÝíïõìå óå áõ-

ôÞí, üðùò åßíáé åðéèõìçôü. Ìéá åíáëëáêôéêÞ ìÝèïäïò ãéá ôçí éêáíïðïßçóç ôùí ðåñéïñéóìþí

ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åõñÝùò óôçí óôáôéóôéêÞ, åßíáé íá åéóá÷èïýí êÜðïéåò õðåñðáñáìÝôñïé

ðïõ áðü êáôáóêåõÞò éêáíïðïéïýí ôïõò ðåñéïñéóìïýò. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç åéóÜãïíôáé

ïé ðáñÜìåôñïé wijk

wijk =
�2
ijk∑ri

j′=1 �
2
ij′k

(5.18)

Áðü ôïí ôýðï öáßíåôáé åýêïëá ðùò éêáíïðïéïýíôáé ïé ðåñéïñéóìïß ìáò. ÅðéðëÝïí Ýíá ôïðéêü

ìÝãéóôï ùò ðñïò ôï wijk åßíáé åðßóçò ôïðéêü ìÝãéóôï êáé ãéá ôï �ijk êáé áíôßóôñïöá. Ïðüôå

ìðïñïýìå íá âåëôéóôïðïéÞóïõìå ùò ðñïò ôï �ijk. Ç ðáñÜãùãïò ìðïñåß íá âñåèåß õðïëïãß-

æïíôáò ôç (ìç êáíïíéêïðïéçìÝíç) ðáñÜãùãï ùò ðñïò ôï �ijk êáé óôçí óõíÝ÷åéá âñßóêïíôáò

ôçí ðáñÜãùãï ùò ðñïò ôï wijk ìå ôïí êáíüíá ôçò áëõóßäáò.

Ôïðéêïß õðïëïãéóìïß ôçò ðáñáãþãïõ

Ç ÷ñçóéìüôçôá ôùí ìåèüäùí âáóéóìÝíùí óå ðáñáãþãïõò åîáñôÜôáé áðü ôçí äõíáôüôçôá

íá õðïëïãßóïõìå ôçí ðáñÜãùãï áðïôåëåóìáôéêÜ. Áõôüò åßíáé êáé ï ëüãïò ôçò åõñåßáò

÷ñÞóçò ôïõ gradient descent óôá íåõñùíéêÜ äßêôõá. ÐáñáêÜôù äåß÷íïõìå ìéá ðáñüìïéá

êáôÜóôáóç ðïõ éó÷ýåé êáé ãéá ðéèáíïôéêÜ äßêôõá. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ãéá ðéèáíïôéêÜ

äßêôõá, ï áëãüñéèìïò óõìðåñáóìáôïëïãßáò (inference), ðñáãìáôïðïéåß üëïõò ôïõò áðá-

ñáßôçôïõò õðïëïãéóìïýò. Ç ðáñÜãùãïò ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß ôïðéêÜ ãéá êÜèå êüìâï

÷ñçóéìïðïéþíôáò ðëçñïöïñßá áðü ôïí áëãüñéèìï óõìðåñáóìáôïëïãßáò (ÊåöÜëáéï 6).
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Õðïëïãéóìüò ôçò ðáñáãþãïõ

ÐáñáêÜôù äåß÷íåôáé ðùò ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ç óõíåéóöïñÜ êÜèå ðåñßðôùóçò óôçí ðáñÜ-

ãùãï îå÷ùñéóôÜ. Óôçí óõíÝ÷åéá áèñïßæïíôáé ôá áðïôåëÝóìáôá.

@ lnP�(D)

@�ijk
=

@ ln
∏m

l=1 P�(Dl)

@�ijk
(5.19)

=
m∑
l=1

@ lnP�(Dl)

@�ijk

=
m∑
l=1

@ lnP�(Dl)=@�ijk
P�(Dl)

:

Ôþñá óôü÷ïò åßíáé íá âñåèåß Ýíá áðëüò áëãüñéèìïò ãéá íá õðïëïãéóôåß êÜèå ìßá áðü ôéò

åêöñÜóåéò
@ lnP�(Dl)=@�ijk

P�(Dl)
. Ãéá íá ðÜñïõìå ìßá Ýêöñáóç óå üñïõò ôçò ôïðéêÞò ðëçñïöïñßáò

ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò �ijk, åéóÜãïíôáé ôá ×i êáé Pai ðáßñíïíôáò ôïí ìÝóï üñï ôùí ðéèáíþí

ôéìþí ôïõò:

@ lnP�(Dl)=@�ijk
P�(Dl)

=

@
@�ijk

(
∑

j′;k′ P�(Dl|xij′ ; paik′)P�(xij′ ; paik′))

P�(Dl)
(5.20)

=

@
@�ijk

(
∑

j′;k′ P�(Dl|xij′ ; paik′)P�(xij′|paik′)P�(paik′))

P�(Dl)
:

Ç âáóéêÞ éäéüôçôá áõôÞò ôçò Ýêöñáóçò åßíáé üôé ï üñïò �ijk åìöáíßæåôáé ìüíï óå ãñáììéêÞ

ìïñöÞ. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ï üñïò �ijk åìöáíßæåôáé ìüíï óå Ýíáí üñï óôï Üèñïéóìá, ãéá

j′ = j, k′ = k. Ãéá áõôüí ôï üñï, P�(xij′|paik′) åßíáé áðëÜ �ijk. ¸ôóé

@P�(Dl)=@�ijk
P�(Dl)

=
P�(Dl|xij; paik)P�(paik)

P�(Dl)
(5.21)

=
P�(xij; paik|Dl)P�(Dl)P�(paik)

P�(xij; paik)P�(Dl)

=
P�(xij; paik|Dl)

P�(xij|paik)

=
P�(xij; paik|Dl)

�ijk
:

ÊÜèå áëãüñéèìïò óõìðåñáóìáôïëïãßáò ãéá ðéèáíïôéêÜ äßêôõá, üôáí åêôåëåßôáé ìå äåäïìÝíá

Dl, õðïëïãßæåé êáé ôïí üñï P�(xij; paik|Dl). Ãéá ðáñÜäåéãìá ï áëãüñéèìïò Óõíäåôéêþí äÝ-

íôñùí (Junction tree) ôùí Lauritzen êáé Spiegelhalter [50], õðïëïãßæåé ôçí åê ôùí õóôÝñùí

ðéèáíüôçôá ãéá êÜèå êëßêá óôï óõíäåôéêü äÝíôñï ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï áñ÷éêü Bayesian äß-

êôõï. Áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ êÜèå êüìâïò êáé ïé ðáôÝñåò ôïõ åìöáíßæïíôáé ôïõëÜ÷éóôïí óå

ìßá êëßêá, ïé áíôßóôïé÷åò ðéèáíüôçôåò ìðïñïýí íá âñåèïýí áðáëåßöïíôáò üëåò ôéò Üëëåò

ìåôáâëçôÝò óôçí êëßêá.
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5.5.2 Õðïëïãéóìüò ðáñáìÝôñùí ìå EM

Óôçí áñ÷Þ ôßèåôáé óôï óýíïëï ðáñáìÝôñùí ΘM ìßá ôõ÷áßá áñ÷éêÞ ôéìÞ. Óôçí óõíÝ÷åéá

õðïëïãßæïíôáé ôá áíáìåíüìåíá åðáñêÞ óôáôéóôéêÜ ãéá Ýíá ðëÞñåò óýíïëï äåäïìÝíùí, üðïõ

ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ õðïëïãßæåôáé ùò ðñïò ôçí áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ôïõ óõíüëïõ X õðü

ôçí äïóìÝíç ôéìÞ ôïõ ΘM êáé ôá ãíùóôÜ äåäïìÝíá D. Ãéá Bayesian äßêôõá ìå äéáêñéôÝò

ìåôáâëçôÝò, õðïëïãßæïõìå

EP (x|D;ΘM ;M)(Nijk) =
N∑
l=1

P (xik; paij|xl;ΘM ;M); (5.22)

üðïõ xl, åßíáé ç ðéèáíÞ ìç ðëÞñçò l-ïóôÞ ðåñßðôùóç óôï D. ¼ôáí ôï ×i êáé üëåò ïé ìåôá-

âëçôÝò óôï óýíïëï ôùí ðáôÝñùí Pai åßíáé ðáñáôçñçìÝíåò óôçí ðåñßðôùóç xl, ï áíôßóôïé÷ïò

üñïò åßíáé áðëÜ ìçäÝí Þ Ýíá. Óå Üëëç ðåñßðôùóç ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß Ýíáò áëãüñéèìïò

óõìðåñáóìáôïëïãßáò (inference) óå Bayesian äßêôõá. Áõôüò ï õðïëïãéóìüò áðïôåëåß êáé ôï

Expectation âÞìá ôïõ EÌ áëãïñßèìïõ. Óôçí óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ôá áíáìåíüìåíá

åðáñêÞ óôáôéóôéêÜ, óáí íá åßíáé ôá ðñáãìáôéêÜ åðáñêÞ óôáôéóôéêÜ áðü Ýíá ðëÞñåò óýíïëï

äåéãìÜôùí Dc. Áí êÜíïõìå õðïëïãéóìü ôùí ML ðáñáìÝôñùí, ìðïñïýìå íá êáèïñßóïõìå

ôéò ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí ΘM ðïõ ìåãéóôïðïéïýí P (Dc|ΘM ;M). ÁõôÝò ïé ôéìÝò äßíïíôáé

áðü ôçí ó÷Ýóç

�ijk =
EP (x|D;�m;m)(Nijk)∑ri
k=1EP (x|D;�m;m)(Nijk)

: (5.23)

Áí èÝëïõìå ôéò MAP ðáñáìÝôñïõò, ìðïñïýìå íá êáèïñßóïõìå ôéò ôéìÝò ôïõ �m ðïõ ìåãé-

óôïðïéïýí ôçí åê ôùí õóôÝñùí ðéèáíüôçôá ôùí ðáñáìÝôñùí:

�ijk =
aijk + EP (x|D;�m;m)(Nijk)∑ri

k=1(�ijk + EP (x|D;�m;m)(Nijk))
: (5.24)

Áõôü ôï âÞìá ïíïìÜæåôáé maximization âÞìá ôïõ EM áëãïñßèìïõ. Ïé Dempster et al. [51]

Ýäåéîáí üôé ç åðáíÜëçøç ôùí äýï âçìÜôùí óõãêëßíåé óå ôïðéêü ìÝãéóôï. O ÅM áëãüñéè-

ìïò ìðïñåß íá åöáñìïóôåß üôáí õðÜñ÷ïõí ôá åðáñêÞ óôáôéóôéêÜ (ïé ôïðéêÝò óõíáñôÞóåéò

êáôáíïìÞò ðéèáíüôçôáò áíÞêïõí óôçí åêèåôéêÞ ïéêïãÝíåéá), ðáñüëï ðïõ õðÜñ÷ïõí êáé åðå-

êôÜóåéò ôïõ EM ðïõ åöáñìüæïíôáé êáé óå ðéï ðïëýðëïêåò ôïðéêÝò êáôáíïìÝò.

5.5.3 ÌÜèçóç ðáñáìÝôñùí ìå åëëéðÞ ÄåäïìÝíá

Óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôéò ðáñáãñÜöïõò (4.2.1) êáé (4.2.2) ðïõ åß÷áìå ðëÞñç äåäïìÝíá, ðáñáêÜôù

ðåñéãñÜöïõìå ðùò åêðáéäåýïõìå ôéò ðáñáìÝôñïõò ãéá ðïëõíõìéêÝò êáé ãñáììéêÝò Gaussian

êáôáíïìÝò üôáí ôá äåäïìÝíá åßíáé åëëéðåßò. Óôçí ïõóßá ðåñéãñÜöåôáé ôï Ì-STEP ôïõ

EM áëãïñßèìïõ ðïõ åßíáé ç áíáíÝùóç ôùí ðáñáìÝôñùí, åíþ üðùò åßäáìå ôï Å-STEP åßíáé

ç åýñåóç ôùí áíáìåíüìåíùí åðáñêþí óôáôéóôéêþí (expected su�cient statistics). Óôçí

ðåñßðôùóç ðïõ ôá äåäïìÝíá äåí åßíáé ðëÞñç áíôéêáèéóôïýìå ôá åðáñêÞ óôáôéóôéêÜ ìå ôá
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áíáìåíüìåíá åðáñêÞ óôáôéóôéêÜ. Óôçí äéáêñéôÞ ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå

E[Nijk] =
∑
`

P (Xi = k; Pai = j|e`); (5.25)

=
∑
`

P (Xi = k; Pai = j; e`)

P (e`)
:

Ç áíáíÝùóç ôùí ôéìþí ôùí ðáñáìÝôñùí ãéá ôçí ML ðåñßðôùóç äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç (5.23)

êáé óôçí MAP ðåñßðôùóç áðü ôçí ó÷Ýóç (5.24). Óôçí óõíå÷Þ ðåñßðôùóç ôá áíáìåíüìåíá

åðáñêÞ óôáôéóôéêÜ åßíáé

s′N =
∑
`

E[X`|e`]; (5.26)

Q′
N =

∑
`

E[X`X
Ô
` |e`]: (5.27)

ÁðëÜ óôéò ó÷Ýóåéò (4.14), (4.15) áíôéêáèéóôïýìå ôá sN , QN ìå ôá s′N êáé Q′
N áíôßóôïé÷á.

¼ðùò Þäç áíáöÝñáìå ôüóï ãéá ôçí åêôßìçóç ôùí ML ðáñáìÝôñùí üóï êáé ãéá ôçí

åêôßìçóç íÝùí õðïøçößùí ÷ñåéáæüíôáé ôá áíáìåíüìåíá óôáôéóôéêÜ êÜèå êáôáíïìÞò ôïõ

äéêôýïõ. Ãéá íá õðïëïãéóôïýí ðñÝðåé íá åêôéìçèåß ç ðéèáíüôçôá P (xil; pail|el) [52]. Ãéá íá
åêôéìçèåß áõôÞ ç ðéèáíüôçôá ÷ñåéÜæåôáé Ýíá åñãáëåßï óõìðåñáóìáôïëïãßáò ãéá Bayesian

äßêôõá.
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ÊåöÜëáéï 6

Óõìðåñáóìáôïëïãßá (Inference) óå

Bayesian Äßêôõá

6.1 ÐáñÜäåéãìá Óõìðåñáóìáôïëïãßáò

6.2 ÓõíäåôéêÜ ÄÝíôñá (Junction Trees)

6.4 ÕâñéäéêÞ ðåñßðôùóç

6.5 Óôáèåñïß ôïðéêïß õðïëïãéóìïß (Stable Local computations)

Óáí óõìðåñáóìáôïëïãßá óôá Bayesian äßêôõá ïñßæåôáé ï õðïëïãéóìüò ôçò ðéèáíüôçôáò

P (XQ|XE = xe) üðïõ ×Q Ýíá óýíïëï ìåôáâëçôþí õðü åñþôçóç êáé ×Å ïé ãíùóôÝò ìåôá-

âëçôÝò . Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôçí éáôñéêÞ äéÜãíùóç, ïé ìåôáâëçôÝò ×Å èá áíôéðñïóþðåõáí ôá

ðáñáôçñçìÝíá óõìðôþìáôá êáé ïé ìåôáâëçôÝò ×Q ôá ðéèáíÜ áßôéá áõôþí ôùí óõìðôùìÜ-

ôùí. ÁõôÞ ç ðïóüôçôá ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß áðü ôçí áðü êïéíïý êáôáíïìÞ P (X1; ::::XN)

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí êáíüíá ôïõ Bayes:

P (XQ|XE) =
P (XQ; XE)

P (XE)
=

∑
h=∈Q

S
E P (XH = h;XQ; XE)∑

h=∈E P (XH = h;XE)

¸ôóé óôçí ïõóßá ç óõìðåñáóìáôïëïãßá éóïäõíáìåß ìå ôïí õðïëïãéóìü ôùí ðåñéèùñéïðïßç-

óåùí (marginals) ôùí áðü êïéíïý êáôáíïìþí. Áí üëåò ïé ìåôáâëçôÝò åßíáé äõáäéêÝò, ôüôå

ï õðïëïãéóìüò ôïõ
∑

h P (X1; :::; XN) áðáéôåß ÷ñüíï O(2N). Ç Ýñåõíá åðéêåíôñþíåôáé óôï

íá ãßíåé ï ðáñáðÜíù õðïëïãéóìüò üóï ôï äõíáôü ðéï áðïäïôéêÜ. Áí ç áðü êïéíïý êáôáíïìÞ

áíáðáñéóôÜôáé áðü Ýíá Bayesian äßêôõï, ìðïñåß íá ãñáöåß óå ðáñáãïíôéêÞ ìïñöÞ ùò åîÞò:

P (X1; :::; XN) =
N∏
i=1

P (Xi|Pai): (6.1)

Ôüôå ç ðåñéèùñéïðïßçóç ìðïñåß íá ãßíåé ðéï áðïäïôéêÜ £óðñþ÷íïíôáò ôá áèñïßóìáôá ìÝóá

áðü ôïõò ðáñÜãïíôåò¤. Ãéá ðáñÜäåéãìá èåùñïýìå ôï Bayesian äßêôõï ôïõ Ó÷Þìáôïò 6.1.
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Ç áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò ìðïñåß íá ãñáöåß ùò åîÞò:

P (A;B;C;D; F;G) = P (A) ∗ P (B|A) ∗ P (C|A) ∗ P (D|B;A) ∗ P (F |B;C) ∗ P (G|F )

Áò õðïèÝóïõìå üôé èÝëïõìå íá ðåñéèùñéïðïéÞóïõìå üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò. Ðñïöáíþò ôï

áðïôÝëåóìá èá åßíáé 1, ùóôüóï ç éäÝá åßíáé ßäéá êáé üôáí èÝëïõìå íá ðåñéèùñéïðïéÞóïõìå

Ýíá õðïóýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí. Áõôü ìðïñåß íá ãñáöåß ùò åîÞò:

∑
A;B;C;D;F;G

P (A;B;C;D; F;G) =
∑
A

P (A) ∗
∑
B

P (B|A) ∗
∑
C

P (C|A)

∗
∑
D

P (D|B;A) ∗
∑
F

P (F |B;C) ∗
∑
G

P (G|F )

Äïõëåýïíôáò áðü äåîéÜ ðñïò ôá áñéóôåñÜ, ðñïêýðôåé∑
A

P (A) ∗ P
∑
B

(B|A) ∗
∑
C

P (C|A) ∗
∑
D

P (D|B;A) ∗
∑
F

P (F |B;C) ∗ �G→F (F );

üðïõ �G→F (F ) =
∑

G P (G|F ). Ðñïöáíþò óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç �G→F (F ) = 1 ãéá êÜèå

F , áëëÜ áõôü ìðïñåß íá ìçí éó÷ýåé ãåíéêÜ. Óôï åðüìåíï âÞìá ðáßñíïõìå∑
A

P (A) ∗ P
∑
B

(B|A) ∗
∑
C

P (C|A) ∗ �F→C(B;C) ∗
∑
D

P (D|B;A);

üðïõ �F→C(B;C) =
∑

F P (F |B;C) ∗ �G→F (F ). Óçìåéþóôå ðùò áõôüò ï üñïò ìðáßíåé

ìåôÜ ôï Üèñïéóìá ðÜíù óôï C, ðáñáêÜìðôïíôáò ôï Üèñïéóìá ðÜíù óôï D. ÃåíéêÜ ïé üñïé

ìåôáêéíïýíôáé üóï ðéï áñéóôåñÜ ãßíåôáé, þóôå íá åëá÷éóôïðïéçèåß ôï õðïëïãéóôéêü êüóôïò.

Ï ðåñéïñéóìüò Ýãêåéôáé óôï ãåãïíüò üôé üëåò ïé ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óå Ýíáí üñï

ðñÝðåé íá åßíáé óôçí åìâÝëåéá ôïõ êáôÜëëçëïõ ôåëåóôÞ áèñïßóìáôïò. Ìå ôïí óõìâïëéóìü

�F→C(B;C) äçëþíåôáé ï üñïò ðïõ ðñïÝñ÷åôáé áðü ôï Üèñïéóìá ðÜíù óôï F êáé ðçãáßíåé

óôï Üèñïéóìá óôï C. Ðçãáßíåé óôï C êáé ü÷é óôï B åðåéäÞ ôï C åßíáé øçëüôåñá óôçí óåéñÜ

äéáãñáöÞò (Üèñïéóçò). ÐñÝðåé íá åßíáé óáöÝò üôé ç óåéñÜ ìå ôçí ïðïßá ðñáãìáôïðïéïýíôáé

ïé áèñïßóåéò, êáèïñßæåé ôï ìÝãåèïò ôùí åíäéÜìåóùí üñùí �, ôï ïðïßï åðçñåÜæåé äñáóôéêÜ

ôï õðïëïãéóôéêü öüñôï. Óôçí óõíÝ÷åéá èá áðïêáëïýìå áõôÞí ôçí óåéñÜ äéáãñáöÞò ìå ôïí

üñï �. Ìðïñïýìå íá óõíå÷ßóïõìå ìå ôïí ßäéï ôñüðï ìÝ÷ñé íá õðïëïãéóôåß ç åðéèõìçôÞ

ðåñéèùñéïðïßçóç. Ç éäÝá ôçò êáôáíïìÞò ôùí áèñïéóìÜôùí óôá ãéíüìåíá Ý÷åé áíåîÜñôçôá

ìåëåôçèåß ðïëëÝò öïñÝò êáé Ý÷åé ðïëëÜ ïíüìáôá: peeling, symbolic probabilistic inference

(SPI), variable elimination, bucket elimination ê.ô.ë.

6.1 ÐáñÜäåéãìá Óõðåñáóìáôïëïãßáò

¸óôù ôï äßêôõï ôïõ Ó÷Þìáôïò 6.1 êáé ïé ðßíáêåò êáôáíïìÞò ðéèáíüôçôáò ðïõ öáßíïíôáé.

¸óôù üôé Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåé üôé ôï ãñáóßäé åßíáé âñåãìÝíï.
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Ó÷Þìá 6.1: ÐáñÜäåéãìá Äéêôýïõ êáé ôùí ðéíÜêùí êáôáíïìÞò ðéèáíüôçôáò

ÕðÜñ÷ïõí äýï ðéèáíÝò åîçãÞóåéò ãé' áõôü. Íá Ý÷åé âñÝîåé Þ íá Ý÷åé õãñáóßá. ÈÝëïõìå

äçëáäÞ íá õðïëïãßóïõìå ôéò ðéèáíüôçôåò P (S = 1|W = 1) êáé P (R = 1|W = 1). H áðü

êïéíïý êáôáíïìÞ ìå ôïí êáíüíá ôçò áëõóßäáò åßíáé

P (C; S;R;W ) = P (C) ∗ P (S|C) ∗ P (R|C; S) ∗ P (W |C; S;R):

Åêìåôáëëåõüìåíïé ôéò åîáñôÞóåéò áðü ôï äßêôõï Ý÷ïõìå

P (C; S;R;W ) = P (C) ∗ P (S|C) ∗ P (R|C) ∗ P (W |S; Ñ):

Ôüôå

P (S = 1|W = 1) =
P (S = 1;W = 1)

P (W = 1)
;

=

∑
r;c P (C = s; R = r;W = 1; S = 1)

P (W = 1)
;

P (R = 1|W = 1) =
P (S = 1;W = 1)

P (W = 1)
;

=

∑
s;c P (C = s; S = s;W = 1; R = 1)

P (W = 1)
;

üðïõ

P (W = 1) =
∑
r;c;s

P (C = s; S = s; R = r;W = 1):

Ãéá äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò ç áðü êïéíïý êáôáíïìÞ Ý÷åé ìÝãåèïò 2n. ¢ñá ðñïóèÝôïíôáò

êáôåõèåßáí óôçí áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò Ý÷åé åêèåôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá. Ãé'áõôü

ðñÝðåé íá âñåèïýí ðéï áðïäïôéêïß ôñüðïé.
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6.2 ÓõíäåôéêÜ ÄÝíôñá

Áò õðïèÝóïõìå üôé èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá P (Xi|XE) ãéá êÜèå i =∈ E. Èá
ìðïñïýóáìå íá êáëÝóïõìå ôçí äéáäéêáóßá ôçò äéáãñáöÞò ôùí ìåôáâëçôþí (variable elimi-

nation) O(N) öïñÝò, ìßá ãéá êÜèå i, áëëÜ áõôü èá Þôáí áíáðïôåëåóìáôéêü ÷ùñßò ëüãï, áðü

ôçí óôéãìÞ ðïõ ðñáãìáôïðïéïýìáé ðïëëÝò öïñÝò ôéò ßäéåò ðñÜîåéò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá áðü

ôçí óôéãìÞ ðïõ ç äéáãñáöÞ áðáéôåß ÷ñüíï O(N), Í êëÞóåéò áðáéôïýí O(N2) ÷ñüíï. Óôçí

óõíÝ÷åéá åîåôÜæåôáé Ýíá ôñüðïò õðïëïãéóìïý üëùí ôùí Í ðåñéèùñéïðïßçóåùí óå ÷ñüíï

O(N). Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé ç áðïèÞêåõóç ôùí åíäéÜìåóùí üñùí � ðïõ äçìéïõñãïýíôáé

êáèþò äïõëåýïõìå áðü äåîéÜ ðñïò ôá áñéóôåñÜ ìÝóá áðü ôéò áèñïßóåéò, êáé ìåôÜ ç åðáíá-

÷ñçóéìïðïßçóç ôïõò êáèþò äïõëåýïõìå áðü áñéóôåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ. Ïé � èá áðïèçêåõôïýí

óå ìéá äåõôåñåýïõóá äïìÞ äÝíôñïõ ðïõ ïíïìÜæåôáé Óõíäåôéêü äÝíôñï (Junction Tree).

ÊáôáóêåõÞ Óõíäåôéêïý äÝíôñïõ

Ôá âáóéêÜ âÞìáôá ãéá ôçí êáôáóêåõÞ åíüò Óõíäåôéêïý äÝíôñïõ áðü Ýíá áñ÷éêü Bayesian

äßêôõï åßíáé ôá åîÞò:

• Ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá (Moral Graph). Áíáéñïýíôáé ïé êáôåõèýíóåéò ôïõ ãñá-

öÞìáôïò. Åíþíïíôáé ïé ðáôÝñåò êÜèå êüìâïõ.

• Ôñéãùíïðïßçóç (Triangulation). Äçìéïõñãåßôáé ôï ôñéãùíïðïéçìÝíï ãñÜöçìá, ôÝôïéï

þóôå íá ìçí õðÜñ÷åé êýêëïò ìÞêïõò ìåãáëýôåñï ôïõ 3 .

• Maximum Cardinality Algorithm (Kruskal) Þ êÜðïéïò Üëëïò áëãüñéèìïò, ãéá íá

âñåèåß ç óåéñÜ äéáãñáöÞò (elimination).

• Âñßóêïíôáé ïé êëßêåò áðü ôçí óåéñÜ äéáãñáöÞò.

• Äçìéïõñãßá ôïõ Óõíäåôéêïý äÝíôñïõ áðü ôéò êëßêåò.

6.2.1 Ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá (Moral Graph)

Áíáéñïýíôáé ïé êáôåõèýíóåéò óôï áñ÷éêü ìáò êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá êáé óôçí óõíÝ÷åéá

åíþíïíôáé ïé ðáôÝñåò êÜèå êüìâïõ ìåôáîý ôïõò áíÜ äýï (ãéá üóïõò äåí õðÜñ÷åé Þäç óýí-

äåóç). Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Áõôü ôï âÞìá åîáóöáëßæåé

üôé óôï ôåëéêü äÝíôñï ãéá êÜèå êüìâï èá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá êëßêá ðïõ èá ðåñéÝ÷åé

ôïí êüìâï êáé üëïõò ôïõò ðáôÝñåò ôïõ.

6.2.2 Ôñéãùíïðïßçóç ôïõ ãñáöÞìáôïò

Êáôáñ÷Üò ìå ôïí üñï ôñéãùíïðïéçìÝíï ãñÜöçìá äçëþíåôáé êÜèå ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜ-

öçìá áí ãéá êÜèå êýêëï ìÞêïõò ìåãáëýôåñï ôïõ 3 õðÜñ÷åé ìéá ÷ïñäÞ. Óôü÷ïò åßíáé áðü

ôï moral ãñÜöçìá íá äçìéïõñãçèåß Ýíá ôñéãùíïðïéçìÝíï ãñÜöçìá, ðñïóèÝôïíôáò üóï ôï
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ëéãüôåñï åðéðñüóèåôåò áêìÝò. Ç âéâëéïãñáößá ðÜíù óôï èÝìá åßíáé åêôåíÝóôáôç [53]. Ç

óõíÞèçò ôå÷íéêÞ åßíáé ç åýñåóç ìéá óåéñÜò (elimination, removing, triangulation) ðïõ íá

ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò êüìâïõò óôï ãñÜöçìá. Ç ìÝèïäïò áðïôåëåßôáé áðü ôçí äéáäéêáóßá äéá-

ãñáöÞò (elimination), ðïõ áêïëïõèåß ôçí óåéñÜ åðéëïãÞò êáé áöáéñåß üëïõò ôïõò êüìâïõò

áðü ôï ãñÜöçìá. Áí ìå adj(Xi) äçëþíåôáé ôï óýíïëï ôùí ãåéôüíùí ôïõ Xi, óôï ìç êáôåõ-

èõíüìåíï ãñÜöçìá, ôüôå ìå ôïí üñï áöáßñåóç ôïõ Xi äçëþíåôáé ç äéáäéêáóßá ìå ôçí ïðïßá

ðñïóèÝôïíôáò êáôÜëëçëåò áêìÝò ìåôáôñÝðïõìå ôï õðïãñÜöçìá Xi

⋃
adj(Xi) óå Ýíá ðëÞñåò

õðïãñÜöçìá êáé óôçí óõíÝ÷åéá áöáéñåßôáé ìáæß ìå ôéò åéóåñ÷üìåíåò óå áõôü áêìÝò áðü ôï

ãñÜöçìá. Ôï ôñéãùíïðïéçìÝíï ãñÜöçìá GT èá åßíáé ôï áðïôÝëåóìá ôçò ðñüóèåóçò ôùí

áêìþí ðïõ åéóÜ÷èçêáí óôçí öÜóç ôçò äéáãñáöÞò óôï ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Óôçí

óõíÝ÷åéá ðñÝðåé íá âñåèïýí ïé êëßêåò ôïõ ôñéãùíïðïéçìÝíïõ ãñáöÞìáôïò. Ç äéáäéêáóßá ðïõ

áêïëïõèåßôáé åßíáé ç åîÞò:

1. L = ∅

2. Áöáéñåßôáé Ýíáò êüìâïò ×i (óõíÞèùò óýìöùíá ìå ôçí óåéñÜ äéáãñáöÞò) áðü ôï ãñÜ-

öçìá. Ðñïóôßèåôáé ôï Ci = Xi

⋃
adj(Xi) óôï L

3. Áí ç Ci äåí ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò åíáðïìåßíáíôåò êüìâïõò åðáíáëáìâÜíåôáé ôï ðñïç-

ãïýìåíï âÞìá.

4. £Ðñéïíßæåôáé¤ ôï L áöáéñþíôáò ôá ìç maximal óýíïëá

Ôï ðáñáãüìåíï L åßíáé ôï óýíïëï ôùí êëéêþí óôï GT .
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6.2.3 Êáôáóêåýç ôïõ Óõíäåôéêïý äÝíôñïõ

Ðñéí ðåñéãñÜøïõìå ôçí êáôáóêåõÞ áðü ôï óýíïëï ôùí êëéêþí ôïõ óõíäåôéêïý äÝíôñïõ

ðáñáèÝôïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ Óõíäåôéêïý äÝíôñïõ.

Ïñéóìüò 6.1. ¸íá Óõíäåôéêü ÄÝíôñï åßíáé Ýíá ãñÜöçìá ìå ìïñöÞ äÝíôñïõ óôï ïðïßï ïé

êüìâïé ôïõ åßíáé ôá óôïé÷åßá ôïõ L, üðïõ L ôï óýíïëï ôùí êëéêþí áðü Ýíá ìç êáôåõèõíü-

ìåíï ãñÜöçìá, êáé óôï ïðïßï éó÷ýåé ç áêüëïõèç éäéüôçôá:

Ãéá êÜèå æåõãÜñé êüìâùí V êáé W óôï äÝíôñï, üëïé ïé êüìâïé óôï ìïíïðÜôé ìåôáîý

ôùí V êáé W ðåñéÝ÷ïõí ôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ áíÞêïõí óôï V ∩W .

ÕðÜñ÷åé Ýíá óõóôçìáôéêüò ôñüðïò ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ óõíäåôéêïý äÝíôñïõ áðü ôï

ôñéãùíïðïéçìÝíï ãñÜöçìá êáé ôï óýíïëï ôùí êëéêþí ôïõ.

6.2.4 ÌÝèïäïé Ôñéãùíïðïßçóçò ôïõ ãñáöÞìáôïò

¼ðùò áíáöÝñáìå ôï âáóéêüôåñï óçìåßï óôïí ðáñáðÜíù áëãüñéèìï ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ

JT åßíáé ç åðéëïãÞ ôçò óåéñÜò äéáãñáöÞò (elimination) þóôå íá ðÜñïõìå üóï ôï ëéãüôåñï

åðéðñüóèåôåò áêìÝò ãßíåôáé. Ðáñüëï ðïõ ìðïñåß íá åðéëåãåß ïðïéáäÞðïôå óåéñÜ áðü ôéò

óõíïëéêÜ |X|!, ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôçò âÝëôéóôçò óåéñÜò áðïäåéêíýåôáé üôé åßíáé NP-hard
ðñüâëçìá. Ãéá áõôüí áêñéâþò ôïí ëüãï ðïëëïß åõñåôéêïß áëãüñéèìïé Ý÷ïõí ðñïôáèåß óôçí

âéâëéïãñáößá. ×ùñßæïíôáé óå äýï âáóéêÝò êáôçãïñßåò:

1. Greedy ìÝèïäïé. Áõôïß åßíáé åõñåôéêïß áëãüñéèìïé ðïõ óå êÜèå âÞìá åðéëÝãåôáé ç

åðüìåíç ìåôáâëçôÞ ãéá íá áöáéñåèåß óýìöùíá ìå êÜðïéï êñéôÞñéï. Ôá ôñßá ðéï ãíùóôÜ

êñéôÞñéá åßíáé ï áñéèìüò ôùí áêìþí ðïõ ðñïóôßèåíôáé üôáí áöáéñåßôáé ç ìåôáâëçôÞ ×i
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(min-size), o áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôçí êëßêá ðïõ äçìéïõñãåßôáé

áðü ôçí áöáßñåóç ôçò ìåôáâëçôÞò ×i (min-size), êáé ôï âÜñïò/ìÝãåèïò ôçò êëßêáò ðïõ

äçìéïõñãåßôáé áðü ôçí áöáßñåóç ôçò ìåôáâëçôÞò ×i (min-weight). Áõôïß ïé áëãüñéèìïé

äßíïõí êáëÝò ëýóåéò ó÷åôéêÜ ãñÞãïñá.

2. Ãåíåôéêïß áëãüñéèìïé êáé ôå÷íéêÝò óõíäõáóôéêÞò âåëôéóôïðïßçóçò (combinatorial

optimization). Ç éäÝá åßíáé íá åöáñìïóôåß Ýíáò áëãüñéèìïò ìåôáåõñåôéêÞò öýóçò

ðáßñíïíôáò óáí óõíÜñôçóç êüóôïõò ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôïõ ìåãÝèïõò ôïõ ÷þñïõ

êáôáóôÜóåùí ôïõ óõíäåôéêïý äÝíôñïõ. ÅðïìÝíùò, êÜèå ðéèáíÞ ëýóç áíáðáñéóôÜôáé

óáí ìéá óåéñÜ áöáßñåóçò êáé ôï ìÝôñï áîéïëüãçóçò ôçò õðïëïãßæåôáé óáí ôï Üèñïéóìá

ôïõ ìåãÝèïõò ôùí êëéêþí ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ôçí ôñéãùíïðïßçóç ôïõ ãñáöÞìáôïò

÷ñçóéìïðïéþíôáò áõôÞí ôçí óåéñÜ.

6.2.5 Maximum Cardinality Search (MCS)

Óôçí ðñþôç êáôçãïñßá áëãïñßèìùí áíÞêåé êáé ï MCS ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åìåßò ãéá ôçí

ôñéãùíïðïßçóç ôïõ ãñáöÞìáôïò [54]. Åßíáé Ýíáò áðëüò áëãüñéèìïò ãñáììéêÞò ðïëõðëïêü-

ôçôáò ðïõ ðáßñíåé óáí åßóïäï Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá êáé ìáò äßíåé ôçí áíôßóôñïöç

óåéñÜ äéáãñáöÞò. To ðëåïíÝêôçìá ôïõ åßíáé üôé åßíáé áðëüò êáé ãñÞãïñïò êáé äßíåé ó÷åôéêÜ

êáëÜ áðïôåëÝóìáôá.
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Áëãüñéèìïò 7 MCS ìå åßóïäï Ýíá ãñÜöçìá G êáé Ýîïäï ôçí óåéñÜ áðáëïéöÞò �

1: BEGIN

2: Ãéá üëïõò ôïõò êüìâïõò u ôïõ ãñáöÞìáôïò G, w(�) = 0

3: For i = n to 1 do

4: ÅðéëÝãåôáé ìéá áêìÞ z ðïõ äåí Ý÷åé áñéèìçèåß ìå ôï ìåãáëýôåñï âÜñïò. ÈÝôïõìå �(z) =

i.

5: Ãéá êÜèå ìç áñéèìçìÝíç ìåôáâëçôÞ y ∈ N(z) ôßèåôáé w(y) = w(y) + 1

6: END

6.2.6 Äçìéïõñãßá Óõíäåôéêïý äÝíôñïõ áðü ôéò êëßêåò

Áðü ôï óçìåßï áõôü äåí ÷ñåéÜæåôáé ôï ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá. ØÜ÷íïõìå íá âñïýìå ôï

âÝëôéóôï äÝíôñï áðü ôéò êëßêåò ðïõ Ý÷ïõìå âñåé. Ãéá íá äçìéïõñãçèåß ôï âÝëôéóôï äÝíôñï,

ðñÝðåé íá óõíäåèïýí ïé êëßêåò Ýôóé þóôå ôï ðáñáãüìåíï äÝíôñï ôùí êëéêþí íá éêáíï-

ðïéåß ôçí éäéüôçôá ôïõ Óõíäåôéêïý äÝíôñïõ óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 6.1 êáé Ýíá êñéôÞñéï

âåëôéóôüôçôáò ðïõ èá ïñéóôåß ðáñáêÜôù. Ôï êñéôÞñéï âåëôéóôüôçôáò åõíïåß ôá äÝíôñá ðïõ

åëá÷éóôïðïéïýí ôï õðïëïãéóôéêü ÷ñüíï ðïõ áðáéôåßôáé ãéá ôçí äéáäéêáóßá ôçò óõìðåñá-

óìáôïëïãßáò. ÄïèÝíôïò åíüò óõíüëïõ êëéêþí, ìðïñåß íá äçìéïõñãçèåß Ýíá äÝíôñï êëéêþí

åéóÜãïíôáò áíáäñïìéêÜ áêìÝò ìåôáîý ôùí êëéêþí ìÝ÷ñé ïé êëßêåò íá åßíáé åíùìÝíåò ìå

n − 1 áêìÝò üðïõ n ï áñéèìüò ôùí êëéêùí. Ç ðáñáêÜôù äéáäéêáóßá ðåñéãñÜöåôáé óôçí

áíáöïñÜ [55]. Êáôáñ÷Üò ïñßæåôáé ôï Óõíäåôéêü ãñÜöçìá (Junction graph) ôï ïðïßï Ý÷åé

óáí êüìâïõò ôéò êëßêåò êáé ãéá êÜèå æåýãïò êëéêþí U , V ìå ôïìÞ S = U ∩ V 6= ∅ Ý÷ïõìå
ìéá óýíäåóç ìå âÜñïò |S|.

Èåþñçìá 6.1. ¸íá óêåëåôéêü äÝíôñï ãéá Ýíá óõíäåôéêü ãñÜöçìá åßíáé óõíäåôéêü äÝíôñï

áí êáé ìüíï áí åßíáé óêåëåôéêü äÝíôñï ìÝãéóôïõ âÜñïõò.

Ôï èåþñçìá 6.1 áðïäåß÷èçêå áðü ôïí Jensen [56]. Ïðüôå áñêåß íá âñïýìå Ýíá óêåëåôéêü

äÝíôñï ìåãßóôïõ âÜñïõò. Áõôü ìðïñïýìå íá åðéôåõ÷èåß ìå êÜðïéïí áðü ôïõò áëãïñßèìïõò

Prim Þ Kruskal. Åìåßò åðéëÝîáìå ôïí Kruskal êáé ôï ðåñéãñÜöïõìå óôçí óõíÝ÷åéá.

Áëãüñéèìïò Kruskal

ÅðéëÝãåôáé åðáíáëçðôéêÜ ìßá óýíäåóç ìÝãéóôïõ âÜñïõò ðïõ äåí äçìéïõñãåß êýêëï. Ï áëãü-

ñéèìïò ôïõ Kruskal äïõëåýåé ìå Ýíá äÜóïò áðü ìåñéêþò óêåëåôéêÜ äÝíôñá ìåãßóôïõ âÜñïõò.

¼ôáí ìéá óýíäåóç åðéëÝãåôáé, äýï åðéìÝñïõò äÝíôñá óõíäÝïíôáé óå Ýíá íÝï ìåñéêþò óêå-

ëåôéêü äÝíôñï ìåãßóôïõ âÜñïõò. Áõôüò ï áëãüñéèìïò üóï êáé ôïõ Prim, Ý÷ïõí óáí áðïôÝ-

ëåóìá Ýíá óêåëåôéêü äÝíôñï ìåãßóôïõ âÜñïõò (Goudran and Minoux [57]).

6.2.7 Äéá÷ùñéóôéêÜ óýíïëá (seperator sets) êáé ÄõíáìéêÜ (poten-

tials)

Áöïý Ý÷åé êáôáóêåõáóôåß ôï óõíäåôéêü äÝíôñï áíÜìåóá óå ãåéôïíéêÝò êëßêåò âñßóêïõìå ôï

äéá÷ùñéóôéêü óýíïëï (seperator set) ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò êïéíÝò ìåôáâëçôÝò ôùí äýï ãåéôïíéêþí
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êëéêþí. ÊÜèå êëßêá êáé äéá÷ùñéóôéêü óýíïëï èá ðåñéÝ÷åé ôçí áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ôùí

ìåôáâëçôþí ðïõ ðåñéÝ÷åé. Ôéò êáôáíïìÝò áõôÝò ïíïìÜæïõìå äõíáìéêÜ (potentials).

6.3 Áñ÷éôåêôïíéêÝò áíôáëëáãÞò ìçíõìÜôùí

ÕðÜñ÷ïõí äýï ãíùóôÝò áñ÷éôåêôïíéêÝò ãéá óõìðåñáóìáôïëïãßá óå ÓõíäåôéêÜ äÝíôñá( Lau-

ritzen êáé Spiegelhalter [50], Shenoy êáé Shafer [58]). Ïé äéáöïñÝò ôïõò åßíáé åëÜ÷éóôåò.

ÓõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç Lauritzen êáé Spiegelhalter ðïõ åßíáé êáé åëáöñþò ðéï ãñÞãïñç.

Âáóßæïíôáé óå áíôáëëáãÞ ìçíõìÜôùí ìåôáîý ãåéôïíéêþí êëéêþí. Ðñéí ðåñéãñÜøïõìå ôçí

äéáäéêáóßá ðñÝðåé íá ïñéóôïýí ïé âáóéêÝò ðñÜîåéò ìåôáîý ôùí äõíáìéêþí (potentials) êáé

ôá ìçíýìáôá ìåôáîý ôùí êëéêþí. Ôá äõíáìéêÜ ðåñéãñÜöïõí ôçí áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ôùí

ìåôáâëçôþí êÜèå êëßêáò. Óôçí óõíÝ÷åéá ôïõ êåöáëáßïõ ôá äõíáìéêÜ óõìâïëßæïíôáé ìå �

êáé äåí ðñÝðåé íá ôá ìðåñäÝøïõìå ìå ôéò ðáñáìÝôñïõò ôéò ïðïßåò óõìâïëßæáìå ìå ôï ßäéï

óýìâïëï óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá.

Ïñßæïíôáé ôñåéò âáóéêÝò ðñÜîåéò

1. Ç ðåñéèùñéïðïßçóç åíüò äõíáìéêïý �X ùò ðñïò Ýíá óýíïëï Y∑
X\Y

�X (6.2)

2. O ðïëëáðëáóéáóìüò ìåôáîý äýï äõíáìéêþí.

3. Ç äéáßñåóç ìåôáîý äýï äõíáìéêþí.

ÁíÜëïãá êáé ìå ôï åßäïò ôçò êáôáíïìÞò ðïõ Ý÷ïõìå áõôÝò ïé ðñÜîåéò ïñßæïíôáé äéáöïñåôéêÜ

üðùò èá äïýìå óôçí óõíÝ÷åéá.

Ïñéóìüò 6.2. ÁíôáëëáãÞ Ìçíýìáôïò
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Áí èåùñçèïýí äýï ãåéôïíéêÝò êëßêåò X êáé Y ìå äõíáìéêÜ �X êáé �Y êáé äéá÷ùñéóôéêü

óýíïëï �R ôüôå ôï ìÞíõìá áðü ôçí êëßêá X óôçí Y áðïôåëåßôáé áðü äýï âÞìáôá. Ôßèåôáé

Ýíá íÝï äõíáìéêü óôï R, áðïèçêåýïíôáò ôï ðáëéü (Projection).

�oldR ← �R (6.3)

êáé

�R ←
∑
X\R

�X (6.4)

Ôßèåôáé Ýíá íÝï äõíáìéêü óôï Y (Absorption)

�Y ← �R
�R
�oldR

(6.5)

6.3.1 ÐåñéãñáöÞ áëãïñßèìïõ áíôáëëáãÞò ìçíõìÜôùí

Ôá âáóéêÜ âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé

• Áñ÷éêïðïßçóç

• ÅéóáãùãÞ Ðëçñïöïñßáò

• ÓõëëïãÞ Ðëçñïöïñßáò (Collect)

• ÊáôáíïìÞ Ðëçñïöïñßáò (Distribute)

Áñ÷éêïðïßóç

ÊÜèå ìåôáâëçôÞ V áíáôßèåôáé óôçí êëßêá ðïõ ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò ðáôÝñåò ôçò. ÌåôáôñÝ-

ðïõìå ôï äõíáìéêü ôçò áíôßóôïé÷çò êëßêáò Ýóôù × ùò åîÞò

 X ←  XP (V |PaV ) (6.6)

ÅéóáãùãÞ Ðëçñïöïñßáò

ÅéóÜãïíôáé ôá óôéãìéüôõðá ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ åßíáé ãíùóôÜ. ÅîáñôÜôáé áðü ôçí êá-

ôáíïìÞ êáé èá ôï ðåñéãñÜøïõìå óôéò ÐáñáãñÜöïõò (6.3.2, 6.3.3).

ÓõëëïãÞ Ðëçñïöïñßáò

ÊÜèå êüìâïò (êëßêá) áöïý Ý÷åé ëÜâåé ìçíýìáôá áðü üëá ôá ðáéäéÜ ôïõ óôÝëíåé ìÞíõìá óôïí

ðáôÝñá ôïõ ìÝ÷ñé íá öôÜóïõìå óôçí ñßæá ôïõ äÝíôñïõ. Ôþñá ç ñßæá ðåñéÝ÷åé ôçí óùóôÞ

áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ôùí ìåôáâëçôþí ôçò.
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ÊáôáíïìÞ Ðëçñïöïñßáò

ÊÜèå êüìâïò áöïý ëÜâåé ìÞíõìá áðü ôïí ðáôÝñá ôïõ óôÝëíåé ìÞíõìá óôá ðáéäéÜ ôïõ ìÝ÷ñé

íá åíçìåñùèïýí üëá ôá öýëëá. ÌåôÜ êáé ôï äåýôåñï ðÝñáóìá Ý÷ïõìå Ýíá óõíåðÝò óõíäåôéêü

äÝíôñï . ÊÜèå äõíáìéêü êëßêáò Þ äéá÷ùñéóôéêïý óõíüëïõ ðåñéÝ÷åé ôçí óùóôÞ áðü êïéíïý

êáôáíïìÞ ôùí ìåôáâëçôþí ôçò.

Ïñèüôçôá ôïõ ó÷Þìáôïò

ÃåíéêÜ ç áðüäåéîç ôçò ïñèüôçôáò åßíáé áñêåôÜ äýóêïëç. Ðñþôåò áðïäåßîåéò Þôáí óå õðïðå-

ñéðôþóåéò Bayesian äéêôýùí üðùò polytrees [34]. Ùóôüóï ôï ãåãïíüò üôé áíáôßèåôáé êÜèå

ðáñÜãïíôáò Pi óå ìßá ìïíáäéêÞ êëßêá ìáò åîáóöáëßæåé üôé äåí õðïëïãßæåôáé ðáñáðÜíù áðü

üóï ðñÝðåé ðëçñïöïñßá. Åðßóçò, ç éäéüôçôá ôùí óõíäåôéêþí äÝíôñùí, åîáóöáëßæåé üôé üôáí

äýï õðïäÝíôñá óôÝëíïõí ìÞíõìá óå Ýíáí êüìâï, ç ðëçñïöïñßá óõíäõÜæåôáé óùóôÜ. Ìéá

áðüäåéîç ôïõ Lauritzen-Spiegelhalter ó÷Þìáôïò äßíåôáé óôçí åñãáóßá [59].

6.3.2 ÂáóéêÝò ðñÜîåéò óôéò ðïëõíõìéêÝò (multinomial) êáôáíïìÝò

Ôá äõíáìéêÜ åßíáé ðßíáêåò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôçí ðéèáíüôçôá ãéá ôï áíôßóôïé÷ç áíÜèåóç ôéìþí

ôïõ óõíüëïõ ìåôáâëçôþí ôïõò.

ÅéóáãùãÞ ðëçñïöïñßáò

¸óôù üôé Ý÷ïõìå ôçí ðáñáôÞñçóç üôé ìéá ìåôáâëçôÞ V ðáßñíåé ôçí ôéìÞ v. Ãéá íá åéóá÷èåß

áõôÞ ç ðëçñïöïñßá óôï óõíäåôéêü äÝíôñï áñêåß óå ìßá êëßêá ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí ìåôáâëçôÞ V

íá ìçäåíéóôïýí ïé ôéìÝò óôï äõíáìéêü ôçò êëßêáò üðïõ V 6= v. ÊáôÜ ôçí öÜóç ôçò óõëëïãÞò

êáé ôçò êáôáíïìÞò áõôÞ ç ðëçñïöïñßá äéáäßäåôáé óôï äÝíôñï, ãéá áõôü äåí ÷ñåéÜæåôáé íá

åéóá÷èåß ç ðëçñïöïñßá óå üëåò ôéò êëßêåò áðü ôçí áñ÷Þ.

Ðåñéèùñéïðïßçóç

¸óôù ï ðßíáêáò ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí áðü êïéíïý êáôáíïìÞ ôùí äéáêñéôþí ìåôáâëçôþí (X; Y; Z).

Ôüôå ç ðåñéèùñéïðïßçóç ùò ðñïò ôçí ìåôáâëçôÞ Z ïñßæåôáé ùò åîÞò

P (X; Y ) =
∑

(X;Y;Z)\Æ

P (X; Y; Z) =

rZ∑
i=1

P (X; Y; Z = zi)

üðïõ rZ ï áñéèìüò ôùí ðéèáíþí ôéìþí ôïõ Æ êáé zi ç i-ïóôÞ ðéèáíÞ ôéìÞ.

Ðïëëáðëáóéáìüò êáé Äéáßñåóç

¸óôù äýï óýíïëá äéáêñéôþí ìåôáâëçôþí × êáé Õ ìå áíôßóôïé÷á äõíáìéêÜ  X êáé  Y .

Oñßæåôáé óáí ðïëëáðëáóéáóìü ôï äõíáìéêü ìå óýíïëï ìåôáâëçôþí V = X ∪ Y üðïõ Vi =

Xx=i ∗ Yy=i êáé i = 1:::rv. Ç äéáßñåóç ãßíåôáé áíôßóôïé÷á ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü.
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Óõññßêíùóç ôçò ðëçñïöïñßáò (Evidence Shrinking)

Ç óõññßêíùóç ôçò ðëçñïöïñßáò åßíáé ìéá âåëôéóôïðïßçóç ôùí Óõíäåôéêþí äÝíôñùí ìå äéá-

êñéôÝò ìåôáâëçôÝò þóôå íá ìåéùèåß ç äéÜóôáóç ôùí êëéêþí êáôÜ ôçí åéóáãùãÞ ôçò ðëç-

ñïöïñßáò. Ãéá ðáñÜäåéãìá áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå ìéá êëßêá C ìå äõáäéêÝò äéáêñéôÝò

ìåôáâëçôÝò × , Y êáé Z. Ç äéÜóôáóç ôïõ äõíáìéêïý åßíáé 23 = 8. ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé

Ý÷ïõìå ôçí ðëçñïöïñßá × = x1 êáé Õ = y0. Áí ìçäåíéóôïýí ïé áíôßóôïé÷åò ôéìÝò óôï äõíá-

ìéêü ôüôå ìüíï äýï ôéìÝò èá åßíáé äéÜöïñåò ôïõ ìçäÝí. Ïé õðüëïéðåò áðëÜ èá äéáäïèïýí óôï

äÝíôñï ÷ùñßò íá åðçñåÜóïõí ôï áðïôÝëåóìá, áðëÜ åðéâáñýíùíôáò ôï õðïëïãéóôéêü êüóôïò

ôïõ áëãïñßèìïõ. Áõôü ðïõ ãßíåôáé åßíáé ç óõññßêíùóç ôïõ äõíáìéêïý þóôå ôï ìÝãåèïò ôïõ

íá ìåéùèåß óôï ðñáãìáôéêÜ ùöÝëéìï, óôï ðáñÜäåéãìá ìáò áíôß ãéá 8, ãßíåôáé 2. Ç äéáöïñÜ

åßíáé üôé ðñÝðåé íá åéóá÷èåß ç ðëçñïöïñßá óå êÜèå êëßêá ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò ìåôáâëçôÝò ãéá

ôéò ïðïßåò Ý÷ïõìå ðëçñïöïñßá, þóôå íá ðñïêýøåé Ýíá óõíäåôéêü äÝíôñï ìå üóï ðéï äõíáôü

ìåéùìÝíåò êëßêåò. Óôçí ïõóßá êÜèå ìåôáâëçôÞ ãéá ôçí ïðïßá Ý÷ïõìå ðëçñïöïñßá áöáéñåßôáé

áðü ôï äÝíôñï, ìåéþíïíôáò Ýôóé ôçí äéÜóôáóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò [60].

6.3.3 ÂáóéêÝò ðñÜîåéò óôçí Gaussian ðåñßðôùóç

ÊáíïíéêÜ ×áñáêôçñçóôéêÜ

¸óôù üôé Ý÷ïõìå ãéá êÜèå êüìâï V óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ìéá õðü óõíèÞêç êáôáíïìÞ,

óýìöùíá ìå ôçí (4.13) Ý÷ïõìå:

f(x|z) = c · exp[−1

2
((x− ~�−BT z)TΣ−1(x− ~�−BT z)]; (6.7)

Ãéá íá ïñéóôïýí ïé âáóéêÝò ðñÜîåéò ðñÝðåé íá ìåôáôñáðåß óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ. Ç êáíïíéêÞ

ìïñöÞ ãéá ìéá Gaussian êáôáíïìÞ ãñÜöåôáé ãåíéêÜ ùò:

f(x) = c · exp[−1

2
(xTÊx+ hTx+ g]; (6.8)

üðïõ Ê , h êáé g ïíïìÜæïíôáé êáíïíéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ. Ç ó÷Ýóç (6.7) ìðïñåß íá ãñáöåß

ùò:

f(x|z) = exp[−1

2

(
x z

)( Σ−1 −Σ−1BT

−BΣ−1 BΣ−1BT

)(
x

z

)

+
(
x z

)( Σ−1~�

−BΣ−1~�

)
− 1

2
~�TΣ−1~�+ log c]; (6.9)

üðïõ c = (2�)−n=2|Σ−1|− 1
2 . Ïðüôå ðñïêýðôåé ôï óýíïëï ôùí êáíïíéêþí ÷áñáêôçñéóôéêþí

g = −1

2
~�TΣ−1~�+ log c; (6.10)

h =

(
Σ−1~�

−BΣ−1~�

)
; (6.11)

K =

(
Σ−1 −Σ−1BT

−BΣ−1 BΣ−1BT

)
: (6.12)
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ÅéóáãùãÞ ôùí äåäïìÝíùí

¸óôù ç ðáñáôÞñçóç üôé ìéá ìåôáâëçôÞ Y ðáßñíåé ôçí ôéìÞ y. Áõôü Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá íá

ìåéùèåß ç äéÜóôáóç ôïõ ÷þñïõ ôùí ìåôáâëçôþí êáé ðñÝðåé íá åíçìåñþóïõìå êÜèå äõíáìéêü

ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí Y . Ôï íÝï äõíáìéêü åßíáé

�∗(x) = exp[g + hTy y −
1

2
yTKY Y y) + xT (hx −KXXy)−

1

2
xTKXXx]: (6.13)

ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôá íÝá êáíïíéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ, ĝ = (g + hTy y −
1
2
yTKY Y y), ĥ = (hx −KXXy) êáé K̂ = KXX .

Ðïëëáðëáóéáóìüò êáé äéáßñåóç

Ðñþôá åðåêôåßíïíôáé ôá äýï äõíáìéêÜ óôïí ßäéï ÷þñï ìåôáâëçôþí ðñïóèÝôïíôáò óôéò êá-

ôÜëëçëåò äéáóôÜóåéò ìçäåíéêÜ êáé õðïëïãßæåôáé ãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóìü

(g1; h1; K1) ∗ (g2; h2; K2) = (g1 + g2; h1 + h2; K1 +K2);

êáé áíôßóôïé÷á ìå − ãéá ôçí äéáßñåóç.

Ðåñéèùñéïðïßçóç

¸óôù Ýíá äõíáìéêü �W óå Ýíá óýíïëï ìåôáâëçôþí W . Ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôï

äõíáìéêü åíüò õðïóõíüëïõ V ⊂ W ìå ðåñéèùñéïðïßçóç, ðïõ äçëþíåôáé ùò �V =
∑

W\V �W .

¸óôù y =

(
y1

y2

)
; h =

(
h1

h2

)
êáé K =

(
K11 K12

K21 K22

)
; ìðïñåß íá äåé÷èåß üôé

∫
�[(yT1 y

T
2 )T ]dy1 = �[y2; ĝ; ĥ; K̂]; (6.14)

üðïõ

ĝ = g +
1

2
(p log(2�)− log |K11|+ hT1K

T
11h1); (6.15)

ĥ = h2 −K21K
−1
11 h1; (6.16)

K̂ = K22 −K21K
−1
11 K12: (6.17)

Åýñåóç äõíáìéêü ìåôáâëçôþí ðïõ åßíáé äéÜóðáñôåò óôï äÝíôñï

Óôïí áëãüñéèìï áíáæÞôçóçò üðùò ðåñéãñÜøáìå óå êÜèå åðáíÜëçøç äçìéïõñãåßôáé Ýíá íÝï

äßêôõï ìå ìßá ìüíï áëëáãÞ óôï ôñÝ÷ùí äßêôõï. ÁõôÞ ç áëëáãÞ ìðïñåß íá åßíáé åßôå ðñü-

óèåóç ìßáò áêìÞò, åßôå áöáßñåóç åßôå åíáëëáãÞ. ÁõôÝò ïé ðñÜîåéò Ý÷ïõí óáí áðïôÝëåóìá

ôçí áëëáãÞ åíüò Þ ôï ðïëý äýï ôïðéêþí êáôáíïìþí. Ãéá íá áîéïëïãçèåß ôï íÝï äßêôõï ðïõ

ðñïêýðôåé ðñÝðåé íá âñåèïýí ôá áíáìåíüìåíá åðáñêÞ óôáôéóôéêÜ ôçò íÝáò Þ ôùí íÝùí êá-

ôáíïìþí ðïõ ðñïêýðôïõí. Áõôü åðéôõã÷Üíåôáé ìå êÜðïéåò áëëáãÝò óôï óõíäåôéêü äÝíôñï.

Ç ãåíéêÞ éäÝá åßíáé íá áíôéêáôáóôáèïýí ïé åëëéðåßò ôéìÝò ìå ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò êÜèå
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êáôáíïìÞò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôï óõíåðÝò óõíäåôéêü äÝíôñï. Áí ç íÝá êáôáíïìÞ åßíáé

õðïóýíïëï ôçò ðáëéÜò (áõôü óõìâáßíåé ìå ôçí äéáãñáöÞ êÜðïéïõ ðáôÝñá), ôüôå ôá ðñÜãìáôá

åßíáé ó÷åôéêÜ áðëÜ. Óôï äõíáìéêü ôïõ äÝíôñïõ ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí êáôáíïìÞ ôïõ êüìâïõ, ãß-

íåôáé ðåñéèùñéïðïßçóç óôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ äåí åìöáíßæïíôáé óôçí íÝá êáôáíïìÞ. ¼ôáí

ïé ìåôáâëçôÝò åßíáé äéÜóðáñôåò óå äéÜöïñåò êëßêåò ôá âÞìáôá ðïõ áêïëïõèïýíôáé åßíáé ôá

åîÞò:

• ×ñçóéìïðïéåßôáé ôï åëÜ÷éóôï õðïäÝíôñï ðïõ ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò åíäéáöÝñï-

íôïò, äçëáäÞ áõôÝò ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôçí íÝá êáôáíïìÞ.

• Ãéá êÜèå öýëëï ôïõ íÝïõ äÝíôñïõ, ãßíåôáé ðåñéèùñéïðïßçóç óôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ äåí

ðåñéÝ÷ïíôáé óå áõôÝò ôïõ åíäéáöÝñïíôïò ïýôå óôï äéá÷ùñéóôéêü óýíïëï ôïõ êüìâïõ.

Óôçí óõíÝ÷åéá áí � ôï äõíáìéêü ôïõ öýëëïõ êáé  ôçò êëßêáò ðéï êïíôÜ óôçí ñßæá,

ôï íÝï äõíáìéêü  ′ ôçò êëßêáò ðïõ åßíáé ðéï êïíôÜ óôç ñßæá ðñïêýðôåé ùò:

 ′ =
 · �
 S

; (6.18)

üðïõ  S åßíáé ôï äõíáìéêü ôïõ äéá÷ùñéóôéêïý óõíüëïõ.

• Áöáéñïýíôáé ôá öýëëá áðü ôï äÝíôñï êáé åðáíáëáìâÜíåôáé ç äéáäéêáóßá Ýùò üôïõ ç

ñßæá íá ðåñéÝ÷åé ìüíï ôéò ìåôáâëçôÝò åíäéáöÝñïíôïò.

To äõíáìéêü ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá Ý÷åé ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ôçò

íÝáò êáôáíïìÞò ùò ðñïò ôï ôñÝ÷ïí äßêôõï.

6.4 ÕâñéäéêÞ ðåñßðôùóç

ÐáñáêÜôù èá ðáñïõóéÜóïõìå ôï ðñüâëçìá ôçò óõìðåñáóìáôïëïãßáò óå õâñéäéêÜ äßêôõá äç-

ëáäÞ óå äßêôõá ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôüóï äéáêñéôÝò üóï êáé óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò. Ðñéí ðåñÜóïõìå

óôçí ðåñéãñáöÞ ðñÝðåé íá ïñéóôïýí äýï íÝåò Ýííïéåò

Ïñéóìüò 6.3. Éó÷õñÜ ÓõíäåôéêÜ äÝíôñá (Strong Junction Trees) Áí Óõíäåôéêü

äÝíôñï ìå êëßêåò C êáé ñßæá R ∈ C ôÝôïéï þóôå ãéá üëåò ôéò ãåéôïíéêÝò êëßêåò, C êáé D ìå

C êïíôéíüôåñá óôçí ñßæá, ôüôå éó÷ýåé

S = C ∩D ⊆ ∆; (6.19)

Þ

D\C ⊆ Γ; (6.20)

üðïõ ∆ ôï óýíïëï ôùí äéáêñéôþí ìåôáâëçôþí êáé Γ ôùí óõíå÷þí.

Ïñéóìüò 6.4. ÕâñéäéêÜ äõíáìéêÜ Ïé êáôáíïìÝò áõôÝò ðåñéÝ÷ïõí ôüóï óõíå÷åßò üóï êáé

äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò. Ãéá êÜèå ðéèáíÞ áíÜèåóç ôéìÞò i ôùí äéáêñéôþí ìåôáâëçôþí Y , ç

êáôáíïìÞ ôùí óõíå÷þí ìåôáâëçôþí X åßíáé ìéá Gaussian êáôáíïìÞ ðïõ Ý÷åé ôçí ìïñöÞ

f(X|Y = i) = N(X;�(i);Σ(i)); (6.21)
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üðïõ �(i) êáé Σ(i) ôï ìÝóï êáé ï ðßíáêáò óõììåôáâëçôüôçôáò óôçí i-ïóôÞ ðéèáíÞ áíÜèåóç

ôéìþí ôùí äéáêñéôþí ìåôáâëçôþí Y .

ÕðÜñ÷ïõí äýï ãíùóôïß áëãüñéèìïé ðïõ âáóßæïíôáé óå ÓõíäåôéêÜ äÝíôñá ãéá ôçí õâñé-

äéêÞ ðåñßðôùóç. Ï ðñþôïò áëãüñéèìïò [61], åßíáé óôçí ïõóßá åßíáé åðÝêôáóç ôçò óõíå÷ïýò

ðåñßðôùóçò ðïõ åßäáìå ðáñáðÜíù. Óå áõôÞ Ý÷ïõìå Ýíá óýíïëï êáíïíéêþí ÷áñáêôçñéóôé-

êþí ãéá êÜèå äéáêñéôÞ ôéìÞ. Ç ìüíç ðñÜîç ðïõ Ý÷åé äéáöïñÜ áðü ôá ðáñáðÜíù åßíáé ç

ðåñéèùñéïðïßçóç ãéá ìéá äéáêñéôÞ ôéìÞ üðïõ ôá ìÝóá êáé ïé ðßíáêåò óõììåôáâëçôüôçôáò

ôïõ äõíáìéêïý åîáñôþíôáé áðü áõôÞí ôçí ìåôáâëçôÞ, äçëáäÞ êÜðïéá óõíå÷åßò ìåôáâëçôÞ

ôçò êëßêáò Ý÷åé ðáôÝñá óôï ãñÜöçìá ôçí óõãêåêñéìÝíç äéáêñéôÞ ìåôáâëçôÞ. Óå áõôÞí ôçí

ðåñßðôùóç ðñïêýðôåé ìéá ìåéêôÞ Gaussian êáôáíïìÞ:∑
j

�(x; j; i) =
∑
j

p×Q(x; ~�(i);Σ(i)): (6.22)

Ïðüôå ðñÝðåé íá êñáôçèåß ìßá ëßóôá áðü üñïõò. Ç ðåñéèùñéïðïßçóç üëùí ôùí óõíå÷þí

ìåôáâëçôþí èá ðñÝðåé íá ãßíåôáé ðñéí áðü áõôÞ ôùí äéáêñéôþí áðü ôéò ïðïßåò åîáñôþíôáé.

Áõôü ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß áí êáôÜ ôçí êáôáóêåýç ôïõ Óõíäåôéêïý äÝíôñïõ äéáãñáöïýí

ðñþôá ïé óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò êáé óôçí óõíÝ÷åéá ïé äéáêñéôÝò. Ìéá ôÝôïéá óåéñÜ äéáãñáöÞò

ïíïìÜæåôáé éó÷õñÞ ôñéãùíïðïßçóç êáé ïäçãåß óå éó÷õñÜ óõíäåôéêÜ äÝíôñá. Ùóôüóï äåí

ìðïñåß íá áðïöåõ÷èåß ç ðáñáðÜíù ðåñßðôùóç ãéá ôçí åýñåóç ôçò ðåñéèùñéïðïßçóçò ìåôá-

âëçôþí ðïõ åßíáé õðïóýíïëï ìéáò êëßêáò Þ ìåôáâëçôþí ðïõ äåí áíÞêïõí óå ìßá ìüíï êëßêá.

Ç êëáóéêÞ ðñïóÝããéóç åßíáé ç óõã÷ùíåýóç ôçò ìåéêôÞò Gaussian êáôáíïìÞò óå k óôïé÷åßá.

Ãéá k = 1 ðñïêýðôåé:

p̂(i) =
∑
j

p(i; j); (6.23)

~̂�(i) =
∑
j

~�(i; j)p(i; j)= ˆp(i); (6.24)

Σ̂(i) =
∑
j

Σ(i; j)p(i; j)= ˆp(i) +
∑
j

(~�(i; j)− ~̂�(i))(~�(i; j)− ~̂�(i))Tp(i; j)= ˆp(i):(6.25)

Ç ïðïßá åßíáé ç êáëýôåñç ðñïóÝããéóç ìå âÜóç ôçí áðüóôáóç Kullback (KL) [62]. Óôçí ðá-

ñáðÜíù ðñïóÝããéóç Ý÷ïõí åíôïðéóôåß êÜðïéåò áñéèìçôéêÝò áóôÜèåéåò ðïõ ïöåßëïíôáé êõñßùò

óôçí ìåôáôñïðÞ óå êáíïíéêÜ ÷áñáêôçñçóôéêÜ êáé áíôßóôñïöá ôùí Gaussian êáôáíïìþí.

Ãéá ôçí åðßëõóç áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò ïé Lauritzen êáé Jensen [63] ðñüôåéíáí Ýíá íÝï

ó÷Þìá ðïõ ðåñéãñÜöåôáé ðáñáêÜôù.

6.5 Ôïðéêïß óôáèåñïß õðïëïãéóìïß (Stable Local Computations)

Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôùí áñéèìçôéêþí áóôáèåéþí ôçò ðñïçãïýìåíçò ðñïóÝã-

ãéóçò ïé Lauritzen êáé Jensen [63] áíÝðôõîáí Ýíá íÝï ó÷Þìá ðïõ âáóßæåôáé óôï êëáóéêü,

ôçò äéÜäïóçò ìçíõìÜôùí (Lauritzen êáé Spiegelhalter) áëëÜ ôá äõíáìéêü êáé ôá ìçíýìáôá

ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí åßíáé áñêåôÜ äéáöïñåôéêÜ. Ðñþôá ðåñéãñÜöïõìå ôá íÝá äõíáìéêü êáé

óôçí óõíÝ÷åéá ôéò âáóéêÝò ëåéôïõñãßåò ôïõ ó÷Þìáôïò.
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6.5.1 Õðü óõíèÞêåò Gaussian (CG) äõíáìéêÜ

Óôïí áëãüñéèìï ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ïé õðü óõíèÞêåò Gaussian

êáôáíïìÝò (CG) ðïõ ðñùôïðáñïõóéÜóôçêáí áðü ôïõò Lauritzen êáé Wermuth [64]. Èá ôéò

ðåñéãñÜøïõìå åí óõíôïìßá. Ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò ðáñáèÝôïíôáé óôçí áíáöïñÜ [61].

¸íá CG äõíáìéêü áíáðáñéóôÜôáé ùò � = [p;A;B;C](H|T ), üðïõ ìå (Ç |Ô) äçëþíåôáé

ç äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ ôùí óõíå÷þí ìåôáâëçôþí óå êåöáëÞ êáé ïõñÜ. Äçëþíïíôáé ïé

ìåôáâëçôÝò ôçò êåöáëÞò ìå Y êáé ôçò ïõñÜò ìå Æ ìå äéáóôÜóåéò r êáé s áíôßóôïé÷á. ¸íá

ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ðéèáíþí ôéìþí ãéá ôéò äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò ôïõ äõíáìéêü äçëþíåôáé

ìå i. ¸ôóé êÜèå äõíáìéêü, Ý÷åé Ýíá óýíïëï óõíå÷þí ìåôáâëçôþí, êåöáëÞò êáé ïõñÜ, ðïõ

êÜðïéï áðü áõôÜ ìðïñåß íá åßíáé êåíü. Óôçí ðáñáðÜíù áíáðáñÜóôáóç Ý÷ïõìå

• p = {p(i)} ç ðéèáíüôçôá ôçò äéáêñéôÞò ôéìÞò i üðùò êáé óôï £óõíçèéóìÝíï¤ äéáêñéôü

äõíáìéêü.

• A = {A(i)} Ýíáò ðßíáêáò áðü r × 1 äéáíýóìáôá.

• B = {B(i)} Ýíá óýíïëï áðü r × s ðßíáêåò.

• C = {C(i)} Ýíá óýíïëï áðü r × r èåôéêÜ çìéïñéóìÝíïõò óõììåôñéêïýò ðßíáêåò.

Ôï äõíáìéêü ðïõ áíáðáñéóôÜôáé áðü � = [p;A;B;C](H|T ) êáèïñßæåé ôçí CG ðáëéíäñüìçóç

P (I = i) ∝ p(i); L(Y |I = i; Z = z) = Nr(A(i) +B(i)z; C(i)) (6.26)

ÅðÝêôáóç êáé ìåßùóç

¸íá CG äõíáìéêü ìðïñåß íá åðåêôáèåß ðñïóèÝôïíôáò äéáêñéôÝò Þ óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò

óôçí ïõñÜ ôïõ. ¼ôáí ðñïóôßèåíôáé äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò, áðëÜ ôßèåôáé p∗(i; j) = p(i).

¼ôáí ðñïóôßèåíôáé óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò óôçí ïõñÜ, åðåêôåßíåôáé ï B ðßíáêáò ðñïóèÝôïíôáò

ìçäåíéêÜ óôéò óôÞëåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò íÝåò ìåôáâëçôÝò ôçò ïõñÜò, ïðüôå ðñïêýðôåé

Ýíáò íÝïò ðßíáêáò

B∗ = {B(i) : 0}: (6.27)

¼ìïéá, áí ï Â Ý÷åé óôÞëåò ðïõ Ý÷ïõí ìüíï ìçäåíéêÜ ôüôå ìðïñïýí íá áöáéñåèïýí ïé

ìåôáâëçôÝò ôçò ïõñÜò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò óôÞëåò ìå ôá ìçäåíéêÜ. Ôï äõíáìéêü ðïõ

ðñïêýðôåé ïíïìÜæåôáé åëÜ÷éóôï.

Ðåñéèùñéïðïßçóç

¼ðùò êáé óôï áñ÷éêü ó÷Þìá ç ðåñéèùñéïðïßçóç åíüò äõíáìéêïý ïñßæåôáé óå ìåñéêÝò ìüíï

ðåñéðôþóåéò êáé åðßóçò ïé ðåñéèùñéïðïßçóåéò ðÜíù óôéò óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò õðïëïãßæïíôáé

ðñéí ôéò ðåñéèùñéïðïßçóåéò ðÜíù óôéò äéáêñéôÝò. Ïé ðåñéèùñéïðïéÞóåéò ðÜíù óôéò óõíå÷åßò

ïñßæïíôáé ìüíï óå ìåôáâëçôÝò ôçò êåöáëÞò ôïõ äõíáìéêïý. Ôï äõíáìéêü [p;A;B;C](H;T )

£óðÜåé¤ ùò åîÞò

H = (H1; H2); A =

(
A1

A2

)
; B =

(
B1

B2

)
; C =

(
C11 C12

C21 C22

)
(6.28)
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ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí äéáìÝñéóç ôçò êåöáëÞò óå äýï õðïóýíïëá ìåôáâëçôþí. Ç ðåñéèù-

ñéïðïßçóç ôïõ � ïñßæåôáé ùò åîÞò:

�↓D
′
= [p;A1; B1; C11](H1|T ) (6.29)

ÁõôÝò ïé ðåñéèùñéïðïéÞóåéò ïíïìÜæïíôáé éó÷õñÝò êáèþò áíôéóôïé÷ïýí óôïí õðïëïãéóìü

ôùí êáíïíéêþí ðåñéèùñéïðïéÞóåùí ôùí áíôßóôïé÷ùí õðü óõíèÞêç Gaussian êáôáíïìþí.

¼ôáí üëåò ïé ìåôáâëçôÝò áðü ôçí êåöáëÞ Ý÷ïõí áöáéñåèåß ôüôå ìðïñïýí íá áöáéñåèïýí ïé

ìåôáâëçôÝò ïõñÜò êáé ðñïêýðôåé Ýíá óõíçèéóìÝíï äéáêñéôü äõíáìéêü.

Ïé ðåñéèùñéïðïéÞóåéò ðÜíù óå äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò ïñßæïíôáé ìüíï áí ç ïõñÜ åßíáé

Üäåéá, ïðüôå äåí Ý÷ïõìå êáé ôïí ðßíáêá Â. Ôüôå ç ðåñéèùñéïðïßçóç ôïõ CG äõíáìéêïý

� = [p;A;−; C](H|−), ìå óýíïëï äéáêñéôþí ìåôáâëçôþí äéáìåñéóìÝíï óå U ∪W , ðÜíù

óôï W ïñßæåôáé ùò åîÞò:

�↓U∪Ç = [p̃; Ã;−; C̃](H|−) (6.30)

üðïõ

p̃(iU) =
∑
W

; (6.31)

Ã(iU) =
1

p̃(iU)

∑
W

A(i)p(i); (6.32)

C̃(iU) =
1

p̃(iU)

∑
W

C(i) + [A(i)− Ã(iU)][A(i)− Ã(iU)]Tp(i); (6.33)

üðïõ i = (iU ; iW ). ÁõôÞ ç ðåñéèùñéïðïßçóç, üðùò Þäç Ý÷ïõìå áíáöÝñåé, ïíïìÜæåôáé áóèåíÞò

êáé åßíáé ìéá ðñïóÝããéóç ôçò ìåéêôÞò Gaussian êáôáíïìÞò.

¢ìåóïò óõíäõáóìüò

Ï Üìåóïò óõíäõáóìüò ïñßæåôáé ãéá óõãêåêñéìÝíá æåõãÜñéá äõíáìéêþí êáé áõôü äéáöïñï-

ðïéåß ôï ó÷Þìá áðü ôá õðÜñ÷ïíôá. Ï Üìåóïò óõíäõáóìüò äýï äõíáìéêþí � = [p;A;B;C](H1|T1)

êáé  = [q; E; F;G](H2|T2) ïñßæåôáé ìüíï áí ç ôïìÞ ôçò êåöáëÞò ôïõ äåýôåñïõ äõíáìéêü

ìå ôï óýíïëï ôùí óõíå÷þí ìåôáâëçôþí ôïõ ðñþôïõ åßíáé êåíü óýíïëï:

H2 ∩D1 = ∅ (6.34)

Åäþ ðÜíôá õðïèÝôïõìå üôé ôá äõíáìéêü åßíáé åëÜ÷éóôá. Áí ç óõíèÞêç (6.34) éêáíïðïéåßôáé,

ôüôå åðåêôåßíïíôáé ôá äõíáìéêÜ þóôå ãéá ôéò åðåêôÜóåéò íá éó÷ýåé T2 = H1 ∪ T1. Áõôü

åðéôõã÷Üíåôáé åðåêôåßíïíôáò ôçí ïõñÜ T1 ìå T1∪ (T2\H1) êáé ôçí ïõñÜ T2 ìå T2∪H1∪T1.

Óôçí óõíÝ÷åéá, äéáìåñßæåôáé ôï F óå F = [F1 : F2] üðïõ F1 (r2 × r1) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï
H1 êáé F2 (r2 × s1) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï T1. Ôüôå ïñßæåôáé ï Üìåóïò óõíäõáóìüò ùò

[�; U; V;W ](H|T ) = [p;A;B;C](H1|T1)⊗̇[q; E; F;G](H2|T2) (6.35)
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� = pq; (6.36)

U =

(
A

E + F1A

)
; (6.37)

V =

(
B

F2 + F1B

)
; (6.38)

W =

(
C CF T

1

F1C G+ F1CF
T
1

)
: (6.39)

Áõôüò ï óõíäõáóìüò áíôéóôïé÷åß óôçí óõíçèéóìÝíç óýíèåóç õðü óõíèÞêç êáôáíïìþí. Óç-

ìåéþíïõìå üôé áí õðÜñ÷ïõí ôá �⊗̇ êáé  ⊗̇� ôüôå åßíáé éóïäýíáìá. Åðßóçò ï Üìåóïò

óõíäõáóìüò éêáíïðïéåß ôçí éäéüôçôá

(�⊗̇ )⊗̇� = �⊗̇(�⊗̇�) (6.40)

ìå ôçí Ýííïéá üôé áí ïñßæïíôáé êáé ïé äýï óõíäõáóìïß, ôï áðïôÝëåóìá èá åßíáé ôï ßäéï [65].

Óõìðëçñþìáôá

Áí ç êåöáëÞ åíüò CG äõíáìéêü � = [p;A;B;C](H|T ) äéáìåñßæåôáé ùò

H = (H1; H2); A =

(
A1

A2

)
; B =

(
B1

B2

)
; C =

(
C11 C12

C21 C22

)
(6.41)

êáé [p∗; A1; B1; C11](H1|T ) åßíáé ç éó÷õñÞ ðåñéèùñéïðïßçóç ôïõ �, ôüôå ïñßæåôáé ôï óõìðëÞ-

ñùìá �|H1∪T ùò [q; E; F;G](H2|H1 ∪ T ) üðïõ

q = p=p∗; (6.42)

E = A2 − C21C
−
11A1; (6.43)

F = [C21C
−
11 : B2 − C21C

−
11B1]; (6.44)

G = C22 − C21C
−
11C12: (6.45)

üðïõ C−
11 ï øåõäü-áíôßóôñïöïò ôïõ C11.

Éó÷ýåé

[p;A;B;C](H;T ) = [p∗; A1; B1; C11](H1|T )⊗̇[q; E; F; F ](H2|H1 ∪ T ): (6.46)

Ç áðïóýíèåóç ôïõ äõíáìéêü óå ðåñéèùñéïðïéçìÝíï êáé óõìðëÞñùìá áíôéóôïé÷åß åðáêñéâþò

óôçí áðïóýíèåóç ôçò êáôáíïìÞò ðéèáíüôçôáò óôçí ðåñéèùñéïðïéçìÝíç êáé óôçí õðü óõíèÞêç

êáôáíïìÞ.

Áíáäñïìéêüò óõíäõáóìüò

Óôçí óõíÝ÷åéá ïñßæåôáé Ýíáò ðéï ãåíéêüò óõíäõáóìüò ôùí CG äõíáìéêþí. Áõôü áðáéôåßôáé

ãéá ôçí áñ÷éêïðïßçóç ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí óõíÝ÷åéá. Èåùñïýìå ðÜëé äýï äõíáìéêÜ � =
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[p;A;B;C](H1|T1) êáé  = [q; E; F;G](H2|T2). Áí H1∩H2 6= ∅ ï óõíäõáóìüò äåí ïñßæåôáé
ðñïò ôï ðáñüí. Áí ç ôïìÞ åßíáé êåíÞ, ï óõíäõáóìüò ïñßæåôáé ùò

�⊗  =  ⊗̇� Þ �⊗̇ =  ⊗ �: (6.47)

áí ïñßæåôáé Ýóôù Ýíáò áðü ôïõò äýï Üìåóïõò óõíäõáóìïýò ôùí äåîéþí ìåëþí. Áí ïñßæïíôáé

êáé ïé äýï, ïé óõíäõáóìïß åßíáé éóïäýíáìïé. Áí êáíÝíá áðü ôá äýï äåí ïñßæåôáé, ðñÝðåé íá

éó÷ýåé

H1 ∩D2 6= ∅ êáé H2 ∩D1 6= ∅: (6.48)

¸óôù D12 = H1\D2 êáé D21 = H2\D1. Áí êáé ôá äýï åßíáé êåíÜ ôüôå ï óõíäõáóìüò äåí

ïñßæåôáé. Áëëéþò áðïóõíôßèåôáé êÜðïéïò ðáñÜãïíôáò, ð.÷. ï � áí õðïôåèåß üôé D12 6= ∅,

� = �↓(D1\D12)⊗̇�|(D1\D12) = �′⊗̇�′′; (6.49)

êáé ãßíåôáé ðñïóðÜèåéá íá óõíäõáóôïýí ôá � êáé  ùò åîÞò

�⊗  = (�′ ⊗  )⊗̇�′′: (6.50)

ÁõôÞ ç åîßóùóç ìðïñåß íá èåùñçèåß áíáäñïìéêÞ ìå ôçí Ýííïéá üôé ç äéáäéêáóßá ðïõ ðå-

ñéãñÜöçêå åðáíáëáìâÜíåôáé ãéá ôï (�′ ⊗  ), åíþ ï Üìåóïò óõíäõáóìüò ïñßæåôáé áðü ôçí

êáôáóêåõÞ.

ÓõëëïãÞò ðëçñïöïñßáò

¼ôáí Ýíá ìÞíõìá óôçí öÜóç óõëëïãÞò óôÝëíåôáé áðü ìßá êëßêá C óå ìßá ãåéôïíéêÞ ôçò D

ðñïò ôçí ñßæá, ìå äéá÷ùñéóôéêü óýíïëï S = C ∩D, ôá äõíáìéêÜ �C óôïí C êáé �D óôçí

D áëëÜæïõí êáé ãßíïíôáé �∗C êáé �∗D, ìå

�∗C = �
|S
C , �

∗
D = �D ⊗ �↓SC (6.51)

üðïõ �∗C ôï óõìðëÞñùìá ôïõ �C ìåôÜ áðü ðåñéèùñéïðïßçóç óôï äéá÷ùñéóôéêü óýíïëï êáé

�∗D ìå óõíäõáóìü ôïõ áñ÷éêïý äõíáìéêü ìå ôçí ðåñéèùñéïðïßçóç ôïõ �C . Ç áðüäåéîç üôé ï

óõíäõáóìüò åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíïò äßíåôáé óôçí áíáöïñÜ [63].

ÊáôáíïìÞ ðëçñïöïñßáò

¼ôáí Ýíá ìÞíõìá óôçí öÜóç êáôáíïìÞò óôÝëíåôáé áðü ìßá êëßêá C óå ìßá ãåéôïíéêÞ ôçò

D ìáêñýôåñá áðü ôçí ñßæá ìå äéá÷ùñéóôéêü óýíïëï S = C ∩ D, Ý÷åé Þäç ëÜâåé ìÞíõìá

áðü ôïí ãåßôïíá ôïõ ðñïò ôçí ñßæá. ÊÜíïõìå ôçí õðüèåóç üôé ôï äéá÷ùñéóôéêü äõíáìéêü

S ′ ðñïò ôçí ñßæá ðåñéÝ÷åé ôçí áóèåíÞ ðåñéèùñéïðïßçóç ôïõ äõíáìéêïý

�S′ = �↓S
′
: (6.52)

¼ôáí óôÝëíåôáé Ýíá ìÞíõìá, Ýíá íÝï äõíáìéêü äçìéïõñãåßôáé �S óôï S. Ðñþôá õðïëïãß-

æåôáé ç áóèåíÞò ðåñéèùñéïðïßçóç ôçò êëßêáò C

�↓C = �S′⊗̇�C : (6.53)
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Óôçí óõíÝ÷åéá õðïëïãßæïõìå ôçí ðåñéèùñéïðïßçóç ùò ðñïò ôï äéá÷ùñéóôéêü óýíïëï

�S = (�↓C)↓S = �↓S: (6.54)

Ï óõíäõáóìüò åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíïò åðåéäÞ ìåôÜ ôçí öÜóç óõëëïãÞò, ôá óõìðëçñùìáôéêÜ

äõíáìéêÜ áðïèçêåýôçêáí óôéò êëßêåò, Üñá ç ôïìÞ ôçò êåöáëÞò ôïõ �C êáé ôïõ S ′ åßíáé

êåíü óýíïëï, êáé ïé (áóèåíåßò) ðåñéèùñéïðïéÞóåéò åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíåò áöïý ç ïõñÜ ôïõ

�C ðåñéÝ÷åôáé óôçí êåöáëÞ ôïõ �S′ ðïõ Ý÷åé óáí óõíÝðåéá ï óõíäõáóìüò (6.53) íá Ý÷åé

êåíÞ ïõñÜ. Ðáñüëï ðïõ óôï [63] åðéëÝãåôáé íá ìçí áðïèçêåýïõìå ôéò (ðéèáíþò áóèåíåßò)

ðåñéèùñéïðïéÞóåéò óôá äõíáìéêÜ ôùí êëéêþí, åìåßò åðéëÝãïõìå íá ôá áðïèçêåýïõìå ãéáôß

ãßíåôáé ðéï åýêïëç ç äéá÷åßñéóç ôïõ ðëçñïöïñßáò üðùò èá äïýìå óôá óõíÝ÷åéá.

ÅéóáãùãÞ Ðëçñïöïñßáò

Ç äéá÷åßñéóç ôçò ðëçñïöïñßáò ãßíåôáé ìåôÜ ôçí áñ÷éêïðïßçóç (öÜóç óõëëïãÞò). Ç äéá-

÷åßñéóç ôçò äéáêñéôÞò ðëçñïöïñßáò ãßíåôáé üðùò óõíÞèùò êáé ÷ñåéÜæåôáé íá åéóá÷èåß ç

ðëçñïöïñßá ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ ìüíï óå ìßá êëßêá ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí áíôßóôïé÷ç ìåôáâëçôÞ

. Ãéá ôéò óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò ôá ðñÜãìáôá åßíáé êÜðùò äéáöïñåôéêÜ. Ðñþôá ç ðëçñïöïñßá

ðñÝðåé íá åéóá÷èåß óå üëåò ôéò êëßêåò ðïõ ðåñéÝ÷åôáé ç ìåôáâëçôÞ. Åðßóçò óôï [63] Ý÷ïõìå

ôïí äéá÷ùñéóìü, áí ç ìåôáâëçôÞ ðåñéÝ÷åôáé óôçí êåöáëÞ Þ óôçí ïõñÜ êÜèå äõíáìéêü. ÁëëÜ

üðùò åðéëÝîáìå åìåßò íá êÜíïõìå ôçí áñ÷éêïðïßçóç üëåò ïé ìåôáâëçôÝò ðåñéÝ÷ïíôáé óôéò

êåöáëÝò ôùí äõíáìéêü. Ïðüôå èá åîåôÜóïõìå ìüíï áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç. Ç ïñèüôçôá

áðïäåéêíýåôáé óôï [63].

¸óôù ç ìåôáâëçôÞ Õ2 åìöáíßæåôáé ìå ôéìÞ y2. ÅéóÜãåôáé óå üëá ôá äõíáìéêü ôá ïðïßá

ìåôáôñÝðïíôáé óå �∗ = [p∗; A∗;−; C∗](H∗|−), üðïõ ç êåöáëÞ H∗ ðñïêýðôåé ìå áöáßñåóç

ôçò Õ2 . Äéáêñßíïíôáé ôþñá äýï ðåñéðôþóåéò

1. Áí õðÜñ÷åé j þóôå C22(j) = 0 êáé y2 = A2(j), ôßèåôáé ãéá êÜèå i

p∗(i) =

{
p(i) Áí y2 = A2(i) êáé C22(i) = 0

0 Áëëéþò

}
; (6.55)

êáé ãéá êÜèå p∗(i) > 0 ôßèåôáé

A∗(i) = A1(i), C
∗(i) = C11(i): (6.56)

2. Áëëéþò

p∗ =

{
p(i)√

2�C22(i)
exp[−1

2
(y2 − A2(i))

2=C22(i)] Áí C22(i) 6= 0

0 Áëëéþò

}
; (6.57)

êáé ãéá êÜèå p∗(i) > 0 ôßèåôáé

A∗(i) = A1(i) + C12(i)(y2 − A2(i))=C22(i); (6.58)

C∗(i) = C11(i)− C12(i)C21(i)=C22(i): (6.59)
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ÊåöÜëáéï 7

ÐåñéãñáöÞ ÐñïóÝããéóçò

7.1 ÃåíéêÜ

7.2 Åýñåóç ML Þ MAP ðáñáìÝôñùí

7.3 ÁíáæÞôçóç êáé áîéïëüãçóç õðïøçößùí äéêôýùí

7.1 ÃåíéêÜ

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ðåñéãñÜöïõìå ôïí ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ãéá ôçí åýñåóç ôïõ êáëýôå-

ñïõ Bayesian äéêôýïõ áðü ôá äåäïìÝíá ðïõ áíáðôýîáìå. Ç óåéñéáêÞ õëïðïßçóç äåí åßíáé

áðïäïôéêÞ ãéá ôçí åýñåóç ìåãÜëùí äéêôýùí ðïõ åßíáé êáé ï óôü÷ïò ìáò. Óçìåéþíïõìå

üôé óôç ôñÝ÷ïõóá ðñïóÝããéóç äåí åéóÜãåôáé åê ôùí ðñïôÝñùí ãíþóç óôçí äïìÞ ôïõ äé-

êôýïõ. Ï åõñåôéêüò áëãüñéèìïò åßíáé êïéíüò ãéá üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò êáé ðåñéãñÜöåôáé

óôçí ðáñÜãñáöï 7.3.

ÐáñÜëëçëïò K-NN ãéá áíÜêôçóç ÷áìÝíùí ôéìþí

Ðñþôá ðñïóåããßæïõìå ôéò åëëéðåßò ôéìÝò êÜíïíôáò ÷ñÞóç ôïõ K-NN óå ìéá ðáñÜëëçëç

ìïñöÞ. Áí Ý÷ïõìå P åðåîåñãáóôÝò êáé K åëëéðåßò ôéìÝò ôüôå áíáèÝôïõìå óå êÜèå åðå-

îåñãáóôÞ K=P åëëéðåßò ôéìÝò ðñïò áíÜêôçóç ìå ôïí êëáóóéêü áëãüñéèìï ðïõ ðåñéãñÜøáìå

óôçí ðáñÜãñáöï 3.2. Ç äéáäéêáóßá åßíáé ðïëý áðëÞ, ó÷åôéêÜ ãñÞãïñç êáé Ý÷åé ìåëåôçèåß

åêôåíþò óôçí âéâëéïãñáößá [27], ïðüôå äåí ðáñáèÝôïõìå ðåéñÜìáôá ãéá áõôÞí ôçí äéáäéêá-

óßá. Ç áíÜêôçóç ÷áìÝíùí ôéìþí ìå SVD Ý÷åé õëïðïéçèåß óåéñéáêÜ.

Ïìáäïðïßçóç

Áí ï áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí åßíáé ðïëý ìåãÜëïò ìðïñåß íá ìåéùèåß, ÷ñçóéìïðïéþíôáò éå-

ñáñ÷éêÞ ïìáäïðïßçóç óå ðáñÜëëçëç ìïñöÞ. ¼ðùò áíáöÝñáìå óôçí ðáñÜãñáöï 3.3.3, óå
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Áëãüñéèìïò 8 ÐåñéãñáöÞ ÐáñÜëëçëçò Éåñáñ÷éêÞò ïìáäïðïßçóçò

1: Óå êÜèå åðåîåñãáóôÞ áíáôßèåíôáé ãéá õðïëïãéóìü (C ∗ C)=P áðïóôÜóåéò üðïõ C ï

áñéèìüò ïìÜäùí êáé P ï áñéèìüò åðåîåñãáóôþí.

2: Ï êÜèå åðåîåñãáóôÞò õðïëïãßæåé ôéò áðïóôÜóåéò ðïõ ôïõ Ý÷ïõí áíáôåèåß.

3: ÁíáêáôáóêåõÜæåôáé ï ðßíáêáò áðïóôÜóåùí áðü ôéò áðïóôÜóåéò ðïõ Ý÷åé õðïëïãßóåé ï

êÜèå åðåîåñãáóôÞò.

4: ×ñçóéìïðïéåßôáé ðáñÜëëçëïò quick sort áëãüñéèìïò ãéá íá âñïýìå ôéò ïìÜäåò ìå ôç

ìéêñüôåñç áðüóôáóç.

5: Ï êåíôñéêüò åðåîåñãáóôÞò áðïöáóßæåé ãéá ôéò íÝåò ïìÜäåò êáé óõíå÷ßæïõìå óôï âÞìá

1 ìÝ÷ñé íá ðñïêýøåé ìßá ìüíï ïìÜäá.

êÜèå åðáíÜëçøç ôçò éåñáñ÷éêÞò ïìáäïðïßçóçò ðñÝðåé íá öôéÜîïõìå Ýíá ðßíáêá áðïóôÜóåùí

ìåôáîý ôùí ïìÜäùí. Óôá ðñþôá âÞìáôá üðïõ ïé ïìÜäåò åßíáé ðÜñá ðïëëÝò, ôï õðïëïãé-

óôéêü êüóôïò åýñåóçò ôïõ ðßíáêá áðïóôÜóåùí åßíáé õøçëü êáé ìßá ðáñÜëëçëç åðåîåñãáóßá,

åðéôá÷ýíåé ôçí äéáäéêáóßá. Ç äéáäéêáóßá ðåñéãñÜöåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï 8. Ï áëãüñéèìïò

K-means Ý÷åé õëïðïéçèåß óåéñéáêÜ.

Áíôéìåôþðéóç ãéá ðëÞñç äåäïìÝíá

Áí ôá äåäïìÝíá ìáò åßíáé ðëÞñç, Þ Ý÷ïõìå åðéëÝîåé íá ôá áíáêôÞóïõìå ìå Ê-ÍÍ ôüôå

Ý÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá åðéëÝîïõìå ìåôáîý óõíå÷þí êáé äéáêñéôþí ìåôáâëçôþí. Óôçí

ðåñßðôùóç ôùí äéáêñéôþí ìåôáâëçôþí Ý÷ïõìå ìßá åðéëïãÞ ãéá ôçí êáôáíïìÞ ôçò ðõêíüôçôáò

ðéèáíüôçôáò, ôçí ðïëõùíõìéêÞ êáôáíïìÞ. Óôçí ðåñßðôùóç ôùí óõíå÷þí ìåôáâëçôþí ç

êáôáíïìÞ ìáò åßíáé ìéá õðü óõíèÞêç Gaussian êáôáíïìÞ ìå ãåíéêÞ ìïñöÞ

p(x|PÁx) = c · exp(− 1

2�2
(x− �− f(PÁx))

2); (7.1)

üðïõ c åßíáé ìßá óôáèåñÜ êáíïíéêïðïßçóçò êáé f(PÁx) ç óõíÜñôçóç ãéá ôïõò ðáôÝñåò PÁx

ôïõ x óôï ìïíôÝëï. Ïé åðéëïãÝò ãéá ôçí f åßíáé ðïëëÝò. Ïé âáóéêüôåñåò êáé áõôÝò ðïõ

÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôï óýóôçìá ìáò åßíáé ïé åîÞò:

1. ÃñáììéêÞ Þ ðïëõùíõìéêÞ,

2. ÍåõñùíéêÜ äßêôõá [66],

3. Â-Splines [22],

4. Radial Basis Kernel [67].

Áí ç f åßíáé ãñáììéêÞ, Ý÷ïõìå ôçí ãñáììéêÞ Gaussian ðåñßðôùóç. Ç åýñåóç ôùí ðáñá-

ìÝôñùí ôùí ðïëõùíõìéêþí êáé ãñáììéêþí Gaussian êáôáíïìþí ãéá ðëÞñç äåäïìÝíá Ý÷åé

ðåñéãñáöåß óôéò ðáñáãñÜöïõò 4.2.1 êáé 4.2.2. Ãéá ôéò õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò ãéá íá âñïýìå

ôéò ðáñáìÝôñïõò ðïõ ìåãéóôïðïéïýí ôçí ðéèáíïöÜíåéá, ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãíùóôÝò ìåèüäïõò
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åëá÷éóôïðïßçóçò üðùò Gradient descent, ÂFGS, DFP. ¼ðùò Þäç áíáöÝñáìå ç ðéèáíïöÜ-

íåéá ôùí äåäïìÝíùí D äïèÝíôïò ôïõ ìïíôÝëïõ Ì ãñÜöåôáé ùò åîÞò

log p(D|M) = log

∫
p(D|ΘM ;M)p(ΘM |M)dΘM :

×ñçóéìïðïéïýìå ôçí Laplace ðñïóÝããéóç ôïõ ðáñáðÜíù ïëïêëçñþìáôïò óôï óçìåßï Θ̂M

ðïõ ìåãéóôïðïéåßôáé ç ðéèáíïöÜíåéá ïðüôå ðñïêýðôåé

log p(D|M) =
m∑
i=1

log p(D|Θ̂M ;M) + log p(Θ̂M |M)− d

2
log 2� − 1

2
log|A|; (7.2)

üðïõ |A| ç ïñßæïõóá ôïõ Åóóéáíïý (Hessian) ðßíáêá, d ï áñéèìüò ôùí ðáñáìÝôñùí óôï

ìïíôÝëï.

Ç äéáäéêáóßá ðïõ áêïëïõèåßôáé åßíáé ç åýñåóç åíüò ôïðéêïý ìåãßóôïõ ôçò p(D|Θ̂M ;M)

êáé óôçí óõíÝ÷åéá óå åêåßíï ôï óçìåßï õðïëïãßæïõìå ôïí Åóóéáíü ðßíáêá. Áí áãíïÞóïõìå

ôïõò üñïõò ðïõ äåí åîáñôþíôáé áðü ôï áñéèìü ôùí äåäïìÝíùí Í Ý÷ïõìå óôçí ïõóßá ôï BIC

ìÝôñï áîéïëüãçóçò (o üñïò −1
2
log |A| åßíáé áíÜëïãïò ôïõ −d

2
logÍ).

Ãéá ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï, ôá íåõñùíéêÜ äßêôõá êáé ôá B-Splines, ÷ñçóéìïðïéÞóáìå

ìÝôñï BIC. Ãéá ôá Radial Basis üðïõ ìðïñïýóáìå íá õðïëïãßóïõìå áíáëõôéêÜ ôçí äåýôåñç

ðáñÜãùãï, ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí ðñïóÝããéóç (7.2). Ãéá ôá íåõñùíéêÜ äßêôõá Ý÷ïõìå óôçí

ïõóßá ìéá åê ôùí ðñïôÝñùí ðéèáíüôçôá óôéò ðáñáìÝôñïõò, íá áíÞêïõí óå ìéá êáíïíéêÞ

êáôáíïìÞ ìå ìÝóï 0, êáé äéáóðïñÜ 1. Ãéá ôá Â-splines êáé Radial basis Ý÷ïõìå ìéá åê ôùí

ðñïôÝñùí êáôáíïìÞ åîïìÜëõíóçò (smoothing) ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí

áíáöïñÜ [22], ç ïðïßá åõíïåß ôéò ðéï ïìáëÝò êáìðýëåò.

Áíôéìåôþðéóç ãéá åëëéðÞ äåäïìÝíá

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå åëëéðÞ äåäïìÝíá, ìðïñïýìå íá ôá áíáêôÞóïõìå ìå ôçí K-NN

ðñïóÝããéóç åßôå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí Structural EM áëãüñéèìï. O áëãüñéèìïò ìðïñåß

íá äéá÷ùñéóôåß óôá áêüëïõèá ôìÞìáôá:

• Åýñåóç ôùí ML Þ MAP ðáñáìÝôñùí.

• Áëãüñéèìïò áíáæÞôçóçò.

• Áîéïëüãçóç ôùí õðïøçößùí äéêôýùí

• ÊáôáóêåõÞ ôïõ óõíäåôéêïý äÝíôñïõ.

• Áëãüñéèìïò óõìðåñáóìáôïëïãßáò.

Ç åýñåóç ôùí ML Þ MAP ðáñáìÝôñùí ðåñéãñÜöåôáé óôçí ðáñÜãñáöï 7.2. Ï áëãüñéèìïò

áíáæÞôçóçò êáé áîéïëüãçóçò ôùí õðïøçößùí äéêôýùí ðåñéãñÜöåôáé óôçí ðáñÜãñáöï 7.3.

Ôïí áëãüñéèìï óõìðåñáóìáôïëïãßáò ôïí ðåñéãñÜøáìå óôï ÊåöÜëáéï 6. Ç êáôáóêåõÞ ôïõ

óõíäåôéêïý äÝíôñïõ åßíáé ôï ìüíï êïììÜôé ôïõ óõóôÞìáôïò ðïõ åßíáé óåéñéáêü. Ãéá Ýíá
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Áëãüñéèìïò 9 Ãåíéêüò áëãüñéèìïò åýñåóçò ôçò êáëýôåñçò äïìÞò åíüò Bayesian äéêôýïõ
1: repeat

2: Õðïëïãßæïõìå ôéò ML Þ MAP ðáñáìÝôñïõò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò äéêôýïõ

3: Âñßóêïõìå ôá åöéêôÜ (ðïõ äåí ó÷çìáôßæïõí êýêëï) íÝá äßêôõá êáé êÜèå åðåîåñãáóôÞò

áîéïëïãåß K=P õðïøÞöéá äßêôõá üðïõ Ê ï óõíïëéêüò áñéèìüò ôùí äéêôýùí êáé P ï

áñéèìüò ôùí åðåîåñãáóôþí.

4: Ï åðåîåñãáóôÞò-óõíôïíéóôÞò ëáìâÜíåé ôá ìÝôñï áîéïëüãçóçò ãéá êÜèå äßêôõï áðü

üëïõò ôïõò åðåîåñãáóôÝò.

5: Ï åðåîåñãáóôÞò-óõíôïíéóôÞò åðéëÝãåé ôï êáëýôåñï õðïøÞöéï äßêôõï ìå ìåãáëýôåñï

ìÝôñï áîéïëüãçóçò áðü ôï ôñÝ÷ïí äßêôõï.

6: until Ná ìçí õðÜñ÷åé õðïøÞöéï äßêôõï ìå ìåãáëýôåñï ìÝôñï áîéïëüãçóçò

öõóéïëïãéêü áñéèìü êüìâùí ìÝ÷ñé ðåñßðïõ 200, áõôü äåí áðïôåëåß ðñüâëçìá, áöïý ôï

õðïëïãéóôéêü êüóôïò ôçò åýñåóçò ôïõ óõíäåôéêïý äÝíôñïõ åßíáé ðïëý ìéêñü óå ó÷Ýóç ìå

ôéò Üëëåò ëåéôïõñãßåò. ÊÜèå åðåîåñãáóôÞò Ý÷åé ôï äéêü ôïõ óõíäåôéêü äÝíôñï ìå óõíåðÞ

ðÜíôá äõíáìéêÜ. Ï áëãüñéèìïò óõìðåñáóìáôïëïãßáò åêôåëåßôáé óå êÜèå åðåîåñãáóôÞ ãéá

ôá äåäïìÝíá ðïõ ôïõ Ý÷ïõí áíáôåèåß.

Ôá âÞìáôá ðïõ áêïëïõèïýíôáé ðåñéãñÜöïíôáé óõíïðôéêÜ áðü ôïí áëãüñéèìï 9 êáé ó÷ç-

ìáôéêÜ óôï Ó÷Þìá 7.1.

7.2 Åýñåóç ML Þ MAP ðáñáìÝôñùí

Ãéá ôçí åýñåóç ôùí ML Þ MAP ðáñáìÝôñùí ÷ñçóéìïðïéåßôáé ðáñáëëçëßá óôá äåäïìÝíá.

ÄçëáäÞ £óðÜìå¤ ôï áñ÷éêü óýíïëï äåäïìÝíùí óå P êïììÜôéá üóá åßíáé êáé ïé åðåñîåñãá-

óôÝò. Óå áõôü ôï óçìåßï ï ëüãïò ôùí äåäïìÝíùí ðñïò ôïí áñéèìü ôùí åðåîåñãáóôþí N
P

èá ðñÝðåé íá åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëïò þóôå íá õðÜñ÷åé áõîçìÝíï üöåëïò áðü ôçí åêôÝëåóç

óå ðáñÜëëçëç ìïñöÞ. Áí ï ëüãïò åßíáé ìéêñüò ôüôå ç åðéâÜñõíóç áðü ôçí åðéêïéíùíßá

ìåôáîý ôùí åðåîåñãáóôþí õðåñêáëýðôåé ôï üöåëïò ôçò ðáñáëëçëßáò. Óôçí ðáñáëëçëßá

åêìåôáëëåõüìáóôå ôçí áíåîáñôçóßá ôùí äåäïìÝíùí óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç (4.4).

p(D|M) =
N∏
i=1

p(Di|M); (7.3)

log p(D|M) =
N∑
i=1

log p(Di|M); (7.4)

log p(D|M) =

N=P∑
i=1

log p(Di|M) +

2∗(N=P )∑
i=N=P

log p(Di|M); :::;
N∑

i=(N−1)∗(N=P )

log p(Di|M):(7.5)

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ðëÞñç äåäïìÝíá êáé ìç ãñáììéêÜ ìïíôÝëá (ð.÷. Radial

Basis, B-Splines êáé ANN), ÷ñçóéìïðïéïýìå êÜðïéïí áëãüñéèìï âåëôéóôïðïßçóçò, ç ðáñáë-

ëçëßá ôùí äåäïìÝíùí ãßíåôáé óôïí õðïëïãéóìü ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ åëá÷éóôïðïéïýìå êáé

óôïí õðïëïãéóìü ôçò ðáñáãþãïõ.
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Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí Ý÷ïõìå ðëÞñç äåäïìÝíá êÜèå åðåîåñãáóôÞò Ý÷åé Ýíá áíôßãñáöï

ôïõ óõíäåôéêïý äÝíôñïõ êáé õðïëïãßæåé ôá åðáñêÞ óôáôéóôéêÜ ãéá ôï óýíïëï äåäïìÝíùí

ðïõ ôïõ Ý÷åé áíáôåèåß. Óôçí óõíÝ÷åéá ï êåíôñéêüò åðåîåñãáóôÞò ðïõ åêôåëåß êáé ÷ñÝç

óõíôïíéóôÞ ôçò äéáäéêáóßáò óõëëÝãåé ôá åðéìÝñïõò åðáñêÞ óôáôéóôéêÜ êáé ôá áèñïßæåé. Óôç

óõíÝ÷åéá âñßóêåé ôéò ML Þ MAP ðáñáìÝôñïõò ãéá êÜèå êáôáíïìÞ êáé åíçìåñþíåé ôïõò

õðüëïéðïõò åðåîåñãáóôÝò. Ó÷çìáôéêÞ ðåñéãñáöÞ öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 7.2.

7.3 ÁíáæÞôçóç êáé áîéïëüãçóç õðïøçößùí äéêôýùí

Áöïý Ý÷ïõí õðïëïãéóôåß ïé ML Þ MAP ðáñÜìåôñïé ãéá ôï ôñÝ÷ïí äßêôõï êáé Ý÷ïõìå

õðïëïãßóåé ôï ìÝôñï áîéïëüãçóçò êÜèå ìåôáâëçôÞò-êüìâïõ, óôçí óõíÝ÷åéá ðñÝðåé íá áíá-

æçôÞóïõìå íÝá äßêôõá êáé íá åðéëÝîïõìå ôï êáëýôåñï. Ðñþôá ï êåíôñéêüò åðåîåñãáóôÞò

áíáëáìâÜíåé íá áðïöáóßóåé ãéá õðïøÞöéá äßêôõá ðïõ åßíáé åðéôñåðôÜ (äåí äçìéïõñãïýí êý-

êëï). Åäþ ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé ãéá ðïëý ìåãÜëá äßêôõá, ìå ðåñéóóüôåñïõò áðü 100

êüìâïõò, õðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá (ðñïò ôï ðáñüí ãéá äéáêñéôÝò ìüíï êáôáíïìÝò) íá ÷ñçóéìï-

ðïéÞóïõìå ìßá åêäï÷Þ ôïõ Sparse Candidate áëãïñßèìïõ [2] ãéá íá ìåéþóïõìå ôï õðïëï-

ãéóôéêü êüóôïò. ¸ôóé áíôß êÜèå êüìâïò íá Ý÷åé N-1 õðïøÞöéïõò ðáôÝñåò, âñßóêïõìå Ýíá

õðïóýíïëï p ìåôáâëçôþí, üðïõ óõíÞèùò p � N − 1, âáóéæüìåíïé óôï êñéôÞñéï áìïéâáßáò

ðëçñïöïñßáò (Mutual information criterion) [2]. Óôçí óõíÝ÷åéá êÜèå åðåîåñãáóôÞò ðáßñíåé

Ýíá õðïóýíïëï õðïøçößùí äéêôýùí êáé ôï áîéïëïãåß. Ãéá ôçí áîéïëüãçóç ÷ñçóéìïðïéåß ôï

áíôßãñáöï ðïõ Ý÷åé ôïõ óõíäåôéêïý äÝíôñïõ êáé ôùí äõíáìéêþí. ÊÜèå íÝï äßêôõï äéáöÝñåé

óôçí ãåéôïíéÜ åíüò ìüíïõ êüìâïõ-ìåôáâëçôÞò, äçëáäÞ óå Ýíá ìüíï ôïðéêü ìïíôÝëï. Áðü ôï

óõíäåôéêü äÝíôñï êáé ôá äõíáìéêÜ äçìéïõñãåßôáé ç íÝá êáôáíïìÞ (6.3.3) êáé óôçí óõíÝ÷åéá

õðïëïãßæïíôáé ôá áíáìåíüìåíá óôáôéóôéêÜ ôçò íÝáò êáôáíïìÞò. Ç äéáöïñÜ ìå ôçí åýñåóç

ôùí áíáìåíüìåíùí óôáôéóôéêþí óôï âÞìá üðïõ âñßóêïõìå ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ ôñÝ÷ïíôïò

äéêôýïõ åßíáé üôé äåí åöáñìüæïõìå óå êÜèå ðñüôõðï ôïí áëãüñéèìï óõìðåñáóìáôïëïãßáò

áëëÜ üôáí Ý÷ïõìå åëëéðåßò ôéìÝò ôéò áíôéêáèéóôïýìå ìå ôéò áíáìåíüìåíåò ôéìÝò ðïõ ðñïêý-

ðôïõí üðùò ðåñéãñÜøáìå óôçí ðáñÜãñáöï 6.3.3. Áöïý Ý÷ïõí âñåèåß ôá áíáìåíüìåíá åðáñêÞ

óôáôéóôéêÜ, õðïëïãßæïíôáé ïé ðáñÜìåôñïé ôçò êáôáíïìÞò êáé ìå ôéò ðáñáìÝôñïõò ãíùóôÝò

ìðïñïýìå íá áîéïëïãÞóïõìå ôçí íÝá êáôáíïìÞ. Ç äéáöïñÜ óôï ìÝôñï áîéïëüãçóçò åßíáé

ôï ìÝôñï áîéïëüãçóçò ôçò íÝáò êáôáíïìÞò ìåßïí áõôü ôçò ðáëéÜò ôïõ ßäéïõ êüìâïõ. Óôçí

óõíÝ÷åéá, ï êåíôñéêüò åðåîåñãáóôÞò óõëëÝãåé ôá ìÝôñá áîéïëüãçóçò êáé áðïöáóßæåé ãéá ôï

êáëýôåñï íÝï äßêôõï, êáé åíçìåñþíåé êáé ôïõò õðüëïéðïõò ãéá ôçí áðüöáóç ôïõ. Ó÷çìá-

ôéêÜ ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 7.3. Ç åðéëïãÞ ôùí õðïøçößùí äéêôýùí

ãßíåôáé áíÜëïãá ìå ôïí áëãüñéèìï ðïõ Ý÷ïõìå åðéëÝîåé. Ãéá hill-climbing áëãüñéèìï ôï óý-

íïëï ôùí íÝùí õðïøçößùí äçìéïõñãåßôáé ìå ðñïóèÝóåéò, áöáéñÝóåéò êáé åíáëëáãÝò áêìþí.

Óçìåéþíïõìå üôé óå êÜèå åðáíÜëçøç, ìåôÜ ôçí ðñþôç, ÷ñåéÜæåôáé íá áîéïëïãÞóïõìå ìüíï

ôá äßêôõá ðïõ ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ðñïóèÝóåéò, áöáéñÝóåéò êáé åíáëëáãÝò áêìþí ôùí êüìâùí

ðïõ áëëÜîáí êáôÜ ôçí ðñïçãïýìåíç åðáíÜëçøç. ÄçëáäÞ åíþ óôï ðñþôï âÞìá, Ý÷ïõìå

N · (N−1) õðïøÞöéá äßêôõá, óôçí óõíÝ÷åéá Ý÷ïõìå ôï ðïëý 2 ·Í , ãåãïíüò ðïõ äéåõêïëýíåé
ôçí äéáäéêáóßá ìÜèçóçò.
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ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ ΑΝΑΖΗΤΗΣΗ ΝΕΩΝ ∆ΙΚΤΥΩΝ
ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ

ΣΤΑΜΑΤΗΜΑ ΑΠΟΦΑΣΗΣ

∆ΗΜΙΟΥΡΓΙΑ ΣΥΝ∆ΕΤΙΚΟΥ ∆ΕΝΤΡΟΥ
ΑΡΧΙΚΟ ΓΡΑΦΗΜΑ

ΨΕΥ∆ΕΣ

ΑΛΗΘΕΣΣΤΑΜΑΤΗΜΑ

∆ΙΑΒΑΣΜΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ
ΚΥΡΙΑ ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ

Ó÷Þìá 7.1: Ó÷çìáôéêÞ ðåñéãñáöÞ áëãïñßèìïõ 9.
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ΒΑΣΗ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ
ΚΟΜΜΑΤΙ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΓΙΑ ΤΟΝ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗ #NΚΟΜΜΑΤΙ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΓΙΑ ΤΟΝ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗ #2ΚΟΜΜΑΤΙ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΓΙΑ ΤΟΝ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗ #1

EXPECTED STATISTICSΑΠΌ #1 EXPECTED STATISTICSΑΠΌ #2 EXPECTED STATISTICSΑΠΌ #N
ΣΥΛΛΟΓΗ EPXECTED STATISTICS ΣΤΟΝ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗ #1ΨΕΥ∆ΕΣ ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΣΤΑΜΑΤΗΜΑΤΟΣ ΑΛΗΘΕΣ ΣΤΑΜΑΤΗΜΑ

ΑΡΧΙΚΟΠΟΙΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ
ΑΝΑΘΕΣΗ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ

ΠΑΡΑΛΛΗΛΟ INFERENCE
...

...

Ó÷Þìá 7.2: ÐáñÜëëçëï ó÷Þìá ãéá ôçí åýñåóç ôùí ML Þ MAP ðáñáìÝôñùí
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ΕΥΡΕΣΗ Κ ΥΠΟΨΗΦΙΩΝ ∆ΙΚΤΥΩΝΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗΣ #1

∆ΙΑΜΟΙΡΑΣΜΟΣ ΣΕ ΝΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΕΣK/Ν ∆ΙΚΤΥΑΣΤΟΝ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗ #2K/Ν ∆ΙΚΤΥΑΣΤΟΝΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗ #1 K/Ν ∆ΙΚΤΥΑΣΤΟΝ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗ #Ν

ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΥΠΟΨΗΦΙΩΝ ∆ΙΚΤΥΩΝΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗΣ #1 ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΥΠΟΨΗΦΙΩΝ ∆ΙΚΤΥΩΝΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗΣ #2 ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΥΠΟΨΗΦΙΩΝ ∆ΙΚΤΥΩΝΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗΣ #Ν
ΣΥΛΛΟΓΗ ΚΑΙ ΑΠΟΦΑΣΗ ΦΙΑ ΤΟ ΚΑΛΥΤΕΡΟ ΥΠΟΨΗΦΙΟ ∆ΙΚΤΥΟΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΗΣ #1

...

...

Ó÷Þìá 7.3: ÐáñÜëëçëïò åõñåôéêüò áëãüñéèìïò
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ÊåöÜëáéï 8

ÐåéñÜìáôá

8.1 ÐëÞñç äåäïìÝíá

8.2 Óýãêñéóç ôïõ SEM ìå ôçí êëáóóéêÞ ðñïóÝããéóç ãéá åëëéðåßò ôéìÝò

8.3 SEM êáé äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò

8.4 ÕâñéäéêÞ Ðåñßðôùóç

8.5 Äßêôõá Ãïíéäßùí

8.6 Áðüäïóç Ðáñáëëçëßáò

8.1 ÐëÞñç äåäïìÝíá

Óôï ðñþôï ìÝñïò ôùí ðåéñáìÜôùí óõãêñßíïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá

ôçí ìïíôåëïðïßçóç ôçò f(Pa) óôçí åîßóùóç (7.1) ãéá ìïíôÝëá óõíå÷þí ìåôáâëçôþí. Ãéá

ôçí óýãêñéóç áõôÞ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå äåäïìÝíá ðïõ ðÞñáìå áðü ôï äßêôõï ôïõ Ó÷Þìáôïò

8.1. Óôïí Ðßíáêá 8.1 äßíïíôáé ïé êáôáíïìÝò ãéá êÜèå êüìâï ôïõ äéêôýïõ. ÔñÝîáìå ôïí

áëãüñéèìï åýñåóçò ôïõ Bayesian äéêôýïõ ãéá êÜèå êáôáíïìÞ, ìå 100 åðáíáëÞøåéò óôçí

êÜèå ìßá. Åðßóçò èÝóáìå � = 0:2. Óôïí Ðßíáêá 8.1 ðáñáèÝôïõìå ôïí ìÝóï áñéèìü ôùí

áêìþí ðïõ âñÝèçêáí óùóôÜ (£TP¤) êáé ôïí ìÝóï áñéèìü ôùí áêìþí ðïõ âñÝèçêáí áðü ôïí

áëãüñéèìï åíþ äåí õðÞñ÷áí óôï ðñáãìáôéêü äßêôõï (£FP¤). Åðßóçò öáßíåôáé êáé ï ìÝóïò

÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜóôçêå ï áëãüñéèìïò ãéá êÜèå ìïíôÝëï.

Áðü ôïí Ðßíáêá 8.1 ðñïêýðôåé üôé üðùò åßíáé áíáìåíüìåíï ôá íåõñùíéêÜ äßêôõá ôá

Radial Basis Kernels êáé ôá B-Splines Ý÷ïõí êáëýôåñá áðïôåëÝóìáôá óå ó÷Ýóç ìå ãñáì-

ìéêü ìïíôÝëï áëëÜ åßíáé ðéï áñãÜ. Äåí ðñï÷ùñÞóáìå óå ðåñéóóüôåñá ðåéñÜìáôá ãéáôß ôá
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X 3 X 6

X 9

X 10

X 2 X 5

X 4

X 8X 7

X 1

Ó÷Þìá 8.1: To äïêéìáóôéêü äßêôõï ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá íá åîåôÜóïõìå ôçí áðüäïóç

ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá ôçí ìïíôåëïðïßçóç ôçò êáôáíïìÞò÷ ðéèáíüôçôáò.

(á) (â)

Ó÷Þìá 8.2: Äýï ðáñáäåßãìáôá áéôéáôþí ó÷Ýóåùí ìåôáîý ãïíéäßùí. (á) YAL008W←
FUN14 êáé (â) YAL035W← FUN12. Ç öïñÜ ôïõ âÝëïõò áðü áñéóôåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ

ðñïóäéïñßæåé üôé ôï ãïíßäéï óôá áñéóôåñÜ ôïõ âÝëïõò åîáñôÜôáé áðü ôï ãïíßäéï óôá äåîéÜ.
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X1 = X2
2 + 2 sin(X5)− 2X7 + Í(0; �2)

×2 = {1 + exp(−4X3)}−1 + Í(0; �2)

×3 = Í(0; �2)

X4 = X2
5=3 + Í(0; �2)

X5 = X3 −X2
6 + Í(0; �2)

X6 = Í(0; �2)

X7 =


−1 + Í(0; �2) (X8 ≤ −0:5)

X8 + Í(0; �2) (−0:5 ≤ X8 ≤ 0:5)

1 + Í(0; �2); (≤ 0:5X8)

X8 = exp(−X4 − 1)=2 +N(0; �2)

X9 = Í(0; �2)

X10 = cos(X9) +N(0; �2)

(8.1)

Ðßíáêáò 8.1: Ïé óõíáñôÞóåéò áðü ôéò ïðïßåò ðñïÝñ÷ïíôáé ôá äåäïìÝíá ãéá êÜèå êüìâï ôïõ

äéêôýïõ 8.1. Ç óõíÜñôçóç ðïõ ðáñÜãåé äåäïìÝíá ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ-êüìâï ðñïêýðôåé

áðü óõíäõáóìü óõíáñôÞóåùí ãéá êÜèå ðáôÝñá ôïõ êüìâïõ óôï ãñÜöçìá ìå ôçí ðñüóèåóç

èïñýâïõ ìÝóïõ 0 êáé äéáóðïñÜò �.

áðïôåëÝóìáôá åßíáé áíáìåíüìåíá êáé ôá ìïíôÝëá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå Ý÷ïõí ìåëåôçèåß

åêôåíþò óôçí âéâëéïãñáößá. Åäþ ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé óôï ðåßñáìá ìáò ôá Radial

Basis Kernels Ý÷ïõí êáëýôåñç áðüäïóç ãéáôß ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ìÝôñï áîéïëüãçóçò ðïõ

äßíåé ç Ó÷Ýóç (7.2) êáé ðïõ ðåñéÝ÷åé ðåñéóóüôåñç ðëçñïöïñßá áðü ôï BIC ìÝôñï. ÃåíéêÜ ïé

áéôéáôÝò ó÷Ýóåéò ìåôáîý ãïíéäßùí üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôá Ó÷Þìáôá 8.2(á)-(â) äåí åßíáé

ðïëýðëïêåò, êáé ìðïñïýí íá êáèïñéóôïýí áðü áðëÜ ãñáììéêÜ ìïíôÝëá. ¸ôóé ç ÷ñÞóç

ðïëýðëïêùí ìïíôÝëùí, üðùò ôá íåõñùíéêÜ äßêôõá, ðïõ åßíáé êáé ðéï áðáéôçôéêÜ áðü Üðïøç

õðïëïãéóôéêïý ÷ñüíïõ, äåí åßíáé õðïëïãéóôéêÜ áðïäïôéêÞ. Ìéá êáëÞ ëýóç åßíáé ç ÷ñÞóç

B-Splines Þ Radial Basis Kernels êáé åéäéêÜ ôá Radial Basis Kernels üðïõ ìðïñïýìå íá

õðïëïãßóïõìå áíáëõôéêÜ ôïí Hessian ðßíáêá.

8.2 Óýãêñéóç ôïõ SEM ìå ôçí êëáóóéêÞ ðñïóÝããéóç ãéá åëëéðåßò

ôéìÝò

¼ôáí ôá äåäïìÝíá ìáò äåí åßíáé ðëÞñç, ôüôå ìðïñïýìå íá áêïëïõèÞóïõìå äýï ðñïóåããßóåéò:

1. Åöáñìüæïõìå êÜðïéá áðü ôéò ìåèüäïõò ðïõ áíáöÝñáìå ãéá áíÜêôçóç ôùí ÷áìÝíùí

ôéìþí (ÊÍÍ, SVD) êáé óôçí óõíÝ÷åéá óôá ðëÞñç äåäïìÝíá øÜ÷íïõìå íá âñïýìå ôï

£êáëýôåñï¤ Bayesian äßêôõï
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ÌïíôÝëï f(Pa) TP FP ×ÑÏÍÏÓ

Linear 6.22 3.52 4.89

ANN 8.81 2.25 278.12

B-Splines 8.63 2.58 60.78

Radial Basis Kernels 9.18 2.10 58.34

Ðßíáêáò 8.2: Óýãêñéóç ìåèüäùí óôï äßêôõï 8.1 ãéá 100 åðáíáëÞøåéò ìå � = 0:2 êáé 1000

äåäïìÝíá. Ìå £ÔP¤ äçëþíåôáé ôï ðïóïóôü ôùí áêìþí ðïõ âñÝèçêáí óùóôÜ áðü ôçí êÜèå

ìÝèïäï, ìå £FP¤ ï áñéèìüò ôùí áêìþí ôïõ äéêôýïõ ðïõ äåí õðÜñ÷ïõí óôï áñ÷éêü äßêôõï êáé

ï £÷ñüíïò¤ åßíáé ï ìÝóïò ÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜóôçêå ï áëãüñéèìïò ãéá ôï áíôßóôïé÷ï ìïíôÝëï.

ÌïíôÝëï f(Pa) Õðïëïãéóôéêü êüóôïò Áêñßâåéá

Linear X

ÁÍÍ X

B-Splines X X

Radial Basis Kernels X X

Ðßíáêáò 8.3: Óýãêñéóç ðëåïíåêôÞìáôùí ãéá ôá ìïíôÝëá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá ôçí

f(PaX).

2. ×ñçóéìïðïéïýìå ôïí Structural EM ãéá ôçí ìÜèçóç Bayesian äéêôýùí ìå ìç ðëÞñç

äåäïìÝíá.

Ôï ðëåïíÝêôçìá ôçò ðñþôçò ìåèüäïõ åßíáé üôé åêìåôáëëåýåôáé ðëÞñùò üëåò ôéò éäéüôçôåò

ôùí Bayesian äéêôýùí, ãåãïíüò ðïõ ìáò åðéôñÝðåé ôçí ÷ñÞóç ôùí ãñÞãïñùí áëãïñßèìùí

áíáæÞôçóçò êáé áîéïëüãçóçò äéêôýùí. ÃåíéêÜ üôáí Ý÷ïõìå ìéêñü ðïóïóôü ÷áìÝíùí ôéìþí

ïé ìÝèïäïé áðïêáôÜóôáóçò ÷áìÝíùí ôéìþí äßíïõí ðïëý êáëÜ áðïôåëÝóìáôá ïðüôå ç ÷ñÞóç

áõôÞò ôçò ðñïóÝããéóçò åíäåßêíõôáé.

Áðü ôçí Üëëç üôáí ÷åéñéæüìáóôå ôéò åëëéðåßò ôéìÝò ìÝóá óôçí äéáäéêáóßá ôçò åýñåóçò

åíüò Þ ìåñéêþí "êáëþí" äéêôýùí ðïõ ìåãéóôïðïéïýí ôçí ðéèáíïöÜíåéá ôùí äåäïìÝíùí,

Ý÷ïõìå ôï ðëåïíÝêôçìá üôé ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ Ý÷ïõìå êáé Ýíá óýíïëï ðáôÝñùí áðü ôï

ïðïßï åîáñôÜôáé êáé êáôÜ óõíÝðåéá õðÜñ÷åé êáé êáëýôåñç åîÞãçóç ãéá ôçí êáôáíïìÞ ðïõ

äçìéïõñãåß ôá äåäïìÝíá óå ó÷Ýóç ìå ôéò ìåèüäïõò áíÜêôçóçò ÷áìÝíùí ôéìþí. ÅðéðëÝïí

Ý÷åé áðïäåé÷èåß üôé ïé åëëéðåßò ôéìÝò ðïëëÝò öïñÝò âïçèïýí óôçí áðïöõãÞ õðåñåêðáßäåõóçò.

Ôï âáóéêü ìåéïíÝêôçìá åßíáé üôé ç ìÜèçóç ìå åëëéðåßò ôéìÝò åßíáé ëßãï ùò ðïëý ðéï áñãÝò

áðü ôç ìÜèçóç ìå ðëÞñåò óýíïëï äåäïìÝíùí. Åìåßò äïêéìÜóáìå êáé óõãêñßíáìå êáé ôéò

äýï êáôçãïñßåò ìåèüäùí. Óå áõôü ôï óýíïëï ðåéñáìÜôùí èá ðñïóðáèÞóïõìå íá âãÜëïõìå

êÜðïéá óõìðåñÜóìáôá ãéá ôçí áðüäïóç ôïõ SEM. Ðñþôá èá óõãêñßíïõìå ôï SEM üôáí

Ý÷ïõìå óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò êáé óõíåðþò ãñáììéêÜ Gaussian ìïíôÝëá ìå ôçí êëáóéêÞ

ðñïóÝããéóç üðïõ áíáêôïýìå ðñþôá ôéò åëëéðåßò ôéìÝò ìå ÊÍÍ. Ãéá íá áîéïëïãÞóïõìå áõôÝò

ôéò äýï ìåèüäïõò öôéÜîáìå Ýíá ôõ÷áßï äßêôõï ìå 20 êüìâïõò ðïõ Ý÷åé ðåñßðïõ ôçí ìïñöÞ

äÝíôñïõ êáé Ý÷åé óõíïëéêÜ 20 áêìÝò. Ï ìÝãéóôïò áñéèìüò ðáôÝñùí ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ åßíáé

2, ïðüôå ôï äßêôõï ìáò åßíáé ó÷åôéêÜ áðëü, êáé ïé áðáéôÞóåéò ãéá ôï óýíïëï åêðáßäåõóçò

78



ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΚΝΝ-SEM

-10-5
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2025
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% XAMENΩΝ ΤΙΜΩΝ

ΠΙΘΑΝΟΦΑΝ
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T KNN-250KNN-500KNN-1000KNN-2000SEM-250SEM-500SEM-1000SEM-2000FIXED

Ó÷Þìá 8.3: Óýãêñéóç ôçò ðéèáíïöÜíåéáò óôï óýíïëï test ôùí äéêôýùí ðïõ âñßóêåé ï SEM

ìå áõôÜ ôïõ ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ áöïý Ý÷ïõìå áíáêôÞóåé ôéò åëëéðåßò ôéìÝò ìå KNN (óå

ó÷Ýóç ìå ôï ðïóïóôü ôùí ÷áìÝíùí ôéìþí óôï óýíïëï åêðáßäåõóçò).

åßíáé ìéêñÝò. Áõôü öáßíåôáé óôá ðåéñÜìáôá. Óôï Ó÷Þìá 8.3 âëÝðïõìå ôçí ðéèáíïöÜíåéá óôï

óýíïëï test ãéá 250, 500, 1000, 2000 äåßãìáôá óõíüëïõ åêðáßäåõóçò, ôüóï ãéá ôçí ðñþôç

ðåñßðôùóç üóï êáé ãéá ôçí äåýôåñç. Áðü ôï ó÷Þìá âãáßíïõí ôñßá ðñþôá óõìðåñÜóìáôá

1. Ç áðüäïóç ôïõ SEM åßíáé ìáêñÜí êáëýôåñç áðü áõôÞò ôçò áíÜêôçóçò ìå KNN. Áõôü

åßíáé ãåíéêÜ áíáìåíüìåíï áöïý ï SEM óôçí ïõóßá áíáðëçñþíåé ôéò åëëéðåßò ôéìÝò ìå

áõôÝò ðïõ ìåãéóôïðïéïýí ôçí ðéèáíïöÜíåéá ôïõ ìïíôÝëïõ ôçò êÜèå åðáíÜëçøçò ôïõ

áëãïñßèìïõ. Áðü ôçí Üëëç ç áíáìåíüìåíç äéáöïñÜ óôçí áðüäïóç èá Þôáí ìéêñü-

ôåñç áí ï áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí Þôáí ìåãáëýôåñïò óõãêñéôéêÜ ìå ôïí üãêï ôùí

äåäïìÝíùí ïðüôå ï KNN èá ìðïñïýóå íá áðïäþóåé êáëýôåñá.

2. Ç äåýôåñç ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé åðåéäÞ ôï äßêôõï åßíáé áñêåôÜ áðëü ç äéáöïñÜ óôçí

áðüäïóç óå ó÷Ýóç ìå ôïí áñéèìü ôùí äåéãìÜôùí óôï óýíïëï åêðáßäåõóçò åßíáé ìéêñÞ,

êáé áõîÜíåé ëßãï üôáí Ý÷ïõìå ðïëëÝò åëëéðåßò ôéìÝò.

3. Ç êáìðýëç ìå Ýíäåéîç FIXED åßíáé ç ìåãáëýôåñç ðéèáíïöÜíåéá óôï óýíïëï äïêéìÞò

(test set) (áíôéóôïé÷åß óôá 2000 äåßãìáôá ôïõ óõíüëïõ åêðáßäåõóçò) ãéá ôï äßêôõï

ìå ðñáãìáôéêÞ äïìÞ, áöïý âñÞêáìå ôéò ML ðáñáìÝôñïõò ôïõ. Áõôü óçìáßíåé üôé

åßìáóôå ðïëý êïíôÜ óôçí êáëýôåñç áðüäïóç ðïõ èá ìðïñïýóå íá Ý÷åé ï óõãêåêñéìÝíïò

áëãüñéèìïò êáé ìå áõôü ôï óýíïëï äåäïìÝíùí.
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ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΜΕ KNN
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Ó÷Þìá 8.4: Ïé áêìÝò ðïõ âñßóêåé ôï ãñáììéêü ìïíôÝëï ìå KNN
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Ó÷Þìá 8.5: Ïé áêìÝò ðïõ âñßóêåé ï SEM
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ÄÉÊÔÕÏ ÊÏÌÂÏÉ ÁÊÌÅÓ

ALARM 37 46

CAR DIAGNOSIS 17 18

ASIA 8 8

Ðßíáêáò 8.4: Äßêôõá äéáêñéôþí ìåôáâëçôþí ãéá áîéïëüãçóç ôïõ SEM
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Ó÷Þìá 8.6: Ç ðéèáíïöÜíåéá ãéá ôï ALARM äßêôõï ùò óõíÜñôçóç ôïõ ðïóïóôïý ôùí

÷áìÝíùí ôéìþí

8.3 SEM êáé äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò

ÐáñáêÜôù ðáñáèÝôïõìå ðåéñÜìáôá ãéá ôçí áîéïëüãçóç ôçò áðüäïóçò ôïõ SEM ãéá äéá-

êñéôÝò (ðïëõùíõìéêÝò) êáôáíïìÝò. Ãéá íá åëÝãîïõìå ôçí áðüäïóç ôïõ áëãïñßèìïõ ôïí

äïêéìÜóáìå óå ôñßá ãíùóôÜ äßêôõá (ALARM, ASIA, CAR DIAGNOSIS) êáé åëÝãîáìå

ôçí ðéèáíïöÜíåéá ôïõ åêðáéäåõìÝíïõ äéêôýïõ êáé ôïí áñéèìü ôùí óùóôþí áêìþí ðïõ âñÞêå

ï áëãüñéèìïò óå óõíÜñôçóç ìå ôï ðïóïóôü ôùí ÷áìÝíùí ôéìþí óôï óýíïëï åêðáßäåõóçò.

Ôá ôñßá äßêôõá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå äßíïíôáé óôïí Ðßíáêá 8.3. Ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðñï-

êýðôïõí åßíáé ôá áíáìåíüìåíá. ¼óï ðåñéóóüôåñá äåäïìÝíá Ý÷ïõìå êáé üóï ìéêñüôåñï åßíáé

ôï ðïóïóôü ôùí ÷áìÝíùí ôéìþí ôüóï êáëýôåñç åßíáé êáé ç áðüäïóç ôïõ SEM. Ôá áðïôåëÝ-

óìáôá åßíáé ðáñüìïéá ìå áõôÜ ôïõ Friedman [6]. ¼ôáí ôá äåäïìÝíá åßíáé ó÷åôéêÜ åðáñêÞ

óå ó÷Ýóç ìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ äéêôýïõ ðáñïõóéÜæåôáé ìéá ó÷åôéêÞ óôáèåñüôçôá ôüóï

ôçò ðéèáíïöÜíåéáò ôïõ äéêôýïõ üóï êáé ôïõ áñéèìïý ôùí áêìþí ðïõ âñßóêïíôáé óùóôÜ, óå

ó÷Ýóç ìå ôï ðïóïóôü ôùí åëëéðþí ôéìþí, üóï áõôü ôï ðïóïóôü öõóéêÜ êõìáßíåôáé óå Ýíá

öõóéïëïãéêü ðëáßóéï ìÝ÷ñé ðåñßðïõ 30%.
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Ó÷Þìá 8.7: Ç ðéèáíïöÜíåéá ãéá ôï CAR DIAGNOSIS äßêôõï ùò óõíÜñôçóç ôïõ ðïóïóôïý

ôùí ÷áìÝíùí ôéìþí

8.4 ÕâñéäéêÞ ðåñßðôùóç

Óå áõôü ôï ìÝñïò ôùí ðåéñáìÜôùí, åîåôÜæïõìå ôïí õâñéäéêü áëãüñéèìï êáé ôçí áðüäïóç

ôïõ óå ôå÷íçôÜ äßêôõá. Ôï ôå÷íçôü äßêôõï ðïõ äïêéìÜóáìå, åßíáé áõôü ôïõ Ó÷Þìáôïò 8.9,

ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå áðü ôïí Lauritzen [61]. ¹äç Ý÷ïõìå ðåñéãñÜøåé óôï êåöÜëáéï 6.4 ôïí

õâñéäéêü áëãüñéèìï. Ç ðñþôç ðáñáôÞñçóç ðïõ Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå áðü ôá ðåéñÜìáôá åßíáé

üôé ãéá ôçí åêðáßäåõóç åíüò ôÝôïéïõ äéêôýïõ ÷ñåéÜæïíôáé ðåñéóóüôåñá äåäïìÝíá áðü ôéò

ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò. Ï ëüãïò åßíáé üôé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ìéá óõíå÷Þò ìåôáâëçôÞ

Ý÷åé Ýíá Þ ðåñéóóüôåñïõò äéáêñéôïýò ðáôÝñåò ôüôå ðñïêýðôåé ìéá CG êáôáíïìÞ. Ôüôå óå

êÜèå ðéèáíü óýíïëï ôéìþí ôùí ðáôÝñùí Ý÷ïõìå êáé ìéá Gaussian êáôáíïìÞ ôçò ïðïßáò ôéò

ðáñáìÝôñïõò ðñÝðåé íá âñïýìå. Áí êÜðïéï ôÝôïéï óýíïëï ôéìþí äåí åìöáíßæåôáé åðáñêþò

óôá äåäïìÝíá äå èá ìðïñÝóïõìå íá âñïýìå áðïôåëåóìáôéêÜ ôéò ðáñáìÝôñïõò ôçò gaussian

êáôáíïìÞò êáé áõôü åßíáé Ýíá ðïëý óõ÷íü öáéíüìåíï. Áðü ôçí Üëëç èá ìðïñïýóå êÜðïéïò íá

õðïóôçñßîåé üôé áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ Ýíá óýíïëï ðéèáíþí ôéìþí ôùí äéáêñéôþí ðáôÝñùí Ý÷åé

ìéêñÞ ðéèáíüôçôá, äåí ìáò åíäéáöÝñåé íá âñïýìå ôçí êáôáíïìÞ ôùí óõíå÷þí ìåôáâëçôþí

óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç.

Áò ðñï÷ùñÞóïõìå óôá óõìðåñÜóìáôá áðü ôá ðåéñÜìáôá. ÄïêéìÜóáìå ôïí áëãüñéèìï

óôï äßêôõï ôïõ Ó÷Þìáôïò 8.9 ãéá 1000 êáé 2000 äåäïìÝíá. Óôï Ó÷Þìá 8.10(á) âëÝðïõìå
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Alarm

×ÁÌ.ÔÉÌÅÓ %\ÄÅÄÏÌÅÍÁ 250 500 1000 2000

0% 16.3 20.7 23.1 25.2

10% 16.3 20.7 23.1 25.2

20% 12.3 14.6 17.3 19.3

30% 5.5 10.5 13.4 14.8

40% 0.4 3.1 7 10.5

(á)

CAR DIAGNOSIS

×ÁÌ.ÔÉÌÅÓ % \ÄÅÄÏÌÅÍÁ 250 500 1000 2000

0 % 8 11 13 13

10 % 5.8 7.5 9 10.3

20% 6 6 7.6 8.6

30% 4.2 5.5 5.6 6.9

40% 1.6 3.8 4.4 5.3

(â)

ASIA

×ÁÌ.ÔÉÌÅÓ % \ÄÅÄÏÌÅÍÁ 250 500 1000 2000

0% 4 6 7 7

10% 3.1 4.1 5.6 5.7

20% 2.6 3.6 4.7 5.4

30% 1.2 2.7 3.9 4.8

40% 0.7 1.6 2.2 3.2

(ã)

Ðßíáêáò 8.5: Áñéèìüò áêìþí ðïõ âñÝèçêáí óùóôÜ ùò óõíÜñôçóç ôïõ ðïóïóôïý ôùí ÷á-

ìÝíùí ôéìþí êáé ôïõ áñéèìïý ôùí äåäïìÝíùí. (á) Ãéá ôï Alarm äßêôõï, (â) ãéá ôï CAR

DIAGNOSIS äßêôõï,(ã) ãéá ôï ASIA ôï äßêôõï.
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Ó÷Þìá 8.8: Ç ðéèáíïöÜíåéá ãéá ôï ASIA äßêôõï ùò óõíÜñôçóç ôïõ ðïóïóôïý ôùí ÷áìÝíùí

ôéìþí

ôéò áêìÝò ðïõ âñÝèçêáí óùóôÜ êáé ôéò áêìÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé, áëëÜ äåí õðÜñ÷ïõí óôï

áñ÷éêü äßêôõï óå ó÷Ýóç ìå ôï ðïóïóôü ôùí ÷áìÝíùí ôéìþí. Ï áñéèìüò ôùí áêìþí ôïõ

ðñáãìáôéêïý äéêôýïõ åßíáé 10. Ï áëãüñéèìïò âñßóêåé ìÝ÷ñé 6.32 (ìÝóïò üñïò) áêìÝò ìå ôçí

óùóôÞ êáôÝõèõíóç. Óôéò áêìÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé áëëÜ äåí áíôéóôïé÷ïýí óå ðñáãìáôéêÝò,

ðåñéÝ÷ïíôáé êáé áõôÝò ðïõ Ý÷ïõí ëÜèïò êáôåýèõíóç. ÃåíéêÜ ç áðüäïóç ôïõ áëãïñßèìïõ äåí

Ý÷åé ìåãÜëç äéáöïñÜ ìå áõôÞí ôïõ áëãïñßèìïõ ãéá ìüíï óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò. Óôï Ó÷Þìá

8.10(â) Ý÷ïõìå ôçí ðéèáíïöÜíåéá (ãéá ôï test óýíïëï) ôïõ äéêôýïõ óå ó÷Ýóç ìå ôï ðïóïóôü

÷áìÝíùí ôéìþí ãéá 1000 êáé 2000 äåäïìÝíá.

Óôü÷ïò ìáò åßíáé ç åýñåóç ôùí ãåíåôéêþí äéêôýùí. Ç áñ÷éêÞ éäÝá ãéá ôçí ÷ñÞóç ôùí

õâñéäéêþí äéêôýùí Þôáí íá ôéò ðáñáóôÞóïõìå ùò äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò ðüôå ìéá ìåôáâëçôÞ

ëåßðåé Þ ü÷é. Ìå áõôüí ôïí ôñüðï èá ìðïñïýóáìå íá åîáêñéâþóïõìå áí éó÷ýåé ç õðüèåóç üôé

ôá ÷áìÝíá äåäïìÝíá óôï ðñüâëçìá ðáñÜãïíôáé ôõ÷áßá. Ç äéáßóèçóç ëÝåé üôé êÜôé ôÝôïéï

éó÷ýåé åí ìÝñåé êáé óõãêåêñéìÝíá èá ìðïñïýóå íá äéêáéïëïãçèåß áðü ôï ãåãïíüò üôé ç

ôå÷íïëïãßá ôùí ìéêñïóõóôïé÷éþí DNA äåí åããõÜôáé üôé äåí õðÜñ÷åé èüñõâïò óôéò åéêüíåò

ôÝôïéïò þóôå íá õðÜñîåé áðþëåéá êÜðïéùí ôéìþí. Åßíáé ãåãïíüò üìùò üôé åßíáé ðéï ðéèáíü

êÜðïéá äåäïìÝíá íá ëåßðïõí åðåéäÞ ôï áíôßóôïé÷ï ãïíßäéï äåí åêöñÜæåôáé. Ïðüôå ìéá ôÝôïéá

äéáäéêáóßá äåí ìðïñïýìå íá ôçí åêëÜâïõìå óáí ôõ÷áßá. ÅðåéäÞ üìùò ôá äåäïìÝíá áðü

ôéò ìéêñïóõóôïé÷ßåò DNA äåí åßíáé åðáñêÞ, ðñïêýðôïõí áñéèìçôéêÜ ëÜèç óôçí åöáñìïãÞ

ôïõ áëãïñßèìïõ. Èá ìðïñÝóïõìå íá áîéïëïãÞóïõìå ôçí õðüèåóç üôáí óõëëÝîïõìå Ýíáí

éêáíïðïéçôéêü áñéèìü äåäïìÝíùí. ¸íá áêüìá ìåéïíÝêôçìá áõôÞò ôçò ìåèüäïõ åßíáé üôé äåí

åðéôñÝðåé óå äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò íá Ý÷ïõí óõíå÷åßò ðáôÝñåò. Èá ðñÝðåé íá åðåêôåßíïõìå

ôçí ìÝèïäï þóôå íá Üñïõìå áõôüí ôïí ðåñéïñéóìü [68].
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Ó÷Þìá 8.9: To äéáêñéôü äßêôõï ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôá ðåéñÜìáôá [61]. Oé ìåôáâëçôÝò

åßíáé W (ôýðïò áðïâëÞôïõ), F (êáôÜóôáóç ößëôñïõ), B (êÜõóç), Mi (ìÝôáëëá óôá áðü-

âëçôá), Å (áðïôåëåóìáôéêüôçôá ôïõ ößëôñïõ), C (åêðïìðÞ C02), D (åêðïìðÞ óêüíçò), Ì0

( åêðïìðÞ ìåôÜëëùí) êáé L (äéáðåñáóôéêüôçôá áðü öùò). Ïé ìåôáâëçôÝò W,F êáé B åßíáé

äéáêñéôÝò, ïé õðüëïéðåò óõíå÷åßò.

0,001,002,003,004,005,006,007,00

1000-TP 1000-FP 2000-TP 2000-FP% ΧΑΜΕΝΩΝ ΤΙΜΩΝ

ΑΚΜΕΣ 0.0.20.4

02
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1214

0 0,2 0,4% ΧΑΜΕΝΩΝ ΤΙΜΩΝ

ΠΙΘΑΝΟΦΑΝ
ΕΙΑ 10002000

(á) (â)

Ó÷Þìá 8.10: (á)Ïé áêìÝò ðïõ âñÝèçêáí óùóôÜ êáé ïé áêìÝò ðïõ âñÝèçêáí, åíþ äåí õðÜñ-

÷ïõí óôï ðñáãìáôéêü äßêôõï, ãéá 1000 êáé 2000 äåäïìÝíá. êáé (â)Ç ðéèáíïöÜíåéá ôïõ test

óõíüëïõ, ãéá 1000 êáé 2000 äåäïìÝíá óå ó÷Ýóç ìå ôïí ðïóïóôü ÷áìÝíùí äåäïìÝíùí .
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8.5 Äßêôõá Ãïíéäßùí

Åöáñìüæïõìå ôéò ìåèüäïõò ìáò óå äåäïìÝíá ðïõ Ý÷ïõìå áðü ìéêñïóõóôïé÷ßåò DNA êáé

óõãêåêñéìÝíá áðü ôïí êýêëï ôïõ êõôôÜñïõ óôç æýìç (S. cerevisiae). ÓõãêåêñéìÝíá ôá

äåäïìÝíá Ý÷ïõí óõëëå÷èåß áðü ôñåéò âÜóåéò ( [3], [4], [5]), áëëÜ äåí áöïñïýí üëåò ôïí êýêëï

ôïõ êõôôÜñïõ. Ôá ãíùóôÜ ãïíßäéá ðïõ Ý÷ïõí êÜðïéï ñüëï óôïí êýêëï ôïõ êõôôÜñïõ åßíáé

108. Êáé ôá 108 ðåñéÝ÷ïíôáé óôçí [3]. Ïðüôå Ý÷ïõìå ðñï÷ùñÞóåé óôá ðáñáêÜôù ðåéñÜìáôá.

Ôá êïéíÜ êáé óôéò ôñåéò âÜóåéò åßíáé 88. ÄïêéìÜóáìå ìå ôï óýíïëï äåäïìÝíùí êáé áðü

ôéò ôñåéò êáé êáé ìüíï áðü áõôÞí ìå ôïí êýêëï ôïõ êõôôÜñïõ êáé èá ðñïóðáèÞóïõìå íá

äïýìå ðüóï ôáéñéÜæïõí ôá áðïôåëÝóìáôá ìáò ìå ôçí âéâëéïãñáößá. Óôá Ó÷Þìáôá 8.11, 8.12,

8.13, äßíïõìå ôìÞìáôá ôùí äéêôýùí ðïõ ðÞñáìå áðü ôá äåäïìÝíá ìå äéáêñéôÝò, ãñáììéêÝò

êáé Radial Basis êáôáíïìÝò áíôßóôïé÷á. Óôá Ó÷Þìáôá 8.14(á)-(â), 8.15 ðáñáèÝôïõìå ôçí

ãåéôïíéÜ ôïõ ãïíéäßïõ CLN1 ðïõ åßíáé ãíùóôü üôé åíåñãïðïéåßôáé óôçí áñ÷Þ ôïõ êýêëïõ ôïõ

êõôôÜñïõ (ðïëõùíõìéêÜ, ãñáììéêÜ êáé Radial Basis ìïíôÝëá) êáé óôá Ó÷Þìáôá 8.16(á)-

(â), 8.17 ðáñáèÝôïõìå ôçí ãåéôïíéÜ ôïõ ãïíéäßïõ HTA1, áíôßóôïé÷á. Ðáñáôçñïýìå üôé ïé

âáóéêÝò ó÷Ýóåéò åìöáíßæïíôáé êáé ìå ôéò ôñåéò êáôáíïìÝò ðïõ áíáöÝñáìå ðáñáðÜíù. ¼ðùò

êáé ìå ôï áñ÷éêü äßêôõï ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ìå óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò ôï äßêôõï

ìáò ãßíåôáé ðéï óõíåêôéêü êáé êÜèå ãïíßäéï åìöáíßæåôáé ìå ìåãáëýôåñç ãåéôïíéÜ óå ó÷Ýóç

ìå ôéò áíôßóôïé÷åò ìå Radial Basis êáé äéáêñéôÝò ðïëõùíõìéêÝò êáôáíïìÝò. Ìðïñïýìå íá

ðáñáôçñÞóïõìå üôé óôçí ãåéôïíéÜ ôüóï ôïõ CLN1 üóï êáé ôïõ HTA1 åìöáíßæïíôáé ãïíßäéá

ãåéôïíéêÜ óôï ÷ñùìüóùìá. Óôï Ó÷Þìá 8.18 ðáñáèÝôïõìå ôï äßêôõï ãéá ôá 800 ãïíßäéá ðïõ

åêöñÜæïíôáé óôïí êýêëï ôïõ êõôôÜñïõ óýìöùíá ìå ôçí [20]. Óôïí Ðßíáêá 8.5 ðáñáèÝôïõìå

ôá óêïñ ãéá ôá 88 ãïíßäéá ôïõ äéêôýïõ ðïõ âñÞêå ï áëãüñéèìïò ìå äéáêñéôÝò (ðïëõùíõìéêÝò)

êáôáíïìÝò.

8.6 Áðüäïóç ðáñáëëçëßáò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ðáñáèÝôïõìå êÜðïéåò ðëçñïöïñßåò üóï áöïñÜ ôçí áðüäïóç ôïõ óõ-

óôÞìáôïò ìáò êáé åéäéêüôåñá ôçí áðüäïóç ôçò ðáñáëëçëßáò. ¹äç Ý÷ïõìå áíáöåñèåß óôá

ðñïâëÞìáôá ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé êáé óôçí ðáñÜãñáöï 8.7 üðïõ èÝôïõìå êáé ôïõò óôü÷ïõò

ãéá ôçí ìåëëïíôéêÞ åñãáóßá, åîåôÜæïõìå èåùñçôéêÜ áí êáé ìå ðïéï ôñüðï áõôÜ èá ìðï-

ñïýóáí íá ëõèïýí. ÐáñáêÜôù ðáñïõóéÜæïõìå äéáãñÜììáôá ìå ôïí ÷ñüíï åêôÝëåóçò ôïõ

óõíïëéêïý áëãïñßèìïõ áëëÜ êáé ãéá äéÜöïñá õðü-ôìÞìáôá ôïõ óõíïëéêïý óõóôÞìáôïò, óå

ó÷Ýóç ìå äéÜöïñïõò ðáñÜãïíôåò. Ïé ðáñÜãïíôåò ðïõ åîåôÜóáìå êáé ðïõ ðáßæïõí óçìáíôéêü

ñüëï óôçí áðüäïóç ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ï áñéèìüò ôùí äåäïìÝíùí (500, 1000, 2000), ï

áñéèìüò ôùí êüìâùí (20, 40, 80) êáé ôï ðïóïóôü ôùí ÷áìÝíùí ôéìþí (0%, 20%, 40%). Ãéá

ôçí áîéïëüãçóç ôïõ áëãïñßèìïõ üóï áöïñÜ ôïí áñéèìü ôùí äåäïìÝíùí êáé ôï ðïóïóôü ôùí

÷áìÝíùí ôéìþí ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ALARM äßêôõï ðïõ åßíáé ó÷åôéêÜ ìåãÜëï êáé áñêåôÜ

óõíåêôéêü. Ãéá ôçí áîéïëüãçóç ôçò áðüäïóçò ôïõ óõíïëéêïý áëãïñßèìïõ îåêéíÜìå áðü Ýíá

ãñÜöçìá ìå áñéèìü áêìþí ðåñßðïõ ßóï ìå ôïí áñéèìü ôùí êüìâùí. Óçìåéþíïõìå üôé óôï

ðñþôï ìÝñïò üðïõ áîéïëïãïýìå ôçí áðüäïóç ôïõ óõíïëéêïý óõóôÞìáôïò, Ý÷ïõìå äéáêñéôÝò
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Ó÷Þìá 8.11: ¸íá ìÝñïò ôïõ ãåíåôéêïý äéêôýïõ ôïõ êýêëïõ ôïõ êõôôÜñïõ ðïõ ðÞñáìå

÷ñçóéìïðïéþíôáò ðïëõíõìéêÝò êáôáíïìÝò.
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Ó÷Þìá 8.12: ¸íá ìÝñïò ôïõ ãåíåôéêïý äéêôýïõ ôïõ êýêëïõ ôïõ êõôôÜñïõ ðïõ ðÞñáìå

÷ñçóéìïðïéþíôáò ãñáììéêÞ Gaussian êáôáíïìÞ.
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Ó÷Þìá 8.13: ¸íá ìÝñïò ôïõ ãåíåôéêïý äéêôýïõ ôïõ êýêëïõ ôïõ êõôôÜñïõ ðïõ ðÞñáìå

÷ñçóéìïðïéþíôáò Radial Basis êáôáíïìÝò.
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Ó÷Þìá 8.14: Ç ãåéôïíéÜ ôïõ ãïíéäßïõ CLN1 ðïõ åßíáé ãíùóôü üôé åíåñãïðïéåßôáé óôçí áñ÷Þ

ôïõ êýêëïõ ôïõ êõôôÜñïõ (á) ÄéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò êáé (â)Óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò (Radial

Basis).
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Ó÷Þìá 8.15: Ç ãåéôïíéÜ ôïõ ãïíéäßïõ CLN1 ãéá óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò (ÃñáììéêÞ Gaussian

êáôáíïìÞ).
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Ó÷Þìá 8.16: Ç ãåéôïíéÜ ôïõ ãïíéäßïõ HTA1 (á) ÄéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò êáé (â)Óõíå÷åßò

ìåôáâëçôÝò (Radial Basis).
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Ó÷Þìá 8.17: Ç ãåéôïíéÜ ôïõ ãïíéäßïõ HTA1 ãéá óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò (ÃñáììéêÞ Gaussian

êáôáíïìÞ).
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Ó÷Þìá 8.18: To äßêôõï ãéá 800 ãïíßäéá.
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ÃÏÍÉÄÉÏ ÐÁÔÅÑÅÓ ÓÊÏÑ ÃÏÍÉÄÉÏ ÐÁÔÅÑÅÓ ÓÊÏÑ

CLB5 CLB6 CLB2 -184.018799 CLN1 POL30 CLB2 -276.057404

HTB1 HTA1 HHF2 -224.821945 CIK1 CDC5 CDC21 -202.294968

TEC1 RME1 DBF2 -328.231110 SIC1 YRO2 CTS1 -220.363342

DBF4 DBF2 -222.290390 FAR1 YRO2 CLB2 -308.008362

HHT2 HHT1 HTA1 -201.520752 RFA1 POL30 CTS1 -283.895630

ASF2 DPB3 -206.732086 SPO12 DBF2 -187.640579

RAD17 RNR1 -129.854187 SPC42 MCD1 -164.882492

CHS3 CDC9 -230.800049 CWP1 PSA1 SED1 -379.234344

CLB4 HHF1 -171.648529 PCL1 SWE1 -147.812424

KIN3 CDC20 -306.692810 RAD27 CDC14 -256.909760

KRE6 FKS1 -245.097153 DBF2 CDC20 -251.577332

HTA2 HHT1 HTA1 -243.610870 GIC2 GOG5 -282.786438

RFA2 RNR1 -255.774734 POL2 POL30 -201.187744

SST2 STE2 -292.814453 RAD53 CLB6 -278.980042

CDC9 RAD27 -209.481552 CDC21 RAD27 -271.750793

MNN1 PRI2 -298.795441 ASF1 MSH6 -255.202209

HSL1 MSH6 -230.915283 MOB1 CDC20 -158.390396

SWE1 RAD27 -139.560806 POL1 MCD1 -238.995667

POL30 RAD27 -329.169098 PRI2 MCD1 -190.888138

RNR1 MCD1 -347.515289 CDC20 CDC5 -229.480896

MSH2 MSH6 -214.345444 GOG5 GAS1 -183.783112

HHT1 HHF2 -279.417175 MSH6 MCD1 -232.054291

HTA1 HHF2 -257.019470 CDC14 -144.234497

HHF2 HHF1 -197.817963 CLB1 CDC5 -229.087067

MCD1 POL30 -254.514771 CLB2 CDC5 -280.543274

CLB6 MSH6 -305.550903 SWI5 CLB1 -233.496719

PSA1 GAS1 -255.377533 POL12 POL30 -260.787842

ACE2 CLB1 -243.681183 STE2 MFA2 -240.585434

FKS1 GOG5 -255.018402 HHF1 PSA1 -337.690979

DPB2 MCD1 -228.404266 CDC47 DBF2 -319.509888

GAS1 MCD1 -300.393799 PMS1 RFA1 -192.224380

HPR5 FKS1 -201.522049 TIP1 GOG5 -381.517609

ASE1 CDC20 -177.098755 SWI4 CLB6 -188.702576

MFA2 FAR1 -268.860352 PDS1 MCD1 -251.448532

NUF1 CIK1 -132.690033 TIR1 POL1 -253.328262

RME1 YRO2 SIC1 -343.889343 RFA3 MSH2 -195.494690

CHS1 RNR1 -263.931488 CDC2 CLB6 -232.835999

KAR3 CLN1 -227.910370 CDC5 PSA1 RNR1 -343.583893

PRI1 RFA1 -115.610130 UNG1 CDC14 -154.437592

EGT2 POL30 FAR1 -379.215790 SED1 HHF1 YRO2 -306.080200

CTS1 HTA1 EGT2 -331.899170 KAR4 TEC1 AGA1 -206.993347

NUM1 RFA3 -205.622498 CLB3 CHS3 -120.567841

DPB3 RFA2 -170.222382 HTB2 HTA2 HHF2 -256.511169

AGA1 TIP1 SST2 -320.109772 YRO2 MNN1 HHF2 -414.080109

Ðßíáêáò 8.6: Ôá óêïñ ãéá ó÷Ýóåéò ìåôáîý ãïíéäßùí (ÐïëõùíõìéêÝò êáôáíïìÝò)
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Ó÷Þìá 8.19: Ï ÷ñüíïò óå ó÷Ýóç ìå ôïí áñéèìü ôùí äåäïìÝíùí ãéá ìßá åðáíÜëçøç óôï

ALARM äßêôõï (ìå 0.2% åëëéðåßò ôéìÝò) ãéá 5,10,20 åðåîåñãáóôÝò.

ìåôáâëçôÝò.

Áðü ôá Ó÷Þìáôá 8.19, 8.20, 8.21, 8.22 ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé åðéôõã÷Üíå-

ôáé êáëÞ åðéôÜ÷õíóç óå ó÷Ýóç ìå üëïõò ó÷åäüí ôïõò ðáñÜãïíôåò. Ç ðáñáëëçëßá óôá

åðéìÝñïõò ôìÞìáôá ôïõ óõóôÞìáôïò äçëáäÞ óôçí åýñåóç ôùí ML ðáñáìÝôñùí êáé óôçí

áîéïëüãçóç ôùí õðïøÞöéùí äéêôýùí åîáñôÜôáé áðü äéáöïñåôéêïýò ðáñÜãïíôåò. Óôï ðñþôï

ç áðüäïóç áõîÜíåôáé, äçëáäÞ Ý÷ïõìå ìåãáëýôåñç åðéôÜ÷õíóç óå ó÷Ýóç ìå ôïí áñéèìü ôùí

åðåîåñãáóôþí üôáí ï ëüãïò äåäïìÝíùí=åðåîåñãáóôþí ìåãáëþíåé. Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç

áíôßóôïé÷á ðñÝðåé ï ëüãïò õðïøçößùí äéêôýùí=åðåîåñãáóôþí íá ìåãáëþíåé.

Óôá Ó÷Þìáôá 8.23(á), (â) êáé 8.24(á), (â) öáßíåôáé ï ÷ñüíïò åêôÝëåóçò ãéá ôçí åýñåóç

ôùí ðáñáìÝôñùí êáé ôçí åýñåóç ôïõ íÝïõ äéêôýïõ ãéá óõíå÷Þ êáé äéáêñéôÜ äßêôõá óôçí

åîÝëéîç ôïõ áëãïñßèìïõ. Êáèþò ï áëãüñéèìïò åýñåóçò ðñï÷ùñÜåé ôï ãñÜöçìá ãßíåôáé ðéï

óõíåêôéêü, íÝåò áêìÝò ðñïóôßèåíôáé óôï ãñÜöçìá. Åßíáé ëïãéêü üóï ðéï óõíåêôéêü ãßíåôáé

ôï ãñÜöçìá íá áõîÜíåôáé êáé ôï ìÝãåèïò ôçò ìÝãéóôçò êëßêáò êáé üðùò âëÝðïõìå êáé óôá

Ó÷Þìáôá 8.23(á), (â) êáé üðùò åßíáé ãíùóôü áðü ôçí èåùñßá ï áëãüñéèìïò óõìðåñáóìá-

ôïëïãßáò åßíáé åêèåôéêüò ãéá äßêôõá ìå äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò ùò ðñïò ôï ðëçèÜñéèìï ôçò

ìåãáëýôåñçò êëßêáò êáé Ý÷åé ðïëõùíõìéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôñßôïõ âáèìïý ãéá äßêôõá ìå óõ-

íå÷åßò ìåôáâëçôÝò. Óôï Ó÷Þìá 8.23 (ãéá óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò) âëÝðïõìå óå êÜðïéï óçìåßï

ç áýîçóç ôïõ ÷ñüíïõ íá åßíáé äñáìáôéêÞ. Áõôü ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò üôé ìå óõíå÷åßò

ãñáììéêÝò êáôáíïìÝò ôï ãñÜöçìá ðïõ ðÞñáìå Þôáí ðïëý ðéï óõíåêôéêü áðü áõôü ìå ôéò

äéáêñéôÝò êáôáíïìÝò. Åíþ ãéá äéáêñéôÝò êáôáíïìÝò ï ìÝãéóôïò áñéèìüò ìåôáâëçôþí ìéáò

êëßêáò Þôáí ìÝ÷ñé 4, ãéá óõíå÷åßò îåðÝñáóå ôï 20, ôï ïðïßï åß÷å äñáìáôéêÞ åðßðôùóç óôçí

åðßäïóç ôïõ áëãïñßèìïõ. Ôï ðáñÜäïîï åßíáé üôé Ý÷ïõìå èÝóåé ùò ìÝãéóôï üñéï ðáôÝñùí ôï

5, ïðüôå ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé åßíáé ìåéïíÝêôçìá ôïõ áëãïñßèìïõ êáôáóêåõÞò ôïõ
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Ó÷Þìá 8.20: Ï ÷ñüíïò óå ó÷Ýóç ìå ôïí áñéèìü ôùí ÷áìÝíùí ôéìþí ãéá ãéá ìßá åðáíÜëçøç

óôï ALARM äßêôõï (ìå 1000 äåäïìÝíá) ãéá 5,10,20 åðåîåñãáóôÝò.
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Ó÷Þìá 8.21: Ï ÷ñüíïò óå ó÷Ýóç ìå ôïí áñéèìü ôùí êüìâùí ôïõ äéêôýïõ ãéá ãéá ìßá

åðáíÜëçøç óå ôõ÷áßï äßêôõï (ìå 1000 äåäïìÝíá êáé 0.2% åëëéðåßò ôéìÝò ) ãéá 5,10,20 åðå-

îåñãáóôÝò.
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Ó÷Þìá 8.22: Ï ÷ñüíïò óå ìéá ìÝóç ðåñßðôùóç üðïõ Ý÷ïõìå 20 êüìâïõò, 1000 äåäïìÝíá

êáé 20% ðïóïóôü ÷áìÝíùí ôéìþí ãéá 5,10,20 åðåîåñãáóôÝò

ΜΑΘΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ

02
46
810

1214
1618

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ

ΧΡΟΝΟΣ

0
100
200
300
400
500
600

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96 101 106 111 116 121 126 131 136 141 146ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ

ΧΡΟΝΟΣ

(á) (â)

Ó÷Þìá 8.23: Ï ÷ñüíïò åýñåóçò ôùí ðáñáìÝôñùí ãéá êÜèå åðáíÜëçøç ôïõ áëãïñßèìïõ (á)

Ãéá äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò êáé (â) Ãéá óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò.
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ΕΥΡΕΣΗ ΝΕΟΥ ∆ΙΚΤΥΟΥ
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ΧΡΟΝΟΣ
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Ó÷Þìá 8.24: Ï ÷ñüíïò åýñåóçò íÝïõ äéêôýïõ ãéá êÜèå åðáíÜëçøç ôïõ áëãïñßèìïõ (á) Ãéá

äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò êáé (â) Ãéá óõíå÷åßò ìåôáâëçôÝò.

óõíäåôéêïý äÝíôñïõ.
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8.7 ÓõìðåñÜóìáôá êáé ìåëëïíôéêÞ åñãáóßá

Óå áõôÞí ôçí äéáôñéâÞ õëïðïéÞóáìå Ýíá óýóôçìá ãéá ôçí åðåîåñãáóßá äåäïìÝíùí áðü ìé-

êñïóõóôïé÷ßåò DNA ìå óôü÷ï ôçí åýñåóç åîáñôÞóåùí ãïíéäßùí ìå ôçí ÷ñÞóç Bayesian

äéêôýùí. Ôá óçìáíôéêüôåñá ðëåïíåêôÞìáôá ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé ç ðáñáëëçëßá ðïõ ìáò

åðéôñÝðåé ôçí åðåîåñãáóßá åíüò ìåãÜëïõ áñéèìïý ãïíéäßùí ìå Bayesian äßêôõá. Ïé ÷ñüíïé

ãéá Ýíá äßêôõï ìå 100 ðåñßðïõ êüìâïõò Þôáí áñêåôÜ åíèáññõíôéêïß, êõìáßíïíôáé áðü 10

ëåðôÜ ùò êÜðïéåò þñåò. Ç ìåãÜëç äéáêýìáíóç ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò, üðùò Þäç áíáöÝ-

ñáìå, üôé óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ôá ãñáöÞìáôá ãßíïíôáé ðïëý óõíåêôéêÜ ìå áðïôÝëåóìá ôçí

áýîçóç ôçò ìÝãéóôçò êëßêáò êáé ôçí ñáãäáßá åðéâñÜäõíóç ôïõ áëãïñßèìïõ óõìðåñáóìáôï-

ëïãßáò. Óôá ðëáßóéá ôçò ìåëëïíôéêÞò åñãáóßáò ìðïñïýìå íá åðéôý÷ïõìå ðéèáíÝò âåëôéþóåéò

ôüóï óôçí ðáñáëëçëßá üóï êáé óôïí ßäéï ôïí áëãüñéèìï ôçò óõìðåñáóìáôïëïãßáò.

• Ç ðáñáëëçëïðïßçóç ôçò êáôáóêåõÞò ôïõ óõíäåôéêïý äÝíôñïõ ç ïðïßá áí êáé óå ìéêñÜ

äßêôõá äåí åßíáé ÷ñïíïâüñá, óå ìåãÜëá äßêôõá áðáéôåß áñêåôü ÷ñüíï.

• Èá ìðïñïýóáìå áðü Ýíá óçìåßï êáé ìåôÜ ðïõ ï áëãüñéèìïò óõíäåôéêïý äÝíôñïõ äåí

åßíáé ðëÝïí áðïäïôéêüò (ìå êÜðïéï êñéôÞñéï) íá êáôáöåýãïõìå óå Üëëïõò áëãïñßèìïõò

üðùò óôï÷áóôéêïýò (Monte Carlo).

• ¼ðùò ðñïáíáöÝñáìå ôï õðïëïãéóôéêü êüóôïò ôïõ áëãïñßèìïõ åîáñôÜôáé êõñßùò áðü

ôïí áñéèìü ìåôáâëçôþí óôçí ìåãáëýôåñç êëßêá. ÓçìáíôéêÞ âåëôßùóç ìðïñïýìå íá

Ý÷ïõìå üôáí ï áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí óå ìßá êëßêá åßíáé ìéêñüò. Áõôü ãßíåôáé óôçí

êáôáóêåõÞ ôïõ óõíäåôéêïý äÝíôñïõ êáé åéäéêüôåñá óôçí ôñéãùíïðïßçóç ôïõ ãñáöÞìá-

ôïò. Ç âéâëéïãñáößá êáé ç Ýñåõíá ðÜíù óå áõôü ôï óõãêåêñéìÝíï êïììÜôé ôï ïðïßï

óôçí ïõóßá êáèïñßæåé êáé ôéò êëßêåò ôïõ äÝíôñïõ ìáò åßíáé åõñýôáôç. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëïß

ôñüðïé êáé ðïëëÝò ìåèïäïëïãßåò ãéá íá ðÜñïõìå üóï ôï äõíáôüí ëéãüôåñåò ðñïóèÝóåéò

áêìþí óôï ãñÜöçìá. ÅéäéêÜ óå ìåãÜëá êáé áñêåôÜ óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá ôï êÝñäïò

ìðïñåß íá åßíáé óçìáíôéêü.

• Ìßá ðéèáíÞ âåëôßùóç èá Þôáí óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï ãñÜöçìá ìáò åßíáé ìç óõ-

íåêôéêü êáé áðïôåëïýôáí áðü ìåãÜëï áñéèìü õðïãñáöçìÜôùí ïðïý ìðïñïýóáìå íá

áíáèÝóïõìå óå êÜèå åðåîåñãáóôÞ ôçí åýñåóç ôùí ðáñáìÝôñùí êáèå ôÝôïéïõ õðïãñá-

öÞìáôïò êáèþò ïé ðáñÜìåôñïé ôïõ èá åßíáé áíåîÜñôçôïé áðü ôïõ õðüëïéðïõ õðïãñáöÞ-

ìáôïò. ÁëëÜ êáé ðÜëé áðü Ýíá óçìåßï êáé ìåôÜ ðïõ ôï ãñÜöçìá ãßíåôáé ðéï óõíåêôéêü

êáèþò ðñïóôßèåíôáé áêìÝò ç áðüäïóç èá ðÝöôåé. Ìðïñïýìå åðßóçò íá ÷ñçóéìïðïéÞ-

óïõìå êáé ôéò äýï ðáñáðÜíù óôñáôçãéêÝò Þ ìßá äõíáìéêÞ êáôáíïìÞ åðåîåñãáóôþí óå

õðïãñáöÞìáôá ðïõ ï áñéèìüò ìåôáâëçôþí ôçò ìåãáëýôåñçò êëßêáò íá åßíáé ó÷åôéêÜ

ìåãÜëïò.

Óôá ðåéñÜìáôá äéáðéóôþóáìå ôçí õðåñï÷Þ ôïõ SEM óå óýãêñéóç ìå ôçí áíÜêôçóç ÷á-

ìÝíùí ôéìþí áðü êëáóéêÝò ìåèüäïõò üðùò ï K-NN. ¢íáöÝñáìå ðùò äåí êÜíáìå ðåéñÜìáôá

óå õâñéäéêÜ äßêôõá åðåéäÞ ôá äåäïìÝíá äåí Þôáí åðáñêÞ, ãåãïíüò ðïõ ðñïêáëåß áñéèìçôéêÜ

ëÜèç. ÐñÝðåé ùò ìåëëïíôéêÞ åñãáóßá íá âñïýìå ðëçñÝóôåñç âÜóç äåäïìÝíùí þóôå êáé ôá
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õâñéäéêÜ äßêôõá íá äïêéìÜóïõìå áëëÜ êáé ðéï ôåêìçñéùìÝíá áðïôåëÝóìáôá íá ðÜñïõìå ãéá

ôá ãåíåôéêÜ äßêôõá. Ìßá áêüìá åðÝêôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò üðùò Ý÷ïõìå áíáöÝñåé èá Þôáí

óôá õâñéäéêÜ äßêôõá íá ìðïñïýí ïé äéáêñéôÝò ìåôáâëçôÝò íá Ý÷ïõí óõíå÷åßò ðáôÝñåò. ÔÝëïò

èá ðñÝðåé íá äïýìå êáé ôçí áðüäïóç ôïõ áëãïñßèìïõ SEM ÷ñçóéìïðïéþíôáò êÜðïéá Üëëç

ðñïóÝããéóç ãéá ôï áíáìåíüìåíï óêïñ åêôüò áðü ôçí ãñáììéêÞ (5.17).
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