
ΠΡΟΔΓΓΗΣΗΚΟΗ ΑΛΓΟΡΗΘΜΟΗ ΓΗΑ ΘΔΜΑΣΑ ΗΟΡΡΟΠΗΧΝ NASH Δ ΠΑΗΓΝΗΑ ΓΗΠΗΝΑΚΑ 

 

 

 

 

 

Ζ  

 ΜΔΣΑΠΣΤΥΗΑΚΖ ΔΡΓΑΗΑ ΔΞΔΗΓΗΚΔΤΖ 

 

Τπνβάιιεηαη ζηελ  

 

νξηζζείζα από ηελ Γεληθή πλέιεπζε Δηδηθήο ύλζεζεο  

ηνπ Σκήκαηνο Πιεξνθνξηθήο 

Δμεηαζηηθή Δπηηξνπή 

 

 

από ηνλ 

 

 

Γαληήι-Γεκήηξην Πξόζθν 

 

 

 

 

 

σο κέξνο ησλ Τπνρξεώζεσλ  

 

γηα ηε ιήςε 

 

ηνπ 

 

ΜΔΣΑΠΣΤΥΗΑΚΟΤ ΓΗΠΛΧΜΑΣΟ ΣΖΝ ΠΛΖΡΟΦΟΡΗΚΖ 

 

ΜΔ ΔΞΔΗΓΗΚΔΤΖ ΣΖΝ ΘΔΧΡΗΑ ΔΠΗΣΖΜΖ ΤΠΟΛΟΓΗΣΧΝ 

 

 

 

 

Φεβξνπάξηνο 2016 



ii 

 

ΑΦΙΔΡΧΗ 

ηελ νηθνγέλεηά κνπ 

 



iii 

 

ΔΤΥΑΡΙΣΙΔ 

Λίγεο κέξεο πξηλ ην ηέινο ησλ κεηαπηπρηαθώλ ζπνπδώλ κνπ, ληώζσ ην ρξένο λα 

επραξηζηήζσ όινπο όζνπο κε βνήζεζαλ, ν θαζέλαο κε ηνλ δηθό ηνπ ηξόπν, ζηελ 

επηηπρή πεξάησζή ηνπο. 

Δπραξηζηώ ηνλ θύξην πύξν Κνληνγηάλλε, επηβιέπνληα θαζεγεηή κνπ, γηα ηηο 

ζπκβνπιέο ηνπ, ηνλ ρξόλν πνπ αθηέξσζε ζηε ζπλεξγαζία καο, αλάκεζα ζηηο πνιιέο 

ππνρξεώζεηο ηνπ, θαη, θπξίσο, ηελ ππνκνλή ηνπ. Ζ θαζνδήγεζή ηνπ ππήξμε 

θαζνξηζηηθόο παξάγνληαο γηα ηελ νινθιήξσζε ηεο κεηαπηπρηαθήο κνπ εξγαζίαο. 

Αθόκα πεξηζζόηεξν, ηνλ επραξηζηώ γηα ηελ επθαηξία πνπ κνπ έδσζε λα αζρνιεζώ κ’ 

έλα από ηα πην ελδηαθέξνληα ζέκαηα ηεο ζύγρξνλεο Θεσξεηηθήο Πιεξνθνξηθήο, ηελ 

Αιγνξηζκηθή Θεσξία Παηγλίσλ. Αθόκε, επραξηζηώ ηνπο θπξίνπο ηαύξν 

Νηθνιόπνπιν θαη Λεσλίδα Παιεό, θαζεγεηέο ηνπ Σκήκαηνο Μεραληθώλ Ζ/Τ θαη 

Πιεξνθνξηθήο, γηα ηε ζπκκεηνρή ηνπο ζηελ ηξηκειή επηηξνπή εμέηαζεο ηεο 

κεηαπηπρηαθήο κνπ εξγαζίαο. 

Ίζσο θάπνηα κέξα, κεηά από αξθεηά ρξόληα, μεράζσ αξθεηέο από ηηο πνιύηηκεο 

γλώζεηο πνπ απέθηεζα θαηά ηε δηάξθεηα ησλ ζπνπδώλ κνπ, δελ πξόθεηηαη όκσο λα 

μεράζσ ηνπο αλζξώπνπο πνπ γλώξηζα θαηά ηε δηάξθεηά ηνπο θαη έθαλαλ όκνξθε θαη 

δεκηνπξγηθή - όζν γηλόηαλ - απηή ηελ πεξίνδν ηεο δσήο κνπ. Ξέξεηε πνηνη θαη πνηέο 

είζηε θαη ζαο επραξηζηώ γηα ηηο όκνξθεο εκπεηξίεο. ην κηθξό ρώξν πνπ έρσ 

δηαζέζηκν γηα ηελ απνλνκή επραξηζηηώλ, ζα μερσξίζσ ηνπο θίινπο θαη ζπλαδέιθνπο 

Γηνύιε, ήθε θαη Νάζν, κε ηνπο νπνίνπο κνηξάζηεθα ην ίδην γξαθείν (ή, έζησ, 

όξνθν) θαη αξθεηά επράξηζηα δηαιείκκαηα από ηε δνπιεηά. 

Σέινο, επραξηζηώ ηνπο γνλείο κνπ γηα ηελ πιηθή, ςπρνινγηθή θαη εζηθή ηνπο 

ππνζηήξημε, ρσξίο ηελ νπνία ζα κνπ ήηαλ πνιύ δύζθνιν λα πεηύρσ ηελ νινθιήξσζε 

ησλ ζπνπδώλ κνπ, θαη, αθόκε πεξηζζόηεξν, γηα ηελ αγάπε θαη ηελ ππνκνλή ηνπο. 
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Καηά ηε κειέηε ελόο ζπζηήκαηνο εγσηζηηθώλ νληνηήησλ πνπ αιιειεπηδξνύλ γηα ηε 

ιήςε κηαο απόθαζεο ππό ην πξίζκα ηεο ζεσξίαο παηγλίσλ, καο ελδηαθέξεη λα 

πξνζδηνξίζνπκε έλα ζεκείν ηζνξξνπίαο ηνπ, ην νπνίν νξίδνπκε κέζσ ελόο ζθεπηηθνύ 

ιύζεο. Σν δεκνθηιέζηεξν ζθεπηηθό ιύζεο ζηε ζεσξία παηγλίσλ είλαη ε ηζνξξνπία 

Nash, ε νπνία εθθξάδεη κηα ζηαζεξή θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο όπνπ θακία 

νληόηεηα δελ κπνξεί λα επσθειεζεί από ηελ επηινγή ελόο δηαθνξεηηθνύ πιάλνπ 

ελεξγεηώλ, δεδνκέλνπ όηη νη ππόινηπεο νληόηεηεο δελ απνθιίλνπλ από ηηο δηθέο ηνπο 

επηινγέο ελεξγεηώλ. Ζ αλάγθε ηεο πξνζνκνίσζεο ζπζηεκάησλ εγσηζηηθώλ 

νληνηήησλ νδήγεζε ζηε κειέηε ηεο ππνινγηζηηθήο πνιππινθόηεηαο ηνπ πξνβιήκαηνο 

ππνινγηζκνύ ηζνξξνπηώλ Nash ζε πεπεξαζκέλα ζηξαηεγηθά παίγληα. Μηα ζεηξά 

απνηειεζκάησλ PPAD-πιεξόηεηαο ηνπ πξνβιήκαηνο εύξεζεο κηαο ηζνξξνπίαο Nash 

θαηέδεημε ηε δπζθνιία απηνύ ηνπ πξνβιήκαηνο, αθόκε θαη ζηελ απιή πεξίπησζε ησλ 

παηγλίσλ δηπίλαθα. Γηα ηνλ ιόγν απηόλ, ε έξεπλα ζηξάθεθε ηα ηειεπηαία ρξόληα πξνο 

ηελ θαηεύζπλζε ηεο αλάπηπμεο αιγνξίζκσλ γηα ηνλ ππνινγηζκό πξνζεγγηζηηθώλ 

ηζνξξνπηώλ Nash, αιιά θαη ζηνλ εληνπηζκό ππνθιάζεσλ παηγλίσλ γηα ηα νπνία 

ππάξρνπλ πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ επαθξηβείο αιγόξηζκνη, ή ηνπιάρηζηνλ ζρήκαηα 

πξνζέγγηζεο, γηα ηνλ ππνινγηζκό ηζνξξνπηώλ Nash. 

ηελ παξνύζα εξγαζία κειεηάηαη ην πξόβιεκα δηεύξπλζεο ηεο ππνθιάζεο ησλ 

παηγλίσλ δηπίλαθα πνπ επηδέρνληαη έλα πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό ζρήκα 
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γηα ηνλ ππνινγηζκό κηαο ηζνξξνπίαο Nash. Ζ πξόηαζή καο γηα ηελ επέθηαζε ηεο 

θιάζεο παηγλίσλ δηπίλαθα πνπ επηδέρνληαη έλα ηπραηνθξαηηθό πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ 

πξνζεγγηζηηθό ζρήκα γηα ηνλ ππνινγηζκό κηαο -ηζνξξνπίαο Nash βαζίδεηαη ζηε 

ζεώξεζε ελόο θπξηνύ ζπλδπαζκνύ ησλ κεηακειεηώλ ησλ δύν παηθηώλ σο αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε ελόο πξνγξάκκαηνο βειηηζηνπνίεζεο, γηα θάπνηα παξάκεηξν . 

Αξρηθά παξνπζηάδνπκε έλα ηπραηνθξαηηθό πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό ζρήκα 

γηα ηνλ ππνινγηζκό -ηζνξξνπηώλ Nash παηγλίσλ δηπίλαθα ησλ νπνίσλ ην άζξνηζκα 

ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ έρεη ζηαζεξή ηηκή ζηε -λόξκα. ηε ζπλέρεηα, 

απνδεηθλύνπκε όηη αλ γηα έλα παίγλην δηπίλαθα  ππάξρεη κηα ηηκή  

καθξηά από ηα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο γηα ηελ νπνία ν πίλαθαο 

 έρεη ζηαζεξή λόξκα , είλαη εθηθηόο ν ππνινγηζκόο ζε 

πνιπσλπκηθό ρξόλν κηαο -ηζνξξνπίαο Nash ρξεζηκνπνηώληαο έλα -net, ην 

νπνίν θαηαζθεπάδνπκε κε ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ ησλ Alon et al (2013), κε κεγάιε 

πηζαλόηεηα. Δπίζεο, απνδεηθλύνπκε όηη είλαη εθηθηή ε εμέηαζε ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν 

αλ ππάξρεη έλα  γηα ην νπνίν ηζρύεη όηη , κέζσ ηεο 

επίιπζεο ελόο ζεηηθά εκηνξηζκέλνπ πξνγξάκκαηνο.  

Σέινο, δηεμάγνπκε εθηελή πεηξακαηηθή αμηνιόγεζε κε ζηόρν ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο 

γεληθόηεηαο θαη ηεο ζεκαληηθόηεηαο ηεο ππνθιάζεο παηγλίσλ δηπίλαθα πνπ 

πξνηείλνπκε, εζηηάδνληαο θπξίσο ζε παίγληα δηπίλαθα λίθεο-ήηηαο. 



xi 

 

 



xii 

 

 

EXTENDED ABSTRACT IN ENGLISH 

 

 

Daniel Demetrios Proskos. MSc, Department of Computer Science and Engineering, 

University of Ioannina, Greece. February, 2016. Title of Dissertation: Approximation 

Algorithms for Nash Equilibria in Bimatrix Games, Thesis Supervisor: Spyros 

Kontogiannis. 

 

 

 

When we study a system of selfish agents that interact during a decision making 

process under the lens of game theory, our main issue is to identify an equilibrium 

point of this system. We define such a point by a solution concept. The most popular 

game-theoretic solution concept is the Nash Equilibrium. A Nash Equilibrium reflects 

a steady state of the system, in which no single entity can benefit from a unilateral 

change of its plan of actions. The demand of simulating systems of interacting selfish 

agents led to the study of the computational complexity of computing a Nash 

Equilibrium of a finite game (as Nash, in 1951, proved that each finite game has at 

least one Nash Equilibrium). Unfortunately, a series of PPAD-Hardness results for 

this problem demonstrated the hardness of computing a Nash Equilibrium even for the 

simple case of bimatrix games (i.e., strategic games of two players). Thus, the current 

research on Nash Equilibria computation has inevitably turned to the directions of 

designing constant approximation algorithms (or even a polynomial time 

approximation scheme) for computing approximate Nash Equilibria of general 

bimatrix games, as well as identifying subclasses of bimatrix games that admit a 

polynomial time algorithm, or at least a (fully) polynomial time approximation 

scheme for this problem. 

In this thesis, we study the problem of expanding the subclass of bimatrix games that 

admit a polynomial time approximation scheme for the problem of computing a Nash 

Equilibrium. To this direction, we propose a way of identifying bimatrix games that 
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admit a randomized polynomial time approximation scheme in polynomial time, 

based on a definition of a convex combination of players’ regrets as the objective 

function of an optimization problem, for a parameter . At first, we present a 

randomized polynomial time approximation scheme for -Nash Equilibrium 

computation of a bimatrix game, the sum of payoff matrices of which has constant 

value in its  norm. Its building blocks are a modification of the approximation 

algorithm for the problem of computing the approximate rank of a matrix, designed 

by Lee and Shraibman (2008), along with the near-optimal –net construction 

algorithm of Alon et al (2013). Since the computation of the  norm of a matrix 

can be done by solving a semidefinite program, we are able to identify if a given 

bimatrix game admits this randomized polynomial time approximation scheme in 

polynomial time. Next, we prove that if, for a given bimatrix game , there is a 

value , bounded away from the boundaries of this interval, for which the 

matrix  has constant  norm, then we can compute a –

Nash Equilibrium for this bimatrix game using a –net that we obtain by 

the algorithm of near-optimal -net construction of Alon et al (2013), with high 

probability. Furthermore, we prove that it is feasible to identify in polynomial time if 

there is a value  for which it holds that , by solving a 

semidefinite program, thus proving the feasibility of polynomial-time identification of 

the bimatrix games that belong to the proposed subclass. An additional important 

contribution that we made is our proofs that the constant-sum bimatrix games and the 

fixed-rank bimatrix games are contained to the subclass of games that their sum of 

payoff matrices has constant value in its  norm. 

Finally, in order to determine the generality and importance of the subclass of 

bimatrix games that we propose, we conducted an extensive experimental evaluation 

as a first step to this direction. We conducted our experiments on win-lose games. 
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1.1 Θεωρία Παιγνίων 

Ο επηζηεκνληθόο θιάδνο ηεο ζεσξίαο παηγλίσλ, ν νπνίνο ζεκειηώζεθε από ηνπο John 

Von Neumann θαη Oscar Morgenstern κε ηε δεκνζίεπζε ηνπ ζπγγξάκκαηόο ηνπο 

«Theory of Games and Economic Behavior» ην 1947 [57], έρεη ζαλ αληηθείκελν ηε 

καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε θαη αλάιπζε ησλ δηεξγαζηώλ δηαδξαζηηθήο ιήςεο 

απνθάζεσλ.  ηηο δηεξγαζίεο απηέο, θάζε κηα από ηηο ζπκκεηέρνπζεο νληόηεηεο έρεη 

θάπνηνπο πξνζσπηθνύο ζηόρνπο θαη θαιείηαη λα εθηειέζεη θάπνηα ελέξγεηα ή ζεηξά 

ελεξγεηώλ γηα ηελ επίηεπμε απηώλ ησλ ζηόρσλ. Χζηόζν, ε πξαγκάησζε ησλ ζηόρσλ 

ηνπ θάζε παίθηε δελ εμαξηάηαη κόλν από ηελ δηθή ηνπ ελέξγεηα, αιιά θαη από ηηο 

ελέξγεηεο ησλ ππόινηπσλ παηθηώλ. Ζ εγγύηεηα ελόο παίθηε πξνο ηελ επίηεπμε ησλ 

ζηόρσλ ηνπ κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί πνζνηηθά κε έλα κέηξν σθέιεηαο ηνπ παίθηε σο 

πξνο ηελ ελέξγεηα πνπ επέιεμε λα εθηειέζεη. 

Ολνκάδνπκε ηηο παξαπάλσ δηεξγαζίεο παίγληα. Έλα παίγλην νξίδεηαη από 

 ην ζύλνιν ησλ ζπκκεηερνπζώλ νληνηήησλ, δειαδή ησλ παηθηώλ, 

 ην ζύλνιν ησλ ελεξγεηώλ ηνπ θάζε παίθηε, θαη 

 ηηο ηηκέο σθέιεηαο πνπ έρεη ν παίθηεο γηα θάζε ζπλδπαζκό ελεξγεηώλ πνπ 

κπνξεί λα γίλεη από όινπο ηνπο παίθηεο. 
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Γεληθά, ν θάζε παίθηεο δελ επηιέγεη κηα κόλν ελέξγεηα από ην ζύλνιν ελεξγεηώλ ηνπ, 

αιιά κπνξεί λα εθθξάζεη ηελ πξνηίκεζε ηνπ ζε θάζε δηαζέζηκε ελέξγεηα ηνπ κε ην 

λα αλαζέζεη κηα θαηαλνκή πηζαλόηεηαο ζην ζύλνιν ελεξγεηώλ ηνπ. Ολνκάδνπκε κηα 

ηέηνηα θαηαλνκή πηζαλόηεηαο ζηξαηεγηθή. Ζ δηαηεηαγκέλε πιεηάδα ησλ ζηξαηεγηθώλ 

πνπ επέιεμαλ όινη νη παίθηεο ελόο παηγλίνπ ζε κηα δεδνκέλε ζηηγκή νλνκάδεηαη 

πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ. πλήζσο, δελ ελδηαθεξόκαζηε γηα ην ζύλνιν όισλ ησλ 

δπλαηώλ πεξηγξακκάησλ ζηξαηεγηθώλ, παξά κόλν γη’ απηά πνπ ηθαλνπνηνύλ έλα 

ζθεπηηθό ιύζεο πνπ έρεη επηιεγεί γηα ηε κειέηε ηνπ παηγλίνπ . Χο ζθεπηηθό ιύζεο 

νξίδνπκε έλα ζύλνιν θαλόλσλ πνπ θαζνξίδνπλ αλ έλα πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ 

απνηειεί ζεκείν ηζνξξνπίαο ελόο παηγλίνπ, ζην νπνίν ε κνλνκεξήο αιιαγή 

ζηξαηεγηθήο δελ απνθέξεη θέξδνο ζηνλ παίθηε πνπ ηελ πξάηηεη. Ζ γλώζε ησλ 

πεξηγξακκάησλ ζηξαηεγηθώλ, γηα έλα δεδνκέλν παίγλην, πνπ ηθαλνπνηνύλ έλα 

επηιεγκέλν ζθεπηηθό ιύζεο, καο επηηξέπεη λα θάλνπκε κηα πξόβιεςε ηνπ πώο νη 

παίθηεο ζα παίμνπλ ζην παίγλην. 

Μπνξνύκε εύθνια λα παξαιιειίζνπκε ηελ παξαπάλσ γεληθή πεξηγξαθή ελόο 

παηγλίνπ κε πνιιά πξαθηηθά πξνβιήκαηα ησλ νηθνλνκηθώλ, πνιηηηθώλ, βηνινγηθώλ, 

ζεηηθώλ θαη ηερλνινγηθώλ επηζηεκώλ. πλεπώο, ε ζεσξία παηγλίσλ καο παξέρεη ηα 

απαξαίηεηα εξγαιεία γηα ηε καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε θαη κειέηε θάζε είδνπο 

πξνβιήκαηνο αληαγσληζκνύ ή ζπλεξγαζίαο κεηαμύ νληνηήησλ γηα ηελ επίηεπμε ησλ 

ζηόρσλ ηνπο. 

ε πνιιέο πξαθηηθέο θαηαζηάζεηο, ε κνληεινπνίεζε κηαο θαηάζηαζεο αληαγσληζκνύ 

ή ζπλεξγαζίαο κεηαμύ νληνηήησλ δελ αξθεί. Εεηάκε κηα θαιώο νξηζκέλε αθνινπζία 

πεπεξαζκέλσλ βεκάησλ, δειαδή έλαλ αιγόξηζκν, ν νπνίνο, κε είζνδν ηα δεδνκέλα 

πνπ νξίδνπλ έλα παίγλην, επηζηξέθεη έλα ζεκείν ηζνξξνπίαο ηνπ. Ο ζρεδηαζκόο θαη ε 

αλάιπζε αιγνξίζκσλ ππνινγηζκνύ ζεκείσλ ηζνξξνπίαο παηγλίσλ είλαη έλα απ’ ηα 

βαζηθόηεξα αληηθείκελα πνπ νξίδνπλ έλα εξεπλεηηθό πεδίν ζηελ ηνκή ηνπ 

ζρεδηαζκνύ θαη αλάιπζεο αιγνξίζκσλ, ηεο ππνινγηζηηθήο πνιππινθόηεηαο θαη ηεο 

ζεσξίαο παηγλίσλ, ηελ αιγνξηζκηθή ζεσξία παηγλίσλ. Ζ αιγνξηζκηθή ζεσξία παηγλίσλ 

νξίζηεθε ζρεηηθά πξόζθαηα, ην 1999, κε ηελ εμέρνπζαο ζεκαζίαο εξγαζία ησλ Nisan 

θαη Ronen [45] πάλσ ζην πξόβιεκα ηνπ αιγνξηζκηθνύ ζρεδηαζκνύ κεραληζκώλ. 
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1.2. Προζδιοριζμός ηοσ Προβλήμαηος Δύρεζης Ιζορροπίας Nash 

Όπσο αλαθέξακε ζηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα, ζε έλα παίγλην δεηείηαη έλα ζεκείν 

ηζνξξνπίαο ζαλ ιύζε. Σν ζεκαληηθόηεξν ηέηνην ζθεπηηθό ιύζεο είλαη απηή ηεο 

ηζνξξνπίαο Nash. Μηα ηζνξξνπία Nash ελόο παηγλίνπ εθθξάδεη κηα ζηαζεξή 

θαηάζηαζε ηνπ, ζηελ νπνία ν θάζε παίθηεο πνπ έρεη επηιέμεη ηελ ζηξαηεγηθή ηνπ δελ 

κπνξεί λα απμήζεη πεξηζζόηεξν ηελ σθέιεηά ηνπ αιιάδνληαο ζηξαηεγηθή, δεδνκέλνπ 

ηνπ όηη νη ππόινηπνη παίθηεο θξαηνύλ ζηαζεξέο ηηο ζηξαηεγηθέο ηνπο. Με άιια ιόγηα, 

κηα ηζνξξνπία Nash είλαη έλα πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ πνπ ηθαλνπνηεί απηή ηελ 

ζπλζήθε. Ο Nash, ν νπνίνο πξόηεηλε απηό ην ζθεπηηθό ιύζεο, απέδεημε όηη ππάξρεη 

κηα ηέηνηα ηζνξξνπία γηα θάζε παίγλην κε πεπεξαζκέλν πιήζνο παηθηώλ θαη 

πεπεξαζκέλν πιήζνο ελεξγεηώλ αλά παίθηε, δίλνληαο όκσο κηα κε-θαηαζθεπαζηηθή 

απόδεημε [43]. Σν απνηέιεζκα απηό νδήγεζε ηνπο εξεπλεηέο ζηελ αλάπηπμε 

αιγνξίζκσλ  εύξεζεο απηήο ηεο ηζνξξνπίαο ζαλ ιύζε ελόο δεδνκέλνπ παηγλίνπ. Σν 

1928, ν Von Neumann απέδεημε όηη ε ιύζε (ζαλ ζεκείν ηζνξξνπίαο) ελόο παηγλίνπ 

δύν παηθηώλ κεδεληθνύ αζξνίζκαηνο κπνξεί λα βξεζεί ιύλνληαο έλα ηζνδύλακν 

γξακκηθό πξόγξακκα, όκσο ηόηε ην γεγνλόο όηη έλα γξακκηθό πξόγξακκα κπνξεί λα 

ιπζεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν ήηαλ αθόκε άγλσζην. Σν 1964, νη Lemke θαη Howson 

δεκνζίεπζαλ έλαλ δεκνθηιή αιγόξηζκν εύξεζεο ηζνξξνπίαο Nash γηα παίγληα δύν 

παηθηώλ κε-κεδεληθνύ αζξνίζκαηνο [36]. Σν 1968, νη Mangasarian θαη Stone 

απέδεημαλ ηελ ηζνδπλακία ηνπ πξνβιήκαηνο εύξεζεο ηζνξξνπίαο Nash ζ’ έλα παίγλην 

δηπίλαθα κε-κεδεληθνύ αζξνίζκαηνο κε ην πξόβιεκα εύξεζεο νιηθνύ ειαρίζηνπ ελόο 

ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο [40]. Σόηε, δελ είραλ δεκνζηεπηεί απνηειέζκαηα 

ππνινγηζηηθήο πνιππινθόηεηαο γηα ηηο παξαπάλσ κεζόδνπο – όπσο θαη γηα άιιεο 

κεζόδνπο πνπ πξνηάζεθαλ γηα ηελ εύξεζε ηζνξξνπηώλ Nash ζε παίγληα δύν παηθηώλ, 

ελώ ηα απνηειέζκαηα ππνινγηζηηθήο πνιππινθόηεηαο γηα ηνλ γξακκηθό θαη ηνλ 

ηεηξαγσληθό πξνγξακκαηηζκό ήηαλ αθόκε άγλσζηα. 

Μεηά από 5 δεθαεηίεο πνπ αθνινύζεζαλ ηε δεκνζίεπζε ηνπ αιγνξίζκνπ ησλ Lemke 

θαη Howson, ην πξόβιεκα ηεο εύξεζεο κηαο ηζνξξνπίαο Nash ελόο παηγλίνπ 

απνδείρηεθε πσο είλαη έλα ππνινγηζηηθά δύζθνιν πξόβιεκα (βι. ελόηεηα 1.3), αθόκε 

θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ζην παίγλην ζπκκεηέρνπλ κόλν δύν παίθηεο, εθηόο από ιίγεο 

ππνθαηεγνξίεο ηνπ, όπσο απηή ησλ παηγλίσλ δύν παηθηώλ κεδεληθνύ αζξνίζκαηνο. 

Χζηόζν, κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε έλα πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ πνπ είλαη 

πξνζεγγηζηηθή ηζνξξνπία Nash ηνπ παηγλίνπ,  «ραιαξώλνληαο» ηελ ζπλζήθε βάζεη 
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ηεο νπνίαο έλα πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ είλαη ηζνξξνπία Nash. Με άιια ιόγηα, 

θαηαθεύγνπκε ζηελ αλαδήηεζε πξνζεγγηζηηθώλ ιύζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο 

εύξεζεο ηζνξξνπίαο Nash ελόο παηγλίνπ. Δπίζεο, ε κεηαγελέζηεξε ηνπ 

απνηειέζκαηνο ηνπ Von Neumann δεκνζίεπζε ηνπ πξώηνπ πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ 

αιγνξίζκνπ γηα ηελ επίιπζε γξακκηθώλ πξνγξακκάησλ από ηνλ Khachiyan [28], ε 

νπνία ζπλεπάγεηαη ηε δπλαηόηεηα εύξεζεο ηζνξξνπηώλ Nash γηα ηα παίγληα δηπίλαθα 

κεδεληθνύ αζξνίζκαηνο ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν, ώζεζε ηνπο εξεπλεηέο ζηελ 

πξνζπάζεηα αλαθάιπςεο πεξηζζόηεξσλ «εύθνισλ» ζηηγκηόηππσλ ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Γηα ηνπο παξαπάλσ ιόγνπο νη δύν αθόινπζεο εξεπλεηηθέο θαηεπζύλζεηο βξίζθνληαη 

ζην επίθεληξν ηεο ηξέρνπζαο έξεπλαο ζηελ αιγνξηζκηθή ζεσξία παηγλίσλ: 

 Αλάπηπμε αιγνξίζκσλ πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα ηελ πξνζέγγηζε κηαο 

ηζνξξνπίαο Nash ελόο δεδνκέλνπ παηγλίνπ. 

 Αλαδήηεζε ππνθιάζεσλ ηνπ γεληθνύ πξνβιήκαηνο εύξεζεο ηζνξξνπίαο 

Nash, γηα ηηο νπνίεο ν ππνινγηζκόο επαθξηβώλ ή πξνζεγγηζηηθώλ 

ηζνξξνπηώλ Nash γίλεηαη  ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. 

 

1.3. Πρόοδοσ τησ Πορείασ Επίλυςησ του Προβλήματοσ Εύρεςησ Ιςορροπίασ Nash 

Σα πξώηα απνηειέζκαηα ππνινγηζηηθήο πνιππινθόηεηαο γηα ην πξόβιεκα εύξεζεο 

ηζνξξνπίαο Nash ελόο παηγλίνπ δεκνζηεύηεθαλ κόιηο πξηλ από δύν δεθαεηίεο. Σν 

2004, νη Savani θαη Von Stengel απέδεημαλ πσο ν αιγόξηζκνο ησλ Lemke θαη 

Howson έρεη εθζεηηθήο ηάμεο ρξνληθή πνιππινθόηεηα ζηε ρείξηζηε πεξίπησζε σο 

πξνο ην πιήζνο ελεξγεηώλ ησλ δύν παηθηώλ [50]. Νσξίηεξα, ην 1989, νη Gilboa θαη 

Zemel απέδεημαλ όηη ε εθδνρή ηνπ πξνβιήκαηνο εύξεζεο ηζνξξνπίαο Nash παηγλίνπ 

δηπίλαθα ζαλ πξόβιεκα απόθαζεο είλαη  NP-δύζθνιν πξόβιεκα, θάλνληαο αλαγσγή 

ζην γλσζηό NP-πιήξεο πξόβιεκα ηεο θιίθαο γξαθήκαηνο [24]. Σν 2006 νη Chen θαη 

Deng απέδεημαλ όηη ην πξόβιεκα ππνινγηζκνύ  ηζνξξνπίαο Nash γηα παίγληα δύν 

παηθηώλ αλήθεη ζηελ θιάζε πνιππινθόηεηαο PPAD [13], κηα θιάζε ρξνληθήο 

πνιππινθόηεηαο πνπ πεξηιακβάλεη ηα πξνβιήκαηα ππνινγηζκνύ ζπλάξηεζεο κε 

αληίζηνηρα πξνβιήκαηα απόθαζεο ζηελ θιάζε NP, ηα νπνία ραξαθηεξίδνληαη απ’ ην 

όηη θάζε ζηηγκηόηππό ηνπο έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ιύζε (ζε αληίζεζε κε πνιιά 

πξνβιήκαηα ηεο θιάζεο NP) θαη απ’ ην όηη o ρώξνο ιύζεσλ ηνπο κπνξεί λα νξηζηεί 

σο ην ζύλνιν ησλ θόκβσλ κε βαζκό εηζόδνπ ίζν κε κεδέλ ή κε βαζκό εηζόδνπ ίζν κε 
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κεδέλ ζ’ έλα θαηεπζπλόκελν γξάθεκα κε εθζεηηθό πιήζνο θόκβσλ πνπ κνληεινπνηεί 

ην ρώξν θαηαζηάζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο [49]. Γελ είλαη γλσζηόο θαλέλαο αιγόξηζκνο 

πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα ηελ επίιπζε νπνηνπδήπνηε πξνβιήκαηνο ηεο θιάζεο 

PPAD, νπόηε ε έληαμε ελόο πξνβιήκαηνο ζε απηή ηελ θιάζε ρξνληθήο 

πνιππινθόηεηαο δίλεη έλα πεηζηήξην ηεο δπζθνιίαο επίιπζήο ηνπ. Λόγσ ελόο 

απνηειέζκαηνο ηζνδπλακίαο ησλ παηγλίσλ λίθεο-ήηηαο κε ηα γεληθά παίγληα δηπίλαθα 

πνπ είρε δεκνζηεπηεί ην 2005 από ηνπο Abbott et al [1], πξνέθπςε πσο ην ίδην 

πξόβιεκα είλαη PPAD-πιήξεο αθόκε θαη ζ’ απηή ηελ θιάζε απινύζηαησλ δνκηθά 

παηγλίσλ. Από ηελ άιιε, νη Barany et al [9] δεκνζίεπζαλ έλαλ ηπραηνθξαηηθό Las 

Vegas αιγόξηζκν γηα ηπραία παίγληα δηπίλαθα ησλ νπνίσλ νη ηηκέο σθέιεηαο ησλ 

παηθηώλ είλαη αλεμάξηεηεο θαη παλνκνηόηππα θαηαλεκεκέλεο ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ 

αθνινπζνύλ ηελ ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή , ν νπνίνο επηζηξέθεη πάληα κηα 

ηζνξξνπία Nash θαη ηεξκαηίδεη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κε κεγάιε πηζαλόηεηα. 

Έθηνηε, ε έξεπλα επηθεληξώζεθε ζηελ απνηειεζκαηηθή εύξεζε πξνζεγγηζηηθώλ 

ηζνξξνπηώλ Nash γηα γεληθά παίγληα δηπίλαθα, ηηο νπνίεο ζην εμήο ζα θαινύκε -

ηζνξξνπίεο Nash. Σν πξώην ζρεηηθό απνηέιεζκα δεκνζηεύηεθε ην 2003 από ηνπο 

Lipton, Μαξθάθε θαη Mehta, νη νπνίνη απέδεημαλ όηη γηα  κπνξνύκε λα 

ππνινγίζνπκε -ηζνξξνπία Nash ζε ζρεδόλ-πνιπσλπκηθό ρξόλν , όπνπ  

ην πιήζνο ελεξγεηώλ ηνπ θάζε παίθηε [39]. Ο αιγόξηζκόο ηνπο εθαξκόδεη 

εμαληιεηηθή αλαδήηεζε ζε πεξηγξάκκαηα ζηξαηεγηθώλ κεγέζνπο ην πνιύ 

. 

ε κεηαγελέζηεξε έξεπλά ηνπο νη Chen, Deng θαη Teng απέδεημαλ όηη ην πξόβιεκα 

ηνπ ππνινγηζκνύ κηαο πξνζεγγηζηηθήο ηζνξξνπίαο Nash κε , όπνπ  ην 

πιήζνο ελεξγεηώλ ησλ παηθηώλ θαη  κηα ζηαζεξά κεγαιύηεξε ηνπ 1 αλήθεη επίζεο 

ζηελ θιάζε PPAD [14], θαζηζηώληαο έηζη ηελ ύπαξμε ελόο πιήξσο πνιπσλπκηθνύ 

ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθνύ ζρήκαηνο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηζνξξνπηώλ Nash παηγλίσλ 

δηπίλαθα αλέθηθηε, εθηόο αλ απνδεηρζεί όηη P=PPAD. Δπηζήκαλαλ, όκσο, όηη ην 

πξόβιεκα ηνπ ππνινγηζκνύ -ηζνξξνπίαο Nash γηα νπνηνδήπνηε ζηαζεξό  δελ είλαη 

πηζαλό λα είλαη PPAD-πιήξεο, θαζώο θάηη ηέηνην ζα ζήκαηλε πσο όια ηα 

πξνβιήκαηα ηεο θιάζεο PPAD ζα ιύλνληαλ ζε  ρξόλν  ρξεζηκνπνηώληαο 
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ην απνηέιεζκα ησλ Lipton, Μαξθάθε θαη Mehta θάηη πνπ θαίλεηαη κάιινλ απίζαλν. 

Με θίλεηξν απηή ηελ παξαηήξεζε, αλαπηύρζεθαλ θαη δεκνζηεύηεθαλ  αιγόξηζκνη 

ππνινγηζκνύ -ηζνξξνπηώλ Nash ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν γηα παίγληα δύν παηθηώλ κε 

ζηαζεξό ζθάικα πξνζέγγηζεο . Ο ζηόρνο είλαη ε θαηαζθεπή πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ 

πξνζεγγηζηηθώλ αιγνξίζκσλ πνπ επηζηξέθνπλ  -ηζνξξνπίεο Nash ελόο δεδνκέλνπ 

παηγλίνπ γηα ζηαζεξό , όζν ην δπλαηόλ πην θνληά ζην κεδέλ. 

Οη Κνληνγηάλλεο, Παλαγνπνύινπ θαη ππξάθεο ην 2006 δεκνζίεπζαλ έλαλ 

αιγόξηζκν πνπ επηζηξέθεη κηα -ηζνξξνπία Nash κε  [29]. Σαπηόρξνλα θαη 

αλεμάξηεηα, νη Γαζθαιάθεο, Mehta θαη Παπαδεκεηξίνπ δεκνζίεπζαλ έλαλ 

αιγόξηζκν πνπ επηζηξέθεη κηα -ηζνξξνπία Nash κε  [19]. Απηνί νη δύν 

αιγόξηζκνη επηζηξέθνπλ θάπνην πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ κε ζηήξηγκα κεγέζνπο 2. 

Σν 2007, νη Feder et al δεκνζίεπζαλ έλα απνηέιεζκα πνπ απνθιείεη ην ελδερόκελν 

ύπαξμεο ελόο αιγνξίζκνπ πνπ λα επηζηξέθεη έλα πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ πνπ λα 

είλαη -ηζνξξνπία Nash κε  θαη λα έρεη ζηήξηγκα κεγέζνπο ην πνιύ 

 [23], ππνδεηθλύνληαο έηζη ηελ αδπλακία ησλ αιγνξίζκσλ πνπ 

ζρεδηάδνληαη κε βάζε ηελ αλαδήηεζε ηεο ηζνξξνπίαο Nash ζε πεξηγξάκκαηα 

ζηξαηεγηθώλ κε ζηεξίγκαηα κηθξνύ κεγέζνπο. Σν ίδην έηνο νη Γαζθαιάθεο et al  

δεκνζίεπζαλ έλαλ αιγόξηζκν πνπ επηζηξέθεη κηα -ηζνξξνπία Nash κε   [20], 

κε ην αληίζηνηρν πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ λα έρεη ζηήξηγκα κεγέζνπο πνπ κπνξεί λα 

ππεξβαίλεη ην  [23]. Σν 2008, νη Bosse et al δεκνζίεπζαλ έλαλ αιγόξηζκν 

πνπ επηζηξέθεη κηα -ηζνξξνπία Nash κε , ν νπνίνο ρξεζηκνπνηεί ζαλ 

ελαξθηήξην βήκα ηελ εύξεζε κηαο ηζνξξνπίαο Nash γηα έλα βνεζεηηθό παίγλην 

δηπίλαθα κεδεληθνύ αζξνίζκαηνο πνπ δηακνξθώλεηαη από ηα δεδνκέλα ηνπ παηγλίνπ 

εηζόδνπ [10]. Μέρξη ηε ζηηγκή ηεο ζπγγξαθήο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο, ην θαιύηεξν 

απνηέιεζκα εύξεζεο -ηζνξξνπίαο Nash κε ζηαζεξή εγγύεζε πξνζέγγηζεο επεηεύρζε 

από ηνπο Σζαθλάθε θαη ππξάθε, νη νπνίνη ην 2007 δεκνζίεπζαλ έλαλ αιγόξηζκν 

πνπ επηζηξέθεη κηα -ηζνξξνπία Nash κε  [54]. ε αληίζεζε κε ηηο ηερληθέο 

απαξίζκεζεο ζηεξηγκάησλ, ν αιγόξηζκνο ησλ Σζαθλάθε θαη ππξάθε βαζίδεηαη ζε 
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ηερληθέο ζπλερνύο βειηηζηνπνίεζεο θαη, ζπγθεθξηκέλα, ζε επαλαιεπηηθό ππνινγηζκό 

ηεο πην απόηνκεο θιίζεο κέρξη ηελ επίηεπμε ζύγθιηζεο. 

Γηα ηελ απζηεξόηεξε έλλνηα ηεο θαιά ζηεξηγκέλεο -ηζνξξνπίαο Nash, έρεη 

δεκνζηεπηεί έλαο ζεκαληηθόο  αιγόξηζκνο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ από ηνπο 

Κνληνγηάλλε θαη ππξάθε [31], ν νπνίνο επηζηξέθεη κηα θαιά ζηεξηγκέλε -

ηζνξξνπία Nash κε  γηα δεδνκέλν παίγλην δηπίλαθα. Ο πην πξόζθαηνο 

αιγόξηζκνο γη’ απηό ην πξόβιεκα δεκνζηεύηεθε ην 2012 από ηνπο Fearnley et al [22] 

θαη επηζηξέθεη έλα ειάρηζηα θαιύηεξν απνηέιεζκα, θάλνληαο ην  . ηελ 

παξνύζα εξγαζία, ην πξόβιεκα εύξεζεο θαιά ζηεξηγκέλσλ ηζνξξνπηώλ Nash δελ ζα 

καο απαζρνιήζεη. 

Δμίζνπ ζεκαληηθέο πξόνδνη ζεκεηώζεθαλ θαη ζηελ αλαδήηεζε ππνθιάζεσλ ηνπ 

γεληθνύ πξνβιήκαηνο εύξεζεο ηζνξξνπίαο Nash, γηα ηηο νπνίεο ε εύξεζε ή, έζησ, ε 

πξνζέγγηζε ηζνξξνπηώλ ηνπ Nash είλαη εθηθηή ζε (πιήξσο) πνιπσλπκηθό ρξόλν. 

Μέζσ ηεο δνπιεηάο ηνπ Von Neumann θαη ηεο δεκνζίεπζεο ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ 

ειιεηςνεηδνύο γηα ηνλ γξακκηθό πξνγξακκαηηζκό από ηνλ Khachiyan, γλσξίδνπκε 

πώο κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε κηα ηζνξξνπία Nash ελόο παηγλίνπ δηπίλαθα 

κεδεληθνύ αζξνίζκαηνο ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. Σν απνηέιεζκα απηό επεθηείλεηαη ζε 

όια ηα παίγληα ζηαζεξνύ αζξνίζκαηνο. Σν 2003, νη Lipton et al [39] δεκνζίεπζαλ 

έλαλ πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ αιγόξηζκν γηα ηα παίγληα δηπίλαθα, ησλ νπνίσλ νη 

πίλαθεο σθέιεηαο έρνπλ ίζε θαη ζηαζεξή βαζκίδα. Σν 2006, νη Codenotti et al [15] 

δεκνζίεπζαλ έλαλ αιγόξηζκν πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα ηελ εύξεζε ηζνξξνπηώλ 

Nash πνιύ αξαηώλ παηγλίσλ δηπίλαθα λίθεο-ήηηαο πνπ ρξεζηκνπνηεί ηελ 

αλαπαξάζηαζή ηνπο σο θαηεπζπλόκελν γξάθεκα. Σν ίδην έηνο, νη Kannan θαη 

Theobald [27] δηεύξπλαλ αξθεηά ηελ θιάζε παηγλίσλ δηπίλαθα ηα νπνία επηδέρνληαη 

έλα πιήξσο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό ζρήκα γηα ην πξόβιεκα εύξεζεο 

ηζνξξνπίαο Nash, παξνπζηάδνληαο κηα ηεξαξρία παηγλίσλ δηπίλαθα βαζηζκέλε ζηε 

βαζκίδα ηνπ πίλαθα-αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ σθέιεηάο ηνπο, έζησ k, δεδνκέλνπ όηη 

απηή είλαη έλαο ζηαζεξόο, κε-αξλεηηθόο αθέξαηνο. Οη ηηκέο ηνπ ,   

νξίδνπλ ηα αληίζηνηρα επίπεδα ηεο ηεξαξρίαο. Πξνθαλώο, ην επίπεδν   

αληηζηνηρεί ζηα παίγληα κεδεληθνύ αζξνίζκαηνο. Γηα ην ακέζσο επόκελν επίπεδν, ην 

νπνίν αληηζηνηρεί ζηα επνλνκαδόκελα παίγληα βαζκίδαο 1, νη Adsul et al [3] 
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δεκνζίεπζαλ ην 2010 έλαλ αιγόξηζκν πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα ηνλ ππνινγηζκό 

ηζνξξνπηώλ Nash. Από ηελ άιιε, κόιηο ην 2014, ε Mehta [41] απέδεημε όηη ην 

πξόβιεκα ππνινγηζκνύ ηζνξξνπηώλ Nash ζε παίγληα δηπίλαθα βαζκίδαο , γηα , 

είλαη PPAD-πιήξεο πξόβιεκα. πλεπώο, νη δπλαηόηεηεο ελδερόκελεο επέθηαζεο ηεο 

θιάζεο παηγλίσλ δηπίλαθα γηα ηα νπνία κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε κηα ηζνξξνπία 

Nash ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κέζσ εθκεηάιιεπζεο απηήο ηεο ηεξαξρίαο πεξηνξίδνληαη 

ζηα παίγληα βαζκίδαο 2, γηα ηα νπνία ε δπζθνιία ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη αθόκα 

άγλσζηε. Μηα αθόκε πξνζζήθε έγηλε ην 2007 από ηνπο Addario-Berry et al [2], νη 

νπνίνη δεκνζίεπζαλ έλαλ αιγόξηζκν πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα ηνλ ππνινγηζκό 

ηζνξξνπηώλ Nash ζε παίγληα λίθεο-ήηηαο, ησλ νπνίσλ ε αλαπαξάζηαζή ηνπο σο 

θαηεπζπλόκελν γξάθεκα απνδίδεη επίπεδν γξάθεκα. Σν 2010, νη Κνληνγηάλλεο θαη  

ππξάθεο [30], παξνπζίαζαλ κηα αθόκα θιάζε παηγλίσλ δηπίλαθα, ηα επνλνκαδόκελα 

ακνηβαία θνίια παίγληα, γηα ηα νπνία ν ππνινγηζκόο ηζνξξνπίαο Nash είλαη εθηθηόο 

ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. Ζ πξνζέγγηζε ησλ Κνληνγηάλλε θαη ππξάθε βαζίζηεθε 

ζηελ παξακεηξνπνίεζε ηνπ πίλαθα-αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ σθέιεηαο ελόο 

παηγλίνπ κε κηα παξάκεηξν , ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ  ζηάζκηζε ησλ 

σθειεηώλ ησλ δύν παηθηώλ, θαη ηελ πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ επαιήζεπζε ηνπ αλ, γηα 

δεδνκέλν παίγλην δηπίλαθα, ππάξρεη κηα ηηκή  πνπ θάλεη ην ηεηξαγσληθό πξόγξακκα 

ησλ Mangasarian θαη Stone [40] θπξηό γηα ηελ παξακεηξνπνηεκέλε κε  εθδνρή ηνπ 

παηγλίνπ. Ζ ζεκαζία απηήο ηεο θιάζεο θάλεθε ζε επόκελε δεκνζίεπζή ηνπο, ην 2011 

[33], ζηελ νπνία απνδεηθλύνπλ ηελ ηζνδπλακία ηεο θιάζεο ησλ ακνηβαία θνίισλ 

παηγλίσλ κε ηελ θιάζε ησλ ζηξαηεγηθά-κεδεληθνύ-αζξνίζκαηνο  παηγλίσλ δηπίλαθα 

ησλ Moulin θαη Vial. ε κηα δηαθνξεηηθή εξγαζία ηνπο κέζα ζην 2011, νη 

Κνληνγηάλλεο θαη ππξάθεο ζρεδίαζαλ αιγόξηζκν ππνινγηζκνύ κηαο -ηζνξξνπίαο 

Nash κε , όπνπ  ζεηηθή ζηαζεξά, ζε ρξόλν πνιπσλπκηθό σο πξνο ην 

πιήζνο ελεξγεηώλ ησλ παηθηώλ θαη ζρεδόλ-γξακκηθό σο πξνο ην , γηα ζπκκεηξηθά 

παίγληα δηπίλαθα, ε νπνία βαζίδεηαη ζηνλ ππνινγηζκό ελόο -ΚΚΣ ζεκείνπ ηεο 

εθδνρήο ηνπ ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο ησλ Mangasarian θαη Stone γηα ζπκκεηξηθά 

παίγληα δηπίλαθα ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν [32]. Ζ πην πξόζθαηε πξνζζήθε, 

ηνπιάρηζηνλ κέρξη ηελ εκεξνκελία ζπγγξαθήο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο, έγηλε ην 2013 
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από ηνπο  Alon et al, νη νπνίνη δεκνζίεπζαλ πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθά 

ζρήκαηα γηα παίγληα δηπίλαθα ησλ νπνίσλ ν πίλαθαο-άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ 

σθέιεηαο είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο ή έρεη ινγαξηζκηθή (σο πξνο ηηο δηαζηάζεηο ηνπ) 

βαζκίδα ή -βαζκίδα, γηα >0 [5]. Πξνθαλώο, ε ηειεπηαία θιάζε δηεπξύλεη ην 

απνηέιεζκα ησλ Kannan θαη Theobald, όκσο, ιόγσ ηεο άγλνηαο πάλσ ζηελ ύπαξμε 

θάπνηνπ αιγνξίζκνπ πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα ηνλ αθξηβή ππνινγηζκό ηεο -

βαζκίδαο (ή ηνπ ραξαθηεξηζκνύ ηεο σο NP-δύζθνιν πξόβιεκα), νη ζπγγξαθείο δελ 

παξέζεζαλ θάπνηνλ αιγόξηζκν πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα ηελ επαιήζεπζε ηνπ αλ έλα 

παίγλην δηπίλαθα αλήθεη ζηελ θιάζε παηγλίσλ δηπίλαθα κε ινγαξηζκηθή -βαζκίδα. 

 

ρήκα 1.1: Γηάγξακκα ζρέζεσλ εγθιεηζκνύ κεηαμύ ππνθαηεγνξηώλ παηγλίσλ κε 

"εύθνια" ζηηγκηόηππα θαη θιάζεσλ ρξνληθήο πνιππινθόηεηαο. 

1.4. Στόχοι τησ Διατριβήσ 

ηελ παξνύζα εξγαζία αζρνινύκαζηε κε ηελ επέθηαζε ηεο θιάζεο ησλ παηγλίσλ 

δηπίλαθα γηα ηα νπνία κπνξνύκε λα πξνζεγγίζνπκε κηα ηζνξξνπία Nash ζε 

πνιπσλπκηθό ρξόλν, ζρεδηάδνληαο έλα πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό ζρήκα. 

Γηα ηνλ ζθνπό απηό, βαζηδόκαζηε ζε ηερληθέο πνπ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί ζην [34] θαη 

ζην [5]. Παξαθάκπηνπκε ην πξόβιεκα ηεο έιιεηςεο ελόο αιγνξίζκνπ πνιπσλπκηθνύ 
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ρξόλνπ γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο -βαζκίδαο πίλαθα ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ αιγόξηζκν 

ησλ Lee θαη Shraibman, έλαλ ηπραηνθξαηηθό πξνζεγγηζηηθό αιγόξηζκν πνπ 

επηζηξέθεη κηα ινγαξηζκηθή πξνζέγγηζή ηεο, κέζσ ηνπ ππνινγηζκνύ ηεο λόξκαο  

ηνπ πίλαθα. ηα [37], [6] απνδεηθλύεηαη όηη ην πξόβιεκα ππνινγηζκνύ ηεο λόξκαο  

ελόο πίλαθα κπνξεί λα δηαηππσζεί ζαλ ζεηηθά εκηνξηζκέλν πξόγξακκα, ζπλεπώο είλαη 

επηιύζηκν ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. Δθόζνλ ε -βαζκίδα ηνπ πίλαθα-αζξνίζκαηνο 

ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ ελόο δεδνκέλνπ παηγλίνπ δηπίλαθα είλαη ινγαξηζκηθή (ή, 

αιιηώο, ε λόξκα  ηνπ ίδηνπ πίλαθα είλαη ζηαζεξή)  σο πξνο ηηο δηαζηάζεηο ηνπ, 

κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ αιγόξηζκν ησλ Alon et al, ν νπνίνο δεκηνπξγεί 

έλα -net γη’ απηόλ ηνλ πίλαθα θαη ππνινγίδεη κηα -ηζνξξνπία Nash ηνπ παηγλίνπ 

δηπίλαθα κέζσ απαξίζκεζεο ησλ ζεκείσλ ηνπ  -net. 

Γηα ηελ επέθηαζε ηεο θιάζεο ησλ παηγλίσλ γηα ηα νπνία απηόο ν αιγόξηζκνο 

επηζηξέθεη ινγαξηζκηθή πξνζέγγηζε ηεο -βαζκίδαο, κειεηάκε ηελ 

παξακεηξνπνίεζε ηνπ πίλαθα-αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ κε κηα παξάκεηξν 

, αθξηβώο όπσο ζην [33]. Γηα κηα ηέηνηα παξακεηξνπνίεζε, δείρλνπκε όηη 

γηα θάζε παίγλην δηπίλαθα ππάξρεη κηα θαηάιιειε ηηκή  γηα ηελ νπνία ζεκεηώλεηαη 

κηα κεγάιε πηώζε ηεο λόξκαο  θαη απνδεηθλύνπκε όηη αλ ππάξρεη κηα ηηκή  γηα 

ηελ νπνία ε λόξκα  ηνπ κε-παξακεηξνπνηεκέλνπ αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ 

σθειεηώλ έρεη θάησ θξάγκα , όπνπ  θαη  νη δηαζηάζεηο ηνπ, ελώ ε 

λόξκα  ηνπ παξακεηξνπνηεκέλνπ αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ είλαη 

ζηαζεξή, κπνξνύκε λα βξνύκε ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κηα -ηζνξξνπία Nash, κε 

κεγάιε πηζαλόηεηα, κέζσ απαξίζκεζεο ησλ ζηνηρείσλ ελόο -net 

θαηάιιεινπ κεγέζνπο. πλνδεύνπκε ηα ζεσξεηηθά ζπκπεξάζκαηα κε πεηξακαηηθά 
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απνηειέζκαηα, κε θίλεηξν λα πξνζδηνξίζνπκε ηε γεληθόηεηα θαη ηε ζεκαζία απηήο 

ηεο ππνθιάζεο παηγλίσλ δηπίλαθα. 

 

1.5. Δομή τησ Διατριβήσ 

ην θεθάιαην 2 θάλνπκε κηα εθηελή επηζθόπεζε ηνπ αλαγθαίνπ καζεκαηηθνύ 

ππνβάζξνπ γηα ηε κειέηε ηεο παξνύζαο εξγαζίαο. Παξνπζηάδνπκε έλλνηεο θαη 

νξηζκνύο από ηε ζεσξία παηγλίσλ, εζηηάδνληαο ζηελ παξνπζίαζε ησλ ζεκαληηθώλ 

ελλνηώλ ιύζεο θαη ησλ απνηειεζκάησλ πνιππινθόηεηαο γη’ απηέο, όπσο θαη ζηελ 

πεξηγξαθή ζεκαληηθώλ ππνθιάζεσλ παηγλίσλ δηπίλαθα νη νπνίεο επηδέρνληαη 

αιγνξίζκνπο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα ηελ εύξεζε ηζνξξνπηώλ Nash ή 

πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθά ζρήκαηα γηα ην ίδην πξόβιεκα. πλερίδνπκε κε 

ηελ  παξνπζίαζε ελλνηώλ, θαηαζθεπώλ θαη απνηειεζκάησλ από ηα επηζηεκνληθά 

πεδία ηεο κε-γξακκηθήο βειηηζηνπνίεζεο – ζπγθεθξηκέλα ηνπ ηεηξαγσληθνύ θαη ηνπ 

ζεηηθά εκηνξηζκέλνπ πξνγξακκαηηζκνύ, ηεο θπξηήο γεσκεηξίαο θαη ησλ δηθηπσηώλ. 

ην θεθάιαην 3 παξνπζηάδνπκε έλα ηπραηνθξαηηθό πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ 

πξνζεγγηζηηθό ζρήκα γηα ηελ εύξεζε ηζνξξνπηώλ Nash ζε παίγληα δηπίλαθα, ησλ 

νπνίσλ ην άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ έρεη ινγαξηζκηθή βαζκίδα σο πξνο ηηο 

δηαζηάζεηο ηνπ πίλαθα. Απηόο ν αιγόξηζκνο βαζίδεηαη ζην ζπλδπαζκό θαη ηελ 

ηξνπνπνίεζε δύν ήδε γλσζηώλ αιγνξίζκσλ, ηνπ ηπραηνθξαηηθνύ αιγνξίζκνπ 

εύξεζεο κηαο ινγαξηζκηθήο πξνζέγγηζεο ηεο πξνζεγγηζηηθήο βαζκίδαο ελόο πίλαθα 

πξνζήκσλ ησλ Lee θαη Shraibman [34] θαη ηνπ αιγνξίζκνπ θαηαζθεπήο ζρεδόλ-

βέιηηζησλ -nets κε κέγεζνο εμαξηώκελν από ηελ πξνζεγγηζηηθή βαζκίδα ελόο 

πίλαθα ησλ Alon et al [5]. Παξαηεξνύκε όηη ην λα έρεη ην άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ 

σθειεηώλ ζηαζεξή λόξκα  είλαη ηθαλή ζπλζήθε γηα λα έρεη ινγαξηζκηθή 

πξνζεγγηζηηθή βαζκίδα θαη γη’ απηό αμηνπνηνύκε ην ζεηηθά εκηνξηζκέλν πξόγξακκα 

επίιπζεο ηεο λόξκαο  σο αιγόξηζκν πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα ηελ επαιήζεπζε ηνπ 

αλ κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε κηα -ηζνξξνπία Nash γηα έλα δεδνκέλν παίγλην 

δηπίλαθα κε απηό ηνλ αιγόξηζκν.  

ην θεθάιαην 4 παξνπζηάδνπκε κηα πξόηαζε γηα ηελ επέθηαζε ηεο θιάζεο παηγλίσλ 

δηπίλαθα πνπ επηδέρνληαη έλα ηπραηνθξαηηθό πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό 

ζρήκα – ζπγθεθξηκέλα, απηνύ πνπ παξνπζηάζακε ζην θεθάιαην 3 – γηα ην πξόβιεκα 
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εύξεζεο ηζνξξνπηώλ Nash. Παξακεηξνπνηνύκε ην άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ 

ελόο παηγλίνπ δηπίλαθα κε κηα παξάκεηξν  θαη παξνπζηάδνπκε ηελ αλάινγε 

παξακεηξνπνηεκέλε εθδνρή ηνπ εκηνξηζκέλνπ πξνγξάκκαηνο ππνινγηζκνύ ηεο 

λόξκαο   πίλαθα. Πξνηείλνπκε ηε ρξήζε απηνύ ηνπ εκηνξηζκέλνπ πξνγξάκκαηνο 

σο αιγόξηζκν πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα ηελ επαιήζεπζε ηνπ αλ κπνξνύκε λα 

ππνινγίζνπκε κηα -ηζνξξνπία Nash γηα έλα δεδνκέλν παίγλην δηπίλαθα κε ηνλ 

αιγόξηζκν πνπ παξνπζηάζακε ζην θεθάιαην 3. πγθεθξηκέλα, γηα έλα δεδνκέλν 

παίγλην δηπίλαθα, εμεηάδνπκε αλ ππάξρεη έλα  καθξηά από ηηο ηηκέο  θαη , 

γηα ην νπνίν ην παξακεηξνπνηεκέλν άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ έρεη ζηαζεξή 

λόξκα  θαη, αλ απηό ηζρύεη, θαηαζθεπάδνπκε έλα ζρεδόλ-βέιηηζην -

net κε ηνλ αιγόξηζκν ησλ Alon et al [5] θαη παίξλνπκε κηα -ηζνξξνπία Nash κέζσ 

απαξίζκεζεο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ, δηαθνξεηηθά ελεκεξώλνπκε γηα απνηπρία. Αθόκε, 

απνδεηθλύνπκε όηη ηα παίγληα δηπίλαθα ζηαζεξνύ αζξνίζκαηνο θαη ηα παίγληα 

δηπίλαθα ζηαζεξήο βαζκίδαο έρνπλ ζηαζεξή λόξκα , νπόηε αλήθνπλ ζηελ 

πξνηεηλόκελε από εκάο ππνθιάζε παηγλίσλ δηπίλαθα. ηε ζπλέρεηα, δηεξεπλνύκε 

πεηξακαηηθά αλ γηα κηα ζπγθεθξηκέλε θιάζε παηγλίσλ δηπίλαθα, ηα παίγληα λίθεο-

ήηηαο, ε παξακεηξνπνίεζε ηνπ αζξνίζκαηνο πηλάθσλ σθειεηώλ νδεγεί ζε κεγάιε 

κείσζε ηεο λόξκαο  ηνπ θαη αλ, ζε πεξίπησζε πνπ ε λόξκα  απηνύ ηνπ 

πίλαθα απμάλεηαη ινγαξηζκηθά σο πξνο ην πιήζνο ελεξγεηώλ ησλ παηθηώλ, ε 

παξακεηξνπνίεζε ηνπ κε  θάλεη απηή ηε λόξκα ζηαζεξή σο πξνο ηηο ελέξγεηεο ησλ 

παηθηώλ. 

Σέινο, ζην θεθάιαην 5 δίλνπκε κηα ζύλνςε ησλ απνηειεζκάησλ ηεο παξνύζαο 

εξγαζίαο, σο επίινγν, θαη παξνπζηάδνπκε κεξηθέο πξνηάζεηο γηα ηε κειινληηθή 

επέθηαζή ηεο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2.  ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΟ ΤΠΟΒΑΘΡΟ ΚΑΙ 

ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ ΠΟΛΤΠΛΟΚΟΣΗΣΑ 

2.1 ηξαηεγηθά Παίγληα Γηπίλαθα  

2.2 θεπηηθά Λύζεο ηεο Θεσξίαο Παηγλίσλ 

2.3 Δπηζθόπεζε Πνιπσλπκηθά Δπηιύζηκσλ Τπνθαηεγνξηώλ Παηγλίσλ Γηπίλαθα 

2.4 Μέηξα Πνιππινθόηεηαο Πίλαθα 

2.5 Θέκαηα Θεσξίαο Βειηηζηνπνίεζεο 

2.6 Θέκαηα Κπξηήο Γεσκεηξίαο θαη Γηθηπσηώλ 

 

2.1 ηραηηγικά Παίγνια Γιπίνακα 

ην πξνεγνύκελν θεθάιαην, ε ζεσξία παηγλίσλ νξίζηεθε σο ε κειέηε καζεκαηηθώλ 

κνληέισλ ζύγθξνπζεο θαη ζπλεξγαζίαο κεηαμύ επθπώλ θαη ινγηθώλ νληνηήησλ κε 

ηθαλόηεηα ιήςεο απνθάζεσλ. Οη νληόηεηεο απηέο νλνκάδνληαη παίθηεο θαη νη 

παξαπάλσ θαηαζηάζεηο νλνκάδνληαη παίγληα. Ζ επίηεπμε ησλ ζηόρσλ ηνπ θάζε 

παίθηε δελ εμαξηάηαη κόλν από ηηο δηθέο ηνπ απνθάζεηο, αιιά θαη από ηηο απνθάζεηο 

ησλ ππόινηπσλ παηθηώλ. Υαξαθηεξίδνπκε έλαλ παίθηε σο ινγηθό όηαλ ιακβάλεη 

απνθάζεηο κε γλώκνλα ηνλ αληηθεηκεληθό ηνπ ζηόρν, πνπ είλαη ε κεγηζηνπνίεζε ηνπ 

πξνζσπηθνύ ηνπ νθέινπο. Αθόκε, ραξαθηεξίδνπκε έλαλ παίθηε σο επθπή όηαλ έρεη 

πιήξε γλώζε ηνπ παηγλίνπ, δειαδή γλσξίδεη ηνπο θαλόλεο ηνπ θαη είλαη πιήξσο 

ελήκεξνο ηόζν γηα ηηο δηαζέζηκεο ζηξαηεγηθέο ηνπ θαη ηηο δηθέο ηνπ ηηκέο σθέιεηαο, 

όζν θαη γηα ηηο δηαζέζηκεο ζηξαηεγηθέο θαη ηηο ηηκέο σθέιεηαο ησλ άιισλ παηθηώλ. 

Γηα κηα πιεξέζηεξε εηζαγσγή ζηε ζεσξία παηγλίσλ, παξαπέκπνπκε ζην ζύγγξακκα 

ησλ Osborne θαη Rubinstein [48]. 

Έλα ζηξαηεγηθό παίγλην είλαη έλα κνληέιν αιιειεπηδξαζηηθήο ιήςεο απνθάζεσλ, ζην 

νπνίν ν θάζε παίθηεο επηιέγεη ην πιάλν ελεξγεηώλ ηνπ κόλν κηα θνξά, κε όινπο ηνπο 
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παίθηεο λα θάλνπλ ηελ επηινγή ηνπο ηαπηόρξνλα. Μπνξνύκε λα νξίζνπκε 

θνξκαιηζηηθά έλα ζηξαηεγηθό παίγλην όπσο παξαθάησ (π.ρ. θεθάιαην 2 ηνπ [48]): 

Οριζμός 1. Έλα ζηξαηεγηθό παίγλην είλαη κηα δηαηεηαγκέλε ηξηάδα , , 

όπνπ: 

 : έλα κε-θελό θαη πεπεξαζκέλν ζύλνιν παηθηώλ, 

 : ην κε-θελό ζύλνιν ελεξγεηώλ ηνπ παίθηε ,  

 : ε ζπλάξηεζε σθέιεηαο ηνπ παίθηε , κε . 

 

Αλ ηα ζύλνια ελεξγεηώλ  γηα θάζε παίθηε είλαη πεπεξαζκέλα, ηόηε ην ζηξαηεγηθό 

παίγλην  είλαη πεπεξαζκέλν. 

Έλα παίγλην δηπίλαθα, ην νπνίν ζπκβνιίδνπκε ζαλ , είλαη έλα ζηξαηεγηθό 

παίγλην δύν παηθηώλ, ζην νπνίν νη ζπλαξηήζεηο σθέιεηαο ησλ παηθηώλ κπνξνύλ λα 

πεξηγξαθνύλ από δύν πίλαθεο . Ο  είλαη ν πίλαθαο σθέιεηαο ηνπ 

παίθηε γξακκήο θαη ν  είλαη ν πίλαθαο σθέιεηαο ηνπ παίθηε ζηήιεο. Ο παίθηεο 

γξακκήο έρεη  δηαζέζηκεο ελέξγεηεο θαη ν παίθηεο ζηήιεο  δηαζέζηκεο ελέξγεηεο. 

Αλ ν παίθηεο γξακκήο επηιέμεη ηελ ελέξγεηα  θαη ν παίθηεο ζηήιεο ηελ 

ελέξγεηα , ηόηε ε απνιαβή ηνπ πξώηνπ ζα είλαη ίζε κε  θαη ηνπ δεύηεξνπ 

ίζε κε . Γειαδή, ην -νζηό ζηνηρείν ηνπ δηπίλαθα είλαη ην δηαηεηαγκέλν δεύγνο 

. Αλ , ηόηε ην παίγλην δηπίλαθα  

ιέγεηαη ζεηηθά θαλνληθνπνηεκέλν. Οη έλλνηεο θαη νξηζκνί ηεο ζεσξίαο παηγλίσλ πνπ 

αθνινπζνύλ ζα δηαηππώλνληαη κόλν γηα ηελ πεξίπησζε ησλ παηγλίσλ δηπίλαθα. 

ε έλα παίγλην δηπίλαθα  εθθξάδνπκε κηα κηθηή ζηξαηεγηθή ηνπ παίθηε γξακκήο 

ζαλ έλα δηάλπζκα ηηκώλ πηζαλόηεηαο , νη νπνίεο θαηαλέκνληαη  

ζηηο ελέξγεηεο  ηνπ παίθηε γξακκήο. Οξίδνπκε ην ζύλνιν  ησλ κηθηώλ 

ζηξαηεγηθώλ ηνπ παίθηε γξακκήο σο αθνινύζσο: 

 | , . 
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Αληίζηνηρα, εθθξάδνπκε κηα κηθηή ζηξαηεγηθή ηνπ παίθηε ζηήιεο ζαλ έλα δηάλπζκα 

ηηκώλ πηζαλόηεηαο , νη νπνίεο θαηαλέκνληαη ζηηο ελέξγεηεο 

 ηνπ παίθηε ζηήιεο. Οξίδνπκε ην ζύλνιν  ησλ κηθηώλ ζηξαηεγηθώλ ηνπ 

παίθηε ζηήιεο σο αθνινύζσο: 

 | , }. 

Από ηνπο νξηζκνύο ηνπο, ηα ζύλνια ,  είλαη πνιύηνπα, δειαδή θιεηζηά θαη 

θξαγκέλα πνιύεδξα. 

Μηα κηθηή ζηξαηεγηθή πνπ δίλεη πηζαλόηεηα ίζε κε 1 ζε κηα κόλν ελέξγεηα ελόο 

παίθηε θαη 0 ζε όιεο ηηο ππόινηπεο ελέξγεηεο, ιέγεηαη ακηγήο ζηξαηεγηθή. 

Γηα ην πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ , ε αλακελόκελε σθέιεηα ηνπ παίθηε γξακκήο 

ηζνύηαη κε  ελώ ε αλακελόκελε σθέιεηα ηνπ παίθηε ζηήιεο ηζνύηαη κε . 

Καη νη δύν παίθηεο έρνπλ ζαλ αληηθεηκεληθό ηνπο ζηόρν λα κεγηζηνπνηήζνπλ ηελ 

αλακελόκελή ηνπο σθέιεηα. 

Σέινο, δεδνκέλνπ ελόο πεξηγξάκκαηνο ζηξαηεγηθώλ , νξίδνπκε ην ζηήξηγκα ηνπ 

παίθηε γξακκήο/ζηήιεο σο ην ζύλνιν ελεξγεηώλ ηνπ ζηηο νπνίεο ηίζεηαη κε-κεδεληθή 

πηζαλόηεηα. Φνξκαιηζηηθά, γηα  (αληίζηνηρα γηα ): 

 

 Σν ζηήξηγκα ελόο πεξηγξάκκαηνο ζηξαηεγηθώλ νξίδεηαη σο ην θαξηεζηαλό γηλόκελν 

ησλ ζηεξηγκάησλ ησλ παηθηώλ γξακκήο θαη ζηήιεο. 

2.2 κεπηικά Λύζης ηης Θεφρίας Παιγνίφν 

Έρνληαο ην απαξαίηεην ππόβαζξν ησλ παηγλίσλ δηπίλαθα, πξνρσξάκε ζηελ 

παξνπζίαζε ησλ δύν ζεκαληηθόηεξσλ, από ηελ ζθνπηά ηεο αιγνξηζκηθήο ζεσξίαο 

παηγλίσλ, ζθεπηηθώλ ιύζεο γη’ απηά: ηεο ηζνξξνπίαο Nash θαη ηεο ζπζρεηηζκέλεο 

ηζνξξνπίαο. 



17 

 

 

2.2.1 Ιζνξξνπία Nash 

Ζ ηζνξξνπία Nash [43] είλαη ην ζπρλόηεξα ρξεζηκνπνηνύκελν ζθεπηηθό ιύζεο ζηε 

ζεσξία παηγλίσλ, ηδηαίηεξα ζηα ζηξαηεγηθά παίγληα. Δθθξάδεη κηα ζηαζεξή 

θαηάζηαζε ηνπ παηγλίνπ, ζηελ νπνία ν θάζε παίθηεο έρεη επηιέμεη κηα ζηξαηεγηθή θαη 

δε κπνξεί λα απμήζεη ηελ αλακελόκελε σθέιεηά ηνπ αλ ηελ αιιάμεη, εθόζνλ νη 

ππόινηπνη παίθηεο δελ αιιάμνπλ ηηο ζηξαηεγηθέο ηνπο.  

Οριζμός 2. Γηα έλα παίγλην δηπίλαθα , , κηα ηζνξξνπία Nash είλαη 

έλα πεξίγξακκα  ζηξαηεγηθώλ  γηα ην νπνίν 

 Γηα θάζε ελέξγεηα  ηνπ παίθηε γξακκήο ηζρύεη όηη 

. 

 Γηα θάζε ελέξγεηα  ηνπ παίθηε ζηήιεο ηζρύεη όηη     

. 

 

Δίλαη απνδεδεηγκέλν [43] ην όηη θάζε πεπεξαζκέλν ζηξαηεγηθό παίγλην έρεη 

ηνπιάρηζηνλ κηα ηζνξξνπία Nash ζηηο κηθηέο ζηξαηεγηθέο. Αληίζεηα, δελ έρνπλ όια ηα 

παίγληα δηπίλαθα ηζνξξνπίεο Nash ζηηο ακηγείο ζηξαηεγηθέο, όπσο, γηα παξάδεηγκα, ην 

―Matching Pennies‖. Ολνκάδνπκε  ην ζύλνιν ηζνξξνπηώλ Nash ηνπ . 

Πίλαθαο 2.1: Σν παίγλην δηπίλαθα Matching Pennies  

 Heads Tails 

Heads 1,-1 -1,1 

Tails -1,1 1,-1 

 

αλ έλα παξάδεηγκα εύξεζεο ηζνξξνπίαο Nash ζε παίγλην δηπίλαθα, δίλνπκε ην 

παίγλην «Bach ή Stravinsky» (θεθ. 2 ηνπ [48]). Γύν άηνκα ζέινπλ λα πάλε καδί ζε 

έλα κνπζηθό θνλζέξην. Σν πξώην άηνκν πξνηηκά έλα θνλζέξην όπνπ  ζα παηρηνύλ 

ζπλζέζεηο ηνπ Bach θαη ην δεύηεξν έλα θνλζέξην όπνπ ζα παηρηνύλ ζπλζέζεηο ηνπ 

Stravinsky. πλεπώο, νη επηζπκίεο ησλ δύν αηόκσλ-παηθηώλ έξρνληαη ζε ζύγθξνπζε. 

Σν παίγλην κπνξεί λα παξαζηαζεί σο αθνινύζσο: 
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Πίλαθαο 2.2: Σν παίγλην δηπίλαθα «Bach ή Stravinsky». 

 Bach Stravinsky 

Bach 2,1 0,0 

Stravinsky 0,0 1,2 

 

Σν παίγλην απηό έρεη δύν ηζνξξνπίεο Nash κε ακηγείο ζηξαηεγηθέο:  

θαη . Δπίζεο, έρεη κηα ηζνξξνπία Nash κε κηθηέο ζηξαηεγηθέο: 

.  

Ολνκάδνπκε κεηακέιεηα ελόο παίθηε ηελ απόθιηζε ηεο αλακελόκελεο από ηελ βέιηηζηε 

σθέιεηά ηνπ, πνπ πξνθύπηεη από ηελ ζηξαηεγηθή πνπ έπαημε ελάληηα ζηελ ζηξαηεγηθή 

ηνπ αληηπάινπ. Γεδνκέλνπ ελόο παηγλίνπ δηπίλαθα , νξίδνπκε ηππηθά ηε 

κεηακέιεηα ηνπ παίθηε γξακκήο γηα ην πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ  

σο . Αληίζηνηρα, ε κεηακέιεηα ηνπ παίθηε ζηήιεο είλαη 

. Πξνθαλώο, νη κεηακέιεηεο ησλ 2 παηθηώλ είλαη 

κεδεληθέο γηα πξνθίι ζηξαηεγηθώλ πνπ απνηειεί ηζνξξνπία Nash, δίλνληαο έηζη έλα 

ζηνηρεηώδεο θξηηήξην επαιήζεπζεο ηνπ αλ έλα πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ είλαη 

ηζνξξνπία Nash ελόο παηγλίνπ δηπίλαθα. Παξαηεξνύκε όηη  έλα πεξίγξακκα 

ζηξαηεγηθώλ  πνπ είλαη ηζνξξνπία Nash ηνπ   πξέπεη λα 

κεδελίδεη ην άζξνηζκα ησλ ζπλαξηήζεσλ κεηακειεηώλ ησλ δύν παηθηώλ θαη 

αληίζηξνθα, θάζε δεύγνο δηαλπζκάησλ  πνπ κεδελίδεη ην 

άζξνηζκα ησλ ζπλαξηήζεσλ κεηακειεηώλ ησλ δύν παηθηώλ είλαη ηζνξξνπία Nash ηνπ 

.  
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Θεώρημα 1. Έζησ ην παίγλην δηπίλαθα , . Έλα πεξίγξακκα 

ζηξαηεγηθώλ πνπ είλαη ηζνξξνπία Nash απηνύ ηνπ παηγλίνπ δηπίλαθα, πξέπεη λα είλαη 

ιύζε ηνπ αθόινπζνπ ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο [36]: 

 

 

Αληίζηνηρα, θάζε δεύγνο δηαλπζκάησλ  πνπ είλαη ιύζε ηνπ 

παξαπάλσ ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο, είλαη ηζνξξνπία Nash ηνπ παηγλίνπ δηπίλαθα 

. 

 

Ζ απόδεημε είλαη πξνθαλήο. Θα κπνξνύζακε, ινηπόλ, λα ππνινγίζνπκε κηα ιύζε ηνπ 

(NEQP) γηα λα βξνύκε κηα ηζνξξνπία Nash ελόο δεδνκέλνπ παηγλίνπ δηπίλαθα (π.ρ. 

κε θάπνηνλ από ηνπο αιγνξίζκνπο ηνπ θεθ. 16 ηνπ [46]). Όκσο, κε απηό ηνλ ηξόπν 

κπνξνύκε λα βξνύκε κηα ηζνξξνπία Nash ηνπ παηγλίνπ ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κόλν 

όηαλ ην αληίζηνηρν (NEQP)  πξνθύπηεη θπξηό (βι. παξάγξαθν 2.5.1). 

Έλα ηζνδύλακν θξηηήξην ηνπ αλ έλα πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ είλαη ηζνξξνπία Nash 

ελόο παηγλίνπ δηπίλαθα είλαη ε ζπλζήθε βέιηηζηεο απόθξηζεο (θεθ. 3 ηνπ [40]).  

Έζησ  έλα πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ ησλ παηθηώλ ηνπ . 

Καινύκε ηελ  σο βέιηηζηε απόθξηζε ζηελ  αλ θαη κόλν αλ γηα θάζε : 

. Αλ νη δύν ζηξαηεγηθέο ηνπ πεξηγξάκκαηνο 

 είλαη ακνηβαία βέιηηζηεο απνθξίζεηο, ηόηε απηό είλαη ηζνξξνπία Nash ηνπ 

. Ζ ζπλζήθε βέιηηζηεο απόθξηζεο ρξεζηκνπνηείηαη από ηνλ αιγόξηζκν 

«απαξίζκεζεο ζηεξηγκάησλ» (θεθ. 3 ηνπ [40]), ν νπνίνο, γηα θάζε δπλαηό κέγεζνο 

ζηεξίγκαηνο, εμεηάδεη πνηα πεξηγξάκκαηα ζηξαηεγηθώλ  απνηεινύλ ακνηβαίεο 

βέιηηζηεο απνθξίζεηο, ιύλνληαο έλα ζύζηεκα γξακκηθώλ αληζνηήησλ. Αθόκε θη αλ 

πεξηνξίζνπκε απηό ηνλ αιγόξηζκν ζην λα επηζηξέθεη ηελ πξώηε ηζνξξνπία Nash πνπ 

ζα βξεη, ν ρξόλνο εθηέιεζεο ηνπ ζηε ρείξηζηε πεξίπησζε είλαη εθζεηηθόο σο πξνο ην 

πιήζνο ελεξγεηώλ ησλ παηθηώλ. 
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Οη ηζνξξνπίεο Nash ελόο παηγλίνπ δηπίλαθα είλαη αλαιινίσηεο ζηελ ζεηηθή 

θιηκάθσζε θαη ηελ κεηαθνξά [25]. Γειαδή, ην παίγλην δηπίλαθα  έρεη ηηο ίδηεο 

ηζνξξνπίεο Nash κε ην , όπνπ  θαη  ζεηηθέο πξαγκαηηθέο ζηαζεξέο, θαη 

ην , όπνπ  πίλαθαο ηέηνηνο ώζηε γηα θάζε , 

 γηα θάζε  θαη    πίλαθαο ηέηνηνο ώζηε γηα θάζε , 

 γηα θάζε . 

2.2.2 Πξνζεγγηζηηθή Ιζνξξνπία Nash 

Γηα ηνπο ζθνπνύο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο, ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ αζξνηζηηθό νξηζκό 

ηεο πξνζεγγηζηηθήο ηζνξξνπίαο Nash. Οξίδνπκε ηελ πξνζεγγηζηηθή ηζνξξνπία Nash 

( -ηζνξξνπία Nash) ελόο παηγλίνπ δηπίλαθα σο αθνινύζσο. 

Οριζμός 3.  Γηα έλα παίγλην δηπίλαθα , κηα -ηζνξξνπία Nash είλαη έλα 

πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ  γηα ην νπνίν: 

 Γηα θάζε ακηγή ζηξαηεγηθή    ηνπ παίθηε γξακκήο ηζρύεη όηη: 

 . 

 Γηα θάζε ακηγή ζηξαηεγηθή   ηνπ παίθηε ζηήιεο ηζρύεη όηη: 

 . 

 

Γειαδή, κηα -ηζνξξνπία Nash είλαη έλα δεύγνο ζηξαηεγηθώλ ηέηνην ώζηε θαλέλαο 

παίθηεο λα κελ κπνξεί λα απμήζεη ηελ αλακελόκελε σθέιεηά ηνπ πεξηζζόηεξν από  

αλ αιιάμεη ηε ζηξαηεγηθή ηνπ, εθόζνλ νη ππόινηπνη παίθηεο δελ απνθιίλνπλ από ηηο 

δηθέο ηνπο ζηξαηεγηθέο. Ολνκάδνπκε  ην ζύλνιν -ηζνξξνπηώλ Nash ηνπ 

. 

Μηα -ηζνξξνπία Nash ηνπ  θαζηζηά ηελ ηηκή ηνπ (NEQP) κηθξόηεξε ή ίζε ηνπ 

. Οη ζπλζήθεο βέιηηζηεο απόθξηζεο πξνζαξκόδνληαη αλαιόγσο. 
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Οη -ηζνξξνπίεο Nash ελόο παηγλίνπ δηπίλαθα είλαη αλαιινίσηεο ζηελ κεηαθνξά [29]. 

Γειαδή, ην παίγλην δηπίλαθα  έρεη ηηο ίδηεο  -ηζνξξνπίεο Nash κε 

ην , όπνπ  πίλαθαο ηέηνηνο ώζηε γηα θάζε , 

 γηα θάζε  θαη   πίλαθαο ηέηνηνο ώζηε γηα θάζε , 

 γηα θάζε . Αληίζεηα, κηα -ηζνξξνπία Nash ηνπ  είλαη κηα 

-ηζνξξνπία Nash ηνπ παηγλίνπ δηπίλαθα  γηα ηηο ζεηηθέο πξαγκαηηθέο 

ζηαζεξέο  θαη  θαη  [29]. 

2.2.3 Σπζρεηηζκέλε Ιζνξξνπία 

Ζ ζπζρεηηζκέλε ηζνξξνπία εηζήρζε ζαλ ζθεπηηθό ιύζεο ζηξαηεγηθώλ παηγλίσλ από 

ηνλ Aumann ην 1974 [8]. ε αληίζεηε κε ηελ ηζνξξνπία Nash, νη παίθηεο δελ νξίδνπλ 

κόλνη ηνπο ηηο ζηξαηεγηθέο ηνπο, αιιά δέρνληαη πξνηάζεηο γηα ην πώο λα παίμνπλ από 

κηα εμσηεξηθή «ζπζθεπή ζπζρέηηζεο». Γηα λα είλαη ε πξόηαζε ηεο ζπζθεπήο κηα 

ζπζρεηηζκέλε ηζνξξνπία, ζα πξέπεη λα κε δίλεη θίλεηξν ζε θαλέλαλ παίθηε λα 

απνθιίλεη από απηή.  

Μηα ζπζρεηηζκέλε ζηξαηεγηθή ηνπ  είλαη κηα από θνηλνύ θαηαλνκή πηζαλόηεηαο 

  πάλσ ζ’ νιόθιεξν ην ζύλνιν ελεξγεηώλ θαη ησλ δύν παηθηώλ.  

Οριζμός 4. Γηα έλα παίγλην δηπίλαθα , κηα ζπζρεηηζκέλε ζηξαηεγηθή ηνπ, 

, είλαη κηα ζπζρεηηζκέλε ηζνξξνπία ηνπ αλ ηθαλνπνηεί ην αθόινπζν 

ζύζηεκα γξακκηθώλ αληζνηήησλ: 
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Από απηό ηνλ νξηζκό, παξαηεξνύκε όηη νη ζπζρεηηζκέλεο ηζνξξνπίεο ελόο παηγλίνπ 

δηπίλαθα βξίζθνληαη ζην πνιύεδξν πνπ νξίδεηαη από ην παξαπάλσ ζύζηεκα 

γξακκηθώλ αληζνηήησλ. Ολνκάδνπκε  ην ζύλνιν  ζπζρεηηζκέλσλ 

ηζνξξνπηώλ ηνπ . Δίλαη εύθνιν λα δείμνπκε όηη 

, όπνπ . Έλα ελδηαθέξνλ 

απνηέιεζκα πνπ απνδείρηεθε από ηνπο Nau et al [44] είλαη όηη νη ηζνξξνπίεο Nash 

ελόο παηγλίνπ δηπίλαθα βξίζθνληαη ζην πεξηζώξην ηνπ πνιπέδξνπ ησλ ζπζρεηηζκέλσλ 

ηζνξξνπηώλ ηνπ ίδηνπ παηγλίνπ.  

2.2.4 Πνιππινθόηεηα ηνπ Πξνβιήκαηνο Εύξεζεο Ιζνξξνπηώλ Nash 

ηε γεληθή ηνπ πεξίπησζε, ην πξόβιεκα εύξεζεο ηζνξξνπηώλ Nash ελόο παηγλίνπ 

αλήθεη ζηελ θιάζε PPAD (γηα ηνλ νξηζκό απηήο ηεο θιάζεο πνιππινθόηεηαο 

παξαπέκπνπκε ζην [49], ελώ κηα εμαηξεηηθή, απινπζηεπκέλε πεξηγξαθή ηεο δίλεηαη 

ζην [58]). Οη Γαζθαιάθεο, Goldberg θαη Παπαδεκεηξίνπ απέδεημαλ ζρεηηθά 

πξόζθαηα (2005) όηη ε εύξεζε ηζνξξνπηώλ Nash ζε παίγληα 4 ή πεξηζζόηεξσλ 

παηθηώλ είλαη PPAD-πιήξεο πξόβιεκα [17]. Σελ ίδηα ρξνληά, νη Γαζθαιάθεο θαη 

Παπαδεκεηξίνπ απέδεημαλ πσο ε εύξεζε ηζνξξνπηώλ Nash ζε παίγληα 3 παηθηώλ 

είλαη επίζεο PPAD-πιήξεο πξόβιεκα [18], θάηη πνπ απνδείρηεθε ηαπηόρξνλα θαη 

αλεμάξηεηα θαη από ηνπο Chen θαη Deng [12]. Έλα ρξόλν αξγόηεξα (2006), νη Chen 

θαη Deng  απέδεημαλ πσο θαη ην πξόβιεκα εύξεζεο ηζνξξνπηώλ Nash ζε παίγληα 2 

παηθηώλ είλαη PPAD-πιήξεο [13]. Σέινο, νη Chen et al [14] απέδεημαλ όηη αθόκε θαη 

ε εύξεζε κηαο -ηζνξξνπίαο Nash γηα , όπνπ  ζεηηθή ζηαζεξά, είλαη 

PPAD-πιήξεο πξόβιεκα, απνθιείνληαο έηζη ηελ ύπαξμε ελόο πιήξσο πνιπσλπκηθνύ 

ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθνύ ζρήκαηνο γηα ην πξόβιεκα, εθηόο θη αλ απνδεηρηεί όηη 

P=PPAD. Γελ έρεη απνθιεηζηεί, όκσο, ε ύπαξμε ελόο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ 

πξνζεγγηζηηθνύ ζρήκαηνο γη’ απηό ην πξόβιεκα (σζηόζν, έρεη απνθιεηζηεί ε ύπαξμε 

ελόο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθνύ ζρήκαηνο γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζηηθό 

νξηζκό ηεο πξνζεγγηζηηθήο ηζνξξνπίαο Nash αλ δελ ηζρύεη όηη P=PPAD από ηνλ 

Γαζθαιάθε [21]). 
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2.2.5 Πνιππινθόηεηα ηνπ Πξνβιήκαηνο Εύξεζεο Σπζρεηηζκέλσλ Ιζνξξνπηώλ 

Όπσο είδακε ζηνλ νξηζκό 4, ν ππνινγηζκόο κηαο ζπζρεηηζκέλεο ηζνξξνπίαο ελόο 

παηγλίνπ δηπίλαθα αλάγεηαη ζηελ επίιπζε ελόο ζπζηήκαηνο γξακκηθώλ αληζνηήησλ. 

Απηό ην πξόβιεκα κπνξεί λα αλαδηαηππσζεί εύθνια ζαλ γξακκηθό πξόγξακκα, 

νπόηε θαη λα επηιπζεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ ειιεηςνεηδνύο 

γηα ηνλ γξακκηθό πξνγξακκαηηζκό [28]. πλεπώο, ην πξόβιεκα εύξεζεο κηαο 

ζπζρεηηζκέλεο ηζνξξνπίαο ελόο παηγλίνπ δηπίλαθα είλαη επηιύζηκν ζε πνιπσλπκηθό 

ρξόλν. 

2.3 Δπιζκόπηζη Πολσφνσμικά Δπιλύζιμφν Τποκαηηγοριών Παιγνίφν Γιπίνακα 

Παξά ηελ PPAD-πιεξόηεηα ηνπ γεληθνύ πξνβιήκαηνο εύξεζεο ηζνξξνπηώλ Nash ή 

-ηζνξξνπηώλ Nash παηγλίσλ δηπίλαθα, δηάθνξνη εξεπλεηέο αλαθάιπςαλ ππνθιάζεηο 

παηγλίσλ δηπίλαθα κε πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ επηιύζηκα ζηηγκηόηππα γη’ απηά ηα 

πξνβιήκαηα. Έρνπκε θάλεη κηα ρξνλνινγηθή επηζθόπεζε απηώλ ησλ ππνθιάζεσλ 

ζηελ ελόηεηα 1.3. ’ απηή ηελ ελόηεηα, ζα πεξηγξάςνπκε ιεπηνκεξέζηεξα ηξεηο 

ζεκαληηθέο ηέηνηεο ππνθιάζεηο παηγλίσλ δηπίλαθα, νη νπνίεο έρνπλ ζπλάθεηα κε ηελ 

ππνθιάζε εύθνισλ ζηηγκηόηππσλ πνπ παξνπζηάδνπκε ζηα επόκελα θεθάιαηα ηεο 

παξνύζαο εξγαζίαο. Κάπνηεο καζεκαηηθέο έλλνηεο θαη νξηζκνί πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη 

ζηηο αθόινπζεο παξαγξάθνπο, αλαπηύζζνληαη ζηηο ελόηεηεο 2.5 θαη 2.6. 

2.3.1 Παίγληα Σηαζεξήο Βαζκίδαο 

Θεσξνύκε ην παίγλην δηπίλαθα  κε  θαη ηνλ πίλαθα . Αλ 

, κε  ζηαζεξό (δειαδή, αλεμάξηεην απ’ ηηο δηαζηάζεηο ηνπ  ή θάπνηα 

άιιε πνζόηεηα) κε-αξλεηηθό αθέξαην, ηόηε ιέκε όηη ην  είλαη παίγλην ηάμεο . 

Μέζσ απηνύ ηνπ νξηζκνύ, νη Kannan θαη Theobald όξηζαλ κηα ηεξαξρία παηγλίσλ κε 

βάζε ηε βαζκίδα ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ ηνπο [27]. ηε βάζε ηεο 

ηεξαξρίαο ( ) βξίζθνληαη ηα παίγληα κεδεληθνύ αζξνίζκαηνο. Θπκίδνπκε όηη γηα 

, ππνινγίδνπκε κηα ηζνξξνπία Nash ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κέζσ ηνπ 

αιγνξίζκνπ ησλ Adsul et al [3].  
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Οη Kannan θαη Theobald απέδεημαλ όηη γηα όια ηα παίγληα ζηαζεξήο βαζκίδαο, ν 

ππνινγηζκόο κηαο -ηζνξξνπίαο Nash γηα  γίλεηαη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κέζσ 

ηεο πξνζέγγηζεο ηνπ νιηθνύ ειαρηζηνπνηεηή ελόο ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο [27]. 

πγθεθξηκέλα, απνδεηθλύνπλ όηη κηα ιύζε  ηνπ ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο  

   subject to   

όπνπ  

 ,   

(δειαδή, ν  είλαη έλαο πίλαθαο πνπ ε θάζε γξακκή ηνπ πξνθύπηεη από κηα ζπλέλσζε 

ηεο -νζηήο γξακκήο ηνπ  θαη ηεο -νζηήο ζηήιεο ηνπ , γηα θάζε  θαη ) 

ηζνδπλακεί κε έλα πεξίγξακκα ζηξαηεγηθώλ  πνπ είλαη 

ηζνξξνπία Nash ηνπ  θαη αληηζηξόθσο. Υξεζηκνπνηώληαο ηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

Βαβάζε [56], ν νπνίνο ιεηηνπξγεί ζαλ πιήξσο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό 

ζρήκα αλ ν  έρεη ζηαζεξή βαζκίδα, βξίζθνπκε έλαλ πξνζεγγηζηηθό ειαρηζηνπνηεηή 

ηνπ παξαπάλσ ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο, ν νπνίνο ππνδεηθλύεη κηα -ηζνξξνπία 

Nash ηνπ . Οπόηε, αλ ην  είλαη παίγλην ζηαζεξήο βαζκίδαο (θάηη πνπ 

κπνξεί λα αλαγλσξηζηεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν), απνηειεί έλα εύθνιν ζηηγκηόηππν 

ηνπ πξνβιήκαηνο εύξεζεο -ηζνξξνπηώλ Nash παηγλίσλ δηπίλαθα. Πξνθαλώο, ε 

ρξνληθή πνιππινθόηεηα ηνπ ππνινγηζκνύ κηαο -ηζνξξνπίαο Nash εμαξηάηαη απ’ ην 

πόζν κεγάιε είλαη ε βαζκίδα ηνπ παηγλίνπ, νπόηε ηα παίγληα κε ρακειή ζηαζεξή 

βαζκίδα ζεσξνύληαη ηα πιένλ εύθνια ζηηγκηόηππα ηνπ πξνβιήκαηνο. 

2.3.2 Ακνηβαία Κνίια Παίγληα 

Οη  Κνληνγηάλλεο θαη ππξάθεο [33] παξαζέηνπλ έλα ηεηξαγσληθό πξόγξακκα, 

ηζνδύλακν κε ην πξόβιεκα εύξεζεο ηζνξξνπίαο Nash ελόο δεδνκέλνπ παηγλίνπ 

δηπίλαθα  κε , ηνπ νπνίνπ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε νξίδεηαη ζην 
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πνιύεδξν ησλ ζπζρεηηζκέλσλ ηζνξξνπηώλ ηνπ παηγλίνπ. Σν πξόγξακκα απηό νξίδεηαη 

σο (KSQP): 

,   subject to     

όπνπ:  

 

 

Έλαο νιηθόο ειαρηζηνπνηεηήο ηνπ (KSQP), , κεδελίδεη ηόζν ην 

, όζν θαη ην , νη νπνίεο εθθξάδνπλ ην θέξδνο ηνπ παίθηε αλ απνθιίλεη 

απ’ ηελ ζπζρεηηζκέλε ζηξαηεγηθή  θαη αθνινπζήζεη ηελ πεξηζώξηά ηεο 

ζηξαηεγηθή. Γηα ηνλ παίθηε γξακκήο, ε πεξηζώξηα ζηξαηεγηθή είλαη ε 

 θαη γηα ηνλ παίθηε ζηήιεο είλαη ε 

. 

Έζησ ηώξα κηα βαζκσηή παξάκεηξνο  γηα ηελ νπνία νξίδνπκε ηνλ πίλαθα 

, θαη ε δηγξακκηθή κνξθή . Οη 

Κνληνγηάλλεο θαη ππξάθεο νξίδνπλ έλα παίγλην δηπίλαθα  σο  ακνηβαία θνίιν 

αλ θαη κόλν αλ ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  γηα ην νπνίν ε  είλαη 

θνίιε ζπλάξηεζε ηνπ  [33]. Θεσξώληαο, ηώξα, ηελ ελαιιαθηηθή 

δηαηύπσζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ηνπ (2.1) σο 

, αληηιακβαλόκαζηε όηη έλα ακνηβαία θνίιν 

παίγλην αληηζηνηρεί ζε έλα θπξηό ηεηξαγσληθό πξόγξακκα πνπ πξνθύπηεη από ην 

(KSQP) κέζσ κηαο απιήο κεηαηξνπήο. Σν γεγνλόο όηη κπνξνύκε λα βξνύκε έλαλ 

νιηθό ειαρηζηνπνηεηή ελόο θπξηνύ ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο ζε πνιπσλπκηθό 

ρξόλν,  ζπλεπάγεηαη ηε δπλαηόηεηα εύξεζεο κηαο ηζνξξνπίαο Nash ελόο ακνηβαία 

θνίινπ παηγλίνπ ,   ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. 

Μπνξνύκε λα αλαγλσξίζνπκε αλ έλα παίγλην δηπίλαθα είλαη ακνηβαία θνίιν ζε 

πνιπσλπκηθό ρξόλν, κε ηελ επίιπζε ελόο απινύ γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο. Σν  



26 

 

 

είλαη ακνηβαία θνίιν αλ θαη κόλν αλ ππάξρεη κηα ιύζε  γηα ην γξακκηθό 

ζύζηεκα [33]: 

 

Δπηπξόζζεηα, απηό ζεκαίλεη όηη ν πίλαθαο  πνπ δηακνξθώλεηαη από ηα 

δεδνκέλα ελόο ακνηβαία θνίινπ παηγλίνπ, έρεη βαζκίδα ην πνιύ ίζε κε 2 [26]. 

2.3.3 Παίγληα κε Θεηηθά Ηκηνξηζκέλν Άζξνηζκα Πηλάθσλ Ωθειεηώλ  

Οη Alon et al [5] παξαζέηνπλ έλα πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό ζρήκα γηα 

παίγληα ησλ νπνίσλ ην άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο πίλαθαο. 

Έλαο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο  είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο αλ ηζρύεη όηη 

:  [50]. Μηα ηδηόηεηα απηώλ ησλ πηλάθσλ είλαη όηη όιεο νη 

ηδηνηηκέο ηνπο είλαη κε αξλεηηθέο. Υξεζηκνπνηνύκε απηή ηελ ηδηόηεηα γηα λα 

επαιεζεύζνπκε ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν αλ έλαο πίλαθαο είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο, 

εμεηάδνληαο ην πξόζεκν ηεο κηθξόηεξνπ κεγέζνπο ηδηνηηκήο ηνπ. Ο αιγόξηζκόο ηνπο 

βαζίδεηαη ζηελ θαηαζθεπή ελόο -net κε κηθξό κέγεζνο γηα ηελ πξνζέγγηζε ηεο 

δηγξακκηθήο κνξθήο ηνπ (NEQP) (ελόηεηα 2.2.1). 

Θεσξνύκε έλα παίγλην δηπίλαθα  κε , γηα ην νπνίν ν πίλαθαο  

 είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο, νπόηε ππάξρεη κηα παξαγνληνπνίεζε ηνπ σο 

, κε . Θεσξνύκε έλα ζηνηρείν ηνπ θπξηνύ πεξηβιήκαηνο ηνπ 

ρώξνπ ζηειώλ ηνπ , . Απηόο ν ρώξνο  έρεη δηάζηαζε . Τπνζέηνπκε – 

ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο – όηη νη ζπληζηώζεο ηνπ  έρνπλ δηαθνξεηηθά κεγέζε. 

Με βάζε απηή ηελ ππόζεζε ζεσξνύκε ηα ζύλνια , 

 θαη , όπνπ , ηα νπνία έρνπλ ηνπο 

πιεζηθνύο αξηζκνύο ,  θαη 
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. Οξίδνπκε ην δηάλπζκα  σο ην 

πεξίγξακκα ηνπ δηαλύζκαηνο . Σώξα, γηα κηα θαηάιιεια επηιεγκέλε παξάκεηξν  

ζεσξνύκε όηη ηα ζύλνια ,  πεξηέρνπλ όια ηα δηαθξηηά πνιιαπιάζηα ηνπ 

 πνπ βξίζθνληαη ζηα όξηα πνπ ηα νξίδνπλ. Απηό ζεκαίλεη όηη, δεδνκέλνπ ελόο 

, ππάξρεη έλα πεξίγξακκα  ην νπνίν αληηζηνηρεί ζε έλα δηάλπζκα  πνπ 

όιεο νη ζπληζηώζεο ηνπ είλαη δηαθξηηά πνιιαπιάζηα ηνπ , ηέηνην ώζηε λα ηζρύεη 

, θάηη πνπ ζπλεπάγεηαη όηη . 

Απνδεηθλύεηαη [5], όηη ην πιήζνο όισλ ησλ δπλαηώλ πεξηγξακκάησλ είλαη , ελώ 

ην ίδην ηζρύεη θαη γηα ην πιήζνο ησλ δπλαηώλ αλαζέζεσλ δηαθξηηώλ πνιιαπιαζίσλ 

ηνπ  ζηα ζύλνια , , πνπ δεκηνπξγνύλ έλα πεξίγξακκα, αλεμάξηεηα ηνπ 

πίλαθα . Άξα, αξθεί λα δεκηνπξγήζνπκε όια ηα δπλαηά πεξηγξάκκαηα θαη γηα ην 

θαζέλα απ’ απηά λα δεκηνπξγήζνπκε όια ηα δπλαηά πνιιαπιάζηα ηνπ , νύησο 

ώζηε λα δεκηνπξγήζνπκε όια ηα δηαλύζκαηα κε ζπληζηώζεο πνπ είλαη δηαθξηηά 

πνιιαπιάζηα ηνπ , , θαη λα νξίζνπκε ην ζύλνιν ηνπο, , κε 

 πνπ είλαη ην δεηνύκελν -net γηα ηνλ . 

Δπαλεξρόκαζηε ζην παίγλην δηπίλαθα  πνπ ζεσξήζακε πξνεγνπκέλσο. 

Παξαγνληνπνηνύκε ηνλ πίλαθα  σο , νξίδνπκε  θαη 

δεκηνπξγνύκε έλαλ ηπραίν πίλαθα  πνπ ηα ζηνηρεία ηνπ είλαη αλεμάξηεηεο 

θαη νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλεο ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνύλ ηελ . 

Έηζη, νξίδνπκε ηνλ πίλαθα . Με ηνλ αιγόξηζκν θαηαζθεπήο -net γηα ζεηηθά 

εκηνξηζκέλνπο πίλαθεο,  θαηαζθεπάδνπκε έλα  -net, ,  γηα ηνλ , ην νπνίν 

πξνζεγγίδεη ηα ζηνηρεία ηνπ  σο πξνο ηελ -λόξκα. Λόγσ ηεο επηινγήο ηνπ 

, μέξνπκε όηη ην  ζα έρεη ην κηθξό κέγεζνο πνπ ζέινπκε. Έρνληάο ην, βξίζθνπκε 
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κηα -ηζνξξνπία Nash ηνπ , επηιύνληαο ην αθόινπζν θπξηό πξόγξακκα, , 

θαη επηζηξέθνληαο ηα δεύγε  πνπ θάλνπλ ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ην πνιύ 

. 

 

,  

 

Ζ παξαγνληνπνίεζε  κπνξεί λα γίλεη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν (αλ ν 

πίλαθαο  είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο αξθεί λα ππνινγίζνπκε ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα 

ηνπ, αιιηώο κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηελ απνζύλζεζε SVD ηνπ,  

θαη λα νξίζνπκε ). Δθόζνλ γηα θάζε ζηνηρείν ηνπ  επηιύνπκε ην θπξηό 

πξόγξακκα (PSDNE), γηα ην νπνίν απαηηείηαη ρξόλνο  (ελόηεηα 

2.5.3), θαη ην  έρεη  ζηνηρεία, ν ρξόλνο εθηέιεζεο ρεηξόηεξεο πεξίπησζεο ηνπ 

αιγνξίζκνπ NE_FOR_PSD_GAMES είλαη . 

2.4 Μέηρα Πολσπλοκόηηηας Πίνακα 

Καηά ηα θαηλόκελα, ν ιόγνο γηα ηνλ νπνίν νη ππνθαηεγνξίεο παηγλίσλ δηπίλαθα πνπ 

παξνπζηάζηεθαλ ζηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα έρνπλ εύθνια ζηηγκηόηππα γηα ην 

πξόβιεκα εύξεζεο ηζνξξνπηώλ Nash, είλαη όηη κηα ζπλάξηεζε ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ 

πηλάθσλ σθέιεηάο  ηνπο δίλεη έλαλ «απιό» πίλαθα σο πξνο θάπνην κέηξν 

πνιππινθόηεηαο. ηελ πεξίπησζε ηεο βαζκίδαο πίλαθα σο κέηξνπ ηεο 

πνιππινθόηεηάο ηνπ, ζεσξνύκε πσο έλαο πίλαθαο είλαη «απιόο» όηαλ έρεη βαζκίδα 

πνιύ κηθξόηεξε απ’ ηε κηθξόηεξε ησλ δηαζηάζεώλ ηνπ θαη «πνιύπινθόο» όηαλ ε 

βαζκίδα ηνπ πξνζεγγίδεη απηή ηε δηάζηαζε ηνπ. Οη πξώηεο ζπζηεκαηηθέο έξεπλεο ησλ 

κέηξσλ πνιππινθόηεηαο πηλάθσλ έγηλαλ ζηηο εξγαζίεο [52] θαη [37], 
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Πίλαθαο 2.3: Ο αιγόξηζκνο ησλ Alon et al [5] γηα ηελ εύξεζε ε-ηζνξξνπηώλ Nash ζε 

παίγληα πνπ ην άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ ηνπο είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο 

πίλαθαο. 

NE_FOR_PSD_GAMES( ) 

Δίζνδνο: παίγλην δηπίλαθα  κε ,  

Πξνϋπόζεζε: ν  είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο πίλαθαο 

1.  

2.                                             

3. ,  

4. Δθμιοφργθςε ζνα -net, ,  για τον  

5. Για κάκε , λφςε το (PSDNE( )) 

a. = 

  

6. Επίςτρεψε το  

Έμνδνο: ύλνιν -ηζνξξνπηώλ Nash ηνπ ,  

 

όπνπ εμεηάζηεθε θπξίσο ε πνιππινθόηεηα ησλ πηλάθσλ πξνζήκσλ σο πξνο ηέζζεξα 

κέηξα πνιππινθόηεηαο: ηε βαζκίδα πίλαθα, ηε δηαζηαηηθή πνιππινθόηεηα πίλαθα, ηε 

λόξκα  πίλαθα θαη ηελ πνιππινθόηεηα πεξηζσξίνπ πίλαθα. ηηο δύν επόκελεο 

παξαγξάθνπο, ζα παξνπζηάζνπκε ηα δύν κέηξα πνιππινθόηεηαο πηλάθσλ πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα ην δηθό καο απνηέιεζκα δηεύξπλζεο ηεο ππνθιάζεο παηγλίσλ 

δηπίλαθα κε εύθνια ζηηγκηόηππα γηα ην πξόβιεκα ππνινγηζκνύ κηαο -ηζνξξνπίαο 

Nash, ηελ πξνζεγγηζηηθή βαζκίδα πίλαθα θαη ηε λόξκα  πίλαθα. Πξνϋπνζέηνπκε 

κηα ζηνηρεηώδε εμνηθείσζε ηνπ αλαγλώζηε κε βαζηθέο έλλνηεο ηεο γξακκηθήο 

άιγεβξαο. 
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2.4.1 Βαζκίδα θαη Πξνζεγγηζηηθή Βαζκίδα Πίλαθα 

Ζ βαζκίδα ελόο πξαγκαηηθνύ πίλαθα είλαη κηα από ηηο ζεκειηώδεηο έλλνηεο ηεο 

γξακκηθήο άιγεβξαο. πλήζσο, νξίδνπκε σο βαζκίδα πίλαθα ηνλ αξηζκό ησλ 

γξακκηθά αλεμάξηεησλ ζηειώλ ηνπ ή, ηζνδύλακα, ηε δηάζηαζε ηνπ ρώξνπ ζηειώλ 

ηνπ [53]. Έλαο πεξηζζόηεξν ελδηαθέξσλ νξηζκόο ηεο βαζκίδαο πίλαθα γηα ηε 

ζρεδίαζε αιγνξίζκσλ, πξνθύπηεη από ηελ αλάιπζε ηδηάδνπζσλ ηηκώλ ελόο πίλαθα. 

Έζησ πίλαθαο  θαη έζησ ε απνζύλζεζε ηδηάδνπζσλ ηηκώλ ηνπ, , 

όπνπ  ν πίλαθαο ησλ αξηζηεξώλ ηδηάδνλησλ δηαλπζκάησλ ,  ν 

δηαγώληνο πίλαθαο ηδηαδνπζώλ ηηκώλ, , θαη  ν πίλαθαο ησλ δεμηώλ 

ηδηάδνλησλ δηαλπζκάησλ, ,  [53]. Απηή ε απνζύλζεζε καο δίλεη ηε βαζκίδα 

ηνπ  σο ηνλ αξηζκό ησλ κε-κεδεληθώλ ηδηάδνπζσλ ηηκώλ ηνπ, . Θεσξνύκε – ρσξίο 

βιάβε ηεο γεληθόηεηαο – όηη νη ηδηάδνπζεο ηηκέο είλαη δηαηεηαγκέλεο ζε θζίλνπζα 

ζεηξά. Μπνξνύκε ινηπόλ λα γξάθνπκε ηνλ  σο άζξνηζκα  πηλάθσλ βαζκίδαο ίζεο 

κε 1 κε ηνλ αθόινπζν ηξόπν: 

                          (2.2) 

Έρνληαο ην άζξνηζκα (2.2), κπνξνύκε λα πξνζεγγίζνπκε ηνλ  κε έλαλ απινύζηεξν, 

δειαδή ρακειόηεξεο βαζκίδαο , πίλαθα , απνθόπηνληαο ηνπο 

ηειεπηαίνπο  όξνπο ηνπ (2.2). Απηή ε κέζνδνο νλνκάδεηαη πξνζέγγηζε ρακειήο 

βαζκίδαο (ελόηεηα 2.5.5 ηνπ [25], [60]). Σν ζθάικα πξνζέγγηζεο πνπ δίλεη ε κέζνδνο 

απνηηκάηαη είηε ζηελ -λόξκα πηλάθσλ θαη είλαη  [25], ή ζηε λόξκα Frobenius  

πηλάθσλ θαη είλαη  [60]. Μπνξνύκε ινηπόλ λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ 

παξαπάλσ πξνζέγγηζε ζε πξνβιήκαηα ησλ νπνίσλ ε ππνινγηζηηθή πνιππινθόηεηα 

εμαξηάηαη από ηελ βαζκίδα ηνπ πίλαθα αλαπαξάζηαζεο ησλ δεδνκέλσλ γηα λα 

αληηθαηαζηήζνπκε απηόλ ηνλ πίλαθα κε έλαλ πξνζεγγηζηηθό ηνπ πίλαθα ρακειήο 

βαζκίδαο, ηνλ νπνίν ππνινγίδνπκε ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κέζσ ηεο αλάιπζεο 

ηδηάδνπζσλ ηηκώλ ηνπ αξρηθνύ πίλαθα ([25], ελόηεηα 5.4.5), θαη λα πάξνπκε κηα 

πξνζεγγηζηηθή ιύζε ηνπ ζηηγκηόηππνπ. 
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ε θάπνηα πξνβιήκαηα, ρξεηαδόκαζηε κηα ηζρπξόηεξε κέζνδν πξνζέγγηζεο ρακειήο 

βαζκίδαο, ζηελ νπνία ην ζθάικα πξνζέγγηζεο πξέπεη λα εθθξάδεηαη σο ζπλάξηεζε 

ηνπ κεγέζνπο ησλ ζηνηρείσλ. ε απηή ηε κέζνδν, αληί ηεο λόξκαο Frobenius 

ρξεζηκνπνηνύκε ηελ -λόξκα κε , ε νπνία, γηα έλαλ πίλαθα , 

νξίδεηαη σο . Σν πξόβιεκα πξνζέγγηζεο ρακειήο βαζκίδαο ζηελ 

-λόξκα κε  ιέγεηαη πξόβιεκα ππνινγηζκνύ ηεο πξνζεγγηζηηθήο βαζκίδαο 

πίλαθα ( -βαζκίδαο πίλαθα) [5] 

Οριζμός 5. Έζησ πίλαθαο  θαη . Ζ -βαζκίδα ηνπ  νξίδεηαη σο 

 

 

  

Μηα αληηθεηκεληθή δπζθνιία ηνπ ππνινγηζκνύ ηεο  -βαζκίδαο πίλαθα είλαη όηη δελ 

μέξνπκε νύηε θάπνηνλ πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ αιγόξηζκν γηα ην πξόβιεκα, νύηε αλ ην 

πξόβιεκα είλαη NP-δύζθνιν. Σν 2008, νη Lee θαη Shraibman δεκνζίεπζαλ έλαλ 

πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ ηπραηνθξαηηθό αιγόξηζκν ηνπ ηύπνπ Monte-Carlo γηα ηνλ 

ππνινγηζκό κηαο ινγαξηζκηθήο (σο πξνο ηηο δηαζηάζεηο ηνπ πίλαθα) πξνζέγγηζεο ηεο  

-βαζκίδαο ελόο πίλαθα πξνζήκσλ [34]. Ο αιγόξηζκόο ηνπο ηξνπνπνηείηαη πνιύ 

εύθνια γηα λα ππνινγίδεη ινγαξηζκηθέο πξνζεγγίζεηο ηεο -βαζκίδαο πξαγκαηηθώλ 

πηλάθσλ [6]. Θα αλαπηύμνπκε απηό ηνλ αιγόξηζκν ιεπηνκεξώο ζηελ ελόηεηα 3.2. 

2.4.2 Νόξκα γ2 Πίλαθα 

Ζ λόξκα  ελόο πίλαθα εηζήρζε ζαλ κέηξν ηεο πνιππινθόηεηάο πηλάθσλ από ηνπο 

Linial et al [37] θαη απνηηκά ηελ πνιππινθόηεηα ελόο πίλαθα  κε θξηηήξην 

ηε κέγηζηεο  -λόξκεο κεηαμύ ησλ γξακκώλ ησλ πηλάθσλ κηαο παξαγνληνπνίεζεο 

ηνπ, , νη πίλαθεο ηεο νπνίαο έρνπλ αξηζκό ζηειώλ  (όζν κηθξόηεξε, 

ηόζν πην απιόο ζεσξείηαη ν πίλαθαο). Αλάκεζα ζηηο πνιιέο εθαξκνγέο πνπ έρεη βξεη 

ε λόξκα  ζηε ζεσξεηηθή πιεξνθνξηθή, βξίζθεηαη ε εθαξκνγή ηεο ζηε 
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κεγηζηνπνίεζε πεξηζσξίνπ ηαμηλνκεηώλ [52] θαη ζηελ εύξεζε νξίσλ γηα ηελ 

θβαληηθή επηθνηλσληαθή πνιππινθόηεηα [38]. Ζ δεκνηηθόηεηα απηνύ ηνπ κέηξνπ 

πνιππινθόηεηαο πίλαθα νθείιεηαη θαη ζηε δπλαηόηεηα δηαηύπσζήο ηνπ σο ζεηηθά 

εκηνξηζκέλνπ πξνγξάκκαηνο, θαζηζηώληαο ηνλ ππνινγηζκό ηνπ εθηθηό ζε 

πνιπσλπκηθό ρξόλν ([6], [37]). Από ηνπο πνιινύο δηαθνξεηηθνύο νξηζκνύο ηεο 

λόξκαο , ν πην ρξήζηκνο γηα ππνινγηζηηθνύο ζθνπνύο είλαη ν νξηζκόο ηεο ζαλ 

λόξκα παξαγνληνπνίεζεο. 

Οριζμός 6. Έζησ  πίλαθαο . Ζ λόξκα  ηνπ  νξίδεηαη σο: 

 

όπνπ  ε λόξκα ηειεζηή πνπ ηζνύηαη κε ηε κέγηζηε λόξκα κεηαμύ ησλ 

γξακκώλ ηνπ . 

 

Οριζμός 7. Έζησ  πίλαθαο  θαη . Ζ λόξκα  ηνπ  νξίδεηαη σο: 

. 

 

Γηα ηνπο πίλαθεο πξνζήκσλ, πξνηηκάηαη ε πνιιαπιαζηαζηηθή πξνζέγγηζε ηεο λόξκαο 

: γηα πίλαθα  θαη : ). 

Απηόο ν νξηζκόο επηβάιιεη όηη . 

Οη λόξκεο  θαη  ελόο πίλαθα καο ελδηαθέξνπλ θαη γηα ηνλ ιόγν όηη δίλνπλ ηζρπξά 

θξάγκαηα ηεο βαζκίδαο θαη ηεο πξνζεγγηζηηθήο ηνπ βαζκίδαο, αληίζηνηρα. 

πγθεθξηκέλα, γηα έλαλ πίλαθα  ηζρύνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο [6]: 
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Γελ ππάξρεη θάπνην γλσζηό θξάγκα ηεο βαζκίδαο ελόο πίλαθα από ηε λόξκα  γηα 

γεληθνύο πίλαθεο. Γηα ηνπο πίλαθεο πξνζήκσλ ηζρύεη όηη 

, , όπνπ  ν πνιιαπιαζηαζηηθόο νξηζκόο ηεο 

λόξκαο  πίλαθα [38]. Σέινο, δε γίλεηαη ε λόξκα  ελόο πίλαθα λα δώζεη άλσ όξην 

γηα ηε βαζκίδα ηνπ. αλ αληηπαξάδεηγκα δίλνπκε ηνλ ηαπηνηηθό πίλαθα δηάζηαζεο 

, γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη  θαη . 

2.5 Θέμαηα Θεφρίας Βεληιζηοποίηζης 

Σν επηζηεκνληθό πεδίν ηεο βειηηζηνπνίεζεο έρεη ζαλ αληηθείκελν ηε κειέηε ησλ 

πξνβιεκάησλ ζηα νπνία θαινύκαζηε λα βξνύκε κηα βέιηηζηε ιύζε, δειαδή κηα ιύζε 

πνπ λα ειαρηζηνπνηεί ή λα κεγηζηνπνηεί θαηά πεξίπησζε κηα ζπλάξηεζε θαη λα 

ππόθεηηαη –ή λα κελ ππόθεηηαη - ζε θάπνηνπο πεξηνξηζκνύο, αλάινγα κε ηελ θύζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο.  

Ζ γεληθή κνξθή ελόο πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο, ζαλ πξόβιεκα 

ειαρηζηνπνίεζεο, κπνξεί λα νξηζηεί σο αθνινύζσο (MP): 

   

όπνπ ε ζπλάξηεζε  θαιείηαη αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, ην δηάλπζκα  

δηάλπζκα κεηαβιεηώλ απόθαζεο ή παξακέηξσλ, νη ζπλαξηήζεηο  κε  

ηζνηηθνί πεξηνξηζκνί θαη νη ζπλαξηήζεηο  κε  αληζνηηθνί πεξηνξηζκνί. Με  

θαη  νλνκάδνπκε ηα ζύλνια δεηθηώλ γηα ηνπο ηζνηηθνύο θαη ηνπο αληζνηηθνύο 

πεξηνξηζκνύο αληίζηνηρα. Οη πεξηνξηζκνί, όηαλ ππάξρνπλ, νξίδνπλ ην ζύλνιν 

εθηθηώλ ζεκείσλ ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ είλαη ππνζύλνιν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. Μπνξνύκε λα αλαδηαηππώζνπκε ην παξαπάλσ 

πξόβιεκα ζαλ πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε κε . Έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ιέγεηαη αιιηώο καζεκαηηθό 

πξόγξακκα. ηελ πεξίπησζε πνπ ε , νη ,  θαη νη ,  είλαη 

γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο, ην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ιέγεηαη γξακκηθό πξόγξακκα. 

Γηαθνξεηηθά, ιέγεηαη κε-γξακκηθό πξόγξακκα. Οιηθνί ειαρηζηνπνηεηέο ελόο 
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πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο είλαη ηα ζεκεία γηα ηα νπνία ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε παίξλεη ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο, ζην ζύλνιν πνπ νξίδνπλ νη πεξηνξηζκνί. 

Σνπηθνί ειαρηζηνπνηεηέο ελόο πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο είλαη εθείλα ηα ζεκεία 

πνπ ε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ειαρηζηνπνηείηαη ζηε γεηηνληά ηνπ ηνπηθνύ 

ειαρηζηνπνηεηή (αλνηθηή ζθαίξα αθηίλαο  κε θέληξν ην ζεκείν πνπ είλαη 

ηνπηθόο ειαρηζηνπνηεηήο). πλήζσο, ζαλ ιύζε ελόο πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο 

δεηάκε έλαλ νιηθό ειαρηζηνπνηεηή ηνπ, ηνλ νπνίν ππνινγίδνπκε κε κηα θαζνξηζκέλε 

αθξίβεηα κέζσ θάπνηνπ αξηζκεηηθνύ αιγνξίζκνπ. Γηα κηα εθηελή κειέηε ηνπ ζέκαηνο, 

παξαπέκπνπκε ηνλ αλαγλώζηε ζε εμεηδηθεπκέλα ζπγγξάκκαηα, όπσο απηό ησλ 

Nocedal θαη Wright [47]. 

ηηο δύν επόκελεο παξαγξάθνπο, ζα θάλνπκε κηα ζπλνπηηθή επηζθόπεζε δύν 

πεξηνρώλ ηεο κε-γξακκηθήο βειηηζηνπνίεζεο, έλλνηεο, ηερληθέο θαη απνηειέζκαηα 

ησλ νπνίσλ ρξεζηκνπνηνύκε ζηελ παξνύζα εξγαζία: ηνλ ηεηξαγσληθό θαη ηνλ ζεηηθά 

εκηνξηζκέλν πξνγξακκαηηζκό. Αθόκε, ζα παξνπζηάζνπκε κηα κέζνδν πξνζέγγηζεο 

ηεο βέιηηζηεο ηηκήο ελόο ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο, απηή ηεο θαηαζθεπήο -net 

γηα ηνλ πίλαθα ηνπ ηεηξαγσληθνύ ηνπ όξνπ, ηελ νπνία ρξεζηκνπνηνύκε ζηνπο 

αιγνξίζκνπο ηνπ θεθαιαίνπ 3. 

2.5.1 Τεηξαγσληθόο Πξνγξακκαηηζκόο θαη ε-nets 

Ο ηεηξαγσληθόο πξνγξακκαηηζκόο θαιύπηεη ηελ ππνθαηεγνξία ησλ πξνβιεκάησλ κε 

γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ ζηα νπνία ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη 

ηεηξαγσληθή θαη νη πεξηνξηζκνί είλαη γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο. Ζ γεληθή κνξθή ελόο 

ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο είλαη  

 

 

κε δεδνκέλα , , , , όπνπ . 

Έλα καζεκαηηθό πξόγξακκα κε γξακκηθνύο πεξηνξηζκνύο, ηνπ νπνίνπ ε 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πεξηέρεη κόλν γξακκηθνύο θαη δηγξακκηθνύο όξνπο 

(δειαδή, όξνπο ηεο κνξθήο , γηα , ) κεηαζρεκαηίδεηαη εύθνια ζην 

(QP). Γηα λα έρεη ην (QP) ιύζε, δειαδή νιηθό ειαρηζηνπνηεηή, αξθεί ην ζύλνιν 
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εθηθηώλ ζεκείσλ ηνπ, , ηνπ λα είλαη πνιύηνπν. Ζ αλάπηπμε πνιιώλ 

απνηειεζκάησλ ηεο παξνύζαο εξγαζίαο ζηεξίδεηαη ζηελ έλλνηα ηνπ -ειαρηζηνπνηεηή 

ελόο ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο. Έλα ζεκείν  είλαη -ειαρηζηνπνηεηήο ηνπ 

(QP) αλ , όπνπ  έλαο νιηθόο ειαρηζηνπνηεηήο ηνπ 

πξνγξάκκαηνο. Γηα κηα ιεπηνκεξή επηζθόπεζε ηνπ ηεηξαγσληθνύ πξνγξακκαηηζκνύ, 

παξαπέκπνπκε ζην θεθ. 16 ηνπ [47]. 

ηελ πεξίπησζε όπνπ έλα ηεηξαγσληθό πξόγξακκα είλαη θπξηό, ππάξρνπλ αιγόξηζκνη 

πνπ ην ιύλνπλ ζε πνιπσλπκηθήο ηάμεο ρξόλν (π.ρ. ν αιγόξηζκνο εζσηεξηθώλ 

ζεκείσλ ησλ Ye θαη Tse [59]). ηελ γεληθή ηνπ πεξίπησζε, έρεη απνδεηρζεί όηη ν 

ηεηξαγσληθόο πξνγξακκαηηζκόο αλήθεη ζηελ θιάζε ησλ NP-πιήξσλ πξνβιεκάησλ 

([42], [55]). Ζ εμέηαζε ηνπ αλ έλα ηεηξαγσληθό πξόγξακκα είλαη θπξηό ή κε-θπξηό 

γίλεηαη κέζσ κειέηεο ηνπ αλ ν πίλαθαο ηνπ, , είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο, αξλεηηθά 

εκηνξηζκέλνο ή αόξηζηνο, θάηη πνπ δηαπηζηώλεηαη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κέζσ ηνπ 

ειέγρνπ ηνπ πξόζεκνπ ηεο κηθξόηεξεο ηδηνηηκήο ηνπ πίλαθα [60]. ηελ πεξίπησζε 

πνπ ν πίλαθαο  ελόο ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο είλαη αόξηζηνο αιιά έρεη ζηαζεξή 

βαζκίδα, κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ πξνζεγγηζηηθό αιγόξηζκν ηνπ Βαβάζε 

[56] γηα λα ππνινγίζνπκε κηα πξνζεγγηζηηθή ιύζε απηνύ ηνπ ηεηξαγσληθνύ 

πξνγξάκκαηνο. 

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα κηα απινύζηεπζε ηνπ (QP), όπνπ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 

γίλεηαη . Μπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε έλαλ -ειαρηζηνπνηεηή απηνύ ηνπ 

ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο θαηαζθεπάδνληαο έλα πεπεξαζκέλν ζύλνιν ζεκείσλ  

κε ηελ ηδηόηεηα , όπνπ  ην θπξηό 

πεξίβιεκα ηνπ ρώξνπ ζηειώλ ηνπ . Σν ζύλνιν  ιέγεηαη -net γηα ηνλ  θαη ην 

κέγεζόο ηνπ ζπκβνιίδεηαη κε  θαη θαιείηαη αξηζκόο θάιπςεο ηνπ πίλαθα . 

Αθνύ ην -net  είλαη κηα πξνζέγγηζε ηνπ ρώξνπ ζηειώλ ηνπ , ν νπνίνο έρεη 

δηάζηαζε , έρνπκε έλα ζηνηρεηώδεο άλσ θξάγκα ηνπ  πνπ είλαη 

. Απνθηάκε εύθνια απηό ην θξάγκα θαηαζθεπάδνληαο ην απινύζηεξν 
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δπλαηό -net γηα ηνλ  κε ηε δεκηνπξγία ελόο πιέγκαηνο ππεξθύβσλ πιεπξάο κήθνπο 

 πνπ θαιύπηεη ην θπξηό πεξίβιεκα ηνπ ρώξνπ ζηειώλ ηνπ, δηάζηαζεο .  

Πόζν κηθξόο κπνξεί λα γίλεη ν αξηζκόο ; ην [6] δίλνληαη ηζρπξόηεξα άλσ 

θξάγκαηα ηνπ , ηα νπνία βαζίδνληαη ζηε λόξκα  θαη ζηελ -βαζκίδα ηνπ . 

Ζ θαηαζθεπή ελόο κηθξνύ -net γηα ηνλ  κε ρξήζε ηεο -βαζκίδαο ηνπ ζα 

παξνπζηαζηεί ζηελ ελόηεηα 3.3. 

2.5.2 Θεηηθά Ηκηνξηζκέλνο Πξνγξακκαηηζκόο 

Ο ζεηηθά εκηνξηζκέλνο πξνγξακκαηηζκόο θαιύπηεη ηελ ππνθαηεγνξία πξνγξακκάησλ 

κε-γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ, ζηελ νπνία ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη 

γξακκηθή θαη βειηηζηνπνηείηαη πάλσ ζηελ ηνκή ηνπ θώλνπ ησλ ζπκκεηξηθώλ θαη 

ζεηηθά εκηνξηζκέλσλ πηλάθσλ θη ελόο επηπέδνπ (απηόο ν ηύπνο εθηθηήο πεξηνρήο 

θαιείηαη θαζκαηόεδξν). Ζ γεληθή κνξθή ελόο εκηνξηζκέλνπ πξνγξάκκαηνο είλαη 

  subject to   

γηα δεδνκέλα , , , , ελώ 

. Ο πεξηνξηζκόο  ζεκαίλεη πσο ζέινπκε ε ιύζε, , 

λα είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο πίλαθαο. Γηα κηα επηζθόπεζε ηνπ ζεηηθά εκηνξηζκέλνπ 

πξνγξακκαηηζκνύ θαη θάπνησλ ζεκαληηθώλ εθαξκνγώλ ηνπ, παξαπέκπνπκε ζην 

αλαγλσξηζκέλν από ηνπο εηδηθνύο ηνπ πεδίνπ ζύγγξακκα ησλ Boyd θαη 

Vanderbherge [11]. 

Όια ηα ζεηηθά εκηνξηζκέλα πξνγξάκκαηα είλαη θπξηά θαη κηα ιύζε ηνπο, δειαδή 

έλαο νιηθόο ειαρηζηνπνηεηήο ηνπο, κπνξεί λα ππνινγηζηεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν 

ρξεζηκνπνηώληαο θάπνηνλ αιγόξηζκν εζσηεξηθώλ ζεκείσλ γηα ηνλ εκηνξηζκέλν 

πξνγξακκαηηζκό, όπσο απηνί ησλ Alizadeh et al [4].  
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2.5.3 Πνιππινθόηεηα ρξόλνπ εύξεζεο νιηθνύ ειαρηζηνπνηεηή ελόο θπξηνύ 

πξνγξάκκαηνο 

Ζ πιεηνςεθία ησλ καζεκαηηθώλ πξνγξακκάησλ πνπ είλαη επηιύζηκα ζε πνιπσλπκηθό 

ρξόλν είλαη θπξηά πξνγξάκκαηα. Γηα λα είλαη έλα καζεκαηηθό πξόγξακκα θπξηό, ζα 

πξέπεη ε αληηθεηκεληθή ηνπ ζπλάξηεζε λα είλαη θπξηή ζπλάξηεζε θαη ην ζύλνιν 

εθηθηώλ ζεκείσλ ηνπ θπξηό ζύλνιν [11].  Θπκίδνπκε όηη κηα ζπλάξηεζε  

είλαη θπξηή όηαλ  

, 

θαη όηη έλα ζύλνιν  είλαη θπξηό όηαλ  

. 

Θεσξώληαο έλα θπξηό πξόγξακκα ηεο γεληθήο κνξθήο (MP), ην νπνίν έρεη  

κεηαβιεηέο απόθαζεο θαη  πεξηνξηζκνύο πνπ είλαη όινη αληζνηηθνί, ε 

πνιππινθόηεηα ρξόλνπ εύξεζεο ελόο νιηθνύ ειαρηζηνπνηεηή ηνπ ζηε ρείξηζηε 

πεξίπησζε είλαη ρνλδξηθά , όπνπ  είλαη ε πνιππινθόηεηα ρξόλνπ 

ρείξηζηεο πεξίπησζεο γηα ηελ απνηίκεζε θάπνηαο ζπλάξηεζεο πεξηνξηζκνύ, ηεο 

πξώηεο παξαγώγνπ ηεο θαη ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ ηεο ([11], ελόηεηα 1.3.1). ηελ 

πξάμε, ιόγσ ηνπ όηη έλαο νιηθόο ειαρηζηνπνηεηήο κπνξεί λα έρεη κεγάιν πιήζνο 

δεθαδηθώλ ςεθίσλ ζηηο ζπληζηώζεο ηνπ θαη γη’ απηό ελδηαθεξόκαζηε γηα κηα 

πξνζεγγηζηηθή ιύζε, ε πνιππινθόηεηα ρξόλνπ εμαξηάηαη θαη από κηα παξάκεηξν 

πξνζέγγηζεο ηεο ιύζεο, πνπ θαζνξίδεη ην πιήζνο δεθαδηθώλ ςεθίσλ ηεο πνπ ζα 

επηζηξαθνύλ. 

2.6 Θέμαηα Κσρηής Γεφμεηρίας και Γικησφηών 

Κιείλνπκε ην παξόλ θεθάιαην, παξνπζηάδνληαο θάπνηεο ζεκαληηθέο έλλνηεο από ηα 

πεδία ηεο θπξηήο γεσκεηξίαο θαη ησλ δηθηπσηώλ, πάλσ ζηηο νπνίεο βαζίδνπκε ηελ 

παξνπζίαζε ελόο βειηησκέλνπ αιγνξίζκνπ θαηαζθεπήο -nets πνπ ζα 

παξνπζηάζνπκε ζην επόκελν θεθάιαην. Πξνϋπνζέηνπκε κηα ζηνηρεηώδε εμνηθείσζε 

ηνπ αλαγλώζηε κε έλλνηεο καζεκαηηθήο θαη ζπλαξηεζηαθήο αλάιπζεο. 
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Οξίδνπκε έλα ζύλνιν  σο έλα θπξηό ζώκα αλ ην  είλαη θπξηό θαη ζπκπαγέο 

ζύλνιν δηάζηαζεο . Γηα δύν ζύλνια , νξίδνπκε ην άζξνηζκα Minkowski 

ηνπο σο . Γηα έλα θπξηό ζώκα , νξίδνπκε ην 

ζπλαξηεζηαθό Minkowski ηνπ σο . Έλα θπξηό ζώκα 

ραξαθηεξίδεηαη από ηνλ όγθν ηνπ, . 

Έλα ειιεηςνεηδέο  είλαη έλα θπξηό ζώκα θαη νξίδεηαη από έλα δηάλπζκα 

 θαη έλαλ ζεηηθά εκηνξηζκέλν πίλαθα  σο 

. Αλ , ηόηε . Ο 

όγθνο ελόο ειιεηςνεηδνύο  νξίδεηαη σο 

, όπνπ . 

πλερίδνπκε, νξίδνληαο έλαλ ζεκαληηθό ηύπν ειιεηςνεηδνύο, ην M-ειιεηςνεηδέο ([5], 

[16]). Γηα ηνλ νξηζκό ηνπ, ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ ειάρηζην αξηζκό θάιπςεο, , 

ελόο θπξηνύ ζώκαηνο  από αληίγξαθα (ή κεηαηνπίζεηο) ελόο άιινπ θπξηνύ ζώκαηνο 

. 

Οριζμός 8. Έζησ έλα θπξηό ζώκα . Έλα ειιεηςνεηδέο  είλαη έλα M-

ειιεηςνεηδέο γηα ην  αλ ηζρύεη όηη . 

Ο Milman, ν νπνίνο όξηζε ηα M-Διιεηςνεηδή, απέδεημε όηη ππάξρεη έλα M-

Διιεηςνεηδέο γηα θάζε θπξηό ζώκα (παξαπέκπνπκε ζην [16] θαη ζηηο εθεί αλαθνξέο). 

Ο ππνινγηζκόο ελόο M-ειιεηςνεηδνύο κπνξεί λα γίλεη ζε ρξόλν  κε ηνλ 

αιγόξηζκν ησλ Dadush et al [16]. 

Πξνρσξάκε ζηελ παξνπζίαζε ελλνηώλ από ηα δηθηπσηά. Έλα δηθηπσηό  

νξίδεηαη από κηα βάζε , απνηεινύκελε από  γξακκηθά 

αλεμάξηεηα δηαλύζκαηα. Ζ νξίδνπζα ελόο δηθηπσηνύ  νξίδεηαη σο 

. Έλα δηθηπσηό  ραξαθηεξίδεηαη, σο πξνο έλα θπξηό ζώκα , 

από ηα αθόινπζα κεγέζε: 
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 Διαρίζηε απόζηαζε ηνπ  από ην :  

 Αθηίλα θάιπςεο ηνπ  από ην :  

Έλαο ζεκαληηθόο γηα ηηο εθαξκνγέο καο ηύπνο δηθηπσηνύ είλαη ην δηθηπσηό ηνπ 

Rogers [5]. Γηα έλα δηθηπσηό ηνπ Rogers, , σο πξνο έλα θπξηό ζώκα , ηζρύεη όηη 

. 

Οριζμός 9. Γηα έλα ζπκκεηξηθό σο πξνο ην θέληξν ηνπ θπξηό ζώκα , ππάξρεη 

έλα δηθηπσηό δηάζηαζεο , , ηέηνην ώζηε:  θαη . 

Έλα δηθηπσηό πνπ πιεξνί απηέο ηηο ηδηόηεηεο, ιέγεηαη δηθηπσηό ηνπ Rogers. 

 

O ππνινγηζκόο ηεο βάζεο ελόο δηθηπσηνύ πνπ πιεξνί ηηο ζπλζήθεο γηα λα 

ραξαθηεξηζηεί δηθηπσηό ηνπ Rogers, κπνξεί λα γίλεη ζε ρξόλν  κε ρξήζε ηνπ 

αιγνξίζκνπ πνπ πξνηείλνπλ νη Alon et al ζην [5].  

Παξαπέκπνπκε ζην παξάξηεκα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο γηα ηελ παξνπζίαζε 

αιγνξίζκσλ θαηαζθεπήο M-ειιεηςνεηδώλ θαη δηθηπσηώλ ηνπ Rogers. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3.  ΠΡΟΔΓΓΙΗ ΙΟΡΡΟΠΙΑ 

NASH ΠΑΙΓΝΙΧΝ ΓΙΠΙΝΑΚΑ ΜΔ ΥΡΗΗ Δ-NETS 

3.1 Ζ Νόξκα γ2 Πίλαθα σο Ζκηνξηζκέλν Πξόγξακκα 

3.2 Πξνζεγγηζηηθόο Αιγόξηζκνο Δύξεζεο ηεο Πξνζεγγηζηηθήο Βαζκίδαο Πίλαθα 

3.3 Απνηειεζκαηηθή Καηαζθεπή ρεδόλ Βέιηηζησλ ε-nets 

3.4 Πνιπσλπκηθνύ Υξόλνπ Πξνζεγγηζηηθό ρήκα Δύξεζεο Ηζνξξνπηώλ Nash γηα 

Παίγληα Λνγαξηζκηθήο Πξνζεγγηζηηθήο Βαζκίδαο 

 

3.1 Η Νόρμα γ2 Πίνακα φς Ημιοριζμένο Πρόγραμμα 

Ο νξηζκόο ηεο λόξκαο  (νξηζκόο 6) κπνξεί λα αλαδηαηππσζεί σο ην αθόινπζν 

εκηνξηζκέλν πξόγξακκα [35]: γηα έλαλ πίλαθα , 

  subject to              (3.1) 

Παξνκνίσο, ν νξηζκόο ηεο λόξκαο  (νξηζκόο 7) κπνξεί λα αλαδηαηππσζεί σο 

εκηνξηζκέλν πξόγξακκα: γηα  ςάρλνπκε έλαλ -ειαρηζηνπνηεηή ηνπ (3.1). 

Δηζάγνπκε, ινηπόλ, έλα επηπιένλ ζύζηεκα γξακκηθώλ πεξηνξηζκώλ ζην (3.1): 

 

subject to    
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Θεσξνύκε όηη έρνπκε κηα ξνπηίλα APPROX_GAMMA2( ) πνπ επηζηξέθεη κηα 

ιύζε ηνπ παξαπάλσ εκηνξηζκέλνπ πξνγξάκκαηνο, γηα ηελ επθνιόηεξε παξνπζίαζε 

αιγνξίζκσλ ζηε ζπλέρεηα ηνπ θεθαιαίνπ. Αθνύ ιύζνπκε ην (γ2SDP) γηα έλαλ πίλαθα 

, κπνξνύκε λα βξνύκε ηελ αληίζηνηρε παξαγνληνπνίεζε ηνπ σο  

εθαξκόδνληαο παξαγνληνπνίεζε ηδηνηηκώλ ζηνλ ειαρηζηνπνηεηή πνπ καο 

επηζηξάθεθε. 

3.2 Προζεγγιζηικός Αλγόριθμος Δύρεζης ηης Προζεγγιζηικής Βαθμίδας Πίνακα 

Μέρξη ηελ ζηηγκή ηεο ζπγγξαθήο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο, δελ είρε δεκνζηεπηεί 

θάπνηνο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ αιγόξηζκνο ππνινγηζκνύ ηεο πξνζεγγηζηηθήο 

βαζκίδαο πίλαθα. Γη’ απηό, ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ αιγόξηζκν ηνλ Lee θαη Shraibman 

[34], ν νπνίνο καο επηζηξέθεη κηα ινγαξηζκηθή πξνζέγγηζή ηεο κέζσ ηνπ 

ππνινγηζκνύ ηεο λόξκαο  ηνπ πίλαθα θη ελόο βήκαηνο ηπραίαο πξνβνιήο. 

Σξνπνπνηνύκε ειαθξώο απηό ηνλ αιγόξηζκν γηα λα ιεηηνπξγεί κε είζνδν έλαλ πίλαθα 

πνπ ηα ζηνηρεία ηνπ νξίδνληαη ζ’ έλα ζπλερέο δηάζηεκα. Ο αιγόξηζκνο ησλ Lee θαη 

Shraibman ιεηηνπξγεί κε είζνδν έλαλ πίλαθα πξνζήκσλ , ελώ ν δηθόο 

καο κε έλαλ γεληθόηεξν πίλαθα  (κπνξεί λα δνπιέςεη θαη κε είζνδν 

έλαλ πίλαθα , εθαξκόδνληαο θιηκάθσζε ζηα ζηνηρεία ηνπ). Ο αιγόξηζκνο 

παξνπζηάδεηαη ζπλνπηηθά ζηνλ πίλαθα 1. 

Θεώρημα 2. [6] Έζησ  έλαο  πίλαθαο κε , . Γηα νπνηνδήπνηε 

 ηζρύεη 

 

Δπηπιένλ, κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηπραηνθξαηηθά ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν ηνλ 

πίλαθα , πνπ απνδεηθλύεη όηη ε  έρεη ην παξαπάλσ άλσ όξην. 

 

Απόδεημε: Θεσξνύκε ηελ παξαγνληνπνίεζε , κε  έλαλ πίλαθα  θαη 

 έλαλ πίλαθα , πνπ δίλεη ηελ . Γηα κηα ηηκή , νξίδνπκε 
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. Γεκηνπξγνύκε ηνλ ηπραίν πίλαθα , δηάζηαζεο , ηα 

ζηνηρεία ηνπ νπνίνπ είλαη αλεμάξηεηεο θαη παλνκνηόηππα θαηαλεκεκέλεο ηπραίεο 

κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνύλ ηελ . Καηαζθεπάδνπκε έηζη ηνλ πίλαθα 

. Πξνθαλώο, ηζρύεη όηη  θάηη πνπ ζεκαίλεη όηη 

. Γηα λα πηζηνπνηήζνπκε όηη ν  δίλεη ην δεηνύκελν 

, αξθεί λα δείμνπκε όηη κε κεγάιε πηζαλόηεηα απνηειεί κηα θαιή 

πξνζέγγηζε ηνπ . Λόγσ ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ Arriaga-Vempala [7], ηζρύεη όηη ε 

πηζαλόηεηα λα είλαη o  έλαο -πξνζεγγηζηηθόο πίλαθαο ηνπ  είλαη: 

. 

Θεώρημα (Arriaga-Vempala, 2006). Έζησ  θαη   νη πξνβνιέο 

ησλ  ζηνλ  κε ηνλ ηπραίν πίλαθα , ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία είλαη 

αλεμάξηεηεο θαη νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλεο ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνύλ 

ηελ  ή ηελ . Σόηε: 

 

θαη  

 

Γη’ απηό ην ιόγν, ππάξρεη ζίγνπξα αλάκεζα ζε όιεο ηηο δπλαηέο θαηαζθεπέο ηνπ  

έλαο πίλαθαο  ηέηνηνο ώζηε , ηνλ νπνίν κπνξνύκε λα 

εληνπίζνπκε κε κεγάιε πηζαλόηεηα ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. Οξίδνπκε έλα θαηάιιειν 

όξην, , ζηνλ αξηζκό ησλ ηπραίσλ πηλάθσλ πνπ ζα δεκηνπξγήζνπκε θαη, κε ρξήζε 

ησλ θξαγκάησλ Chernoff, παίξλνπκε κε κεγάιε πηζαλόηεηα ηνλ πίλαθα  κε 

 θαη πνπ είλαη -πξνζέγγηζε ηνπ , ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν, κέζσ ηεο 

δηελέξγεηαο  δνθηκώλ Monte Carlo, ζε θάζε κηα απ’ ηηο νπνίεο παξάγνπκε έλαλ 
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ηπραίν πίλαθα , δεκηνπξγνύκε ηνλ αληίζηνηρν ηνπ πίλαθα  θαη ειέγρνπκε αλ ν  

πιεξνί ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ζεσξήκαηνο.   

Γηα λα βξνύκε έλα πιήζνο επαλαιήςεσλ ηνπ αιγνξίζκνπ, , ηέηνην ώζηε λα πάξνπκε 

έλαλ πίλαθα  πνπ πιεξνί ηηο δεηνύκελεο ηδηόηεηεο κε κεγάιε πηζαλόηεηα, ζα 

ζεσξήζνπκε ηελ θάζε εθηέιεζή ηνπ ζαλ κηα δνθηκή Bernoulli. Οξίδνπκε ηελ 

αθνινπζία 0/1 ηπραίσλ κεηαβιεηώλ , , κε πηζαλόηεηα επηηπρίαο   

θαη κε ηελ i-νζηή ηπραία κεηαβιεηή λα αληηζηνηρεί ζηελ i-νζηή επαλάιεςε ηνπ 

αιγνξίζκνπ θαη ην άζξνηζκά ηνπο . Θα θξάμνπκε ηελ πηζαλόηεηα λα κελ 

επηζηξαθεί ν δεηνύκελνο πίλαθαο αλ ην αλακελόκελν πιήζνο επαλαιήςεσλ ηνπ 

αιγνξίζκνπ είλαη γξακκηθό σο πξνο , ρξεζηκνπνηώληαο θξάγκαηα Chernoff.  

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ παξαθάησ απιή κνξθή ηνπο (όξηα Angluin-Valiant [51]), 

έρνπκε: 

, γηα  

δειαδή, ε πηζαλόηεηα απνηπρίαο κεηώλεηαη εθζεηηθά σο πξνο  θαη . πλεπώο, 

αθόκα θαη γηα , ν αιγόξηζκνο καο επηζηξέθεη κε κεγάιε πηζαλόηεηα έλαλ 

πίλαθα  πνπ έρεη  θαη είλαη έλαο -πξνζεγγηζηηθόο πίλαθαο ηνπ 

πίλαθα . 

3.3 Αποηελεζμαηική Καηαζκεσή τεδόν Βέληιζηφν ε-nets 

ηελ ελόηεηα 2.5.1 πεξηγξάςακε κηα απιή θαηαζθεπή -net γηα έλαλ πίλαθα 

, ε νπνία δίλεη έλα εμαξηώκελν απ’ ηε βαζκίδα άλσ όξην γηα ηνλ 

αξηζκό θάιπςεο ηνπ Ε, , ην νπνίν κπνξεί λα γίλεη πνιύ 

κεγάιν. 

Μπνξνύκε λα πάξνπκε έλα ζεκαληηθά ρακειόηεξν όξην γηα ηνλ αξηζκό θάιπςεο 

πίλαθα, ην νπνίν εμαξηάηαη από ηελ -βαζκίδα ηνπ, ρξεζηκνπνηώληαο έλαλ αιγόξηζκν 

θαηαζθεπήο ελόο ζρεδόλ-βέιηηζηνπ -net, , γηα ηνλ  πνπ ζρεδίαζαλ νη Alon et al  
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Πίλαθαο 3.1: Ο ηξνπνπνηεκέλνο ηπραηνθξαηηθόο αιγόξηζκνο ησλ Lee θαη Shraibman. 

APPROX_RANK( ) 

Δίζνδνο: Πίλαθαο , ,  

1. APPROX_GAMMA2( ) 

2.  

3. Γηα                                                                            //π.ρ.  

a.                                           //  

b.  

c. Αλ , επίζηξεςε . 

4. Δκθάληζε: «Γελ ππνινγίζηεθε πίλαθαο  πνπ είλαη -πξνζέγγηζε ηνπ  κέζα ζε  

επαλαιήςεηο.» 

Έμνδνο: Πίλαθαο  ή κήλπκα όηη δελ ππνινγίζηεθε ηέηνηνο πίλαθαο. 

[5], ν νπνίνο θαηαζθεπάδεη έλα ηέηνην ζύλνιν, , κεγέζνπο  ζε ρξόλν 

, όπνπ . 

Ο αιγόξηζκόο ησλ Alon et al βαζίδεηαη ζηνλ αιγόξηζκν ησλ Dadush θαη Vempala 

[16] γηα ηελ απαξίζκεζε ησλ ζεκείσλ ηεο ηνκήο ελόο δηθηπσηνύ κ’ έλα θπξηό ζώκα 

(παξαπέκπνπκε ζην παξάξηεκα). Αλ μέξνπκε εθ ησλ πξόηεξσλ όηη 

, κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε ην  κε ηνλ αιγόξηζκν πνπ 

ζα αλαπηπρζεί ζ’ απηή ηελ ελόηεηα δνπιεύνληαο απ’ επζείαο κε ηνλ , ρσξίο λα 

ππνινγίζνπκε ηελ πξνζεγγηζηηθή βαζκίδα ηνπ. 

Γηα ηελ αλάπηπμε ηεο ελόηεηαο, ζεσξνύκε όηη έρνπκε έλαλ πίλαθα  (ζε 

πεξίπησζε πνπ απηό δε ηζρύεη, εθαξκόδνπκε θιηκάθσζε ζηα ζηνηρεία ηνπ) θαη όηη 
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έρνπκε ππνινγίζεη κηα -πξνζέγγηζε ηεο  γηα  θαη 

 κε ηε ξνπηίλα APPROX_RANK( ). 

Πξέπεη λα αλαθέξνπκε όηη ζα κπνξνύζακε λα επηιέμνπκε έλα , όπνπ  κηα 

ζεηηθή ζηαζεξά, νπόηε λα κελ είρακε ηελ εμάξηεζε ηεο ρξνληθήο θαη ρσξηθήο 

πνιππινθόηεηαο ηνπ αιγνξίζκνπ από ην , όκσο ηόηε ζα είρακε απιά κηα ρνλδξηθή 

πξνζέγγηζε ηεο -βαζκίδαο ηνπ  θαη επηπξόζζεην ζθάικα ζηελ πξνζέγγηζε ηνπ 

θπξηνύ πεξηβιήκαηνο ηνπ ρώξνπ ζηειώλ ηνπ πίλαθα πνπ ηε δίλεη από ην -net. Σν 

αθόινπζν απνηέιεζκα δηαηππώζεθε πξώηα από ηνπο Alon et al [6]. 

Θεώρημα 3.  Έζησ πίλαθαο  κε . Μπνξνύκε λα 

θαηαζθεπάζνπκε έλα  -net  γηα ηνλ , κεγέζνπο , ζε 

ρξόλν . 

 

Απόδεημε:  Υσξίδνπκε ηελ απόδεημε ζε δύν κέξε. Αξρηθά, ζα δείμνπκε πσο 

κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε ην  ρξεζηκνπνηώληαο ην ρώξν θαη ην ρξόλν πνπ 

αλαθέξνληαη ζην ζεώξεκα. Μεηά, ζα δείμνπκε όηη ην  είλαη πξάγκαηη -net γηα ηνλ 

. 

Θεσξνύκε ηνλ πίλαθα . Έζησ ηα ζπκκεηξηθά σο 

πξνο ην θέληξν ηνπο θπξηά ζώκαηα  θαη 

. Ο ζηόρνο είλαη ε ζρεδόλ βέιηηζηε, δειαδή κε κηα θαιή 

πξνζέγγηζε ηνπ ειάρηζηνπ αξηζκνύ αληηγξάθσλ, θάιπςε ηνπ  από αληίγξαθα ηνπ . 

Αο θάλνπκε πξώηα κηα εθηίκεζε ηνπ . Δπεηδή , έρνπκε όηη 

, ρξεζηκνπνηώληαο ην ιήκκα 3.3 ηνπ [5]. Σώξα, ζα 

δνύκε πσο κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε αιγνξηζκηθά ηελ πξναλαθεξζείζα βέιηηζηε 

θάιπςε ηνπ  από αληίγξαθα ηνπ , ε νπνία ζα καο δώζεη ην δεηνύκελν -net, , 
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γηα ηνλ , ρξεζηκνπνηώληαο ρξόλν  θαη ρώξν  (ζεώξεκα 1.9 ηνπ 

[5]). Ζ βάζε ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ν ππνινγηζκόο ελόο δηθηπσηνύ ηνπ Rogers 

δηάζηαζεο , , γηα ην , θη ελόο M-ειιεηςνεηδνύο, , γηα ην , ηα νπνία 

νξίζακε ζηνπο νξηζκνύο 8 θη 9 ηεο ελόηεηαο 2.6. Όπσο αλαθέξακε θαη ζηελ ελόηεηα 

2.6, ε βάζε ελόο δηθηπσηνύ ηνπ Rogers  κπνξεί λα ππνινγηζηεί ζε ρξόλν , ελώ 

ηνλ ίδην ρξόλν απαηηεί ν ππνινγηζκόο ελόο M-Διιεηςνεηδνύο γηα ην . Γηα 

ιεπηνκέξεηεο, παξαπέκπνπκε ζην παξάξηεκα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο. Σν 

επηζηξεθόκελν -net γηα ηνλ  είλαη ην . Υξεζηκνπνηνύκε ην 

M-ειιεηςνεηδέο, , γηα ηελ απαξίζκεζε ηνπ . Ζ απαξίζκεζε απηνύ ηνπ 

ζπλόινπ απαηηεί ρξόλν , όπνπ 

. Απνδεηθλύεηαη [5] όηη 

, νπόηε ν ρξόλνο θαηαζθεπήο ηνπ είλαη ζηελ νπζία 

. 

Γηαηί, όκσο, ην  είλαη όλησο -net γηα ηνλ ; Ζ παξαθάησ πξόηαζε δίλεη ηελ 

απάληεζε. 

Πρόταση 1: Έλα -net γηα έλαλ πίλαθα  πνπ είλαη -πξνζέγγηζε ελόο 

πίλαθα  ζηε λόξκα  είλαη -net γηα ηνλ . 

 

Απόδεημε: Έζησ ην -net  γηα ηνλ . Σόηε, , 

, γηα θάπνην . Αο δνύκε πόζν θαιά 

πξνζεγγίδνπλ ηα ζηνηρεία ηνπ  απηά ηνπ . 

. Άξα, ην  είλαη πξάγκαηη -net γηα ηνλ .  

Έηζη, δείμακε όηη ην  είλαη ην δεηνύκελν -net.  
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ην εμήο, ζα ζεσξνύκε όηη έρνπκε δηαζέζηκε κηα ξνπηίλα EPSILON_NET( , ), ε 

νπνία θαηαζθεπάδεη έλα ζρεδόλ-βέιηηζην -net γηα ηνλ , κε ηε κέζνδν 

πνπ πεξηγξάθεθε ζηελ απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο 3. 

3.4 Πολσφνσμικού Υρόνοσ Προζεγγιζηικό τήμα Δύρεζης Ιζορροπιών Nash για 

Παίγνια Λογαριθμικής Προζεγγιζηικής Βαθμίδας 

Όπσο αλαθέξακε θαη ζηελ ππνελόηεηα 2.2.1, ην πξόβιεκα εύξεζεο κηαο ηζνξξνπίαο 

Nash, ,  ελόο παηγλίνπ δηπίλαθα  κε  είλαη 

ηζνδύλακν κε ην πξόβιεκα εύξεζεο ελόο νιηθνύ ειαρηζηνπνηεηή ηνπ ηεηξαγσληθνύ 

πξνγξάκκαηνο (NEQP).  Απνθηάκε έλα πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό ζρήκα, 

γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ ν πίλαθαο  έρεη ινγαξηζκηθή -βαζκίδα σο πξνο ηηο 

δηαζηάζεηο ηνπ θαη έρνπκε εθ ησλ πξνηέξσλ έλαλ πίλαθα  ηέηνηνλ ώζηε 

 θαη . Γηα λα πάξνπκε, όκσο απηόλ ηνλ 

πίλαθα, αξθεί λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ APPROX_GAMMA2( ) θαη λα εμεηάζνπκε 

αλ ν πίλαθαο  έρεη ζηαζεξή λόξκα , δηόηη απηό είλαη ηθαλή ζπλζήθε γηα λα έρεη 

ινγαξηζκηθή -βαζκίδα. 

ηελ νπζία, ε επίιπζε ηνπ (γ2SDP) καο δίλεη έλαλ αιγόξηζκν πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ 

γηα ηελ επαιήζεπζε αλ ν πίλαθαο  ελόο παηγλίνπ δηπίλαθα  έρεη ζηαζεξή λόξκα 

. 

Αλ απηό ηζρύεη, δεκηνπξγνύκε ηνλ πίλαθα , όπνπ ,  νη πίλαθεο ηεο 

παξαγνληνπνίεζεο πνπ δίλεη ηε λόξκα , θαηαζθεπάδνπκε έλα -net, , γη’ 

απηόλ θαη ππνινγίδνπκε, γηα θάζε , ηνλ νιηθό ειαρηζηνπνηεηή ηνπ αθόινπζνπ 

θπξηνύ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο 
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Πίλαθαο 3.2: Ο αιγόξηζκνο ησλ Αlon et al γηα ηνλ ππνινγηζκό ε-ηζνξξνπηώλ Nash. 

LOGAPPROXRANK_APPROX_NE( ) 

Δίζνδνο: Παίγλην δηπίλαθα , , ,  

Πξνϋπόζεζε:  

1. = EPSILON_NET( , ) 

2. Γηα θάζε , ππνιόγηζε κηα ιύζε ηνπ (NECP) 

a. = 

  

3. Δπέζηξεςε ην  

Έμνδνο: ύλνιν -ηζνξξνπηώλ Nash ηνπ , . 

 

 

 

Δπηζηξέθνπκε όια ηα δεύγε  γηα ηα νπνία ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε  έρεη 

ηηκή κηθξόηεξε ή ίζε ηεο , δηόηη αληηζηνηρνύλ ζε -ηζνξξνπίεο Nash ηνπ .  

Ζ θαηαζθεπή ηνπ  γίλεηαη ζε ρξόλν  θαη ην κέγεζόο ηνπ είλαη 

. Δθόζνλ ην θπξηό πξόγξακκα (NECP) κπνξεί λα επηιπζεί ζε ρξόλν 

 (παξαπέκπνπκε ζηελ ελόηεηα 2.5.3), ν ρξόλνο εθηέιεζεο 

ρεηξόηεξεο πεξίπησζεο ηνπ LOGAPPROXRANK_APPROX_NE είλαη 

. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4. ΠΡΟΔΓΓΙΗ ΙΟΡΡΟΠΙΑ 

NASH ΠΑΡΑΜΔΣΡΟΠΟΙΗΜΔΝΧΝ ΠΑΙΓΝΙΧΝ 

ΓΙΠΙΝΑΚΑ 

 

4.1 Παξακεηξνπνηεκέλα Παίγληα Γηπίλαθα 

4.2 Γηεύξπλζε ηεο Κιάζεο Παηγλίσλ Γηπίλαθα κε ηαζεξή Πξνζεγγηζηηθή Νόξκα γ2 

ηνπ Αζξνίζκαηνο ησλ Πηλάθσλ Χθειεηώλ ηνπο 

4.3 Πεηξακαηηθή Γηεξεύλεζε 

 

4.1 Παραμεηροποιημένα Παίγνια Γιπίνακα 

Παξακεηξνπνηνύκε έλα παίγλην δηπίλαθα αθινπζώληαο ηελ ίδηα πξνζέγγηζε κε ηελ 

εξγαζία ησλ Κνληνγηάλλε θαη ππξάθε [33]. Έζησ ην παίγλην δηπίλαθα ,  

 θαη  ην άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ σθέιεηαο ηνπ παηγλίνπ. 

Θεσξνύκε κηα παξάκεηξν  θαη παξακεηξνπνηνύκε ην άζξνηζκα ησλ 

πηλάθσλ σθέιεηαο σο . Μπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε ην  σο 

κηα παξάκεηξν αληζνκεξνύο ζηάζκηζεο ησλ σθειεηώλ ησλ δύν παηθηώλ. Οπόηε, καο 

ελδηαθέξεη λα κελ είλαη πνιύ θνληά ζηηο ηηκέο  θαη  (κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε 

), ελώ πξνηηκνύκε λα κελ είλαη ίζν κε , αθνύ ηόηε θάλεη απιώο 

κηα θιηκάθσζε ησλ ηηκώλ σθέιεηαο, ρσξίο λα ηηο ζηαζκίδεη αληζνκεξώο. 
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4.2 Γιεύρσνζη ηης Κλάζης Παιγνίφν Γιπίνακα με ηαθερή Προζεγγιζηική 

Νόρμα γ2 ηοσ Αθροίζμαηος ηφν Πινάκφν Χθελειών ηοσς 

Όπσο δείμακε ζηελ ελόηεηα 3.1, ε λόξκα  ελόο πίλαθα κπνξεί λα ππνινγηζηεί κέζσ 

ηεο επίιπζεο ηνπ εκηνξηζκέλνπ πξνγξάκκαηνο γ2SDP. Μπνξνύκε λα 

παξακεηξνπνηήζνπκε απηό ην εκηνξηζκέλν πξόγξακκα σο πξνο , νύησο 

ώζηε λα επηζηξέθεη εθείλε ηελ ηηκή ηνπ , έζησ , πνπ ειαρηζηνπνηεί ηε λόξκα  

ηνπ δεδνκέλνπ πίλαθα. Μέζσ παξακεηξνπνίεζεο, παίξλνπκε ην αθόινπζν 

εκηνξηζκέλν πξόγξακκα  

 

subject to , 

 

 

Δίλαη πξνθαλέο όηη γηα δύν νπνηνπζδήπνηε πίλαθεο , ε λόξκα  

έρεη κεγαιύηεξε ηηκή από ηε λόξκα . Δθόζνλ ην  νξίδεηαη ζην 

, ην κέγεζνο ησλ ηηκώλ ησλ πηλάθσλ   κπνξεί κόλν λα κεησζεί από 

ηνλ πνιιαπιαζηαζκό ηνπο κε  θαη . Απηό είλαη αξθεηό ώζηε νη πίλαθεο ηεο  

παξαγνληνπνίεζεο , ,   πνπ δίλεη ηε λόξκα  ηνπ 

 λα έρνπλ κηθξόηεξεο κέγηζηεο -λόξκεο γξακκώλ από ηνπο 

αληίζηνηρνύο ηνπο πίλαθεο ηεο παξαγνληνπνίεζεο , ,  πνπ 

δίλεη ηε λόξκα  ηνπ . 

Ζ επίιπζε ηνπ γ2SDP( ) δε καο επηζηξέθεη κόλν ηε  λόξκα ηνπ πίλαθα , αιιά 

θαη ηελ ηηκή  γηα ηελ νπνία επηηπγράλεηαη ε κεγαιύηεξε κείσζε ηεο λόξκαο  γηα 

. Απηό ζεκαίλεη όηη ην γ2SDP( ) καο δίλεη έλα πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ 

αιγόξηζκν αλαγλώξηζεο ηνπ αλ έλα παξακεηξνπνηεκέλν παίγλην δηπίλαθα, , 

, αλήθεη ζηελ ππνθιάζε ησλ παηγλίσλ δηπίλαθα γηα ηα νπνία κπνξνύκε 
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λα ππνινγίζνπκε κηα πξνζεγγηζηηθή ηζνξξνπία Nash κε ην ηπραηνθξαηηθό 

πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό ζρήκα πνπ αλαπηύμακε ζηελ παξάγξαθν 3. 

Θεώρημα 4. Έζησ ην παίγλην δηπίλαθα ,   θαη ν πίλαθαο 

, γηα . Αλ ππάξρεη κηα ηηκή , θξαγκέλε 

καθξηά από ηηο ηηκέο  θαη , γηα ηελ νπνία ν πίλαθαο  λα 

έρεη λόξκα , ηόηε κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε, κε κεγάιε 

πηζαλόηεηα, κηα -ηζνξξνπία Nash ηνπ , ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κέζσ 

απαξίζκεζεο ησλ ζηνηρείσλ ελόο ζρεδόλ-βέιηηζηνπ -net. 

 

Απόδεημε: Αξρηθά, απνδεηθλύνπκε ηελ αθόινπζε πξόηαζε:  

Πρόηαζη 2: Έζησ ην παίγλην δηπίλαθα ,   θαη ν 

πίλαθαο , γηα . Κάζε -ειαρηζηνπνηεηήο, 

, ηνπ παξακεηξνπνηεκέλνπ ηεηξαγσληθνύ πξνγξάκκαηνο 

ησλ Mangasarian θαη Stone: 

 

 

επάγεη κηα -ηζνξξνπία Nash ηνπ , , γηα θάζε . 

 

Απόδεημε: Πξνθαλώο, ηζρύεη όηη  θαη 

.  

Απηέο νη αληζόηεηεο είλαη ηζνδύλακεο κε ηηο:  

θαη . Απηό ζεκαίλεη όηη νη κεηακέιεηεο ησλ 

παηθηώλ δελ ππεξβαίλνπλ ην , ν.ε.δ.   
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ηε ζπλέρεηα, ζα δείμνπκε όηη αλ γηα ην  ηζρύεη όηη , 

κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε κηα ηέηνηα -ηζνξξνπία Nash ηνπ ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν 

κε κεγάιε πηζαλόηεηα, κέζσ ηεο απαξίζκεζεο ησλ ζηνηρείσλ ελόο ζρεδόλ βέιηηζηνπ 

-net γηα ηελ πξνζέγγηζε ηεο ηεηξαγσληθήο κνξθήο ηνπ . 

Αξρηθά, κειεηάκε ηελ πνηόηεηα πξνζέγγηζεο ησλ ηζνξξνπηώλ Nash ηνπ  ησλ 

-ειαρηζηνπνηεηώλ ηνπ .  

 

Πρόηαζη 3: Έζησ ην παίγλην δηπίλαθα ,   θαη ν 

πίλαθαο , γηα δεδνκέλν  ηέηνην ώζηε 

. Αλ κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε έλα -net, 

, γηα ηνλ  κε ρξήζε ελόο ληεηεξκηληζηηθνύ (ή ηπραηνθξαηηθνύ Las 

Vegas) αιγνξίζκνπ ζε ρξόλν  κε κέγεζόο , 

ηόηε κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε κηα -ηζνξξνπία Nash ηνπ , , ζε 

ρξόλν . 

 

Απόδεημε: Έζησ όηη έρνπκε θαηαζθεπάζεη έλα -net, , γηα ηνλ 

 ρξεζηκνπνηώληαο ρξόλν  θαη ρώξν . Μέζσ 

απηνύ, επηιύνπκε, γηα θάζε , ην θπξηό πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο: 
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Δπηζηξέθνπκε όια ηα δεύγε  γηα ηα νπνία ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε  

έρεη ηηκή κηθξόηεξε ή ίζε ηεο . Απηό απαηηεί ρξόλν 

 κε ηνλ πνιπσλπκηθό σο πξνο  θαη  

παξάγνληα λα είλαη ν ρξόλνο επίιπζεο ηνπ . Θα δείμνπκε όηη απηά 

ηα δεύγε επάγνπλ -ηζνξξνπίεο Nash ηνπ . Έζησ, ινηπόλ, έλα ηέηνην 

δεύγνο  πνπ είλαη -ειαρηζηνπνηεηήο ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ηνπ  γηα ην ζηνηρείν .  

Πξνθαλώο, 

 

, ιόγσ ηνπ πεξηνξηζκνύ 

. 

Δπίζεο,  , νπόηε 

. Απηό, 

κε ηε ζεηξά ηνπ, ζπλεπάγεηαη όηη: 

   

. 

Οπόηε, ζπκπεξαίλνπκε όηη ην  είλαη -ηζνξξνπία Nash ηνπ  αθνύ 

θαζηζηά ηηο κεηακέιεηεο ησλ παηθηώλ ην πνιύ ίζεο κε .  
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Λόγσ ηνπ όηη ε ππόζεζε  είλαη ηθαλή ζπλζήθε γηα λα ηζρύεη όηη 

, έρνπκε όηη . Υξεζηκνπνηνύκε ηνλ 

αιγόξηζκν ησλ Alon et al [5] γηα ηελ θαηαζθεπή ελόο ζρεδόλ βέιηηζηνπ -

net, , γηα ηνλ  (ή γηα κηα -πξνζέγγηζή ηνπ, αλ δελ ηζρύεη όηη 

) ρξεζηκνπνηώληαο ρξόλν  θαη ρώξν 

.  Από ηηο Πξνηάζεηο 2 θαη 3 ζε ζπλδπαζκό κε ην Θεώξεκα 2, έπεηαη ε 

απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο.  

 

Σν ζεώξεκα 4, κε ηε ζεηξά ηνπ, δεκηνπξγεί ην εξώηεκα: γηα πνηεο ππνθιάζεηο 

παηγλίσλ δηπίλαθα ππάξρεη κηα ηηκή , θξαγκέλε καθξηά από ηηο ηηκέο  θαη 

, γηα ηελ νπνία ν πίλαθαο  λα έρεη ; αλ έλα πξώην βήκα 

πξνο απηή ηελ θαηεύζπλζε, απνδεηθλύνπκε όηη ηα παίγληα δηπίλαθα ζηαζεξνύ 

αζξνίζκαηνο (ζηα νπνία ππάγνληαη ηα παίγληα κεδεληθνύ αζξνίζκαηνο) αλήθνπλ ζηελ 

πξνηεηλόκελε από εκάο ππνθιάζε παηγλίσλ δηπίλαθα: 

Λήμμα 2. Γηα θάζε παίγλην δηπίλαθα ζηαζεξνύ αζξνίζκαηνο ,  

, ππάξρεη κηα ηηκή  ηέηνηα ώζηε ε λόξκα  ηνπ , κε 

, λα είλαη ζηαζεξή σο πξνο , . 

 

Απόδεημε: Θεσξνύκε . Σόηε, . Γελ είλαη δύζθνιν 

λα δείμνπκε όηη ην γηλόκελν πηλάθσλ  δίλεη ηελ . Αο 

κειεηήζνπκε, ινηπόλ, ηηο κέγηζηεο -λόξκεο κεηαμύ ησλ γξακκώλ γηα ηνπο πίλαθεο 

 θαη . Πξνθαλώο, . 

πλεπώο, ε λόξκα  ηνπ  είλαη ζηαζεξή σο πξνο , .  
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Κιείλνληαο ηελ ελόηεηα, ζα δείμνπκε όηη ε πνιύ επξύηεξε ππνθιάζε ησλ παηγλίσλ 

δηπίλαθα ζηαζεξήο βαζκίδαο ησλ Kannan θαη Theobald [27], ε νπνία πεξηιακβάλεη 

όια ηα παίγληα ζηαζεξνύ αζξνίζκαηνο, αλήθεη ζηελ πξνηεηλόκελε από εκάο 

ππνθιάζε παηγλίσλ δηπίλαθα.  

Λήμμα 4: Έζησ έλα παίγλην δηπίλαθα ,   κε , 

όπνπ  κε-αξλεηηθή αθέξαηα ζηαζεξά. Ζ λόξκα  ηνπ πίλαθα  έρεη ζηαζεξή 

ηηκή σο πξνο , . 

 

Απόδεημε: Από ηνλ Οξηζκό 5 (ελόηεηα 2.4.1) γίλεηαη πξνθαλέο όηη 

, γηα νπνηνδήπνηε . πλεπώο, ε  ηνπ 

 είλαη ζηαζεξή σο πξνο , . Υξεζηκνπνηώληαο ηελ αληζόηεηα [6]: 

, 

δείρλνπκε όηη ε λόξκα  ηνπ  είλαη ζηαζεξή σο πξνο , . 

4.3 Πειραμαηική Γιερεύνηζη 

Σν θίλεηξό καο γηα ηε δηελέξγεηα πεηξακάησλ, είλαη ε δηεξεύλεζε ησλ δύν 

αθόινπζσλ εξσηεκάησλ:  

 Τπάξρεη πξάγκαηη γηα έλα παίγλην δηπίλαθα ,  κηα ηηκή 

ηεο παξακέηξνπ  πνπ λα νδεγεί ζε κεγάιε κείσζε ηεο λόξκαο  ηνπ 

αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ ηνπ, αλ απηόο παξακεηξνπνηεζεί κε 

κηα παξάκεηξν  ; Αλ λαη, πνηά είλαη ε δηαθύκαλζε ησλ ηηκώλ ηεο; 

 Τπάξρεη, γηα έλα παίγλην δηπίλαθα ,  ηνπ νπνίνπ ην 

άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ δελ έρεη ζηαζεξή λόξκα , κηα ηηκή 

απηήο ηεο παξακέηξνπ γηα ηελ νπνία ε λόξκα  ηνπ, 

παξακεηξνπνηεκέλνπ, πιένλ, αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ γίλεηαη 

ζηαζεξή σο πξνο ην πιήζνο ελεξγεηώλ ησλ παηθηώλ; 
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πλεπώο, ηα πεηξάκαηά καο δηελεξγνύληαη ζε κηα θαηεγνξία παηγλίσλ δηπίλαθα, γηα 

ηελ νπνία ππνινγίδνπκε ηε λόξκα  ηνπ πίλαθα-αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ 

σθειεηώλ ησλ παηθηώλ κέζσ επίιπζεο ηνπ (γ2SDP( )), ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ  

γηα ηελ νπνία ε λόξκα  παξακεηξνπνηεκέλνπ αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ 

σθειεηώλ ειαρηζηνπνηείηαη (σο κεηαβιεηή απόθαζεο ηνπ (γ2SDP( )) θαη ηελ ηηκή ηεο 

λόξκαο  γη’ απηή ηελ ηηκή ηνπ . Θα πξέπεη λα δνύκε πώο απηά ηα κεγέζε 

θιηκαθώλνληαη σο πξνο ην πιήζνο ελεξγεηώλ ησλ παηθηώλ. 

Ζ θιάζε παηγλίσλ δηπίλαθα πνπ επηιέμακε είλαη ηα παίγληα λίθεο-ήηηαο. Έλα παίγλην 

λίθεο-ήηηαο είλαη έλα παίγλην δηπίλαθα , ηέηνην ώζηε  . 

Δπηιέμακε ηα παίγληα λίθεο-ήηηαο γηα ηνπο εμήο ιόγνπο: 

a. Μεηά από επηζθόπεζε ηεο βηβιηνγξαθίαο πάλσ ζε θαηεγνξίεο πηλάθσλ γηα 

ηνπο νπνίνπο ε πξνζεγγηζηηθή λόξκα  έρεη θάπνην γλσζηό θάησ θξάγκα 

σο πξνο ηηο δηαζηάζεηο ηνπο, δηαπηζηώζακε όηη ππάξρνπλ ζρεηηθά 

απνηειέζκαηα κόλν γηα κία ππνθαηεγνξία ηεηξαγσληθώλ πηλάθσλ 

πξνζήκσλ, ησλ πηλάθσλ half-graph. Έλαο πίλαθαο half-graph νξίδεηαη σο 

 κε ,  θαη ,  θαη γηα ηε λόξκα , 

 απηώλ ησλ πηλάθσλ ηζρύεη όηη  (παξαπέκπνπκε 

ζην [5] θαη ζηηο αλαθνξέο εθεί). 

b. Έλαο πίλαθαο πξνζήκσλ, , κπνξεί λα κεηαζρεκαηηζηεί ζ’ 

έλαλ πίλαθα  κέζσ ηνπ 1-1 θαη επί κεηαζρεκαηηζκνύ 

, όπνπ  ν πίλαθαο δηαζηάζεσλ  κε όια 

ηα ζηνηρεία ηνπ ίζα κε . Γη’ απηό ην ιόγν, ηα παίγληα πνπ 

αλαπαξηζηώληαη από πίλαθεο πξνζήκσλ είλαη ηζνδύλακα κε ηα παίγληα 

λίθεο-ήηηαο, κε ηελ έλλνηα όηη νη πξνηηκήζεηο ησλ παηθηώλ δηαηεξνύληαη 

από ηνλ κεηαζρεκαηηζκό . 

c. Λόγσ ηνπ απνηειέζκαηνο ησλ Abbott et al [1], ηα παίγληα λίθεο-ήηηαο 

είλαη ηόζν δύζθνια γηα ην πξόβιεκα εύξεζεο ηζνξξνπίαο Nash όζν ηα 

γεληθά παίγληα δηπίλαθα. Γη’ απηό, έρεη ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ ε αλαθάιπςε 

ππνθιάζεσλ παηγλίσλ λίθεο-ήηηαο πνπ λα επηδέρνληαη έλαλ αιγόξηζκν 
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πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ ή, έζησ, έλα πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό 

ζρήκα γηα ηελ εύξεζε ηζνξξνπηώλ Nash. 

Μηα ρξήζηκε ηδηόηεηα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ  είλαη όηη δηαηεξεί ηε λόξκα  ελόο 

πίλαθα. 

Λήμμα 3: Έζησ ν πίλαθαο . Σόηε, . 

Απόδεημε: , αθνύ 

 θαη  ιόγσ ηεο ηξηγσληθήο αληζόηεηαο 

λνξκώλ.  

Δθηειέζακε ηα πεηξάκαηά καο ζην πεξηβάιινλ επηζηεκνληθώλ ππνινγηζκώλ 

MATLAB (έθδνζε R2008b). Γηα ηε κνληεινπνίεζε θαη ηελ επίιπζε ησλ 

εκηνξηζκέλσλ πξνγξακκάησλ ρξεζηκνπνηήζακε ην ινγηζκηθό CVX [56].  

Πξνθεηκέλνπ λα απνθύγνπκε εκθαλίζεηο ίδηνπ πιήζνπο άζζσλ ζηηο γξακκέο ή ζηηο 

ζηήιεο δύν ή πεξηζζόηεξσλ πηλάθσλ σθέιεηαο από δηαθνξεηηθά παίγληα πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζηνλ ίδην παίθηε, θηηάρλνπκε κηα νκάδα παηγλίσλ λίθεο-ήηηαο κε ίζα 

πιήζε ελεξγεηώλ γηα ηνπο δύν παίθηεο, σο αθνινύζσο: γηα κηα πξνθαζνξηζκέλε 

δηάζηαζε (ή, αιιηώο, πιήζνο ελεξγεηώλ αλά παίθηε) , μεθηλάκε από έλαλ κεδεληθό 

πίλαθα, επηιέγνπκε κηα παξάκεηξν  θαη θάλνπκε  ηπραία ζηνηρεία ηεο 

πξώηεο γξακκήο ίζα κε ,  ηπραία ζηνηρεία ηεο δεύηεξεο γξακκήο ίζα κε , 

θ.ν.θ. Έηζη, έλα παίγλην δηπίλαθα νξίδεηαη από ην δεύγνο παξακέηξσλ , . 

Γεκηνπξγνύκε, ινηπόλ, γηα θάπνηα επηινγή ηνπ  όινπο ηνπο πίλαθεο κε ηπραία 

επηιεγκέλα ζηνηρεία ίζα κε  γηα , όπνπ . Γηα θάζε δεύγνο 

παξακέηξσλ , , δεκηνπξγνύκε 5 ηπραία παίγληα λίθεο ήηηαο. Γη’ απηά ηα 5 παίγληα, 

ππνινγίδνπκε ηε κέγηζηε, ηε κέζε θαη ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο λόξκαο  ηνπ πίλαθα-

αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ ησλ παηθηώλ κέζσ επίιπζεο ηνπ (γ2SDP( )), 

ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ  γηα ηελ νπνία ε λόξκα  παξακεηξνπνηεκέλνπ 

αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ ειαρηζηνπνηείηαη (σο κεηαβιεηή απόθαζεο ηνπ  



60 

 

 

 



61 

 

 

 

ρήκα 4.1: Γξαθηθέο παξαζηάζεηο πεηξακάησλ πάλσ ζε ηπραία παίγληα λίθεο-ήηηαο 

κε παξακέηξνπο n=50, k=30 θαη ην ιηγόηεξν 4 άζζνπο αλά γξακκή. (1) Κνηλή 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο επηζηξεθόκελεο ηηκήο ηεο κέγηζηεο (κπιε), κέζεο (θόθθηλν) 

θαη ειάρηζηεο (κσβ) ηηκήο ηεο παξακέηξνπ ι όζν ην k απμάλεηαη από ηελ ηηκή 30 

ζηελ ηηκή 50. (2) Κνηλή γξαθηθή παξάζηαζε ηεο κέγηζηεο ηηκήο ηεο λόξκαο  γηα 

ηνλ κε-παξακεηξνπνηεκέλν (κπιε) θαη ηνλ παξακεηξνπνηεκέλν (θόθθηλν) πίλαθα-

άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ ηνπ παηγλίνπ πνπ νξίδεηαη από ην δεύγνο 

παξακέηξσλ n, k, όζν ην k απμάλεηαη από ηελ ηηκή 30 ζηελ ηηκή 50. (3) Κνηλή 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο κέζεο ηηκήο ηεο λόξκαο  γηα ηνλ κε-παξακεηξνπνηεκέλν 

(κπιε) θαη ηνλ παξακεηξνπνηεκέλν (θόθθηλν) πίλαθα-άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ 

σθειεηώλ ηνπ παηγλίνπ πνπ νξίδεηαη από ην δεύγνο παξακέηξσλ n, k, όζν ην k 

απμάλεηαη από ηελ ηηκή 30 ζηελ ηηκή 50. (4) Κνηλή γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ειάρηζηεο ηηκήο ηεο λόξκαο  γηα ηνλ κε-παξακεηξνπνηεκέλν (κπιε) θαη ηνλ 

παξακεηξνπνηεκέλν (θόθθηλν) πίλαθα-άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ ηνπ παηγλίνπ 

πνπ νξίδεηαη από ην δεύγνο παξακέηξσλ n, k, όζν ην k απμάλεηαη από ηελ ηηκή 30 

ζηελ ηηκή 50.  ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο (2), (3) θαη (4), παξαζέηνπκε ζην ίδην 

γξάθεκα, ζαλ κέηξν ζύγθξηζεο ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ θπζηθνύ ινγαξίζκνπ (κε 

πξάζηλν ρξώκα). 

 (γ2SDP( )) θαη ηελ ηηκή ηεο λόξκαο  γη’ απηή ηελ ηηκή ηνπ .. Καηά θαλόλα, δε 

ζέινπκε λα δεκηνπξγήζνπκε πνιύ αξαηνύο πίλαθεο, αθελόο κελ δηόηη ην άζξνηζκά 

ηνπο έρεη πνιύ κηθξή λόξκα , αθεηέξνπ δε, ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ αιγόξηζκν ησλ  

Codenotti et al [15] κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε, νύησο ή άιισο κηα επαθξηβή 

ηζνξξνπία Nash ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. Λόγσ ηεο αδπλακίαο ηνπ CVX λα ρεηξηζηεί 

πίλαθεο κεγάιεο δηάζηαζεο ( ), δηελεξγνύκε ηα πεηξάκαηά καο θιηκαθώλνληαο 

ηελ παξάκεηξν  θαη όρη ηελ παξάκεηξν , γηα ζπγθεθξηκέλν . Απηόο είλαη έλαο 

ζεκηηόο ηξόπνο δηελέξγεηαο πεηξακάησλ γηα πίλαθεο κε ζηνηρεία ζην , ησλ 

νπνίσλ ην κέηξν ηεο  λόξκαο  εμαξηάηαη κόλν απ’ ην πιήζνο ησλ άζζσλ αλά 

γξακκή. Δπίζεο, γηα λα απνθύγνπκε εκθαλίζεηο κεδεληθώλ γξακκώλ θαη ζηειώλ 

ζηνπο πίλαθέο ησλ παηγλίσλ πνπ δεκηνπξγνύκε, νη νπνίεο αληηζηνηρνύλ ζε ελέξγεηεο 
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πνπ δελ πξόθεηηαη λα επηιέμνπλ νη παίθηεο, νξίδνπκε έλα ειάρηζην πιήζνο άζζσλ αλά 

γξακκή, ζε ζρέζε κε ηελ παξάκεηξν . 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ ζρήκαηνο 4.1 απεηθνλίδεη ηα πεηξακαηηθά καο 

απνηειέζκαηα γηα ηα δεύγε παξακέηξσλ  θαη . Παξαηεξνύκε όηη ε 

θαηαλνκή ησλ ηηκώλ ηεο παξακέηξνπ  δελ θαίλεηαη λα έρεη θακία εμάξηεζε από ην  

όζν απηό απμάλεηαη, όκσο ζπζζσξεύεηαη ζρεηηθά θνληά ζην , θάηη πνπ λαη κελ 

νδεγεί ζε ηζνκεξή θιηκάθσζε ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ, αιιά δηαηεξεί ην κέγεζνο ηνπ 

–net κηθξό, νπόηε είλαη επηζπκεηή. Όζνλ αθνξά ηηο θαηαλνκέο ηηκώλ ηεο λόξκαο  

γηα ηνλ κε-παξακεηξνπνηεκέλν θαη ηνλ παξακεηξνπνηεκέλν πίλαθα-άζξνηζκα ησλ 

πηλάθσλ σθειεηώλ ηνπ παηγλίνπ, παξαηεξνύκε όηη ε κεγάιε κείσζε πνπ επηθέξεη ε 

παξακεηξνπνίεζε κε  επηηπγράλεηαη, όκσο, εμ’ αηηίαο ηεο ζπζζώξεπζεο ηνπ  θνληά 

ζην , βιέπνπκε όηη ε θακπύιε ηεο λόξκαο , γηα ηα παξακεηξνπνηεκέλα 

παίγληα λίθεο ήηηαο είλαη ζρεδόλ θιηκαθσκέλε εθδνρή ηεο θακπύιεο ηεο λόξκαο  

γηα ηα αληίζηνηρα κε-παξακεηξνπνηεκέλα παίγληα λίθεο-ήηηαο. Ζ ζεκαληηθόηεξε 

παξαηήξεζε είλαη ε κηθξή αιιά ζηαζεξή αύμεζε ηνπο πνπ πξνζεγγίδεη ρνλδξηθά 

απηή ηνπ θπζηθνύ ινγαξίζκνπ, ηόζν γηα ηε κε-παξακεηξνπνηεκέλε όζν θαη γηα ηε 

παξακεηξνπνηεκέλε λόξκα  ηνπ ίδηνπ πίλαθα-αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ 

σθειεηώλ ηνπ παηγλίνπ. Χζηόζν, νη ηηκέο ησλ παξακέηξσλ πνπ ρξεζηκνπνηνύκε είλαη 

πνιύ κηθξέο γηα λα εμαρζεί έλα αζθαιέο ζπκπέξαζκα γηα ην αλ ε παξακεηξνπνίεζε 

ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ κε  ησλ παηγλίσλ πνπ δεκηνπξγνύκε δε 

κπνξεί λα θάλεη ηε λόξκα  ηνπο ζηαζεξή, θαζώο ν ξπζκόο αύμεζεο ηνπ 

ινγαξίζκνπ γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ νξίζκαηνο ηνπ είλαη ζρεδόλ ακειεηέα. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5. ΔΠΙΛΟΓΟ ΚΑΙ ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

 

5.1 Μειινληηθέο Δπεθηάζεηο 

 

 

ηελ παξνύζα εξγαζία παξνπζηάζακε έλαλ ηπραηνθξαηηθό αιγόξηζκν πνιπσλπκηθνύ 

ρξόλνπ κε ηνλ νπνίν κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν θαη κε 

κεγάιε πηζαλόηεηα κηα -ηζνξξνπία Nash, γηα παίγληα δηπίλαθα ησλ νπνίσλ ην 

άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ έρεη -βαζκίδα πνπ είλαη ινγαξηζκηθή σο πξνο ην 

πιήζνο ελεξγεηώλ ησλ παηθηώλ. Μηα ηθαλή ζπλζήθε γηα λα έρεη έλαο πίλαθαο 

ινγαξηζκηθή -βαζκίδα είλαη ην λα έρεη ζηαζεξή λόξκα   σο πξνο ηηο δηαζηάζεηο 

ηνπ. ε αληίζεζε κε ηελ -βαζκίδα, γηα ηελ νπνία θαλέλαο αιγόξηζκνο πνιπσλπκηθνύ 

ρξόλνπ δελ είλαη γλσζηόο, ε λόξκα  κπνξεί λα ππνινγηζηεί ζε πνιπσλπκηθό 

ρξόλν κέζσ ηεο επίιπζεο ελόο ζεηηθά εκηνξηζκέλνπ πξνγξάκκαηνο, ελώ ν 

ππνινγηζκόο ηεο είλαη ην πξώην βήκα ελόο ηπραηνθξαηηθνύ αιγνξίζκνπ 

πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πνπ επηζηξέθεη κηα ινγαξηζκηθή πξνζέγγηζε ηεο -βαζκίδαο. 

Έηζη, απνθηάκε έλαλ πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ αιγόξηζκν επαιήζεπζεο γηα ην αλ έλα 

παίγλην δηπίλαθα αλήθεη ζηελ θιάζε παηγλίσλ δηπίλαθα γηα ηα νπνία κπνξνύκε λα 

ππνινγίζνπκε κηα -ηζνξξνπία Nash  ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κε κεγάιε πηζαλόηεηα. 

ηε ζπλέρεηα, παξνπζηάζακε κηα πξόηαζε γηα ηελ επέθηαζε ηεο θιάζεο ησλ παηγλίσλ 

δηπίλαθα κε ζηαζεξή λόξκα , ζεσξώληαο ηελ παξακεηξνπνίεζε ηνπ αζξνίζκαηνο 

ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ ηνπο κε κηα παξάκεηξν . Παξακεηξνπνηνύκε 

αλαιόγσο ην εκηνξηζκέλν πξόβιεκα ππνινγηζκνύ ηεο λόξκαο  ελόο πίλαθα θαη 
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απνδεηθλύνπκε όηη έλα παξακεηξνπνηεκέλν παίγλην δηπίλαθα έρεη πάληα ρακειόηεξε 

λόξκα  από ην αληίζηνηρό ηνπ κε-παξακεηξνπνηεκέλν παίγλην δηπίλαθα. 

Υξεζηκνπνηνύκε ηελ παξακεηξνπνηεκέλε εθδνρή ηνπ εκηνξηζκέλνπ πξνγξάκκαηνο 

ππνινγηζκνύ ηεο λόξκαο  σο έλαλ πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ αιγόξηζκν 

επαιήζεπζεο γηα ην αλ κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε κηα -ηζνξξνπία Nash ελόο 

παηγλίνπ δηπίλαθα ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κε κεγάιε πηζαλόηεηα, κε θξηηήξην αλ 

ππάξρεη κηα θαηάιιειε ηηκή ηεο παξακέηξνπ , ηέηνηα ώζηε αλ έλα (κε-

παξακεηξνπνηεκέλν) παίγλην δελ έρεη ζηαζεξή λόξκα , ην αληίζηνηρό ηνπ 

παξακεηξνπνηεκέλν παίγλην λα ηελ έρεη. Αθόκε, απνδεηθλύνπκε όηη ζεκαληηθέο 

ππνθιάζεηο παηγλίσλ δηπίλαθα κε ζηηγκηόηππα γηα ηα νπνία κηα ηζνξξνπία Nash είλαη 

ππνινγίζηκε ή, ηνπιάρηζηνλ, πξνζεγγίζηκε ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν αλήθνπλ ζηελ 

πξνηεηλόκελε από εκάο ππνθιάζε παηγλίσλ δηπίλαθα. πλνδεύνπκε ηα ζεσξεηηθά 

απνηειέζκαηα κε ππνινγηζηηθά πεηξάκαηα πάλσ ζε παίγληα λίθεο-ήηηαο, πνπ 

δηελεξγήζεθαλ κε ζηόρν ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο γεληθόηεηαο θαη ηεο ζεκαζίαο απηήο 

ηεο ππνθιάζεο παηγλίσλ δηπίλαθα. 

5.1 Μελλονηικές Δπεκηάζεις 

Ο γεληθόο εξεπλεηηθόο ζηόρνο είλαη ε δηεύξπλζε ηεο θιάζεο παηγλίσλ δηπίλαθα ηα 

νπνία απνηεινύλ εύθνια ζηηγκηόηππα ηνπ πξνβιήκαηνο εύξεζεο κηαο ηζνξξνπίαο 

Nash ή, έζησ, ηνπ πξνβιήκαηνο εύξεζεο κηαο -ηζνξξνπίαο Nash, δειαδή 

επηδέρνληαη έλα (πιήξσο) πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό ζρήκα γηα ην 

πξόβιεκα. Έλαο παξάιιεινο, αιιά θαηλνκεληθά δπζθνιόηεξνο γεληθόο εξεπλεηηθόο 

ζηόρνο είλαη ν ζρεδηαζκόο ελόο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθνύ ζρήκαηνο γηα 

γεληθά παίγληα δηπίλαθα ή ε απόδεημε όηη απηό δελ ππάξρεη, κε βάζε ηα ηξέρνληα 

δεδνκέλα ζηηο ζρέζεηο εγθιεηζκνύ κεηαμύ ησλ θιάζεσλ πνιππινθόηεηαο ρξόλνπ. Σν 

εξώηεκα «γηα πνηεο ππνθιάζεηο παηγλίσλ δηπίλαθα ησλ νπνίσλ ν πίλαθαο  

έρεη  ππάξρεη κηα ηηκή , θξαγκέλε καθξηά από ηηο 

ηηκέο  θαη , γηα ηελ νπνία ν πίλαθαο  λα έρεη 
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;» παξακέλεη αλνηρηό., σζηόζν ηα απνηειέζκαηα ηεο παξνύζαο 

εξγαζίαο απνηεινύλ έλα αξρηθό ζηάδην γηα ηε δηεξεύλεζή ηνπ. Δπίζεο, ηα 

απνηειέζκαηα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο κπνξνύλ λα επεθηαζνύλ κέζσ ηεο 

αλαθάιπςεο ππνθιάζεσλ ησλ παηγλίσλ δηπίλαθα γηα ηηο νπνίεο λα ππάξρεη ζεσξεηηθή 

εγγύεζε πσο ην παξακεηξνπνηεκέλν άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ έρεη ζηαζεξή 

λόξκα  θαη ηεο ρξεζηκνπνίεζεο ηνπ εκηνξηζκέλνπ πξνγξάκκαηνο γ2SDP( ) σο 

πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ αιγόξηζκν επαιήζεπζεο γη’ απηό ην θξηηήξην. Ηδηαίηεξν 

ελδηαθέξνλ ζα είρε ε αλαθάιπςε ππνθιάζεσλ παηγλίσλ δηπίλαθα πνπ είλαη γλσζηέο 

ζηε ζεσξία παηγλίσλ, νη νπνίεο πεξηιακβάλνπλ παίγληα πνπ πιεξνύλ ηελ παξαπάλσ 

ηδηόηεηα θαη δελ ππάγνληαη ζε θακία από ηηο κέρξη ηώξα γλσζηέο ππνθιάζεηο 

παηγλίσλ δηπίλαθα γηα ηα παίγληα ησλ νπνίσλ κπνξνύκε λα βξνύκε κηα ηζνξξνπία 

Nash ή, έζησ, κηα -ηζνξξνπία Nash ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. Με άιια ιόγηα, 

εθθξεκεί έλαο ραξαθηεξηζκόο ηεο θιάζεο παηγλίσλ πνπ ε λόξκα  ηνπ 

παξακεηξνπνηεκέλνπ αζξνίζκαηνο ησλ πηλάθσλ σθειεηώλ ηνπο είλαη ζηαζεξή.  

Πξνο απηή ηελ θαηεύζπλζε, ζα βνεζνύζε κηα εθηελέζηεξε πεηξακαηηθή δηεξεύλεζε 

ησλ απνηειεζκάησλ πνπ δίλνπλ ην εκηνξηζκέλν πξόγξακκα (γ2SDP) θαη ν 

αιγόξηζκνο πνπ παξνπζηάζακε ζην θεθάιαην 3, κε ηε δηεμαγσγή ησλ πεηξακάησλ λα 

γίλεηαη πεξηζζόηεξν ζηνρεπκέλα, ζε δηάθνξεο ελδηαθέξνπζεο θαηεγνξίεο παηγλίσλ 

δηπίλαθα κε πνιύ κεγάιν πιήζνο ελεξγεηώλ γηα ηνλ θάζε παίθηε.
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

Καηαζκεσή M-ελλειυοειδών και δικησφηών ηοσ Rogers 

 

ην παξάξηεκα ηεο εξγαζίαο, ζα παξνπζηάζνπκε ζπλνπηηθά αιγνξίζκνπο 

θαηαζθεπήο Μ-ειιεηςνεηδώλ θαη δηθηπσηώλ ηνπ Rogers, σο πξνο έλα θπξηό ζώκα 

. Θεσξνύκε όηη έρνπκε έλα καληείν, δειαδή έλαλ αιγόξηζκν πνπ εμεηάδεη ζε 

έλα βήκα, αλ έλα ζηνηρείν  αλήθεη ζην , ην νπνίν ρξεζηκνπνηνύκε ζηνπο 

αιγνξίζκνπο πνπ ζα παξνπζηάζνπκε. 

Γηα ηελ θαηαζθεπή ελόο M-ειιεηςνεηδνύο ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ αιγόξηζκν ησλ 

Dadush θαη Vempala [16], ν νπνίνο επηζηξέθεη ηνλ πίλαθα πνπ πεξηγξάθεη έλα M-

Διιεηςνεηδέο σο πξνο ην  ζε ρξόλν  θαη πνιπσλπκηθό ρώξν σο πξνο . Πξηλ 

πεξηγξάςνπκε ηνλ αιγόξηζκν, παξαζέηνπκε θάπνηνπο νξηζκνύο πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηε ζρεδίαζή ηνπ.  

Γηα ην θπξηό ζώκα , νξίδνπκε ηε -λόξκα σο πξνο  σο αθνινύζσο: γηα  

 

όπνπ  ην ηππηθό κέηξν Gauss ζηνλ . Έλα ειιεηςνεηδέο ηνπ Lewis γηα ην  

πεξηγξάθεηαη από ηνλ πίλαθα , πνπ είλαη ε ιύζε ηνπ αθόινπζνπ (γεληθά κε-

θπξηνύ) καζεκαηηθνύ πξνγξάκκαηνο: 

 

subject to     ,  

Παίξλνπκε ην αληίζηνηρν ειιεηςνεηδέο κέζσ ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ , όπνπ 

. Μπνξνύκε λα απνθηήζνπκε κηα θπξηή ραιάξσζε ηνπ 
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παξαπάλσ καζεκαηηθνύ πξνγξάκκαηνο, αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ αθόινπζε 

πξνζεγγηζηηθή εθδνρή ηεο -λόξκαο σο πξνο  

 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ -λόξκα σο πξνο  ζηε ζέζε ηεο -λόξκαο, νξίδνπκε ην 

εκηνξηζκέλν πξόγξακκα πνπ απνηειεί ραιάξσζε ηνπ πξνγξάκκαηνο (Α.1) 

 

subject to  ,  

Έλα πξνζεγγηζηηθό ειιεηςνεηδέο ηνπ Lewis γηα ην  πεξηγξάθεηαη από ηνλ πίλαθα 

, πνπ είλαη ε ιύζε ηνπ παξαπάλσ θπξηνύ πξνγξάκκαηνο. Αξρηθά, ππνινγίδεηαη 

έλαο πίλαθαο κεηαζρεκαηηζκνύ πνπ πεξηγξάθεη έλα πξνζεγγηζηηθό ειιεηςνεηδέο ηνπ 

Lewis, ην νπνίν ζηε ζπλέρεηα βειηηώλεηαη επαλαιεπηηθά, κέρξηο όηνπ ζπγθιίλεη ζην 

δεηνύκελν M-ειιεηςνεηδέο.  

 

Πίλαθαο Π.1: Ο αιγόξηζκνο ησλ Dadush θαη Vempala γηα ηνλ ππνινγηζκό ελόο M-

ειιεηςνεηδνύο. 

COMPUTE_M_ELLIPSOID( ) 

Δίζνδνο: Κπξηό ζώκα , καληείν ειέγρνπ αλ έλα ζεκείν  αλήθεη ζην  

1. ,  

2. Για  

a.                                                 //επίλυςθ του (LSDP) 

b. ,  

c.  

3. Ορίηουμε  

Έμνδνο: Πίλαθαο  πνπ πεξηγξάθεη έλα M-ειιεηςνεηδέο σο πξνο ην  
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Πξνρσξάκε ηώξα ζηελ πεξηγξαθή ελόο αιγνξίζκνπ θαηαζθεπήο ελόο δηθηπσηνύ ηνπ 

Rogers, ηνλ νπνίν παξνπζηάδνπλ νη Alon et al ζην [5]. Απηόο ν αιγόξηζκνο 

επηζηξέθεη ηε βάζε ελόο δηθηπσηνύ σο πξνο ην  πνπ πιεξνί ηηο πξνϋπνζέζεηο λα 

είλαη δηθηπσηό ηνπ Rogers (νξηζκόο 9) ζε ρξόλν . Ο αιγόξηζκνο ζρεδηάζηεθε 

πάλσ ζηελ αξρή ηεο επαλαιεπηηθήο βειηίσζεο ελόο αξρηθά παξαγόκελνπ δηθηπσηνύ, 

κέρξηο όηνπ ε ειαρίζηε απόζηαζε ηνπ  από ην , , λα γίλεη κεγαιύηεξε ή 

ίζε ηνπ . ην [5], απνδεηθλύεηαη όηη ε θιηκάθσζε ζην βήκα 3. ηνπ αιγνξίζκνπ 

θάλεη ηελ αθηίλα θάιπςεο ηνπ  από ην  λα γίλεη .  

 

Πίλαθαο Π.2: Ο αιγόξηζκνο ησλ Alon et al γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο βάζεο ελόο 

δηθηπσηνύ ηνπ Rogers. 

COMPUTE_ROGER’S_LATTICE( ) 

Δίζνδνο: Κπξηό ζώκα , καληείν ειέγρνπ αλ έλα ζεκείν  αλήθεη ζην  

1. Υπολογίηουμε τθ βάςθ ενόσ δικτυωτοφ , , τ.ω.  

2. Για κάκε δυνατι ανάκεςθ τιμϊν ςτισ ςυνιςτϊςεσ του 

, τζτοια ϊςτε : 

a.  

b. Ορίηουμε                         // : τυπικό δικτυωτό του  

c. Αν , τότε: 

i.  

ii. Υπολογιςμόσ νζασ βάςθσ για το  

iii. Επανεκκίνθςθ του βιματοσ (2.) 

3. Κλιμάκωςε το  ζτςι ϊςτε  

Έμνδνο: Βάζε  πνπ πεξηγξάθεη δηθηπσηό ηνπ Rogers, , σο πξνο . 
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