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� ¨�yx� z�y �}��� G
��� z�y�|��|{�x� �z}��z�}y�
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�y�|{ {y �}y�yxz �|�y }y���z� |x {���� |�} ���|}�z�� �|} �yzy�z�x� �����y���z� �x��y}��� �z�����z� }y��y��
��»»s �½�½ �15 G �1 3 A>41E51A ?432FH Ĝ �1 5F1 41A;E1A ?432F 89 GH 37A S1, S2, . . . , Sk

�1 5F1 GEE 89
Ĝ T �15 Si1, Si2, . . . , Siki

�1 5F1 �>OGEE 89 5F1 GEE Si
37A <15 nij

37A mij
�1 5F1 7;6�14 89 J145>E1G 37A

1A?1G 89 5F1 �>OGEE Sij
H 41G21E5>J1<KT DF17H G >G 785 G>62<1O235F ;7>J14G3<<K G53�<1 >9 37A 87<K >9 Ĝ

F3G
3 G5487? E86287175 Si

CF>EF G35>G�1G 871 89 5F1 9 8<<8C>7? E87A>5>87G�
(i) Si

E8753>7G 3 �>OGEE Sij
G;EF 5F35� nij ≥ 3H G〈Sij〉u`

>G 3 EKE<1H 37A 5F141 1�>G5G 37 1A?1 xy >7
G〈Sij〉

G;EF 5F35 λ(xy) ≥ 2�

(ii) Si
E8753>7G 3 �>OGEE Sij

G;EF 5F35� nij ≥ 3 37A G〈Sij〉u`
>G 785 3 EKE<1�

(iii) Si
E8753>7G 5C8 �>OGEE Sip

37A Siq
G;EF 5F35� nip ≥ 3H niq ≥ 3H 37A �85F ?432FG G〈Sip〉u`

37A
G〈Siq〉u`

341 EKE<1G�
CF141 1 ≤ i ≤ k 37A 1 ≤ j, p, q ≤ ki

T

�
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a

b

s

t

d

d

��� ��� ��� ���
����}y �� ������ |� ���}���� �|}�y� �� y�zyx��|x� |� S1

�
S2

�
S3

� �x� S4

� {�y}y a ≥ 1
�
b ≥ 1

�
d ≥ 0

�
s ≥ 0

�
t ≥ 0

�
` ≥ 1

� �x� k ≥ 1 � ��� � ���}��� �x E(S1)
Á ��� � ���}��� �x E(S2)

Á ��� � ���}��� �x E(S3)
Á

��� � ���}��� �x E(S4)
�

������ �� �	���
 �� �y¾x�z�|x� � ������ Sij
|� z�y ��� Si

|� z�y ���}��� Ĝ �|x���z� |� y�z�y} � ����y
C = (x0, x1, x2, . . . , xr, x0)

�
r ≥ 2

� |} � ����y C = (x0, x1, x2, . . . , xr, x0)
�

r ≥ 2
� �x� � ��z� P =

(xi, y1, y2, . . . , yr′ , xj)
���� z��z y1, y2, . . . , yr′ /∈ C

�
xi 6= xj

�x� r′ ≥ 1 �
(⇐=) �z �� y��� z| �yy z��z �� �|x��z�|x ��� �|���� z�yx z�y �}��� G〈Sij〉

�|xz��x� � ����}��� H ∈

E(S1)
� �� �|x��z�|x ���� �|���� z�yx z�y ������ Sij

�|x���z� |� � ����y C = (x0, x1, x2, . . . , xr, x0)
�
r ≥

2
� �x� � ��z� P = (xi, y1, y2, . . . , yr′ , xj)

���� z��z xi 6= xj
�x� r′ ≥ 1 � ¨���� z�y �}��� G〈Sij〉�|xz��x� � ����}��� H ∈ E(S2)

� �� �|x��z�|x ����� �|���� z�yx z�y �}��� G〈Sij〉
�|xz��x� � ����}���

H ∈ E(S2) ∪ E(S4)
�

(=⇒) £���|�y x|{ z��z G �� x|z �����y���z� �x��y}����� �z���y� ¨�yx� G �|xz��x� � ����}���
H ∈ E(S1) ∪ E(S2) ∪ E(S3) ∪ E(S4)

� �x�� z����H �|xz��x� � ����y C = (x0, x1, x2, . . . , xr, x0)
�
r ≥ 2 � �z�|��|{� z��z C

�y�|x�� z| � ��� Si
|� z�y �}��� Ĝ

�
1 ≤ i ≤ k � ¦yz Sij

�y z�y ������ |� Si
{���� �|xz��x�

z�y ����y C � £�x�y r ≥ 2
� z�y ������ Sij

��� �z �y��z z�}yy �y}z��y�� ��y�� nij ≥ 3 � �y ���z�x����� z{|���y��
¤��y ���� Sij

�|xz��x� z�y ����y C �x� � ��z� P = (xi, y1, y2, . . . , yr′ , xj)
�
r′ ≥ 1 � ¨�yx�H ∈ E(S2)

�x�
G〈Sij〉u`

�� x|z � ����y� ¨���� z�y �|x��z�|x ���� �|����
¤��y ���� Sij

�|xz��x� |x�� z�y ����yC = (x0, x1, x2, . . . , xr , x0)
�
r ≥ 2 � �� z�y}y y���z� �x y��y xixi+1modr�x C ���� z��z λ(xixi+1modr) ≥ 2 �x G

� z�yx H ∈ E(S1)
�x�� ��x�y G〈Sij〉u`

�� � ����y� z�y �|x��z�|x
��� �|���� �� z�y}y y���z� x| ���� y��y �x C

� z�yx H ∈ E(S3) ∪ E(S4)
� ¨���� H �|xz��x� �x|z�y} ����y

C′ = (x′

0, x
′

1, x
′

2, . . . , x
′

r, x
′

0)
�
r ≥ 2

� {���� �y�|x�� z| � ������� ���� Siq

� |� Si
� �� z�y �|x��z�|x� ��� �x�

���� �| x|z �|�� �|} z�y ������ Siq

� z�yx z�y �}��� G〈Siq〉u`
�� � ����y �x� niq ≥ 3 � ¨���� z�y �|x��z�|x����� �|����

� ��®�³®´ �´��¯��� �®��´�´®�
�x z��� �y�z�|x {y �}y�yxz |�z���� ���|}�z��� �|} �yzy�z�x� �x��y}��� �x� �����y���z� �x��y}��� �z�����z�|x � ���}��� G� �|z� ���|}�z��� z�~y �� �x��z � ���}��� G |x n �y}z��y� �x� m y��y�� �x� �y���y �� G






�� �x��y}����� �z���y |} �����y���z� �x��y}����� �z���y� }y���� �x O(n + m)
z��y ���x� O(n + m) ����y�

��� ������	
� 	�
�����
��} ���|}�z�� �|} �yzy�z�x� �x��y}��� �z�����z� |x � ���}��� G }y��y� |x z�y }y���z �z�zy� �x ¦y��� 	��Á
�z {|}~� �� �|��|{��
S<?84>5F6 I7>J d53�><>5K
L72;5� � ���}��� G |x n �y}z��y� �x� m y��y�Á
�;52;5� �y�� �� G �� �x��y}����� �z���yÁ |z�y}{��y� x|�
�� ¤|x�z}��z z�y |xy���������y� �}��� G∗ |� z�y �x��z ���}��� GÁ
	� ¤|���zy z�y �z}|x��� �|xxy�zy� �|��|xyxz� S1, S2, . . . , Sk

|� z�y ���}��� G∗
�

�x� z�y x���y} |� �y}z��y� ni
�x� y��y� mi

|� y��� �z}|x� �|��|xyxz Si

�
1 ≤ i ≤ k Á

�� �|} i � � z| k �|
�� mi > ni

z�yx }yz�}x x|Á y��zÁ
�� }yz�}x �y�Á

¨�y �|}}y�zxy�� |� z�y ���|}�z�� 	x�� £z�����z� �|��|{� �}|� ¦y��� 	��� �y xy�z �|���zy �z� z��y �x�
����y �|���y��z�� ¨�y |xy���������y� �}��� G∗ |� z�y �x��z �}��� G ��x �y �|x�z}��zy� �x O(n + m)z��y� {�y}y n �� z�y x���y} |� �y}z��y� �x� m �� z�y x���y} |� y��y� |� z�y �}��� G� ¨�y �}��� G∗

���
n + m �y}z��y� �x� 2m y��y�� �x�� z���� z�y �|���z�z�|x |� z�y �z}|x� �|��|xyxz� |� G∗ ��x �y �|xy
�x O(n + m)

z��y� ¨���� z�y {�|�y ���|}�z�� }�x� �x O(n + m)
z��yÁ z�y ����y xyy�y� �� O(n + m)�

�}|� z�y ��|�y �y��}��z�|x {y �|x����y z��z z�y �yzy�z�|x ���|}�z�� 	x�� £z�����z� }�x� �x ��xy�}z��y �x� }y���}y� ��xy�} ����y� �yx�y� {y ���y�
��� r�» �½�½ �15 G �1 3 A>?432F 87 n J145>E1G 37A m 1A?1GT DF1 3<?84>5F6 I7>J d53�><>5K A1E>A1G
CF15F14 G >G ;7>J14G3< G53�<1 >7 O(n + m) 5>61 37A G23E1T
��� r�» �½�½ �15 G �1 3 A>?432F 87 n J145>E1G 37A m 1A?1GT DF1 ;7>J14G3< G53�><>5K 89 G E37 �1
A1E>A1A >7 O(n + m) 5>61 37A G23E1T
��� ��������
�� ������	
� 	�
�����

��} �����y���z� �x��y}��� �z�����z� �yzy�z�|x ���|}�z�� }y��y� |x z�y }y���z |� ¦y��� 	��Á �z {|}~� ���|��|{��
S<?84>5F6 d>62<1Ok35F I7>J d53�><>5K
L72;5� � ���}��� G |x n �y}z��y� �x� m y��y�Á
�;52;5� �y�� �� G �� �����y���z� �x��y}����� �z���yÁ |z�y}{��y� x|�
�� ¤|x�z}��z z�y }y���y� �}��� Ĝ |� z�y �x��z ���}��� GÁ
	� ¤|���zy z�y �z}|x� �|��|xyxz� S1, S2, . . . , Sk

|� z�y �}��� Ĝ
�
1 ≤ i ≤ k Á

�� ¤|���zy z�y ������ Si1, Si2, . . . , Siki

|� y��� �z}|x� �|��|xyxz Si

�
1 ≤ i ≤ k

�
�x� z�y x���y} |� �y}z��y� nij

�x� y��y� mij
|� z�y ������ Sij

�
1 ≤ j ≤ ki

Á

�



�� �|} i � � z| k �|�|} j � � z| ki
�|

�� nij ≥ 3 �x� G〈Sij〉u`
�� � ����y� �x�

z�y}y y���z� �x y��y xy �x G〈Sij〉
���� z��z λ(xy) ≥ 2

� z�yx }yz�}x x|Á y��zÁ
�� nij ≥ 3 �x� G〈Sij〉u`

�� x|z � ����y� z�yx }yz�}x x|Á y��zÁ
�� nij ≥ 3 �x� G〈Sij〉u`

�� � ����y� z�yx ��}~ z�y ������ Sij
Á

yx���|}�� Si
�|xz��x� �z �y��z z{| ��}~y� ������ z�yx }yz�}x x|Á y��zÁ

�� }yz�}x �y�Á
¨�y �|}}y�zxy�� |� z�y ���|}�z�� £����y�¢�z� 	x�� £z�����z� �|��|{� �}|� ¦y��� 	��� �z �� y��� z| �yy
z��z z�y �|x�z}��z�|x |� z�y }y���y� �}��� Ĝ |� z�y �x��z �}��� G ��x �y �|xy �x O(n + m)

z��y� ¨�y
�}��� Ĝ

��� n �y}z��y� �x� m′ ≤ m y��y�� �x�� z���� z�y �|���z�z�|x |� z�y �z}|x� �|��|xyxz� |�
Ĝ ��x �y �|���yzy� �x O(n + m)

z��y� ¨�y z�y ������ Si1, Si2, . . . , Siki

|� y��� �z}|x� �|��|xyxz Si

�
1 ≤ i ≤ k

� ��x �y �|���zy� �x O(n + m)
z��y �y����y ∑

j=1,k mij ≤ mi
�x� nij ≤ mij

��x�y z�y ������
�}y ���|xxy�zy� �x� �| x|z ���}y y��y�� �z �� y��� z| �yy z��z ��� z�y |�y}�z�|x |� �zy� � �}y y�y��zy�
�x ��xy�} z��y� ¨���� z�y ���|}�z�� }�x� �x O(n + m)

z��yÁ z�y ����y xyy�y� �� O(n + m)�¨���� {y ��x �z�zy z�y �|��|{�x� }y���z��
��� r�» �½�½ �15G �1 3 A>?432F 87 n J145>E1G 37Am 1A?1GT DF1 3<?84>5F6 d>62<1Ok35F I7>J d53�><>5K
A1E>A1G CF15F14 G >G G>62<1O235F ;7>J14G3< G53�<1 >7 O(n + m) 5>61 37A G23E1T
��� r�» �½�½ �15 G �1 3 A>?432F 87 n J145>E1G 37Am 1A?1GT DF1 G>62<1O235F ;7>J14G3< G53�><>5K 89 GE37 �1 A1E>A1A >7 O(n + m) 5>61 37A G23E1T

� ��®�³®´ ¬®¯²�´° �®®�³	�
�x z��� �y�z�|x� {y �}|�y z��z z�y ������|�� �xzyxz�|x� |� �x ���y}��}���xz}��y} z| �y�� � �z���y xyz{|}~
�x �x�z�����z� �� ����x� ��x~� �x ��y��¾� ��}z� |� z�y xyz{|}~ ��x �y �yzy�zy� �x �|x�z�xz z��y ��zy} �
�}y�}|�y���x� ����y �x {���� {y �|���zy ��z� �x�|}��z�|x� �x ��}z�����}� ���yx � �x��y}����� �z���y
���}��� G �x� � ���} |� ���z�x�z �y}z��y� x, y ∈ V (G)

� {y {�xz z| �y���y {�yz�y} z�y �}��� G + xy ��
���| �x��y}����� �z���y� {�y}y xy �� z�y ��}y�zy� y��y �}|� x

z| y �
���y� |x z�y }y���z� |� £y�z�|x �� {y ��x �y���y {�yz�y} G + xy �� �x��y}����� �z���y �x ��xy�} z��y{�z�|�z �x� �}y�}|�y���x� �� y�y��z�x� ���|}�z�� 	x�� £z�����z�� ¨���� {y ��x �z�zy z�y �|��|{�x�

}y���z�
��� r�» �½�½ �15 G �1 3 �G>62<1O235F� ;7>J14G3<<K G53�<1 A>?432F 87 n J145>E1G 37A m 1A?1GT DF1
241G14J35>87 84 785 89 �G>62<1O235F� ;7>J14G3< G53�><>5K 89 G 39514 5F1 AK736>E 3AA>5>87 89 3 <>7w >758
5F1 5828<8?K 89 G �K 37 >754;A14 E37 �1 A1E>A1A >7 O(n + m) 5>61 37A G23E1T

�y �}y �xzy}y�zy� �x �|xz}��z�x� � �z}��z�}y ���� z��z ��y}�y� |� z�y �|}� ��� z�y �}��� G + xy�x��y}����� �z���yÀ� ��x �y �x�{y}y� �x O(1)
z��y�

¦yz G
�y � �x��y}����� �z���y ���}��� |x n �y}z��y� �x� m y��y�� �x� �yz Ĝ

�y z�y }y���y� �}��� |�
GÁ }y���� z��z Ĝ

��� n �y}z��y� �x� m′ ≤ m y��y�� v� �x ¦y��� 	��� y��� x|x�z}����� �z}|x� �|��|xyxz|� Ĝ
�|}�� � ����yÁ � z}����� �z}|x� �|��|xyxz �|x���z� |� |x�� |xy �y}zy�� ¨���� {y ���y z�y �|��|{�x�

|��y}��z�|x�

�



�op�r·sq¶ ¸ �½�½ ¦yz G
�y � �x��y}����� �z���y ���}���� Ĝ �y �z� }y���y� �}���� �x� �yz S1, S2, . . . , Sk�y z�y �z}|x� �|��|xyxz� |� Ĝ

�
1 ≤ i ≤ k � ¨�y ������� �|��|xyxz �}��� Ĝscc

|� z�y ���}��� Ĝ
���

z�y �|��|{�x� �}|�y}z�� �z �|x���z� |� k �y}z��y� v1, v2, . . . , vk

� z�y �y}zy� vi
�|}}y��|x�� z| z�y �z}|x�

�|��|xyxz Si
|� Ĝ � �x� z�y �z}|x� �|��|xyxz Si

�� y�z�y} � ����y� ��y��mi = ni

� |} � z}����� �|��|xyxz�
��y�� ni = 1 �x� mi = 0 �

¦yz G
�y � ���z�����}��� �x� �yz x, y ∈ V (G)

�y � ���} |� ���z�x�z �y}z��y�� �y ��� z��z z�y
�y}z��y� x �x� y

�|}� �x xy
O23>4 �� z�y}y y���z� � ��}y�zy� ��z� �}|� x

z| y �x G
� �x� {y ��� z��z z�y��|}� �x xy

O6;<5>O23>4 �� z�y}y y���z �|}y z��x |xy ��}y�zy� ��z� �}|� x
z| y �x G

� |} � ��}y�zy� ��z�
(x = u0, u1, . . . , uk = y) �|xz��x�x� �x y��y uiui+1

{�z� λ(uiui+1) > 1
�
k ≥ 1 � ¨�yx� {y ��x �}|�y z�y�|��|{�x� �y����

��»»s �½�½ �15 G �1 3 ;7>J14G3<<K G53�<1 A>?432F 37A <15 x, y ∈ V (G) �1 3 23>4 89 A>G5>7E5 J145>E1GT
�15 Ĝ �1 5F1 41A;E1A ?432F 89 GH S1, S2, . . . , Sk

�1 5F1 G5487?<K E8771E51A E86287175G 89 Ĝ 37A <15 ni37Ami
�1 5F1 7;6�14 89 J145>E1G 37A 1A?1G 89 5F1 G5487? E86287175 Si

H 41G21E5>J1<KT DF1 ?432F G + xy>G 785 ;7>J14G3<<K G53�<1 >9 37A 87<K >9 871 89 5F1 9 8<<8C>7? E87A>5>87G F8<AG�
(i) x, y ∈ Si

H 1 ≤ i ≤ k �

(ii) x ∈ Si
37A y ∈ Sj

CF141 i 6= j 37A 35 <13G5 871 89 ni, nj
>G <34?14 5F37 1H 37A x, y

9 846 37 yx
O23>4

>7 G�

(iii) x ∈ Si
37A y ∈ Sj

CF141 i 6= j 37A ni = nj = 1H 37A x, y
9 846 37 yx

O6;<5>O235F >7 G T
���y� |x z��� �y���� {y xy�z �}y�yxz �x ���|}�z�� �|} �yzy�z�x� {�yz�y} � �}��� G �}y�y}�y� �z�

�x��y}��� �z�����z� ��zy} z�y ����z�|x |� � ��x~ xy �xz| z�y z|�|�|�� |� G� ��} ���|}�z�� {|}~� |x
z�y ������� �|��|xyxz �}��� Ĝscc

|� z�y ���}��� Ĝ �x� ��y� ��z� �x�|}��z�|x |� Ĝscc
{���� {y ���y

�|���zy� �x � �}y�}|�y���x� �z��y� ¦yz v1, v2, . . . , vk
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