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�¡¢��{����¢�� � �
�Õ� ��� ª��/� � �É�{�:� b � ��� µ �{� � �@�{���3¢��� �0� � � �{��������� ´ Ó �Õ�°�@��Ð � � ��© � ª � �,�¥���°��� � �@� µ �,���{���@� �@� � � �,Ó���© � ª � S ¬ ³ � � �Õ�@´ «k�
�¡¢��� � ����¤��/� � �@� � �{� � �@�{�/�
�Q�
�/�kØ

S → SS

7 ��ª � � ´ �����{� � �{� � �¥���{�m¤{��  µ � �@� �
� � ���
� � � � �@� � �{�
S → e

�0�@� ª0�¥�¶� �@� �¡�,�¥¢}�:� �C�@�{ ,� � � � � �°��� � «�� ��� �@� �º�@�{� ´ � � �3� �,� Ók� � �@� � �{��� � �@�{�/�
�Q�
�/� �0�@�
´ ¯:�,�@�
�]�{�:��¢¶�{���{� � ���
��¤{�@�
¦��/ª@¢¨¸{�¥�(��«/� � �0�°���,�Q�
�.�{�:�Û� � ��© � ª � �,�¥�¨�{¯:�a��«/�I��ª0¯:�,�
�@� L′ ¬
� � � � ª�� �,µ3§ «É���Ïª�� � �Õ�,�{�@�
�
�/��� � �i ��:�k¢��!� � �
¦3�°�0¸ � �
���{�i�����i�¡«É�(ª0¯:�
�,� L′

�¡¢��{���'Ø
G = (V, T,R, S)
�/�0�@� �
Ó�� � ª � �
�Ï����©/ª/«k��¯:� = {S}�
Ó�� � ª � �{���°�
����� � ¯:�.� � ��© � ª0�:� T = {a, b}

R = {S → aSb, S → bSa, S → SS, S → e } ¬
	 ª�ª/���a�,�:�(�����Zª0Ó��
�¡���a�¡¢��{���3� � ¢��
«/� � �3��¤��/�kØ

G1 = (V, T,R1, S)
�/�0�@� �
Ó�� � ª � �
�Ï����©/ª/«k��¯:� = {S}�
Ó�� � ª � �{���°�
����� � ¯:�.� � ��© � ª0�:� T = {a, b}

R1 = {S → aSbS, S → bSaS, S → e }

� ���
G2 = (V, T,R2, S)
�/�0�@� �
Ó�� � ª � �
�Ï����©/ª/«k��¯:� = {S}�
Ó�� � ª � �{���°�
����� � ¯:�.� � ��© � ª0�:� T = {a, b}

�



R2 = {S → SaSbS, S → SbSaS, S → e } ¬

sut/v3bdv������ Î �,�{�@�
�
�/�°� � �
G′ = (V, T,R′, S)
�/�0�@� �
Ó�� � ª � �
�Ï����©/ª/«k��¯:� = {S}�
Ó�� � ª � �{���°�
����� � ¯:�.� � ��© � ª0�:� T = {a, b}

R′ = {S → aSb, S → bSa §
S → abS, S → baS, S → Sab, S → Sba, S → e }�@� � ��� � �@� µ �
�¡�]� � ��© � ª � �,�¥�¨�{��� �0�@� �@��� �,�@� �×����« �(ª0¯:�
�,�

L′ §a´ ��� � �@� µ �,�¥� � ª0���������� � ��© � ª � �
�¡���{���Z��«/� L′ ¬:Ò �@�{� ´ �¥¢¶�,�
�/� � �Ñ  µ ����� §
´ ��� � �@� µ �
�¡�
��«i� � ��© � ª � �,�¥��� µ bbaaaabb ¬

� b��%j,b%j��
Ô ���:���/���{�Õ� � � � � � �
�/� � �(� � ¢ ©@�@� M = (K, Σ, Γ, ∆, s, F )

�
�
K = {s, f} § Σ = {a, b} §

Γ = {a} § F = {f} § � ��� ∆ =
{(

(s, a, e), (s, a)
)

,
(

(s, a, e), (f, e)
)

,
(

(s, b, e), (s, a)
) §

(

(f, a, a), (f, e)
)

,
(

(f, b, a), (f, e)
)} � � �/�0� ¢ � � �0�@´ �� (���{���»��«;�(ª0¯:�,�
� L(M)

�
�Õ�{��ª�� � �
� �/� µ �(�{�0�
« � ��� � ���{�®�(� � ¢ ©@� ¬
· � Í�� ¯:���{� � ª0���Z����� ´{� �{�/�{���Ñ�
���{��© µ �
�¡���]� �@� M

�
�Z�¡¢�� �@´{� aba ¬
· © Í�� �¥¢�¤¡�{� � ��� aa, abb /∈ L(M) § ���{¯ baa, bab, baaaa ∈ L(M) ¬
· � Í�Ò � ���i�¡¢��{���(«.�(ª0¯:�,�
� L(M) �0�@� � �0�@´ �� (���{����� � M

² · � �I (�{�¡� µ ¸{���{���,�{�i� �0�@´ �¡¢�¤{���{���«���� �0µ �¡��«/�(�i�,�@� ¬±Í
_a`(b%j
· � Í 7 � � �,� ª �@� � � �
 ��/�
� ´ ¢ ´ �¥� � ª/���������Õ� � � � ª�� � ��� � �/���@�(� µ �,�¥�¨�.ª0�¥�¶� �@� �¡��¢��@��� �@� � � � ��Ð�
�/� �0� M

�
�Z�¥¢¨� �@´{� aba
· � � �
Ó���© � ª � ´ «kª0¯:�{�¥�
��«.© µ �
«Õ��«/�Ñ��� � ¢ ©@�@� ÍÏ¬

(s, aba, ) `
�

�
�* (s, ba, a ) ` (s, a,

a
a ) `

�
�

�*
(s, e,

a
a
a )

H
H

Hj (f, e,
a
a )

H
H

Hj (f, ba, )

· © Í �Q���É�{� ´ �¥¢�¤ �@� �
� � �°�
�3���É� � ��© � ª � �
�¡��� µ z ´ ���Z��¢��{���{���(� �0�@´ � � �¡�Õ� �@� � � � � � � �
�/� �3§ �{�
� �°� � �¡�
�{�i��ª0���,¤ �@� �
�I��¤°�0���¥ª/«k��� �,µi� ª/���}�����Z���{�/ª�ª/� � ��� � ���Z�
���{��© µ �
�¡���I� �@� � � � � �
�/� �@� M�
�m�¥¢�� �@´{� �¡« � � ��© � ª � �,�¥��� µ z � �����{� ´ �¡¢�¤ �@� �
� � �����,� � �@�3¢�� � ����¢ � �{�:�(«º� � � � � � �
�/� �
´ ��� �0´ «��,�¡¢¶�{���(�,� � � � � ª�� � � � �/� µ �(�{�0�
«.� �@�@´{�  ��/� · ´ «kª ¬ § (p, e, ) �/�0�@� « p

�¡¢��{���@�{��ª�� � �
� �/� µ �(�{�0�
« ÍÏ¬ ³Q���°¢¨�{���{� § �����-�{� ´ �¡¢�¤ �@� �
� � ���%« z

�¥¢¨�{���%� �0�@´ � � �¡� § �@� � �¥¢��{� ´ �¥¢�¤ �0� �
�!�3���� �,� ª �@� ��¢��É� � � � ª�� � ¯:� � �/�{�0�(� µ �
���:� � ��� µ ��«Ûª0�¥�¶� �@� �¡��¢��.� �@� � � � � �
�/� �@� « �/�@� ¢¨� �@´ «k�
�¡¢� �0� ��«/�£�@�{ ,� � � � � � � ª�� � � � �/� µ �(�{�@�(« (s, z, )
�,��� � � � ª�� � � � �/� µ ���{�@�(« � �@�@´{�  ��/� ¬�¹�{���3��  �0� �
��Ø

�



(s, aa, ) `
�

�
�* (s, a, a ) `

�
�

�*
(s, e,

a
a )

H
H

Hj (f, e, a )
H

H
Hj (f, a, )

(s, abb, ) `
�

�
�* (s, bb, a ) ` (s, b,

a
a ) ` (s, e,

a
a
a )

H
H

Hj (f, bb, )

³ �0� �{� � �@�{� �0µ �{� § � �@�@´ �¥� � �{Ó��Ï����� � ��� aa /∈ L(M) � ��� abb /∈ L(M) � �@�{¯:� � �0�3¢¨�É� �0� �°�¨�� � � � ª�� � ��� � �/���@�(� µ �,�¥�¨� ´ ���a�{� � ��¢�¸°���{���
�
�}�¡«É� � � � ª�� � � � �/� µ �(�{�0�
«É� �0�@´{�  ��/� (f, e, ) ¬³F�¡��¢��{���{� § baa, bab, baaaa ∈ L(M) � �@�{¯:�kØ
(s, baa, ) ` (s, aa, a ) ` (f, a, a ) ` (f, e, )

(s, bab, ) ` (s, ab, a ) ` (f, b, a ) ` (f, e, )

(s, baaaa, ) ` (s, aaaa, a ) ` (s, aaa,
a
a ) ` (f, aa,

a
a ) `

` (f, a, a ) ` (f, e, )· � Í Î �(ª0¯:�
�,�
L(M) �0�@� � �0�@´ �� (���{���,� � � � � � �
�/� � M

�¥¢¨�{���,� � �
Ó�� � ª �m� ª0�:�����:�.� � � Ð© � ª � �,�¥���°¯:��� �0� � � �/ª0¦ µ ©0«k� � {a, b} � � ���@� ¢����Ñ�¡¢��{��� � �����¶�¡� � Ó®�(� �,�@� � � ������  �@� ���
���,��¢ ��,Ók��© � ª � a ¬:Ò �@�{�/��«��{���(�{� � ���,� �@� ��«/� � �/� µ ���{�@�
« s
�
�I�����a�
���{��© µ �
�¡��� (

(s, a, e), (s, a)
)

� ��� (

(s, b, e), (s, a)
) § � � � � � � �
�/� � �:�{�¡¢,���{� a

�(�¡«É�(� � ¢ ©@�É�3�¨� �,µ �{�]�,Ó���© � ª �Õ�@�@�.´ ����© µ�Ð¸{�Ï����� · �¡¢¶�{�Õ� � � � �¥¢��{��� a
�¡¢¶�{�

b Í § �
�.��«��
��� µ ©0�@�
« (

(s, a, e), (f, e)
) § � � � � � � �
�/� � ����� a�
���{��©@��¢��{�¥�
����«/� � �/� µ �(�{�0�
« f

 (�:��¢¨�]�°�É�:�{���,�¥� �,µ/�0� � � �,Ók��© � ª � �(�¡«Õ�(� � ¢¶©0� § ���{¯£�{�Ïª � ��
�}����� (

(f, a, a), (f, e)
) � ��� (

(f, b, a), (f, e)
) � ���,��¦ � � � �Ñ�{� ���0� ª � � � �i�,Ók��© � ª0�®�(��«��Û�¡¢ Ð� �0´°� �¥¢��{����¢��,�u�
� � ª/��� � �!�
�]�{� a �0�@� ��  �@� �.�:��«/�{�¥¢%����«6��� � ¢ ©@� § � � � � � � �
��� � � ´ �¥� µ ¸{�¡���«i��� � ¢ ©@�6¦
� µ � � �¡�{�@�Ñ�(� � �{��ª � �Z�¡«/�Ñ� � ��© � ª � �,�¥��� µ �a�¡��� �@´{�@� ¬

� b��%j,b%j��
= �/�{�@� � � ��µ �(���a���{�m� � � � �
�/� � �(� � ¢¶©0�@� �0�@� �{�m� �0�@´ �� (�Ï�����
��«É�(ª0¯:�
�,�

L = {w ∈ {a, b}∗ | w = wR }.

_a`(b%j
� ��� � ��¢�� �@� �
� ´ Ó �i� ����� � ��¯:�,�¥�¨�kØ
· � Í Ê��CÄ,� ���-��Ê(½¡¿±Â�Ç�È.Ã{Â�Ë �A�-�IÄ �¡Å �-�°È�� 4Ñ�3� � ��© � ª � �,�¥�¨�{���a� � �{���Ñ�¥¢��{���
��«/�a� � �{¦,�/� xxR

�/�0�@� x ∈ {a, b}∗ ¬ 7 �º� �,� ª �@� �{�¹� � � � �
���{�º��� � ¢ ©@�@�®� �0�@´ ��  � �¡�{��� � ª0���®� � �{���Õ������ � ��© � ª � �,�¥�¨�{��� ¬
· � Í ³ �0�@´{�  ��i�
�I�{��ª�� � � � ��� µ �(���@�
« � ��� � �����i��� � ¢ ©@� ¬

M1 = (K1, Σ1, Γ1, ∆1, s1, F1)�/�0�@� K1 = {s1, f1}
Σ1 = {a, b}

�



Γ1 = {a, b}
F1 = {f1}

∆1 =
{(

(s1, a, e), (s1, a)
)

,
(

(s1, b, e), (s1, b)
)

,
(

(s1, e, e), (f1, e)
)

,
(

(f1, a, a), (f1, e)
)

,
(

(f1, b, b), (f1, e)
)}

·���� Í ³ �0�@´{�  ��i�
�I�{��ª�� � � � ��� µ �(���@�
« ¬
N1 = (K ′

1, Σ1, Γ′

1, ∆′

1, s0, F ′

1)�/�0�@� K ′

1 = {s0, s1, f1, h1}
Σ1 = {a, b}
Γ′

1 = {a, b, $}
F ′

1 = {h1}

∆′

1 =
{(

(s0, e, e), (s1, $)
)

,
(

(s1, a, e), (s1, a)
)

,
(

(s1, b, e), (s1, b)
)

,
(

(s1, e, e), (f1, e)
)

,
(

(f1, a, a), (f1, e)
)

,
(

(f1, b, b), (f1, e)
)

,
(

(f1, e, $), (h1, e)
) }

· © Í Ê��CÄ,� ���-��Ê(½¡¿±Â�Ç�È +�½CÂ3¿ Ë�Ë�� �uÄ �¡Å �-�°È�� 4!�7� � ��© � ª � �,�¥���°���-� � �{���-�¥¢¨�{������«/�-� � �{¦3���
xσxR ���@�@� x ∈ {a, b}∗ � ��� σ ∈ {a, b} ¬ � �z© µ �
«��{�]� � � � �
�/�{� �����I�¡«/� � � � «�� � Ó��
����«
� ����¢ � �{�:�
« § ��Ó �,� ª/� � �/�{�@� � � ��µ ¸ �@� �
�}�{�i��¤��/�a� � � � �
�/�{�i��� � ¢ ©@�@� �0�@� � �0�@´ ��  � �¡�{���� � �{���]�����Ñ� � ��© � ª � �,�¥���{���kØ
· � Í ³ �0�@´{�  ��i�
�I�{��ª�� � � � ��� µ �(���@�
« � ��� � �����i��� � ¢ ©@� ¬

M2 = (K2, Σ2, Γ2, ∆2, s2, F2)�/�0�@� K2 = {s2, f2}
Σ2 = {a, b}
Γ2 = {a, b}
F2 = {f2}

∆2 =
{(

(s2, a, e), (s2, a)
)

,
(

(s2, b, e), (s2, b)
)

,
(

(s2, a, e), (f2, e)
)

,
(

(s2, b, e), (f2, e)
)

,
(

(f2, a, a), (f2, e)
)

,
(

(f2, b, b), (f2, e)
)}

·���� Í ³ �0�@´{�  ��i�
�I�{��ª�� � � � ��� µ �(���@�
« ¬
N2 = (K ′

2, Σ2, Γ′

2, ∆′

2, s′0, F ′

2)�/�0�@� K ′

2 = {s′0, s2, f2, h2}
Σ2 = {a, b}
Γ′

2 = {a, b, $}
F ′

2 = {h2}

∆′

2 =
{(

(s′0, e, e), (s2, $)
)

,
(

(s2, a, e), (s2, a)
)

,
(

(s2, b, e), (s2, b)
)

,
(

(s2, a, e), (f2, e)
)

,
(

(s2, b, e), (f2, e)
)

,
(

(f2, a, a), (f2, e)
)

,
(

(f2, b, b), (f2, e)
)

,
(

(f2, e, $), (h2, e)
) }

7 � �{� § � � � � �
�/�{�.��� � ¢ ©@�@� �@�@� � �0�@´ ��  � �¡�{���0�¡«Ñ�(ª0¯:�
�,� �0�@� �
�@� ��� ´ ���@¦3���{�¥� §0´ «kª0� ´ � §/� ª0��������Ñ� � ��© � ª � �
�¡���{���]�{�:� � ����� � �{¯:�
���:� · � Í � ��� · © Í �¥¢��{���
�{�m��¤{����Ø

�



·�� Í ³ �@�@´{�  ��i�
�]���Ïª�� � � � ��� µ �(���@�
« � ��� � �����i�(� � ¢¶©0� ¬
M = (K, Σ, Γ, ∆, s, F )
�/�0�@� K = {s, s1, s2, f1, f2}

Σ = {a, b}
Γ = {a, b}
F = {f1, f2}

∆ =
{ (

(s, e, e), (s1, e)
)

,
(

(s, e, e), (s2, e)
)

, �
Ä +�½�ÈÕÊ�Ë���!

s1

��Ë���!
s2

�

(

(s1, a, e), (s1, a)
)

,
(

(s1, b, e), (s1, b)
)

,
�,+���È.Ê�Ë��

M1
(

(s1, e, e), (f1, e)
)

, ����� � �����
(

(f1, a, a), (f1, e)
)

,
(

(f1, b, b), (f1, e)
)

, ����� � �����
(

(s2, a, e), (s2, a)
)

,
(

(s2, b, e), (s2, b)
)

,
�,+���È.Ê�Ë��

M2
(

(s2, a, e), (f2, e)
)

,
(

(s2, b, e), (f2, e)
)

, ����� � �����
(

(f2, a, a), (f2, e)
)

,
(

(f2, b, b), (f2, e)
)}

����� � �����

� ��Ä»½ ����Ê�� � � �{� � � � �C� � � �/� �°� �
� �-� � � � �
�/� � ��� � ¢ ©@�@� �@�@� � �0�@´ �� (���{������«u�(ª/¯:� Ð�
�
L
�
�I�{�Ïª@� � � � �/� µ ���{�@�
« � ��� � �����i�(� � ¢ ©@�m�¥¢¨�{���
� � ��¤��/�kØ

M ′ = (K ′, Σ′, Γ′, ∆′, s, F ′)
�/�0�@� K ′ = {s, f}
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