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Γιώζζεο  Αλεμάξηεηεο  Σπκθξαδνκέλσλ 
 

Γξακκαηηθέο Αλεμάξηεηεο Σπκθξαδνκέλωλ, 

Απηόκαηα Σηνίβαο, 

Γιώζζεο Αλεμάξηεηεο Σπκθξαδνκέλωλ, 

Γιώζζεο πνπ δελ είλαη Αλεμάξηεηεο Σπκθξαδνκέλωλ 



Γξακκαηηθέο  Αλεμάξηεηεο  Σπκθξαδνκέλσλ 

Καλνληθέο Γιώζζεο 

  Καλνληθέο Εθθξάζεηο,  Πεπεξαζκέλα Απηόκαηα 

βρίζκοσν εθαρμογές ζηη Λεθηηθή Αλάιπζε, … 

Γιώζζεο Αλεμάξηεηεο Σπκθξαδνκέλσλ 

  Γξακκαηηθέο Αλεμάξηεηεο Σπκθξαδ.,  Απηόκαηα Σηνίβαο 

βρίζκοσν εθαρμογές ζηη Σπληαθηηθή Αλάιπζε, … 

Παξάδεηγκα:   Γξακ. Α. Σ. γηα ηε γιώζζα κε Κ.Δ. a (a*  b*) b 

S  a M b 

M  A  |  B 

A  a A  |  e 

B  b B  |  e 
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a, b: ηεξκαηηθά ζύκβνια 

S, M, A, B: κεηαβιεηέο 



Γξακκαηηθέο  Αλεμάξηεηεο  Σπκθξαδνκέλσλ 

Μηα γξακκαηηθή αλεμάξηεηε ζπκθξαδνκέλσλ (context-free 

grammar) είλαη κηα ηεηξάδα (V, Σ, R, S) όπνπ 

V:  έλα πεπεξαζκέλν ζύλνιν κεηαβιεηώλ 

Σ:  πεπεξαζκέλν ζύλνιν ηεξκαηηθώλ ζπκβόισλ   (V  Σ = ) 

R:  έλα πεπεξαζκέλν ζύλνιν θαλόλσλ ηεο κνξθήο  A  w 

όπνπ    A  V,    w  (V  Σ)* 

S:  ελαξθηήξηα κεηαβιεηή  ή  αξρηθό ζύκβνιν   (S  V) 
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[LP]: V  ζύλνιν κεηαβιεηώλ 

θαη  ηεξκαηηθώλ ζπκβόισλ 



Γξακκαηηθέο  Αλεμάξηεηεο  Σπκθξαδνκέλσλ 

Παξαγσγέο 

• Δάλ ζηε Γξ.Α.Σ. G έρνπκε Αu  ηόηε  xAy  xuy    

Λέκε:  ην xAy παξάγεη (απνδίδεη) ζε 1 βήκα ην xuy 

• Δάλ    u0  u1  …  um    (m≥1 βήκαηα εθαξκνγήο θαλόλσλ) 

ή        u0 = um                          (0 βήκαηα εθαξκνγήο θαλόλσλ) 

ηόηε    u0 * um        Λέκε:  ην u0 παξάγεη ην um 

Η γιώζζα L(G) πνπ παξάγεηαη από κηα Γξ.Α.Σ. G είλαη ην ζύλνιν 

ησλ ζπκβνινζεηξώλ πνπ παξάγνληαη από ηελ αξρηθή κεηαβιεηή 

ηεο G. 

Μηα γιώζζα είλαη αλεμάξηεηε ζπκθξαδνκέλσλ εάλ ππάξρεη κηα 

γξακκαηηθή Α.Σ. πνπ ηελ παξάγεη. 
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* :  αλαθιαζηηθή θαη κεηαβαηηθή θιεηζηόηεηα ηεο ζρέζεο  



Γξακκαηηθέο  Αλεμάξηεηεο  Σπκθξαδνκέλσλ 

Παξαδείγκαηα 

{ an bn | n  0 }:            ( {S},  {a,b},  { S  a S b,  S  e },   S ) 

S    aSb    aaSbb    aaaSbbb    aaaebbb  =  aaabbb 

 

G = ( Μεηαβιεηέο = { S, P, A, N, V },  Σ,  R,  S )   όπνπ 

Σ = { Jim, big, green, cheese, ate } 

R = {   S  P V P 

P  A P      |   N 

A  big      |     green 

N  Jim     |    cheese 

V  ate                            } 
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Γξακκαηηθέο  Αλεμάξηεηεο  Σπκθξαδνκέλσλ 

Παξαδείγκαηα 

G = ( Μεηαβιεηέο = { E, T, F },  Σ,  R,  E )   όπνπ 

Σ = { +, , (, ), id } 

R = {   E  E + T      |   T 

T  T  F       |   F 

F  ( E )        |    id      } 
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Αξηζηεξόηεξε / Δεμηόηεξε Παξαγσγή 

Αξηζηεξόηεξε Παξαγσγή 

θάζε θνξά αληηθαζηζηνύκε ηελ αξηζηεξόηεξε κεηαβιεηή 

E    E + T    T + T    F + T    id + T    id + T  F 

  id + F  F    id + ( E )  F    id + ( T )  F  

  id + ( F )  F    id + ( id )  F    id + ( id )  id  

 

Δεμηόηεξε Παξαγσγή 

θάζε θνξά αληηθαζηζηνύκε ηε δεμηόηεξε κεηαβιεηή 

E    E + T    E + T  F    E + T  id    E + F  id 

  E + ( E )  id    E + ( T )  id    E + ( F )  id  

  E + ( id )  id    T + ( id )  id    F + ( id )  id 

  id + ( id )  id  
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Δέλδξα Παξαγσγήο  ή  Σπληαθηηθά Δέλδξα 

Έζησ G = ( {S, A}, {a, b}, R, S ) 

 όπνπ   R = {  S  a A S    |    a 

A  S b A    |    S S    |   ba    } 

S    a A S  

  a A a 

  a S b A a 

  a a b A a 

  a a b b a a 
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Δέλδξα Παξαγσγήο  ή  Σπληαθηηθά Δέλδξα 

Έλα δέλδξν παξαγσγήο  ή  ζπληαθηηθό δέλδξν γηα ηε Γξ.Α.Σ. G 

= (V, Σ, R, S) είλαη έλα δηαηεηαγκέλν δέλδξν όπνπ  

• Κάζε θόκβνο ηνπ δέληξνπ θέξεη επηγξαθή  V  Σ  { e }. 

• Η επηγξαθή ηεο ξίδαο είλαη S. 

• Αλ έλαο εζσηεξηθόο θόκβνο έρεη επηγξαθή Α, ηόηε Α  V. 

• Αλ έλαο εζσηεξηθόο θόκβνο έρεη επηγξαθή Α θαη νη θόκβνη-

παηδηά ηνπ έρνπλ επηγξαθέο t1, t2, …, tn  από αξηζηεξά πξνο ηα 

δεμηά, ηόηε o  Α t1 t2 … tn είλαη θαλόλαο ηεο G. 

• Έλαο θόκβνο κε επηγξαθή e είλαη θύιιν θαη δελ έρεη αδέιθηα. 

Απνηέιεζκα (yield) 

ε παξάζεζε ησλ επηγξαθώλ ησλ θύιισλ από αξηζηεξά πξνο 

ηα δεμηά 
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Γξακκαηηθέο  Αλεμάξηεηεο  Σπκθξαδνκέλσλ 

Δηθνξνύκελε (αζαθήο ή πνιύηξνπε) Γξακκαηηθή Α.Σ. 

ππάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ δύν δηαθνξεηηθά ζπληαθηηθά δέληξα  

γηα θάπνηα  ζπκβνινζεηξά πνπ παξάγεηαη από ηε γξακκαηηθή 

Παξάδεηγκα 

G = ( V= { S },  Σ= { +, , id },  R= { S  S + S  |  S  S  |  id },  S )   

Τόηε γηα ηε ζπκβνινζεη- 

ξά  id + id  id  έρνπκε: 

 

 

 

Εγγελώο δηθνξνύκελε (πνιπηξνπηθή) γιώζζα    θάζε Γξ.Α.Σ. δηθνξνύκελε 

Π.ρ.,  { an bn cm dm | n, m ≥ 1 }  { an bm cm dn | n, m ≥ 1 }  
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Καλνληθέο  Γιώζζεο  θαη  Γιώζζεο Α.Σ. 

Λήκκα 

Κάζε θαλνληθή γιώζζα είλαη γιώζζα Α.Σ. 

Απόδεημε 

Έζησ L θαλνληθή γιώζζα. 

Τόηε ππάξρεη Αηη.Π.Α. M = (Q, Σ, q0, δ, F) πνπ αλαγλσξίδεη ηελ L. 

Η γιώζζα L παξάγεηαη από ηε γξακκαηηθή G = (Q, Σ, R, q0) 

όπνπ      R  =  { q  a p | q,p  Q,  a  Σ,  δ(q,a) = p } 

  { q  e | q  F }. 

Παξάδεηγκα 

S  0 A  |  1 S 

A  0 F  |  1 S 

F  0 F  |  1 S  |  e 
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θαλνληθή ή δεμηά γξακκηθή γξακκαηηθή 

θαλνληθέο 

γιώζζεο 

γιώζζεο 

αλεμάξηεηεο 

ζπκθξαδνκέλσλ 



Απηόκαηα  Σηνίβαο 

Σηνίβα 

άπεηξε ζε κέγεζνο 

γηα εγγξαθή 

θαη αλάγλσζε 

 

Απηόκαην Σηνίβαο 

κηα 6-άδα  (Q, Σ, Γ, q0, Δ, F)    όπνπ 

Q          :  έλα πεπεξαζκέλν ζύλνιν θαηαζηάζεσλ, 

Σ          :  ην αιθάβεην ησλ ζπκβόισλ εηζόδνπ, 

Γ          :  ην αιθάβεην ησλ ζπκβόισλ ζηνίβαο, 

q0  Q  :  ε αξρηθή θαηάζηαζε, 

Δ  (Q  (Σ {e})  Γ* )  (Q  Γ*) :   ε ζρέζε κεηάβαζεο 

F  Q   : ην ζύλνιν ησλ ηειηθώλ θαηαζηάζεσλ.   
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13 

Απηόκαηα  Σηνίβαο 

Η κεηάβαζε ((p, a, w), (q, w’)), όπνπ p, q  Q, a  Σ, w, w’  Γ*, 

εθηειείηαη εάλ ην απηόκαην ζηνίβαο βξίζθεηαη ζηελ θαηάζηαζε p, 

ζηελ είζνδν δηαβάδεηαη a θαη ζηελ θνξπθή ηεο ζηνίβαο ππάξρεη w 

θαη έρεη σο απνηέιεζκα, ην απηόκαην λα πάεη ζηελ θαηάζηαζε q 

θαη λα αληηθαηαζηήζεη ην w ζηελ θνξπθή ηεο ζηνίβαο κε ην w’. 

Παξόκνηα γηα κεηαβάζεηο ((p, e, w), (q, w’)). 

((p, a, e), (q, aaα)):   ώζεζε ησλ ζπκβόισλ aαα ζηε ζηνίβα 

((p, a, bbb), (q, e)):   απώζεζε ησλ ζπκβόισλ bbb από ηε ζηνίβα 

((p, a, ab), (q, ba)):   αληηθαηάζηαζε ησλ ζπκβόισλ ab ζηελ 

θνξπθή ηεο ζηνίβαο από ηα ba 

!!!  Τν e ζε κεηαβάζεηο ((p, a, e), (q, x)) ζεκαίλεη όηη αδηαθνξνύκε 

γηα ην πεξηερόκελν ηεο ζηνίβαο  θαη  όρη όηη απηή είλαη άδεηα. 
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Απηόκαηα  Σηνίβαο 

Έζησ Αηη. Π. Α. Μ = (Q, Σ, Γ, q0, Δ, F). 

Σπλνιηθή θαηάζηαζε :  έλα ζηνηρείν  (q, w, x)  ηνπ  QΣ*Γ*  

όπνπ    q  είλαη ε ηξέρνπζα θαηάζηαζε ηνπ απηόκαηνπ Μ, 

w  είλαη ην ηκήκα ηεο εηζόδνπ πνπ δελ έρεη δηαβαζηεί  θαη 

x  είλαη ην ηξέρνλ πεξηερόκελν ηεο ζηνίβαο. 

Μηα ζπλνιηθή θαηάζηαζε  (p, aw, βx)   όπνπ  p  Q,  a  Σ  {e},    

w  Σ*,  β, x  Γ*   παξάγεη (δίλεη) ζε έλα βήκα  ηε ζπλνιηθή θα-

ηάζηαζε (q, w, γx)  αλ  ((p, a, β), (q, γ))  Δ  κε  q  Q,  γ  Γ*. 

Γξάθνπκε:    (p, aw, βx)      (q, w, γx) 

Έζησ      *  ε αλαθιαζηηθή & κεηαβαηηθή θιεηζηόηεηα ηεο      . 
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Απηόκαηα  Σηνίβαο 

Έλα  Απηόκαην Σηνίβαο  Μ = ((Q, Σ, Γ, q0, Δ, F)  αλαγλσξίδεη κηα 

γιώζζα L  αλλ   w  L,  (q0, w, e)     * (q, e, e)   θαη   q  F. 

Παξάδεηγκα 

Γώζηε απηόκαην ζηνίβαο γηα  L = { x c xR | x  {a, b}* }. 

Τόηε:       Μ = ((Q, Σ, Γ, s, Δ, F)  

όπνπ    Q = {s, f},     Σ = {a, b, c},     Γ = {a, b},      F = {f}  

θαη   Δ = {   ((s, a, e), (s, a)), 

((s, b, e), (s, b)), 

((s, c, e), (f, e)), 

((f, a, a), (f, e)), 

((f, b, b), (f, e))   } 
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Ώζεζε ζσμβόλων ηοσ x 

Ταίξηαζκα ζσμβόλων ηοσ xR 

με ηα ζύμβολα ηης ζηοίβας 

Απνδνρή κε ηειηθή θαηάζηαζε θαη θελή ζηνίβα 



Αηηηνθξαηηθά Απηόκαηα Σηνίβαο 

Τα αηηηνθξαηηθά θαη ηα κε αηηηνθξαηηθά απηόκαηα ζηνίβαο δελ 

είλαη ηζνδύλακα δηόηη δελ ππάξρεη αηηηνθξαηηθό απηόκαην 

ζηνίβαο γηα ηε γιώζζα { x xR | x  {a, b}* }. 

Απνδνρή κε ηειηθή θαηάζηαζε     (ζύγγξακκα Sipser) 

Έλα  Απηόκαην Σηνίβαο  Μ = ((Q, Σ, Γ, q0, Δ, F)  αλαγλσξίδεη κηα 

γιώζζα L  αλλ   w  L,  (q0, w, e)     * (q, e, x)   θαη   q  F. 

Απνδνρή κε θελή ζηνίβα 

Έλα  Απηόκαην Σηνίβαο  Μ = ((Q, Σ, Γ, q0, Δ, F)  αλαγλσξίδεη κηα 

γιώζζα L  αλλ   w  L,  (q0, w, e)     * (q, e, e). 

Οη 3 ηξόπνη αλαγλώξηζεο γισζζώλ είλαη ηζνδύλακνη. 

 

 

Απηόκαηα  Σηνίβαο 
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Παξάδεηγκα 

Γώζηε απηόκαην ζηνίβαο πνπ αλαγλσξίδεη ηελ L = { 0n 1n | n ≥ 0 }. 

 

Τόηε:       Μ = ((Q, Σ, Γ, q1, Δ, F)  

όπνπ    Q = {q1, q2, q3, q4},    Σ = {0, 1},    Γ = {0, $},     F = {q1, q4}  

θαη ε ζρέζε κεηάβαζεο Δ όπσο πεξηγξάθεηαη παξαθάησ. 

 

 

Απηόκαηα  Σηνίβαο 
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Απνδνρή κε ηειηθή θαηάζηαζε 



Παξάδεηγκα 

Γώζηε απηόκαην ζηνίβαο πνπ αλαγλσξίδεη ηελ L = { 0n 1n | n ≥ 0 }. 

 

Τόηε:       Μ = ((Q, Σ, Γ, q1, Δ, F)  

όπνπ    Q = {q1, q2, q3, q4},    Σ = {0, 1},    Γ = {0, $},     F = {q1, q4}  

θαη ε ζρέζε κεηάβαζεο Δ όπσο πεξηγξάθεηαη παξαθάησ. 

 

 

Απηόκαηα  Σηνίβαο 
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Απνδνρή κε ηειηθή θαηάζηαζε 



Γιώζζεο  Αλεμ. Σπκθξ.  &  Απηόκαηα  Σηνίβαο 

Θεώξεκα 

Κάζε γιώζζα αλεμάξηεηε ζπκθξαδνκέλσλ L αλαγλσξίδεηαη 

από (κε ληεηεξκηληζηηθό) Απηόκαην Σηνίβαο. 

Απόδεημε  

Βαζική Ιδέα: Τν απηόκαην ζηνίβαο θαηαζθεπάδεη κε αηηηνθξαηηθά ζηε 

ζηνίβα ηνπ κηα αξηζηεξόηεξε παξαγσγή ηεο ζπκβνινζεηξάο εηζόδνπ θαη 

θάζε θνξά πνπ πξνθύπηεη ηεξκαηηθό ζύκβνιν ζηελ θνξπθή ηεο ζηνίβαο, 

ην ηαηξηάδεη κε ην αληίζηνηρν ζύκβνιν ηεο ζπκβνινζεηξάο εηζόδνπ. 

Έζησ G = (V, Σ, S, R) Γξ.Α.Σ γηα ηελ L.  Τόηε L(M) = L όπνπ 

Μ = ( Q = {q, f},  Σ,  Γ = V  Σ,  Δ,  q,  F = { f } ) κε 

Δ  =  { ((q, e, e), (f, S)) } 

  { ((f, e, A), (f, xR)) | γηα θάζε θαλόλα A  x   R } 

  { ((f, a, a), (f, e)) | γηα θάζε ηεξκ. ζύκβνιν α  Σ }. 
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Απνδνρή κε Τ.Κ. 

θαη θελή ζηνίβα 



Γιώζζεο  Αλεμ. Σπκθξ.  &  Απηόκαηα  Σηνίβαο 

Παξάδεηγκα 

{ 0k 1k | k  0 }:               ({S}, {0,1}, S, { S  0 S 1,  S  e }) 

  

Μ = ( Q = {q, f},  Σ={0,1},  Γ = {S,0,1},  Δ,  q, F = { f } )   κε 

Δ  =  { ((q, e, e), (f, S)), 

((f, e, S), (f,    )),           /* θαλόλαο  S  0 S 1 */ 

((f, e, S), (f, e)),            /* θαλόλαο  S  e  */ 

((f, 0, 0), (f, e)),            /* ηεξκ. ζύκβνιν 0 */ 

((f, 1, 1), (f, e))             /* ηεξκ. ζύκβνιν 1 */ 

} 
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S 



Γιώζζεο  Αλεμ. Σπκθξ.  &  Απηόκαηα  Σηνίβαο 

Θεώξεκα 

Κάζε γιώζζα L πνπ αλαγλσξίδεηαη από απηόκαην ζηνίβαο είλαη 

γιώζζα αλεμάξηεηε ζπκθξαδνκέλσλ. 

 

Θεώξεκα 

Μηα γιώζζα είλαη αλεμάξηεηε ζπκθξαδνκέλσλ αλ θαη κόλνλ αλ 

αλαγλσξίδεηαη από απηόκαην ζηνίβαο. 
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Ιδηόηεηεο Κιεηζηόηεηαο γηα Γι.Α.Σ. 

Θεώξεκα 

Οη γιώζζεο αλεμάξηεηεο ζπκθξαδνκέλσλ είλαη θιεηζηέο σο πξνο 

ηηο πξάμεηο: έλσζε, παξάζεζε, Kleene star. 

 

 

Έλσζε: 

Έζησ  G1 = (V1, Σ, S1, R1)  θαη  G2 = (V2, Σ, S2, R2)  δύν Γξ.Α.Σ. 

κε V1  V2 =   θαη  S  V1  V2. 

Τόηε ε Γξ.Α.Σ. (V, Σ, S, R) όπνπ 

V = V1  V2  { S } 

R = R1  R2  { S  S1  |  S2 } 

παξάγεη ηε γιώζζα L(G1)  L(G2). 
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Ιδηόηεηεο Κιεηζηόηεηαο γηα Γι.Α.Σ. 

Παξάζεζε: 

Έζησ  G1 = (V1, Σ, S1, R1)  θαη  G2 = (V2, Σ, S2, R2)  δύν Γξ.Α.Σ. 

κε V1  V2 =   θαη  S  V1  V2. 

Τόηε ε Γξ.Α.Σ. (V, Σ, S, R) όπνπ 

V = V1  V2  { S }              R = R1  R2  { S  S1 S2 } 

παξάγεη ηε γιώζζα L(G1) L(G2). 

 

Kleene star: 

Έζησ  G1 = (V1, Σ, S1, R1)  κηα Γξ.Α.Σ. κε S  V1. 

Τόηε ε Γξ.Α.Σ. (V, Σ, S, R) όπνπ 

V = V1  { S }                       R = R1  { S  S1 S  |  e } 

παξάγεη ηε γιώζζα L(G1)*. 
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Ιδηόηεηεο Κιεηζηόηεηαο γηα Γι.Α.Σ. 

Παξάδεηγκα 

Βξείηε Γξ.Α.Σ. γηα ηε γιώζζα  L = { 0i 1j 2k | j = i + k }. 

 

Σημείωζη:    L = { 0i 1j 2k | j = i + k }  =  { 0i 1i 1k 2k }    

 

G = ( V={S1, S2, S},  Σ={0,1,2},  S,  R ) 

όπνπ 

R = {     S1   0 S1 1  |  e 

 S2   1 S2 2  |  e 

 S   S1 S2              } 
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Ιδηόηεηεο Κιεηζηόηεηαο γηα Γι.Α.Σ. 

Λήκκα 

Οη Γι.Α.Σ. δελ είλαη θιεηζηέο σο πξνο ηελ ηνκή. 

Απόδεημε 

Δάλ νη Γι.Α.Σ. ήηαλ θιεηζηέο σο πξνο ηελ ηνκή, ηόηε θαη ε 

{ 0k 1k 2k | k ≥ 0 } = { 0k 1k 2p | k, p ≥ 0 }  { 0q 1k 2k | k, q ≥ 0 } 

ζα ήηαλ Γι.Α.Σ.  Άηνπν. 

Λήκκα 

Οη Γι.Α.Σ. δελ είλαη θιεηζηέο σο πξνο ηε ζπκπιήξσζε. 

Απόδεημε 

Δάλ νη Γι.Α.Σ. ήηαλ θιεηζηέο σο πξνο ηε ζπκπιήξσζε, ηόηε ζα 

ήηαλ θαη σο πξνο ηελ ηνκή θαζώο                                         . 

Άηνπν. 
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Θα δούμε όηι η { 0k 1k 2k } δελ είναι Γλ.Α.Σ.   



Ιδηόηεηεο Κιεηζηόηεηαο γηα Γι.Α.Σ. 

Θεώξεκα 

Οη Γι.Α.Σ. είλαη θιεηζηέο σο πξνο ηελ ηνκή κε θαλνληθέο γιώζζεο. 

Απόδεημε 

Έζησ  Γι.Α.Σ. L1  θαη  θαλνληθή γιώζζα L2, 

απηόκαην ζηνίβαο  Μ1 = (Q1, Σ, Γ, Δ1, q1, F1) :  L(M1) = L1   & 

αηηηνθξαηηθό Π.Α. Μ2 = (Q2, Σ, δ, q2, F2) :  L(M2) = L2. 

Τόηε,    L(M) = L1  L2   γηα ην απηόκαην ζηνίβαο 

             Μ = ( Q1Q2,  Σ,  Γ,  Δ, (q1,q2),  F1F2 )  

όπνπ  p  Q1,  q  Q2,  a  Σ: 

Δ((p, q), a, w) = { ((p’, q’), w’) |   (p’, w’)  Δ1(p, a, w) 

 θαη   γηα   q’ = δ(q, a)   } 

Δ((p, q), e, w) = { ((p’, q), w’) |   (p’, w’)  Δ1(p, e, w)  } 
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εκηέλεζη ηων Μ1 

& Μ2 παξάιιεια 



Καλνληθή  Μνξθή  Chomsky 

Οξηζκόο 

Μηα Γξ.Α.Σ. G = (V, Σ, S, R)  είλαη ζε θαλνληθή κνξθή Chomsky 

(Chomsky normal form – CNF) εάλ θάζε θαλόλαο ηεο είλαη ζε κηα 

από ηηο εμήο κνξθέο: 

Α   B C            A, B, C κεηαβιεηέο θαη B, C  S 

A   a                A κεηαβιεηή,  a  Σ 

Δπηπιένλ, επηηξέπνπκε ηνλ θαλόλα  S   e . 

Θεώξεκα 

Κάζε Γι.Α.Σ. παξάγεηαη από θάπνηα Γξ.Α.Σ. ζε θαλνληθή κνξθή 

Chomsky. 

Avram Noam Chomsky.  Ακεξηθαλόο γισζζνιόγνο, θηιόζνθνο, ηζηνξηθόο, 

πνιηηηθόο αθηηβηζηήο, θνηλσληθόο θξηηηθόο. 
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Καλνληθή  Μνξθή  Chomsky 

Απόδεημε.  Έζησ Γξ.Α.Σ. G = (V, Σ, S, R) πνπ παξάγεη ηε γιώζζα. 

1. Πξνζζέηνπκε λέα αξρηθή κεηαβιεηή S0 

θαη θαλόλα   S0   S  

2. Αθαίξεζε θαλόλσλ  Α   e  

Γηα θάζε θαλόλα  Α   e  όπνπ  Α  S0 

Αθαηξνύκε Α   e  

Γηα θάζε θαλόλα  Φ   u A v  

Γηα θάζε ζπλδπαζκό εκθαλίζεσλ ηνπ Α ζην δεμί κέινο 

ηνπ θαλόλα, πξνζζέηνπκε ηνλ λέν θαλόλα πνπ πξνθύπηεη 

αλ αληηθαηαζηήζνπκε απηέο ηηο εκθαλίζεηο ηνπ Α κε e 

Παξάδεηγκα:  γηα  Α   e  &  Φ   u A v A w,   αθαηξνύκε  Α   e 

θαη  πξνζζέηνπκε  Φ   u v A w   |    u A v w   |   u v w 
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Αιγόξηζκνο Μεηαζρεκαηηζκνύ ζε CNF 



Καλνληθή  Μνξθή  Chomsky 

Απόδεημε. (ζπλέρεηα)  

3. Αθαίξεζε θαλόλσλ  Α   B       (μοναδιαίοι κανόνες)  

Γηα θάζε θαλόλα  Α   Β  
Αθαηξνύκε Α   Β  

Γηα θάζε θαλόλα  Β   u 

πξνζζέηνπκε ηνλ θαλόλα  Α   u   εθηόο αλ απηόο ν 

θαλόλαο είλαη έλαο από ηνπο κνλαδηαίνπο θαλόλεο πνπ 

αθαηξέζακε 

4. Αθαίξεζε θαλόλσλ  Α   x1 x2 … xk    k ≥ 3,  x1, …, xk  V  Σ 

Γηα θάζε θαλόλα  Α   x1 x2 … xk      (k ≥ 3)  
Αθαηξνύκε ηνλ θαλόλα  

Πξνζζέηνπκε:   Α   x1 Υ1     Υ1   x2Υ2     …    Υk-2   xk-1 xk  

όπνπ  Y1, …, Yk-2  λέεο κεηαβιεηέο 
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Αιγόξηζκνο Μεηαζρεκαηηζκνύ ζε CNF 



Καλνληθή  Μνξθή  Chomsky 

Απόδεημε. (ζπλέρεηα)  

5. Αθαίξεζε θαλόλσλ  Α   x1 x2  όπνπ  x1  Σ  ή  x2  Σ 

Γηα θάζε θαλόλα  Α   x1 Β    όπνπ   x1  Σ 

Αθαηξνύκε ηνλ θαλόλα  

Πξνζζέηνπκε:  Α   U1 B  θαη  U1   x1  κε U1 λέα κεηαβιεηή 

Ομοίως, για θάζε κανόνα  Α  Β x2   όποσ   x2  Σ. 

Γηα θάζε θαλόλα  Α   x1 x2    όπνπ   x1, x2  Σ 

Αθαηξνύκε ηνλ θαλόλα  

Πξνζζέηνπκε:  Α   U1 U2       U1   x1       U2   x2   

κε  U1, U2 λέεο κεηαβιεηέο 

Παξάδεηγκα:  Μεηαηξέςηε ζε CNF ηε Γξ.Α.Σ. G = (V, Σ, S, R)  κε 

V = {S, A, B}   &  R = { S   ASA  |  aB,     A   B  |  S,     B   b  |  e } 

 
Π.Ι. -  ΜΥΥ501/ΠΛΥ407   Λεσλίδαο Παιεόο 30 

Αιγόξηζκνο Μεηαζρεκαηηζκνύ ζε CNF 



Γιώζζεο  Όρη  Αλεμάξηεηεο  Σπκθξαδνκέλσλ 

Λήκκα Άληιεζεο γηα Γι. Α. Σ. 

Γηα θάζε άπεηξε γιώζζα αλεμάξηεηε ζπκθξαδνκέλσλ L, 

ππάξρεη  αθέξαηνο n ≥ 1 ηέηνηνο ώζηε 

γηα  θάζε  ζπκβνινζεηξά  w  L  κε   |w| ≥ n  

ππάξρνπλ  ζπκβνινζεηξέο u, v, x, y, z: 

                w = u v x y z    κε   | v x y | ≤ n,   v y  e 

θαη γηα θάζε αθέξαην  i ≥ 0,   u vi
 x yi

 z  L. 
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Απόδεημε ηνπ Λήκκαηνο Άληιεζεο γηα Γι. Α. Σ. 

Έζησ  L = L(G)  κε  G = (V, Σ, S, R)   θαη   n = θ(G)|V| – 1  όπνπ 

θ(G) ην κέγηζην κήθνο δεμηνύ κέινπο θαλόλα ζην ζύλνιν R. 

Καζώο  θάζε δέληξν βαζκνύ d θαη ύςνπο h έρεη ≤ dh θύιια, 

ην απνηέιεζκα (παξαγόκελε ζπκβνινζεηξά) θάζε ζπληαθηηθνύ 

δέληξνπ  ηεο G κε ύςνο h έρεη κήθνο  ≤ θ(G)h. 

Αθνύ   |w|  ≥  n = θ(G)|V| – 1      |w|  >  θ(G)|V|,  ην ζπληαθηηθό 

δέληξν Tw γηα ηε ζπκβνινζεηξά  w  έρεη ύςνο  >  |V|. 

Άξα ην δέληξν Tw έρεη κηα δηαδξνκή από ηε ξίδα ηνπ ζε θάπνην 

θύιιν κε κήθνο  ≥  |V| + 1, δειαδή πεξλά από  ≥  |V| + 1  εζση. 

θόκβνπο.      Υπάξρνπλ (ηνπιάρηζηνλ) 2 θόκβνη ζε απηή ηε 

δηαδξνκή κε ηελ ίδηα επηγξαθή, έζησ Α. 

 

Γιώζζεο  Όρη  Αλεμάξηεηεο  Σπκθξαδνκέλσλ 
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Απόδεημε ηνπ Λήκκαηνο Άληιεζεο γηα Γι. Α. Σ.   (ζπλέρεηα) 

 

Γιώζζεο  Όρη  Αλεμάξηεηεο  Σπκθξαδνκέλσλ 
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Χξεζηκνπνηώληαο ην Λήκκα  Άληιεζεο 

Γεληθή κέζνδνο απόδεημεο όηη κηα άπεηξε γιώζζα L δελ είλαη 

αλεμάξηεηε ζπκθξαδνκέλσλ 

Εηο άηνπνλ απαγσγή 

• Υπνζέηνπκε όηη ε L είλαη γιώζζα αλεμάξηεηε ζπκθξαδνκέλσλ 

θαη έζησ n ε ζηαζεξά ηνπ Λ.Α. γηα Γι.Α.Σ. γηα ηελ L. 

• Επηιέγνπκε ζπκβνινζεηξά  w  L   κε   |w| ≥ n. 

• Γηα θάζε ρσξηζκό ηεο  w  ζε  w = u v x y z 

όπνπ   |v x y| ≤ n,   |v y|  1  

βξίζθνπκε  i ≥ 0  η.ώ.  u vi x yi z  L. 

• Άηνπν      L δελ είλαη γιώζζα αλεμάξηεηε ζπκθξαδνκέλσλ. 

 

Σεκείωζε:   i ≠ 1 
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Χξεζηκνπνηώληαο ην Λήκκα  Άληιεζεο 

Παξάδεηγκα:  Γείμηε όηη ε L = { 0k 1k 2k | k ≥ 0 }  δελ είλαη Γι.Α.Σ. 

Δηο άηνπνλ απαγσγή. 

• Υπνζέηνπκε όηη ε L είλαη Γι.Α.Σ. θαη 

έζησ n ε ζηαζεξά ηνπ Λ.Α. γηα Γι.Α.Σ. γηα ηελ L. 

• Επηιέγνπκε ζπκβνινζεηξά  w  = 0n 1n 2n  L   θαη   |w| ≥ n. 

• Πεξίπησζε 1:  Τν v  ή ην  y  πεξηέρεη δηαθνξεηηθά ζύκβνια. 

Π.ρ., έζησ  v = 0p 1q  κε   p, q > 0.    Τόηε   v2 = 0p 1q 0p 1q    θαη     

u v2 x y2 z   L.     Παρομοίως, για ηις άλλες περιπηώζεις. 

• Πεξίπησζε 2:  Τν v  &  y  δελ πεξηέρεη δηαθνξεηηθά ζύκβνια. 

Τόηε, ζηε  u v2 x y2 z,  (ηνπιάρηζηνλ) έλα από ηα 0,1,2 απμάλεη ζε 

κήθνο & (ηνπιάρηζηνλ) έλα δηαηεξεί ην κήθνο ηνπ  u v2 x y2 z  L 

• Άηνπν      ε L δελ είλαη Γι.Α.Σ. 
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Χξεζηκνπνηώληαο ην Λήκκα  Άληιεζεο 

Παξαηήξεζε  

Γηα θάζε άπεηξε Γι.Α.Σ. L, ην Λήκκα Άληιεζεο ζπλεπάγεηαη όηη  

ππάξρνπλ ζπκβνινζεηξέο wi  L  (i ≥ 0) ηέηνηεο ώζηε  | wi | = ι + i κ   

γηα αθέξαηνπο ι = | u x z |,  κ = | v y |. 

 

Με βάζε απηήλ ηελ παξαηήξεζε, κπνξνύκε λα δείμνπκε όηη  

ε   L = { ak | k = j2 γηα αθέξαην j }  δελ είλαη Γι.Α.Σ. 

Σεκεηώζηε όηη   L = { e, a, a4, a9, a16, a25, a36, … }  

Δάλ ε ζηαζεξά ηνπ Λ.Α. είλαη n,  επηιέγνπκε  w = an2

 . 

Τόηε:  v = ap,  y = aq  (όπνπ 1  p+q  n),   u v2 x y2 z = an2+p+q. 

Αιιά   n2  <  n2 + p + q  <  n2 + 2n + 1 = (n+1)2  

  u v2 x y2 z = an2+p+q  L.   Άηνπν    ε L δελ είλαη Γι.Α.Σ. 
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Γιώζζεο  Όρη  Αλεμάξηεηεο  Σπκθξαδνκέλσλ 

Γιώζζεο πνπ δελ είλαη Αλεμάξηεηεο Σπκθξαδνκέλσλ 

• Γιώζζεο κε ζπκβνινζεηξέο 

ηνπιάρηζηνλ 3 κέξε ησλ νπνίσλ ζπζρεηίδνληαη  ή  ππάξρνπλ 

ηνπιάρηζηνλ 2 «ηεκλόκελα» δεύγε ζπζρεηηδόκελσλ κεξώλ 

Π.ρ., { 0k 1k 2k | k ≥ 0 }, { 0k x 02k xR | k ≥ 0,  x  {1,2}* } 

• Γιώζζεο ζηηο νπνίεο ε δηαθνξά κεθώλ δηαδνρηθώλ ζπκβνιν-

ζεηξώλ (ζε κηα δηάηαμε θαηά αύμνλ κήθνο) ζπλερώο απμάλεη 

Π.ρ., { ak | k = j2 γηα αθέξαην j },  { babaab…bakb | k ≥ 1 } 

• Άιιεο γιώζζεο 

Π.ρ., { w w | w  {0,1}* },   { ap | p πξώηνο αξηζκόο } 

Πξνζνρή:  νη { 0k 1k 1k | k ≥ 0 }, { 0k 1s 1k 2s | s, k ≥ 0 } είλαη Γι.Α.Σ. 
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Αιγόξηζκνη Απόθαζεο γηα Γξ.Α.Σ. 

Θεώξεκα 

Η γιώζζα L ησλ ζπκβνινζεηξώλ πνπ παξάγνληαη από κηα 

γξακκαηηθή Α.Σ. G: 

• δελ είλαη θελή αλ θαη κόλν αλ ππάξρεη ζπκβνινζεηξά  L κε 

κήθνο κηθξόηεξν ηνπ n, 

• είλαη άπεηξε αλ θαη κόλν αλ ππάξρεη ζπκβνινζεηξά w  L κε 

κήθνο  n ≤ |w| ≤ 2n 

γηα ζηαζεξά n πνπ εμαξηάηαη από ηελ G. 

Έιεγρνο εάλ ζπκβνινζεηξά w  L(G ) 

αιγόξηζκνο δπλακηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ ρξόλνπ O(|w|3 |G|) 

(Cocke, Younger, Kasami (‘70) ) 
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Αιγόξηζκνη Απόθαζεο γηα Γξ.Α.Σ. 

Πξνβιήκαηα πνπ δελ έρνπλ ιύζε (αιγνξίζκνπο) 

• Γνζεηζώλ δύν γξακκαηηθώλ, παξάγνπλ ηελ ίδηα γιώζζα; 

• Γηα δνζείζα γιώζζα αλεμάξηεηε ζπκθξαδνκέλσλ, είλαη ην 

ζπκπιήξσκά ηεο γιώζζα αλεμάξηεηε ζπκθξαδνκέλσλ; 

• Γηα δνζείζα γξακκαηηθή αλεμάξηεηε ζπκθξαδνκέλσλ, είλαη 

απηή δηθνξνύκελε; 

• … 

 

Ελδηαθέξνλ  Θεώξεκα   (απόξξνηα ηνπ Λήκκαηνο Άληιεζεο) 

Κάζε Γι.Α.Σ. κε κνλνζύλνιν αιθάβεην Σ  (δειαδή  |Σ| = 1)  είλαη 

θαλνληθή. 
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