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���)%�	���  
������  ����  ���
����	  �  ��  ����  ���
��������  ����
� ? 

#
�'�	(��	  (���	�����  
�  �!
	��  �
�

� ) 
.��

%
���  ��'  ��  ��%��  ���
*���  ��#  ��
���  
����������  � (�  ���
*���  ��#  ��
���  ��
  �������  
�
  ��
�
  ��  + , ��*�
  ����  
�  )��(��  ��  + , �  
�  
��������"
  '��  ��  ���
*���  ��#  ��
��� . 
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���)%�	���  
0/���  �
'�  ��
(��"  x ��  �
�  �����
�  �"
���  n. 

#
�'�	(���  1 (���	�����  ��  +�!%� -��%	�� ) 
double power1(double x, int n) 

int j = 0; 

double y = 1; 

 

while (j < n) 

y = y*x; 

j = j+1; 

return y; 
 

,
�����
�  ��!  #
� . 1 
��  �
�

�  C 
double power_1(double x, int n) { 

int j; 

double y = 1; 
 

j = n;           /*  j = 0 */ 

while (j > 0 ) {  /*  while (j < n) { */  

y = y*x; 

j = j -1;    /* j = j +1 */ 

} 

return y; 

} 
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-�	���	�  ��	
����  #
����(���  
�  ��*"����   

�  ���
��"��
��  *%���  �
����  

�  �#�����  ���$������
���"  

�  ��

�'����  

1��  �
�
�	���
  �#����  �  ��*"����  ��
  �  
���
��"��
��  *%���  �
���� . -
  �"�  �#���  
��� �����
  ��(���,�#
  ��
  ������
�'����  �
'�  
��$'�
(��# . 

 

��
�
  �  Power1 �  �
�  ������
�'�  ��$'�
(���  $
�  ��  
��')����  ��� ? 

 

 

�����
����  Power2: �������  & ������  ��
�  ��  ��
�  
double y 
 

1. if (n == 1) return x 

2. y = power2(x, � n/2� ) 

3. if n is even 

4. return y*y; 

5. else                                                                  

6. return x*y*y; 



� /�  4-32, �����  ������
�
   3�  �� ��
�  

!���"��#  ��
�$
%��   6 

����&
�  ����
���  
-  #����$
����  ���
  �����  ��#��"�#��  �*�
  �
�
  
������$����  ��
  �
�  ��$ ��  �����  �
���� . 

 

+ (�  (���  �
����  �*�
  �
�  ��
(���
��  �
�"(#
��  
(�
�"(#
��  �
���� ). 

 

�  �
���  ��
�
  �#*����  ����������� , ��  �����  
�����
�
  ���  �  ��'�)���  ��  ���
�������  (���  
�
����  (�
�� �����  ��'  ��  �
�"(#
��  ���
  �����  
)�������
 ) $�
���
  ��  ��
  ��
�  ��*"���� . 

 

&#
�*'��
��  (���
�  �
����  �����"
  
�  
���(���"��#
  ��  �����  �
��  �$$��	�� . ��  �����  
�
��  �$$��	��  ������  
�  ��
  ��
�
  ��#  ��
�#  �"��# . 

 

&#
�*'��
��  (���
�  �
����  �����"
  ������  
�  
���(���"��#
  �
�  ��
���  (������  �
�  �"
���  
���
*���
  ��#  ��
�#  �"��# ). 

 

1
�  ����)����  ���
  �����  ��
�
  ���(���#��
�  
�
�  �
�"(#
��  �
����  �
�� ,���
  ����)����  
������  (�  ������� ). 
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�����
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�  ���
��"
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 ). 

�  �
 �����  ���
*���#  $
�  ��  �����  ��
�
  $
����  �  
(���  ��#  ���  ����  (� .*., �
 �����  ��#  5�#  
���
*���# ) ��
  ������  
�  $�
�
  ��  ���(��'  
*�'
� . 
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#�����&���  � ���  ��%��&���  
 

����������
  ���  ���  ���� : 
�  2
�  �  ���
��'����  �����  (�"
���  �
�
��
��
�
 , 

classes of mathematical objects) 

�  2
�  �"
���  ��
��#�$
%
  (mathematical 
operations) ���  ���
*���  �#�%
  ��
  �����
 . 

 

���)%�	���  (� ��
�  
��	/���!  
�  ������ ) 
�  ��  ������
�  ���  ��
�
  � ��
�#  �"��# , ����  key, 

��
  #� �*�
  �
�  $����
��  �
 ����  �
 ���  ��#� : 

�  u,v ����	  key, ����  u < v, �  v < u, �  v = u. 

�  2*�#��  �
�  �"
���  S ��'  ���
*���  �"��#  key 
��
  (���#��  
�  �����"��  
�  ���
� ��  ��  
��%���� : u �  S? 

 

����� :  

�  ���
*���  �"��#  key (� .*., u,v) ��
  ���������
�  
�"
���  �#�%
  (� .*., S) 

 

"�����  ��
��	��
#� : 

�  ����*�  true �  false �� 
�����  ���
  ��%����   
«u �  S?”, '��# : u ��
�
  ���
*���  �"��#  key, S 
��
�
  ���������
�  �"
���  ��'  ���
*���  �"��#  
key. 
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����  ��%��&���  
1
�  ����  ������
�
  #����
��  �
�
  �	�����
�  
�"��  ������
�
 . 

 

1
�  ����  ������
�
  �����
��  �#����
���) 
�
 : 

�  �
�  �"
���  ���(���#��
�
  ������
�
  ��  �����  
�����"
  
�  #�����"
  ������$����  ��'  �
�  
�"
���  ��
��#�$
%
  ��#  �*���,�
��
  ��  ��  
�#$����
��
�  ����  

 

�  �
�  ����  ���(���#���  

 

�  �
�  �"
���  ��'  ��
���"�  �#
�������
 , '��#  �  
� (�  �#
 �����  �������  �
�  ��
��#�$��  ���  
���
�*'��
�  ���  ����� , ��
   

 

�  �
�  �"
���  ��'  ��$'�
(��#� , �
�
  ��$'�
(��  
$
�  � (�  �#
 ����� . 

 

-
  )��
���  ��
��#�$���  ���  ��
  ���%
  ������
�
  
��
�
  �
  ��'��#(�� : 

�  ����������    
�  �
��$�$�  
�  �
�$��	�    
�  �
�,�����  

 

�  ���

'����    
�  �
�
$��	�  
�  &#$*%
�#��  
�  �
�*��
��'�  



� /�  4-32, �����  ������
�
   3�  �� ��
�  

!���"��#  ��
�$
%��   10 

 ��(����	�'  ,�'0�(��  
 

�  1�
���
��  &#
�������
  

 

�  �����
�  1���  ���$���
�%
  ��
(�%
  

 � x� , � x� , [x] 

 

�  ���#%
#��  – ���#�
#�
���  &#
������
�  

f(x) = anx
n + an-1x

n-1 + … + a1x + a0 

 

�  3�$ �
(��
  & ��(����  – ��
'�����  

 

�  4���
��
  &#�)��
���� : 

 lg n = log2 n 

 ln n = logen 

 lgk n = (lg n)k 

 lg lg n = lg(lg n) 

 

�  ����$�
�
�  

n! 

 

�  5(��
���  '��
  $������
���  �  ��
(���
���  
���'��#  
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��(����	��  �������   
 

���)%�	���  1 – 1�
	��  �&(�%��  
$�������  �����
���	  Power1 

1�  ���$�$�  ���  j.  

 

&#�)���,�#��  ��  yj ��
  �
��  ���  ����)�����  y 
���
  ��*�  ���  j-�����  �
��"������ , j = 1, …, n+1 

  

�����  
�  �����#��  ���  yj = xj-1. 

 

6 ��  ���$�$��  

j = 1. ��*
� , y1 = 1 = x0 = x1-1 = xj-1. 

 

���$�$
��  ��'(���  

2���  '�
  $
�  � ��
�  k, 1 �  k < n +1, yk = xk-1. 

 

���$�$
�'  6���  

��  �����#��  '�
  o 
�*#�
��'�  
�*"�
  $
�  (k+1):  
yk+1 = xk.  

��'  ��$'�
(�� : yk+1 = yk *x.  

A�'  ���$�$
��  #�'(��� : yk = xk-1. 

5�� , yk+1 = xk, '���  ���
�����
 . 
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���)%�	���  3: ��('����  ���� /���  
Power_1 

 

1�  ���$�$�  ���  j, j = n, …, 0. 

 

#����  ��  %��2�  '�	  yn-j+1=xn-j 
 

6 ��  ���$�$��  

j = n:  

yn-n+1 = y1 = 1 = x0 = xn-n, '���  ���
�����
 . 

 
���$�$
��  ��'(���  

2���  '�
  $
�  � ��
�  k, n �  k > 0, 
�*"�
  '�
  yn-k+1 = 
xn-k. 

 

���$�$
�'  6���  

��  �����#��  '�
  o 
�*#�
��'�  
�*"�
  $
�  (k-1): yn-

k+2 = xn-k+1. 

 

��'  ��$'�
(�� : yn-k+2 = yn-k+1 *x.  

A�'  ���$�$
��  #�'(��� : yn-k+1 = xn-k. 

5�� , yn-k+2 = xn-k+1, '���  ���
�����
 . 
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���)%�	���  3 – �
/!��  �������  
 #	�!��	��'�  ��

��
�
	�
�'�   

��
���
  �  �#
 ����� : 
     

              0, �
   y = 0 
m(x,y) =  m(x+x, y/2), �
  y ,#$'�  & 	 0 

    x + m(x, y-1), �
�	����
�             
��  �����  '�
  m(x,y) = x*y, �  �����
�  x,y 
 
#�'%�	2�  
1�  ���$�$�  ���  y.  
6 ��  ���  ���$�$��  
�
  y = 0, m(x,y) = 0, ���  ��
  x*y = 0, ��'��  

�*"�
 . 
 

���$�$
��  ��'(���  
!
� ��#��  �
�  �
��  ��#  y > 0. ���(���#��  '�
  
m(x,z) = x*z, $
�  � (�  z, 0 �   z < y. 
 

���$�$
�'  6���  
�����
�
"�#��  ��
  
�*#�
��'  $
�  ��
  �
��  y: 
m(x*y) = x*y. 
�  y ���
��'� : m(x,y) = x + m(x,y-1). E��$�$
��  

#�'(���  (z = y-1 < y): m(x,y-1) = x*(y-1). 5�� : 
m(x,y) = x + x*(y-1) = x + x*y –x = x*y 

�  y  ��
�� : m(x,y) = m(x+x, y/2). ���$�$
��  
#�'(���  (z = y/2 < y): m(x,y) = (x+x)*y/2 = x*y. 
5�� : m(x,y) = x*y. 

{  
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#�)
!
�  #
����(���  
 

����
�
�'�  ��'���  ��������  ���  ��������  

 ��

! : ���'����  

�����

! : 

�  �"�����  
�  ���)��	(��  �  �#����
	��  $
�  
 ���  �"
���  ������
�
 . 

�  -  *�'
��  ������$�����  ����� ��
  ��'  ��  #�
�' , 
��  $�%���  ���$������
���"  ��
  ��  
����	����� , ���  ��
  ��'  ��  �'��  ��

'�  ��
�
  
�  ���$������
���� . 

 

������
�'�  ��'���  ��������  ���  ��������  

�
� $���
  �
�  ����)����  n ��#  ��	� ,�
  ��  
��$�(��  ��#  ���)������� . 

 

����%�������  
�  &��  ��')����  �
#/%����  ��  �"
���  ��  

��$�(��  ��#  ���)�������  ��
�
  ��  n: �  �"
���  
���
  �����  �����
  
�  #/�(��  �  ������
��  
��
(�'� . 

�  &� �
�  ��')����  ���

'�����  �
'�  ��
��� , ��  
��$�(��  ��#  ���)�������  ��
�
  ��  ���(��  ��
  
���
*���
  ��#  ��
��� . 
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#�)
!
�  #
����(���  
 

��'0
���  ��2	�'��
��  
 

��
�%��  (input):  1
�  �����#(��  ��'  n ��
(��"�  
<a1, a2, ..., an>. 
 

32�%��  (output): 1
�  «�
��
 ���� » < a’ 1, a’2, ..., 
a’n> ���  �����#(���  �
�'��#  ���
  %��� :  

a’1 �  a’2 �  ... �  a’n 

 

InsertionSort 
 

void InsertionSort(int  A[n]) { 

/* ���
������  �%�  ���
���%�  ��	  �  */ 
 int key, i, j; 

 for (j = 1; j < n; j++) { 
  key = A[j]; 
  i = j-1; 
  while (i >= 0 && A[i] > key) { 
   A[i+1] = A[i]; 
   i = i-1; 
  } 
  A[i+1] = key; 
 } 
} 
 

���  ��
��#�$��  �  ��$'�
(���  �
  A = 
<5,2,4,6,1,3>? 
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#�)
!
�  ��!  #
����(��!  InsertionSort 
 

-  *�'
��  ��#  ������
���
  ��'  ��
  InsertionSort 
����� ��
  ��'  ��
  ������ : 
 

«& ���
������  1000 ��
��#�  ���
���  ���
�������  
�����  ���  ���  ���
������  3 ��
��#� »! 

 

 

#!�'  	
/ �	  ���	�'���� : 
 

«$  ������  ��	  ���
���  ����  �����
����  �
�  ��  
�
��������  �����!��
  ���  ��  �������  ���  �
����	 »! 

 

 

4�'���  ���&
�
��  
 

-  *�'
��  ���������  (running time) �
'�  
��$���(��#  �	�  �	�  
!�����	�&��  ��
�%�  ��
�
  �  
��
(�'�  ��
  )��
�%
  ��
��#�$
%
 /�
���%
  (�  
)�� ��
 ) ��#  ������"
��
  ���  ��
  ��������  ��#  
��$���(��#  ��  �#��  ��
  ������ .  

� /�  4-32, �����  ������
�
   3�  �� ��
�  

!���"��#  ��
�$
%��   17 

#�)
!
�  #
����(���  
 

void InsertionSort(int  A[n]) {          +'����    4�'
��  

 int key, i, j; 

 for (j = 1; j < n; j++) {  -------------------->    c1             n 

  key = A[j];   -------------------->    c2             n-1 

  i = j-1;    -------------------->    c3             n-1 

  while (i >= 0 && A[i] > key) { --------->    c4      &  tj 

   A[i+1] = A[i]; -------------------->     c5      &  (tj – 1) 

   i = i-1;   -------------------->     c6           &  (tj – 1) 

  } 

  A[i+1] = key;  -------------------->     c7       n-1 

 } 

} 

tj: �  ��
(�'�  ��
  	��%
  ��#  �  ���$*��  ��#  while loop ���������
  $
�  �#��   
��
  �
��  ��#  j. 
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#�)
!
�  ��!  #
����(��!  InsertionSort 
 

 

�!��
	�'�  4�'���  ���&
�
��  
 

T(n) = c1n + c2(n-1) + c3(n-1) +c4 &  tj + c5 &  (tj-1) 
+ c6 &  (tj-1) + c7(n-1) 

 

 

�  ��
��  ����
  �  
��������  ������  �
�������  ��	  
������  ��  ��
��	����  ���  ���  InsertionSort? 

 

 

O ��
����  ��
�
  ��  ��*��  ���

�����
��  ��  
�"��#��  �
 ���� . 

�'�� , tj = 1, �  j = 1,2, …, n-1: 

 

T(n) = c1n + c2(n-1) + c3(n-1) +c4(n-1) + c7(n-1) 

        = (c1 + c2 + c3 +c4 + c7)n - (c2 + c3 + c4 + 
                                                                           c7)  



 
  �����	��  
!�)���
�  ��!  n! 
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#�)
!
�  ��!  #
����(��!  InsertionSort 
 

�  ��
��  ����
  �  ��
�������  ������  �
�������  
��!  
���  �
������  ���  ' nsertionSort? 

 

��  ���
*���  ��#  ��
���  ��
�
  ��  	(�
�#��  
�
 ���� . �'�� , tj = (j+1), �  j = 1, …, n-1 ��
 : 
 

o &  tj = &  (j+1)  
             = 2 + 3 + … + n  

             = (1+2+ … + n) – 1 

             = n(n+1)/2 – 1 
 

o &  (tj -1) = &  j  
                  = 1 + 2 + … + (n-1)  

                  = n(n-1)/2 

 

�����
�� : 
 

( (n)= c1n + c2(n-1) + c3(n-1) +c4(n(n+1)/2 - 1)  

            + c5 n(n-1)/2 + c6 n(n-1)/2 + c7(n-1) 

       = … 

       = (c4/2 + c5/2 + c6/2) n2 + (c1+c2+c3+c4/2- 

            c5/2-c6/2+c7) n – (c2+c3+c4+c7) 

 




 
  ��������	��  
!�)���
�  ��!  n! 
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4���	��  ��
!�
��'����  
4���	
���  4�'���  ���&
�
��  

 

-  ����
����  ������  �
�������  (�  �  ����

�  
���	���
����� ) �
'�  ��$���(��#  ���,���
  
�  ��
�
  
�  ��$
����  *�'
��  ���������  $
�  � (�  ������  
��$�(�#�  n (��
  ��
�
  �#
 �����  ��#  n). 

 

 

�  �%�  ��������  ��  )�����  ���  �!�%  ��
�  ���  
����

�  ���	���
�����  ����  ���������	 ; 

 

 

 

�  �%�  ��������  ��  )�����  ���  
!�%  ��
�  ����  
����

�  ���	���
�����  ����  ���������	 ; 
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�)2�  4���	���  ��
!�
��'�����  
 

�  *��

��  ���#����'����  ���  InsertionSort ��
�
  
an2+bn+c, '��#  a = c4/2 + c5/2 + c6/2, b =  
c1+c2+c3+c4/2-c5/2-c6/2+c7 ��
  c = c2+c3+c4+c7. 

 

��  �'���  ci ��
  ���  ��
�#
  *���
��  �����	���� . 

 

������  	���� , ���  ��  ������  ���  *��

���  
���#����'����� , ��
�
  *���
��  
�  (����"��  
��'��  �
�  ����#���#�
���  �	�
����
�  ��'  ��
  
an2+bn+c. 

 

1��  �
�
�	���
  �'
�  �  �#(�'�  ����)����  ���  
�#
 ������  ���  *��

���  ���#����'����� : 

�  ��'  ��   (��
���  an2+bn+c ���  �
�
�	���
  
�'
�  �  �#����*��  '���  an2, �	�"  �
   ���
  �"�  
'��
  ��
�
  �� -����
�
���  $
�  ��$ ���  �
���  ��#  
n. 

 

�  �$
��"��  ������  ��  �#
�������  a, �	�"  �
  
���(����  ��� $�
���  ��
�
  �
$'����
  
����
�
���  $
�  ��$ ���  �
���  ��#  n. 

 
"  /���	��  ��
!�
��'����  ���  InsertionSort 

����	  ��������	���  �)2��  (� (n2)). 
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�)2�  4���	���  ��
!�
��'�����  
 

1��
���  	����  �����"��  
�  #����$���#��  ��
  
���
)�  ���#����'����  �
'�  ��$���(��# .  

 

7��
  ��  n (������� ) ��
�
  ��$ �� , �
  ���(����  ��
  
�
  *����'�����  � ���  '��
  ��
  ��
�
  ����
�
���  
(�#�
��*��  �
�
�
  �#�%
  �  #/��'�����  � ���  '��� ).  

 

�  ������  ���  ���#����'�����  $
�  ���"  ��$ ��  n 
('�
�  �#
 ������  ���#����'�����  '��
  ��  n ���
�
  
���   ��
�� ), �
�� ,���
  ��#�����
��  ������ . 

 

&#
�(�� , �
��  ��$'�
(���  ��#  ��
�
  ��#�����
�  
�  �
�  �����������
�'� , ��
�
  �  ���"����  ��
��$�  
$
�  '���  ���'�  ��'  ���"  �
����  �
�'��#� . 
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#�)
!
�  #
����(���  
 

 

�!�0�
	
�'�  �  
2���  f(n) ��
  g(n) �"�  �#
������
� . �  f(n) ��
�
  
- (g(n)), f(n) = O(g(n)), �
  #� �*�#
  ���(����  c �  
R+ (c ���$���
�'� , c > 0) ��
  �����
��  n0 �  0, ���
  
%���  $
�  � (�  n �  n0 
�  
�*"�
 : 

0 �  f(n) �  cg(n) 

 

���)%�	���  
2���  f(n) = an2 +bn, '��#  a,b (��
���  ���(���� .  

? f(n) = O(n2). 

8 *
�#��  $
�  c & n0 � .� .  

an2 + bn �  cn2, �
�  
!��  n �  n0 

0 �  (c-a)n2 – bn 
  

0 �  n [(c-a)n –b] 
  

(c-a)n - b �  0 

�
  ��
����#��  c = a+1 ��
  ���
�������  n0 �  b, �  
�

�'����  (c-a)n - b �  0 
�*"�
 . 
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�!�0�
	
�'�  �  
2���  f(n) ��
  g(n) �"�  �#
������
� . �  f(n) ��
�
  
9 (g(n)), f(n) = 9 (g(n)), �
  #� �*�#
  ���(����  c �  
R+ (c ���$���
�'� , c > 0) ��
  �����
��  n0 �  0, ���
  
%���  $
�  � (�   
n �  n0 
�  
�*"�
 : 

0 �  cg(n) �  f(n) 

 

���)%�	���  
 

��  ��������  '�
  f(n) = 9 (n). 

 

an2 + bn �  cn 
  

an2 + (b-c)n �  0
  

an + b-c �  0. 

 

A
  ��
����#��  c = b 
�*"�
  '�
  an �  0, $
�  � (�  n �  
0,  ��  $
�  c = b & n0 = 0, �  
�*#�
��'�  
�����
�
"���
 . 
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�!�0�
	
�'�  5  
 

2���  f(n) ��
  g(n) �"�  �#
������
� . �  f(n) ��
�
   
� (g(n)), f(n) = � (g(n)), �
  f(n) = O(g(n)) ��
  f(n) = 
9 (g(n)). 

 

 

���)%�	���  
�����
�
"�#��  ���  f(n) = 9 (n2), ��'��  f(n) = 
� (n2). 

 

8 *
�#��  $
�  c > 0 & n0 �  0, � .� .  

an2 + bn �  cn2, �
�  
!��  n �  n0 

 

0 �  (c-a)n2 – bn 
  

0 �  n [(c-a)n –b] 
  

(c-a)n -b �  0. 

 

A
  ��
����#��  c = a/2 > 0 
�*"�
  '�
  (c-a)n-b =  
-an/2-b �  0, $
�  � (�  n �  0,  ��  $
�  c = a/2 &  
n0 = 0, �  
�*#�
��'�  �����
�
"���
 . 
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�)2�  ��
!�
��'�����  – �!�0�
	
���  � , � , 5  �/����	�)  
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 �!��(�	�  -���������   
4���	���  ��
!�
��'�����  

 
� (1): ���(���  ���#����'����  

 

� (logn): ��$��
(�
��  ���#����'����  

 

O(n): $����
��  ���#����'����  

 

O(n logn): ���#����'����  - (n log n) (�#
�(��  
���#����'����  )���
���
  ��$'�
(��
  
���

'����� ) 

 

O(n2): �����$�

��  ���#����'����  

 

O(n3): �#)
��  ���#����'����  

 

� (nk), �	�  �)��	�  �����(��	
�&��  ��&��	�  k: 
���#�
#�
��  ���#����'����  

 

O(2n): ��(��
��  ���#����'����  
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�%	'�����  � , � , 5  
 

#���
�
�	��  �%	'����  
f(n) = - (f(n)) 

f(n) = 9 (f(n)) 

f(n) = � (f(n)) 

 

 

����0��	��  �%	'����  

f(n) = - (g(n)) & g(n) = - (h(n)) 
  f(n) = - (h(n)) 

f(n) = 9 (g(n)) & g(n) = 9 (h(n)) 
  f(n) = 9 (h(n)) 

f(n) = � (g(n)) & g(n) = � (h(n)) 
  f(n) = � (h(n)) 

 

 

�!�����	��  �%	'����  
f(n) = � (g(n)) �
  ��
  �'
�  �
  g(n) = � (f(n)) 

 

 

#���
�����  �!�����	��  �%	'����  
f(n) = O(g(n)) �
  ��
  �'
�  �
  g(n) = 9 (f(n)) 

 

����  !�
���  �
�  ��  ����
  

���������  �
�  ����� 
�  
�
'����� . 
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#�
&�  #��%���	�&�  �/&
�	�  
 

2���  '�
  �  f(n) �
����
��  ��   (��
���  ��
  n 
�
��'����
  �������
 . �'�� , �  f(n) ������  
�  
��
����  �
�����
�  ��  ���� : 

f(n) = 1, ��  n = 1 ��
  f(n) = f(n-1) + n, ��  n > 1. 

O #����$
��'�  �
��  �� -�
�����
���  	'����  $
�  
��
  f(n) ��
�
  ���'� : 

f(n) = f(n-1) + n  

       = f(n-2) + (n-1) + n 

       = .... 

       = f(1) + 2 + ... + (n-1) + n 

       = 1 + 2 + ... + (n-1) + n 

       = (n+1) n / 2 
 

���)%�	���  2 
2���  '�
   f(0) = 1 ��
  f(n) = 2f(n-1). 
 

-  #����$
��'�  �
��  �� -�
�����
���  	'����  $
�  
��
  f(n) ��
�
  ��
  � �
  ���'� : 

f(n) = 2 f(n-1)  

       = 22 f(n-2)  

       = ...  

       = 2n f(0)  

       = 2n. 
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#��%���&�  � ��!  «�	����	  ��	  1�
�
�!� » 
 

�!�%	��  #��*���
�  
int  BinarySearch(table T[a...b], key K) 

/* ��
����*�
  ��  ����  ��	  �  ����  ����  ���
��������  
����
�  T, ��  ��  �  	�!���
 , 
�
  -1 �
�*����

!  */ 

   int middle, tmp; 

   if (a > b) return -1;  
   middle = � ��  �����
�  �����  ��#  (a+b)/2; 
   if (K == T[middle]) return middle; 
   else if (K < T[middle]) { 
          tmp = BinarySearch(T[a...middle-1], K); 
          return tmp; 
   } 
   else { 
            tmp = BinarySearch(T[middle+1...b],K); 
            return tmp; 
   } 
} 
 

�  + (�  �
�  ��'  �
�  �
�����
���  �����
�  ���� ,�
  
������#  ��  �
�'  ��
��� . 

 

�  2���  '�
  n ��
�
  ��  ��$�(��  ��#  ��
���   
(n=b-a+1). ��  #��(���#��  $
�  �'$�#�  
���'�����  '�
  n = 2k -1. 
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#��%���&�  � ��!  «�	����	  ��	  1�
�
�!� » 
 

�'�� :  

2k -1 = b-a +1 
  b = 2k - 2 + a 
 

-�'�� ,  ���  ��
  1�  �����  ���  BinarySearch(): 

middle = [(a+b)/2] = [(a+2k -2+a)/2] = a+2k-1 -1 

 

H 1�  �
�����
��  �����  �
�	�����
  ��  ��
���  
����#� : 

middle -1-a+1 = middle –a  

                        = a + 2k-1 -1-a  
                        = 2k-1 -1. 
 

H 2�  �
�����
��  �����  �
�	�����
  ��  ��
���  
����#� : 

b – (middle +1) +1 = b – middle  

                                = 2k -2 +a –a -2k-1 +1  

                                = 2k-1 -1. 

 

�  ��
�  ����
  ��  ��
������  ���!�
�  ��	  ������  ��  
�	�)��  
��!  ���  �
������ ; 

 

-  ��
����  ��
  ���
�*�
  ��  ���
��  ��
  �
  
�
�����
���  �����
�  �#
�*�,�
��
  ��*�
  
�  $�
�
  
�����  ��   ��
�  ��
��� . 
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#��%���&�  � ��!  «�	����	  ��	  1�
�
�!� » 
 

�
  T(n) : ��$
����  �#
��'�  *�'
��  ���������  ��  
��
���  ��  n ���
*��� , ��
  c,d: ���(����  

 

�'�� : 
 

T(2k-1) = c, ��  k = 0 

��
  

( (2k-1) = d + T(2k-1-1), ��  k >0. 
 

2*�#�� : 

 

( (2k-1) = d + T(2k-1-1) 

             = 2d + T(2k-2-1) 

             = ... 

             = kd + T(0)  

             = kd + c. 

 
�	�"  n = 2k-1, ��
�
  k = log(n+1) ��
   

 

T(n) = d log(n+1) + c. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

����"�#  2 
���#-��  
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�������  

 
����  ������
�
  ��#  ���(���"�
  �
�  �����#(��  
��'  �
���*
�  ��
(����
�  �
�
�����
� . 

 

�
�  *�����
��

! : 

�  l,u: �����
�
  

 

�  ��  �
 �����  l…u ��
�
  ��  �"
���  ��
  �������
  
j � .� . l �  j �  u. 

 

�  2
��  ��
����  ��
�
  �
�  �#
 �����  ��  �����  
��
���"  �
�  �
 ����� , ��#  ��$���
  �"
���  
��
��%
 , ��
  �����  �
�%
  �
�  �"
���  ��'  
�
�
�����
�  (��  ���
*���  ��#  ��
��� ). 

 
�  4 : ��
����  
�  j: �������  ���  �"
���  ��
��%
  ��#  4  
�  X[j]: ��  j-���'  ���
*���  ��#  4  
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.�	��!�����  
�  �������  
 

o Access(X,j): ��
����	�
  4 [j] 

o Length(X): ��
����	�
  u, ��
  ��
(�'  ��
  
���
*���
  ��#  4  

o Assign(X,j,a): �������  ��  ��
��#�$��  4 [j] = a 

o Initialize(X,a): ��*
����
��  ��  a � (�  ���
*���  
��#  4  

o Iterate(X,f): �	���',�
  ��
  �#
 �����  f ��  � (�  
�
�  ���
*�� o ��#  4 , ���

%
���  ��'  ��  
�
��'����  ��
  ������$�
���  ���  ��$��"���� . 

 

��
!%	)
����	  �������  
 

o 2
��  �
�
 ������  ��
����  ���,���
  ��  �  
��
��
 ������  ��
����  ��#  �����#  ��  ���
*���  
��
�
  ��
��
 �����
  ��
���� . 

o 2
��  d-�
 ������  ��
����  ���,���
  ��  �  
��
��
 ������  ��
����  ��#  �����#  ��  ���
*���  
��
�
  (d-1)-�
 �����
  ��
���� . 

o �
  <j1, … , jd> ��
�
  �
�  �
 
#���  d �������
  
��#  �
���
  ���  �"
���  ��
��%
  �
'�  d-
�
 �����#  ��
���  4 , �'��  4 [j 1,…,jd] ��
�
  �  �
��  
��#  ��
���  $
�  ��  �#$����
��
�  ������ . 
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,
�����
�  �	�)���  
�  �	�%�/	�&�  5&
�	�  
������  

 

o &��  C  ��  '
��� , � .*. 4 , �
'�  ��
���  ��
�
  ��
  
�������  ���  1�  ���
*���  ��# .  

o �
  L ��
�
  ��  ��$�(��  � (�  ���
*���#  ��#  
��
��� , �'��  ��  j-���'  ���
*���  ��#  ��
���  
)�������
  ���  �
�"(#
��  X + L*(j-1). 

o + ��
��  	����  ��  �����  ��#  ��
���  ��
  ��
�
  
$
���'  ��
  �
��  �#��"  *���
����
����
  �
�  
���
*���  	��#�'�  ��  �����  �����������  ��  
�����  ��#  ��
���  (�#�'  � .*. $�
���
  ���  C ��  
��  strings). 

 

�	%	)
����	  �������  
&��  C �
  ��
����  ���(���"�
��
  ���  $������ : 

4 [0,0], 4 [0,1], ... , 4 [0, m], 4 [1,0], ... , 4 [1,m], ... , 
4 [n,0], ... , 4 [n,m]. 

 0 1 ... m 

0 [0,0] [0,1] … [0,m] 

1 [1,0] [1,1] … [1,m] 

... … … … … 

n [n,0] [n,1] … [n,m] 
 

5��  ��  ���
*���  4 [k,j] )�������
  ���  (���  �
����  
4  + L*(m*k + j). �
��� ? 
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�	%	�&�  ����&�  �	�)���  
 

�!�����	���  �������  
&#�����
�'�  ��$���
  �  �����$�

�'�  ��
����  ��  
���
*���   4 [k,j] = X[j,k], $
�  � (�  0 �  j,k �  n. 

 

 0 1 2 

0 5 34 31 

1 34 6 87 

2 31 87 45 

 

�� �*�#
  1 + 2 + ... + n �
�	����
�  ���
*���  ��
  
 ��  ���
��"
��
  (1+n)*n/ 2 (���
�  �
����  $
�  ��
   
���(���#��  ��#  ��
��� . 

 

��	���	���  �������  
�
�  ��  ���
*���  �
'�  � 
�  (� �� ) ��
$�

��"  
��
���  
�*"�
  4 [k,j] = 0, �
  k < j (�
�����
*�  
k > j), '��#  1 �  k,j �  n. 

1 0 0 0 

21 43 0 0 

34 7 18 0 

5 86 23 43 
 

�%�  ��������  ��  	����
���	��  ��
�
��#�
�	�  
����
��  �%���  ���!��  ����!��  ������ ? 



� /�  4-32, �����  ������
�
   3�  �� ��
�  

!���"��#  ��
�$
%��   21 

#��	��  �������  
 

2
��  ��
����  ��$���
  ���
'� , '��
  �
�  ��$ ��  
������'  ��
  ���
*���
  ��#  �*�#
  ��
  �
��  0. 

 

���)%�	���  
0 7 0 0 0 

1 2 0 0 -3 

0 0 4 0 0 

12 0 0 0 0 

 

��'���  #��(���!
��  
���(���#��  ��#  �
�����
*�#  �#��
��"  ��
��� : 

0 1 0 0 0 

1 1 0 0 1 

0 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 

 

�����#(�"��
�  ��'  �
�  ��
��
 �����  ��
���  ��  
�
��� : 

(7 1  2  -3  4  12) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

����"�#  3 
$6#���-��  .�����  
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$����	�&�  .�
���  
��	
�'�  
�����
��  �����  (linear list) ��
�
  �
�  �"
���  ��'  
n �  0 �'�)�#�  L0, L1, ..., Ln-1, '��#  ��  ���
*���  L0 
��
�
  ��  ��%��  ���
*���  (�  �  ��%���  �'�)�� ), �
%  
��  ���
*���  Lk ����$����
  ��#  ���
*���#  Lk+1 ��
  
�����
  ��#  ���
*���#  Lk-1, 0 < k < n-1. 
 

�  L0: ��	���  (head) 

�  Ln-1: �#�  (tail) 

�  |L|: �����  ������  (|L| = n) 

�  < >: ��
�  �����  
 

 

3�
��#�$���  ��#  �#
�(��  #�������,�
��
  ��'  
������ : 

�  Access(L,j): ��
����	�
  Lj �  �
�  ��
#��  � (�#�  
�
  j ��
�
  < 0 �  > |L|-1. 

�  Length(L): ��
����	�
  |L|. 

�  Concat(L1,L2): ��
����	�
  �
�  ����� : ��  
����������  ���  �#
�
����  ��
  2 �
��%
   ��  1. 

�  MakeEmptyList(): ��
����	�
  < >.  

�  IsEmptyList(L): ��
����	�
  true �
  L = < >, false 
�
�	����
� . 
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��%�  $����	���  .	
���  
 
&�
�
���  3���� : �������) 
�
  �#
�*'��
��  (���
�  
�"�
��  �
����  

 

&#
������
�  3���� : �
  �'�)�
  )�����
��
  ��  
�������#���
��  (���
�  �#
������
��  '���  
�����"  ��#�  ��  ������� . 

 

&���
���  3����� : o ��$
����  ��
(�'�  ���
*���
  
��
�
  ��  ��*��  $
���'�  (#��������  ��  ��
�
����  
������ ). 

 

�#
��
���  3����� : �  ��$
����  ��
(�'�  ���
*���
  
��
  ��
�
  $
���'� . ��
�������
  �  ��������  �  �  
�#����
���  ���  ������  ���  ��
  ��������  ��#  
���$� ������  (#��������  ��  �#
������
��  
������ ). 

 

 

�  &���)�  

 

�  -#�  
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#�����&���  � ���  %�%��&���  ����0�  
(Stack) 

3����  ��#  ������  
�  �������
����
  �'
�  ��  ��
  
�
��$�$�  ��
  �
�$��	�  ���
*���
  ���  �
�  ���  
 ��� . 

 

.�	��!�����   
Top(S): ��
����	�
  ��  ���#	���  ���
*���  ���  S 
(�
�����
*�  Access(S, |S|-1)). 

 

Pop(S): (��
��	����  ��#����� ) �
�$��	�  ��
  
��
����	�  ��#  ���#	���#  ���
*���#  ���  S 

 

Push(x,S): (��
��	����  #����� ) �
��$�$�  ��#  
���
*���#  x ���
  ���#	�  ���  ����)��  

 

MakeEmptyStack(): ��
����	�
  ��
  < >. 

 

IsEmptyStack(S): ��
����	�
  true �
  �  |S| = 0, 
�
�	����
�  false. 

 

�  ��(����  ������$�����  ��
  ������
�
  ����)��  
��$���
  «��
�!����  �&
�  – �����  32� » (Last 
In – First Out, LIFO).  

� /�  4-32, �����  ������
�
   3�  �� ��
�  

!���"��#  ��
�$
%��   26 

 

#�����&���  � ���  %�%��&���  �!�)  
(Queue) 

3����  ��#  ������  
�  �������
����
  �'
�  ��  ��
  
�
��$�$�  ���
*���
  ���  �
�   ���  ���  ��
  ��  
�
�$��	�  ���
*���
  ���   ��� . 

 

.�	��!�����  
Enqueue(x,Q): �
��$�$�  x ���  �����  ���  Q 
(�
�����
*�  Concat(Q, <x>)). 

 

Dequeue(Q): �
�$��	�  & ��
����	�  ��#  ��%��#  
���
*���#  ���  Q (Q = < Q0, …, Q|Q|-1> ��
  ��  Q0 
��
����	���
 ). 

 

Front(Q): ��
����	�
  Q0. 

 

MakeEmptyQueue(): ��
����	�
  < >. 

 

IsEmptyQueue(Q): ��
����	�
  true �
  |Q| = 0, false 
�
�	����
� . 

 

�  ��(����  ������$�����  ��
  ������
�
  �#� �  
��$���
  «�����  �&
�  – �����  32� » ( First In 
– First Out, FIFO). 
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��	�	��&�  $����	�&�  .�
���  
����	�&�  ����0��  
1
�  ����
��  ����)�  #����
����
  ��  ��  *����  �
'�  
��
��
 �����#  ��
��� . 

�  S = <S0, … , Sn-1> �  ����)�  & A[0 … N-1] �  
��
���� , n �  N 

�  � [j] = Sj 

�  �  ����)�  �������) 
�
  ��  ���� �
  A[0 … n-1]. 

�  A[n-1]: ���#	���  ���
*���  ���  ����)��  

�  A[0]: )�("����  ���
*���  ���  ����)��  
 

�  ����)�  #����
����
  ��  �
�  ����   (struct ���  C) 
��  �����  ��
  ��
���  Infos ��
  ��
  �����
�  Length 
(��$�(��  ����)�� ). 
 

S: �������  ��  ����)�  

info: �"���  ���
*���
  ��#  ��
���  (Infos(S)). 
 

S->Length == 0:  ��
�  ����)�  

S->Length == N: $�� ��  ����)�  
 

�
�  ���  (��  C), �  ����)�  ������  
�  #����
�(��  
��'  �
�
  �����
�  length ��
  ��'  �
�
  ��
���  Infos 
(��
  '*
  ��  ����  ��#  ���
�*�
  �#�  ��  2 ����� ). 

int Length;                      info Infos[0..N-1]; 

&��
  ����"�����  ������  �
  2 �#���  ����)�����  
��
�
  global. 9��'�� , ��:  &�:�&����� ! 
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,
�����
�  .�	��!��	��  ����0�� : #�
)  
 
void MakeEmptyStack(void) 

Length = 0; 
 

boolean IsEmptyStack(void) 
/* return (Length == 0) */ 

if (Length == 0) return 1; 

else return 0; 

 
info Top(void) 

if (IsEmptyStack()) then error; 
else (return(Infos[Length – 1])); 
 

4���	��  ��
!�
��'����  
MakeEmptyStack(): � (N) 

IsEmptyStack(): � (1) 

Top(): � (1) 

 

�!��
	�'�  #��	�� �����  4����  ������  
�
�� �����  ��'  ��
  ��
(�'  ���
*���
 : :  
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,
�����
�  .�	��!��	��  ����0�� : #�
)  
 

 
 
info Pop(void) 

if (Length == 0) return error 
else  

x = Top(); 
Length = Length –1; 
return x; 

 
void Push(info x) 

if (Length == N) then error 
else  

Length = Length + 1; 
Infos[Length-1] = x; 

 

 

4���	��  ��
!�
��'����  
Pop(): � (1) 

Push(): � (1) 
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,
�����
�  .�	��!��	��  ����0��  
�	�  % 
��
�  

pointer MakeEmptyStack(void) 

pointer S;    /* temporary pointer */ 
S = newcell(Stack);  /* malloc() */ 
S->Length = 0; 
return S; 
 

boolean IsEmptyStack(pointer S) 

/* return (S->Length == 0) */ 

if (S->Length == 0) return 1; 

else return 0; 

 
info Top(pointer S) 

if (IsEmptyStack(S)) then error; 
else (return(S->Infos[S->Length – 1])); 
 

4���	��  ��
!�
��'����  
MakeEmptyStack(): � (1) 

IsEmptyStack(): � (1) 

Top(): � (1) 

 

�!��
	�'�  #��	�� �����  4����  ������  
�
�� �����  ��'  ��
  ��
(�'  ���
*���
 : :  
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,
�����
�  .�	��!��	��  ����0��  
 

 
 
info Pop(pointer S) 

if (S->Length == 0) return error 
else  

x = Top(S); 
S->Length = S->Length –1; 
return x; 

 
void Push(info x, pointer S) 

if (S->Length == N) then error 
else  

S->Length = S->Length + 1; 
S->Infos[S->Length-1] = x; 

 

 

4���	��  ��
!�
��'����  
Pop(): � (1) 

Push(): � (1) 
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��

��
�  ����0�  
���
��'�����  ��'  �
�  ����)��  ��#  #����
�"
��
  
��  �#
�*'��
��  (���
�  �
���� . 

 

��� ��
$��  1: �"�  &���)��  

2���  Stack[0…n-1] �  ��
����  ��#  
*���
����
����
  $
�  ��
  ���(���#��   ��
  �
��%
 . 

�  1�  ����)�  ���

 �
  ��'  ��  (���  Stack[0] ��
  
�
���"�����
  ����  ��  ���
 , �
%  �  2�  ���

 �
  ��'  
��  (���  Stack[n-1] ��
  �
���"�����
  ����  ��  
��
���� . 

 

 
 

��� ��
$��  2: n &���)��  

�  ��������  ����)�  *���,���
  ��  n ���  ������� . 

 

 
 

(
  ������
  ��  ������%��  	�������
��� ? 
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-�
 �����  ,
���	�
�	�   
n-��

��
��  ����0��  

 

 

�	����!(!�'����  ��

��
�  ����0�  
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�������&�  ��	�	����  $����	���  ���	0��  
 

#��%����  
 

+�����
����  ��	  n! 

 

#��%���	��  . 
�  
 

integer factorial(integer n) 

if (n == 0) then return 1; 

else return (n * factorial(n-1)); 

 

 

��  #��%���	��  . 
�  
 

integer factorial(integer n) 
integer j, product; 

 

j = n; 

product = 1; 

while (j > 0) 

product = j * product; 

j = j-1; 

return product; 
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����	��  �!�)  
 

Q: �!�) , ����  ��  ����  ����� : 

�  A=Q->Infos: ��
����  ��  ���
*���  

�  F=Q->Front: (���  ��%��#  ���
*���#  

�  n=Q->Length: �#
��
�'�  ��
(�'�  ���
*���
 . 
 

 
 

-!�
	��  ����	��  �!�)  
 

 
 

�  x0, …, xn-1: ���
*���  �#� �  

�  A[F], A[(F+1) mod N], A[(F+2) mod N] , … , 
A[(F+n-1) mod N]: (���
�  ��
�  ������  ��
�
  
���(���#��
�  ��  x0, …, xn-1. 

� /�  4-32, �����  ������
�
   3�  �� ��
�  

!���"��#  ��
�$
%��   36 

 

,
�����
�  .�	��!��	��  -!�
	���  �!�)�  
 

 
pointer MakeEmptyQueue(void) 

pointer Q;  /* temporary pointer */ 
Q = NewCell(Queue);  /* malloc() */ 
Q->Front = 0; 
Q->Length = 0; 
return Q; 

 

 
boolean IsEmptyQueue(pointer Q) 

return (Q->Length == 0); 
 

 

info Front(pointer Q) 

If IsEmptyQueue(Q) then error; 

else return (Q->Infos[Q->Front]); 

 

 

��
!�
��'����  
,�
�  ��  ���  	��������  ����)��  
4�'
��  ���������  � (�  ��
��#�$��� : � (1) 

4���
����
�"��
��  *%���  �
���� : :  
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,
�����
�  .�	��!��	��  -!�
	���  �!�)�  
 

 
 

info Dequeue(pointer L) 

if IsEmptyQueue(Q) then error; 
else 

x = Q->Infos[Q->Front];  
Q->Front = (Q->Front+1) mod N; 
Q->Length = Q->Length –1; 
return x; 

 

procedure Enqueue(info x, pointer Q) 
if (Q->Length == N) then error; 
else 

Q->Length = Q->Length+1 
Q->Infos[(Q->Front + Q->Length –1) mod N] = x 

(Q->Front + Q->Length –1) mod N 
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�!�%�%��&���  $����	�&�  .�
���  
����0�  ��  �!�%�%��&��  .�
��  

 

 
 

S: �������  ��  ����  (��#  �
�� ,���
  Node) ��  
�����  : 

�  next: �������  ���  �����
�  ���
*���  ���  ����)��  

�  data: �����	����  ���(���#��
�  ���  ���
*���  

 

,
�����
�  .�	��!��	��  
pointer MakeEmptyStack() 

return NULL; 
 

boolean IsEmptyStack(pointer S) 
return (S == NULL); 

 

info Top(pointer S) 

if IsEmptyStack(S) then error; 

else return S->data; 

 

4�'
��  ���������  � (�  ��
��#�$��� : � (1)



� /�  4-32, �����  ������
�
   3�  �� ��
�  

!���"��#  ��
�$
%��   39 

,
�����
�  .�	��!��	��   
�!�%�%��&���  ����0��  

 

 
 

void Push(info x, pointer S) 

pointer P;  /* temporary pointer */ 

P = NewCell(Node);  /* malloc() */ 

P->data = x; 

P->next = S; 

S = P; /* �#�'  ���  C ��
  �*�
  ��  ��
(#���'  ���������� ! */ 

 
���
��"��
��  *�'
�� : � (1) 

P->next 
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,
�����
�  .�	��!��	��   
�!�%�%��&���  ����0��  

 

 
 
info Pop(pointer S) 

if (IsEmptyStack(S)) then error; 

else 

x = Top(S); 

S = S->Next; 

return x; 

 

���
��"��
��  4�'
�� : � (1) 

Extra �
���  ($
�  ������� ): n ('��#  n: # ���
*���
 )

S->next 

S=S->Next 
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�!�)  ��  �!�%�%��&��  .�
�� : #�
)  
 

 
 

-#� : 2 �������  (Front ��
  Back) ��#  ���*
�#
  ��  
����  (��  '
���  Node) 2 �����
 : 

�  next: �������  ���  �����
�  ���
*���  ���  ����)��  

�  data: �����	����  ���(���#��
�  ���  ���
*���  

&��
  ����"�����  ���������  �
  Front, Back ��
�
  
global (��:  &�:�&����� !). 
 

,
�����
�  .�	��!��	��  �!�)�  
void MakeEmptyQueue(void) 

Front = Back = NULL; 
 

boolean IsEmptyQueue(void) 
return (Front == NULL); 

 

info Front(void) 

if (IsEmptyQueue()) then error; 

else return (Front->data); 
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,
�����
�  .�	��!��	��  �!�)� : #�
)  
 

 
 
void Enqueue(info x) 

pointer P;  /* temporary pointer */ 
P = NewCell(Node); 
P->data = x; 
P->next = NULL; 
if (IsEmptyQueue()) then Front = P; 
else Back->next = P; 
Back = P; 

 

 

Back->next 
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,
�����
�  .�	��!��	��  �!�)� : #�
)  
 

 
 

info Dequeue(void) 

if (IsEmptyQueue()) then error; 
else 

x = Front->data; 
Front = Front->next; 
if  (Front == NULL) then  

Back = NULL; 
return x; 

 

 

Front->next 
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�!�)  ��  �!�%�%��&��  .�
�� : �	�  % 
��
�  
 

 
 

-#�  Q: ����  (��#  �
�� ,���
  Queue) 2 ��
��%
  
(Q->Front ��
  Q->Back) ��#  � (�  �
��  ���*
�
  ��  
����  (��#  �
�� ,���
  Node) 2 �����
 : 

�  next: �������  ���  ��'��
�  ���
*���  ���  ����)��  

�  data: �����	����  ���(���#��
�  ���  ���
*���  
 

,
�����
�  .�	��!��	��  �!�)�  
pointer MakeEmptyQueue(void) 

pointer Q;  /* temporary pointer */ 
Q = NewCell(Queue);  /* malloc() */ 
Q->Front = Q->Back = NULL; 
return Q; 

 

boolean IsEmptyQueue(pointer Q) 

return (Q->Front == NULL); 
 

info Front(pointer Q) 
if (IsEmptyQueue(Q)) then error; 

else return (Q->Front->data); 

Q  
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,
�����
�  .�	��!��	��  �!�)�  
�	�  % 
��
�  

 
 
void Enqueue(info x, pointer Q) 

pointer P;  /* temporary pointer */ 
P = NewCell(Node); 
P->data = x; 
P->next = NULL; 
if (IsEmptyQueue(Q)) then Q->Front = P; 
else Q->Back->next = P; 
Q->Back = P; 

Q 

Q->Back->Next 

Q  

Q  
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,
�����
�  .�	��!��	��  �!�)�  
�	�  � 
��
�  

 

 
 

info Dequeue(pointer Q) 
if (IsEmptyQueue(Q)) then error; 
else 

x = Q->Front->data; 
Q->Front = Q->Front->next; 
if  (Q->Front == NULL) then  

Q->Back = NULL; 
return x; 

 

��
!�
��'���� : ;�
�  ��  ����
�  $
�  ����)�� . 

Q->Front-

Q 

Q  

Q  
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�!�%�%��&���  .�
���  
 
2���  '�
  � (�  ���
*���  ���  ������  �*�
  �"�  ����� , 
�
�
  �����
�  num ��
  ��  ������  next. 2
��  �������  
L ���*
�
  ���  ��%��  ���
*���  ���  ������ . 
 
�	
�����  
�  .�
��  
 
void ListInsert (int x) 

 pointer p; 

 p = newcell(node); 
 p->num = x; 
 p->next = L; 
 L = p; 
} 
 
#��*���
�  
�  .�
��  
 
boolean ListSearch(int x) { 

 pointer p = L; 

 while (p!= NULL && p->num != x)  
  p = p->next; 
 return (p == NULL); 
} 
 
5����� : �����
�����  ��
  Delete(). 
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�!�%�%��&���  .�
���  – �������&�  
 
���)
��
�  ��
!�� ���  
 
anx

n + an-1x
n-1 + … + a1x + a0 

 
4����  ������  $
�  ��
  ���(���#��  ��
  
�#
������%
  ��
  ��
  �
�����
*�
  )�(�%
 . 
 
 
-'�0��  ���!�'�  
 
�
�,�����  �'�)�#  ��  �#$����
��
�  �
�� . �
  �  
�'�)��  ��
  #� �*�
  ���  �����  �
� $���
 . 
 
�� �*�
  �
��  �'�)��  (��#  ��
�
  ����#�����  � 
��  
���  ����� ) ��#  ��$���
  �'�)��  	��#�'� . 
2
��  �������  ���*
�
  �'

��  ��  �#�'
  ��
  �'�)� . 
 
+��  ��
  �
�,�����  �'�)�# , �  ����  �
�,�����  
�
��  ��*
�  ���(���"���
  ���
  �'�)�  �#�' . 
 
���������
  �
 �*
��  ���  ������  ��
  �
�,�����  ���  
�
��� . �
  )��(��  ���
  �'�)�  	��#�'  �  �
��  �#��  
��
  #� �*�
  ���  ����� .  
 
"�  �
  ���  )���!�
  �  
��)��  *��	��� ? 
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2�  ���)%�	���  ���������  
�!�%�%��&���  .	
���  

 
#��	��  �������  
 

o ���(���#��  ��
  �� -����

�%
  ���
*���
  ��  
�
�  ����� . 

 

o + (�  ���
*���  ���  ������  �
�
���
*��  ��  �
�  
�� -����

�'  ���
*���  ��#  ��
��� . 

 

o ����������  �
'�  ���
*���#  ���
���  *�'
�  
�
 ��$�  ��#  ��
(��"  ��
  �� -����

�%
  
���
*���
  ���
  ��
��� . 

 

o �
��$�$��  ���
*���
  ��
�
  ���'��  �#
����  
(������  �
'�  ����

��"  ���
*���#  ��#  ��
���  
��  �� -����

�'  ���
*���  ��
�
  �#
���� ). 
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�	
�����  ���	/���!  
�   
��2	�����&��  .�
��  

 
 

 
 
 
-  � (�  �'�)��  ���  ������  ���
�*�
  � .*. �
�
  
�����
�  ��
  �
�  ������  ���
  ��'��
�  �'�)� : 
num:  ���(���#��
��  �����
��  ���
  �'�)�  
next: �������  ���
  ��'��
�  �'�)�  ���  ������  
 
L: �������  ���  ��%��  ���
*���  ���  ������  
 
 
��'0
���  ����  ���
!
�  
�
��$�$�  
��#  ���
*���#  ���  ����� , ���
  %���  �  
�����  
�  �������#(���
  
�  ��
�
  ���

�����
� . 
 
+ : ����  �
��$�$�  �����
��  
 
��'0
���  ��  ���  �	
�����  
��	/���!  
�  
��2	�����&��  
�
�� :  
 
����
  �	����  �  �
���%��  ����  ���
����	  ����  %� 
��������  
��)�	  
!��
�	  ��������	  
��)�	  
�
  
��
  %� �����������	 . 
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�	
�����  ���	/���!  
�   
��2	�����&��  .�
��  

. 
�  
4����  �
'�  )��(��
��"  ������  P (��#  ���*
�
  
� 
��  ���  ����$�"��
�  ��'  ��  ���*�
  ���
*��� ). 
 

 
 
void LLInsert(integer K, pointer L) 

pointer C, ptr;  /* temporary pointers */ 
 
C = L; 
P = NULL; 
while (C != NULL) and (C->Num > K) do 

P = C; 
C = C->next; 

if (C != NULL) and (C->Num == K) then  
return; 

ptr = NewCell(Node);  /* malloc */ 
ptr->num = K; 
if (P == NULL) then L = ptr; 
else  P->next = ptr; 
ptr->next = C; 

ptr 
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�	)
/	
�  .�
���  
 
��������  ������/��  ��  �
�  �  ��  � ��
�  
�����(��
���
�  ���
*���  �
��  ������  ��  
� ��
�  �����(��
���
�  ��
� . 
 
 
�����"��  �����  ��#  ���
�*�
  strings (����
� ) 
& ��
�
  ���
��$��	
�  ���

�����
� . 
 
��'0
���  
������
��  �����  w, )�����  ��
  ����#����  ����  
���  �����  ��#  ����$����
  ��	�)��
�  ���  w 
��
  ����
%
�
  ��  ��  ��
�  $� ���  '���  �  w. 
 
 
���)%�	���  
 
w = crabapple 
 
L = <canary, cat, chickadee, coelacanth, collie, 
corn, cup>. 
 

 
H �� 
����  (�  �����
  
�  ��
�
  collie. 
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�	(����  #
�'�	(��	  
 
#
�'�	(���  1 
 
1) �
��*�,�#��  ��  �����  ����  ��  ����'�  ��  


�  )��"��  ��
  ��%��  ��	�)��
�  
«��$��"���� » ����  ��'  ��
  crabapple, 
����%
���  �������  ����  ��  ����  (���  
��� ��
$��  ��
  cup).  

 
2) �����#(�"��  ��#�  �������  ����  ��  ����  

(��#  ����(�����  ���  ��  �
 �*
��  ����  
��  ����'� ) ��*�
  
�  )��"��  ��
  ��%��  
����  ��#  ����
%
�
  ��  e. 
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#
�'�	(���  2 
 
�
��*�,�#��  ��  �����  ����  ��  ����'�  ����%
���  
�
�
  ��"����  ()��(��
�' ) ������  ���  ����#����  
���
*���  ��#  ������  
�  �*�
  ��  ,���"��
�  
�
'���� . 
 
 

 
 
7�!%���%	���  
 
function FindLast(pointer L, string w): string 
/*find the last word in L ending with the same letter as w*/ 
/* return NULL if there is no such word */ 
 

P = NULL; 
C = L; 
while (C != NULL) and (C->string < w) do 

if (C->string ends with the  
same letter as w) then P = C; 

C = C->Next; 
If (P == NULL) then return NULL; 
else return P->string; 
 
 
�%�  ��  �	�
������  ���  ���	���
�����  �%�  ���  
��������%� ? 
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�	�
/�
�	�  Zig-Zag 
 
���)%�	���  
 
2���  '�
  � (�  �'�)��  �*�
  ��  ����  ����� : 
�  String: ����  
�  Num: �����
��  
�  Next: �������  ���
  ��'��
�  �'�)�  
 
������
��  �����  w ���  ������  �  �����  �*���,���
  
��  ��
  ��
(�'  n, )�����  ��  ����  ��#  ����$����
  ���  
w ���  n (���
�  ���  ����� . 
 
 

 
 
 
 
#
�'�	(���  
�
�,�����  ���  w ���  �����  ��  ��#�'*��
�  
�� ����  ��
��%
  ����  ��  ���� . 

-�
�(���'����  ���  n (���
�  ���  ����� . 

 

�  �"��  ��  *����  ��
��%
  ����  ��  ����  ��
�
  
���
)�  ��  �
��� !!!! �
��� ? 
 
+�!���
  ����  *����  ��  ����� ? 
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�&(�%��  #��
������  ��	����  .�
���  
 

 
 
 
.�	��!�����  
 
StartTraversal(L): 

����






����
����
����

����
Q

P
  �  ����







����
����
����

����
L

NULL
 

 
 

         Forward(P,Q): 
 

����
����
����







����

����
����
����

����

����

�������� NextQ

Q

P

�  
����
����
����







����

����
����
����

����

����
��������

P

NextQ

Q

 

 
 

              Back(P,Q): 
 

����
����
����







����

����
����
����

����

����
��������

Q

NextP

P

�
����
����
����







����

����
����
����

����

���� ��������

P

Q

NextP
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�	�
)  �!�%�%��&���  .�
���  
 
-
  �'�)�
  �
��  �
��  �#
������
��  ������  
���
�*�#
  �������  ��
  ����  ��  ����'�  ��
  ����  ��  
����  ��
   ��  �
��*���
�  Zig-Zag ��
�
  �"����  
#����
��
��� . 
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.�	��!�����  �	�
)  �!�%�%��&���  .�
���  
 
�	
�����  �'�0�!  ���
  �����  ���*
�
  �  P ���  ��
  
�'�)�  ���
  �����  ���*
�
  �  Q: 
 
void DoublyLinkedInsert(pointer P,Q) 
 /* insert node pointed to by P just after node pointed to by Q */ 
 

��������
����
����
����







����

��������
����
����
����

����

����

����������������

��������

��������

��������

evNextQ

NextQ

NextP

evP

Pr

Pr

 �  

��������
����
����
����







����

��������
����
����
����

����

����
��������

P

P

NextQ

Q

 

 
 
 
 
�	������  �'�0�!  P ��'  ��  �����  
 
void DoublyLinkedDelete(pointer P) 
/* delete node P from its doubly linked list */ 
 

����






����
����
����

����
����������������

����������������

evNextP

NextevP

Pr

Pr
 �  ����







����
����
����

����
��������

��������

evP

NextP

Pr
 

 
  
 
���	���
����� ? 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

����"�#  4 
����6#   
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�&�%��  
 

 
 

o +'�)�
  (nodes) 

o �����  (edges) 

o -#�  ��
  ��	���  �����  (tail, head) 

o ��
���  – ��
��  – ����	
�'�  �'�)��  (parent, 
child, sibling) 

o 1�
�� �
  (path) 

o ��'$�
��  – ��'$�
��  (ancestor, descendant) 

o !"���  – ������
�'�  +'�)��  (leaf, non-leaf) 

u’ 
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1�(�'�  -'�0�!  (node degree) 
-  ��
(�'�  ��
  #����
���
  ��#  ��*�,�#
  ��'  �
�  
�'�)� . 

 

1�(�'�  �&�%��!  (tree degree) 
1�$
����  )�(�'�  ��
  �'�)�
  ��#  ��
���# . 

 

�����%�  (level) 
�  ��,�  )�������
  ���  �������  0. 2
��  �'�)��  
)�������
  ���  �������  k �
  �  ��'�����  ��#  ��'  ��  
��,�  ��
�
  k. ��  �������  ��
�
  �����
��  �
�  
�"
���  ��'  �'�)�#� . 

 

8+��  -'�0�!  (node height) 
1����  ����"����#  ��
����
�"  ��'  ��
  �'�)�  ��  
���
�������  	"��� . 

 

8+��  �&�%��!  (tree height) 
1�$
���  "/��  �����"  ��
  �'�)�
  ��#  ��
���# . 

 

1)(��  -'�0�!  (node depth) 
1����  ��
����
�"  ��'  ��  ��,�  ���
  �'�)� . 

 

1)(��  �&�%��!  (tree depth) 
1�$
���  ) (��  �����"  ��
  �'�)�
  ��#  ��
���# . 
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#��%���	�'�  ��	
�'�  
 

 
 

���  ������  (  ����
  ���  �����������  ������  ���  
����  �  ���
�������	�  
��)�	� : 

�  2
��  �'
�  �'�)��  (*����  �����  ���� ) ��������  
�
�  ��
��� . -  �'�)��  �#�'�  ��
�
  ��
  ��,�  ��#  
��
���# . 

�  2���  '�
  � 1, ..., � �  (�  > 0) ��
�
  ��
���  ��#  ��
  
��
� ,�
��
  �'�)�#�  ��
  ����  r1, ..., rk �
  ��,��  
��#� . 2���  r �
��  
���  �'�)�� . �
  ��  �  
����������
  ��'  ��#�  �'�)�#�  ��
  �
�  �����  ��
  
� 1, ..., � � , ��  
��  �'�)�  r ��
  �
�  
���  �����  
<r,r1>, <r,r2>, …, <r,rk>, �'��  ��  �  ��
�
  ��
��� . 
�  ��,�  ��#  �  ��
�
  ��  r. ��  � 1, ..., � �  ��
�
  
#����
���  ��#  � . 
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��%�  �&�%���  
�	�������&��  �&�%��  
��
���  ���  �����  �*�
  ��
����  �
�  �
 ����  ���  
��
�
  � (�  �'�)�# . 

 

 
 

�!�%	�'  %&�%�� 
�
�����$��
�  ��
���  ��#  �����#  � (�  �'�)��  �*�
  
��  ���"  �"�  ��
�
  (�
�  ��
����'  ��
  �
�  ���� ). 

3  (nill �  NULL):  ��
�  �#��
�'  ��
���  (��#  ��
  
���
�*�
  ��
�
�  �'�)�  ��
   ��  ��
  �����  ���� ) 

 

 
 

�)
��  
���������
�  �"
���  ��'  ��
��� . 
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��%�  ��	  �%	'�����  �!�%	���  �&�%���  
 

$��)��  �!�%	�'  �&�%��  (full binary tree) 
��
  #� �*�
  �'�)��  ��  �'
�  1 ��
��  ���  ��
��� . 

 

 
 

�&
�	�  �!�%	�'  �&�%��  (perfect binary tree) 
��� ��  �#��
�'  ��
���  ���  �����  '��  ��  	"���  
�*�#
  ��  ��
�  ) (�� . 
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��%�  ��	  �%	'�����  �!�%	���  �&�%���  
�
����  �!�%	�'  �&�%��  8+�!�  h (complete 
binary tree of height h) 
����������
  ��'  �
�  ����
�  �#��
�'  ��
���  "/�#�  
h-1 ���  �����  �*�#
  ������(��  �
�  �  ���
��'����  
	"���  ��  "/��  h. ��  	"���  �#�  �*�#
  
����(���(��  ��
�  ��
����'�����  (���
�  ��#  
��
���# . 

 
#��%���	�'�  ��	
�'�  
o 2
�  ������  �#��
�'  ��
���  "/�#�  0 ����������
  

��'  �
�  �'
�  �'�)� . 

o 2
�  ������  �#��
�'  ��
���  "/�#�  1 ��
�
  �
�  
��
���  "/�#�  1 ���  �����  �  ��,�  �*�
  ����  2 
��
�
  �  �
�  �'
�  ��	
���'  ��
�� . 

o 2
�  ������  �#��
�'  ��
���  "/�#�  h>1, 
����������
  ��'  �
�  ��,�  ��
  2 #����
���  � .� : 

�  ����  ��  ��
����'  #����
���  ��
�
  ����
�  "/�#�  
h-1 ��
  ��  ���
'  ��
�
  ������  "/�#�  h-1, �  

�  ��  ��
����'  #����
���  ��
�
  ������  "/�#�   
h-1 ��
  ��  ���
'  ��
�
  ����
�  "/�#�  h-2. 
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�%	'�����  �!�%	���  �&�%���  
 

��'��
�  
2
�  ����
�  �#��
�'  ��
���  "/�#�  h �*�
  2h+1 –1 
�'�)�#� , ��  ��
  �����
  2h ��
�
  	"���  ��
  2h –1 
��
�
  ������
���  �'�)�
 . 

 

#�'%�	2�  
1�  ���$�$�  ���  h. 

6 ��  ���$�$�� , h = 0 

��  ����
�  �#��
�'  ��
���  "/�#�  0 ����������
  
�'
�  ��'  �
�  �'�)� -��,�  ��
   ��  �*�
  1 �'�)�  ��#  
��
�
  	"���  ��
  0 ������
��"�  �'�)�#� . �� $���
 :  

2h+1 –1 = 20+1 –1 = 2 –1 = 1 �'�)��  

2h = 20 = 1 	"���  

2h –1 = 0 ������
���  �'�)�
   

 

���$�$
��  ��'(���  

2���  '�
  �
�  ����
�  �#��
�'  ��
���  "/�#�  �  �*�
  
2� +1 –1 �'�)�#� , ��  ��
  �����
  2�  ��
�
  	"���  ��
  
2�  –1 ��
�
  ������
���  �'�)�
 , �  >=0. 
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#�'%�	2�  ��'��
��  (�!�&/�	� ) 
 

���$�$
�'  )���  

 

��  �����#��  '�
  �  
�*#�
��'�  ��
�
  ����'�  $
�  
��
���  "/�#�  k+1. 

 

2
�  ����
�  ��
���  �  "/�#�  k+1 ����������
  ��'  2 
����
�  ��
���  "/�#�  k (����  � 1, � 2) ��
  ��  ��,�  
��# . ��'  ���$�$
��  #�'(���  ��(�
�  ��'  ��  � 1, 
� 2, �*�
  2� +1 –1 �'�)�#� , ��  ��
  �����
  2�  ��
�
  
	"���  ��
  2�  –1 ��
�
  ������
���  �'�)�
 . 5��  ��   
�  �*�
   

 

�  2*(2� +1 –1) +1 �'�)�#�  = 2� +2 –1 �'�)�#�  ('���  
���
�����
 ), 

 

��  ��
  �����
  

 

�  2�  + 2�  = 2� +1 ��
�
  	"���  ('���  ���
�����
 ), ��
  

 

�  2*(2�  –1) + 1 = 2� +1 –1 ��
�
  ������
���  �'�)�
  
('���  ���
�����
 ). 
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.�	��!�����  
�  �&�%��  
 

Parent(v): ��
����	�
  ��
  �'�)�  $�
��  ��#  v �  nill 
�
  �  v ��
�
  �  ��,�  

Children(v): ��
����	�
  ��  �"
���  ��
  ��
�
%
  ��#  
v �  ��   ��
�  �"
���  �
  �  v ��
�
  	"���  

FirstChild(v): ��
����	�
  ��  ��%��  ��
��  ��#  v �  
nill �
  �  v ��
�
  	"���  

RightSibling(v): ��
����	�
  ��  ���
'  ����	
�'  
�'�)�  ��#  v �  nill �
  �  v ��
�
  �  ��,�  �  ��  
���
'����  ��
��  ��#  $�

��"  ��#  �'�)�#  

LeftSibling(v): ��
����	�
  ��
  ��
����'  ����	
�'  
�'�)�  ��#  v �  nill �
  �  v ��
�
  �  ��,�  �  ��  
��
����'����  ��
��  ��#  $�

��"  ��#  �'�)�#  

LeftChild(v), RightChild(v): ��
����	�
  ��  
��
����' /���
'  ��
��  ��#  v (�  nill) 

IsLeaf(v): ��
����	�
  true �
  �  v ��
�
  	"��� , false 
�
�	����
�  

Depth(v): ��
����	�
  ��  ) (��  ��#  v ���  ��
���  

Height(v): ��
����	�
  ��  "/��  ��#  v ���  ��
���  
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,
�����
�  �&�%���  
 

,
�����
�  �!�%	���  �&�%���  
+ (�  �'�)��  �*�
  �
�  �����  Info ��
  2 �������  LC 
(Left Child)  ��
  RC (Right Child) ��#  ���*
�#
  
���  ��
����'  ��
  ���  ���
'  ��
��  ��#  �'�)�#  
�
�����
*� . 

 

 
 

-
  ��
��#�$���  LeftChild() ��
  RightChild() 
#����
�"
��
  ���"  �"����  ��  � (1) *�'
� .  

 

��
�
  ��  ��
�  ���(�
�  $
�  ��  ��
��#�$��  Parent()? 

 

#��%��	��  ,
�����
�  ���  Parent() 
+��� ��  ��
  �
�  �����  ������  ��  � (�  �'�)�  ��#  
���*
�
  ���
  ����
�'  ��#  �'�)�  («�
��  
&#
������
� » ��
��� ).  
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�&�%��  #�	(���	���  ����)
���  

 

 
 

�����$
��'�  ��
(���
���  2�	�����  

Label(v): �  ��
(�'�  �  �  �� ��  ��#  �
�$� 	���
  
���
  v 

ApplyOp(op: operation, x,y: numbers): #����$�,�
  
��
  ��	����  x <op> y, �
 ��$�  ��  ��  �
  ��
�
  ��  
op. 

 

function Evaluate(pointer P): integer 
/* Return value of the expression represented by 

the tree with root P */ 
 

if IsLeaf(P) then return Label(P) 
else 

x_l = Evaluate(LeftChild(P)) 
x_r = Evaluate(RightChild(P)) 
op = Label(P) 
return  ApplyOp(op, x_l, x_r) 
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�	)
/	
�  �&�%���  
 

Visit(P): �#(������  ��
��#�$��  ��#  �	���',���
  
���
  �'�)�  ���
  �����  ���*
�
  �  �������  P 

 

���%	�������&��  �	)
/	
� : 
������/�  ���  ��,��  

������/�  ��#  ��
�����"  #����
���#  

������/�  ��#  ���
�"  #����
���#  

Procedure Preorder(pointer P): 
/* P is a pointer to the root of a binary tree */ 
 

Visit(P) 
foreach child Q of P, in order, do 

Preorder(Q) 
 

����%	�������&��  %	)
/	
� : 
������/�  ��#  ��
�����"  #����
���#  

������/�  ��#  ���
�"  #����
���#  

������/�  ���  ��,��  

 
Procedure Postorder(pointer P): 
/* P is a pointer to the root of a binary tree */ 
 

foreach child Q of P, in order, do 
Postorder(Q) 

Visit(P) 
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�	)
/	
�  �&�%���  
 

��%�%	�������&��  %	)
/	
� : 
������/�  ��#  ��
�����"  #����
���#  

������/�  ���  ��,��  

������/�  ��#  ���
�"  #����
���#  

 

Procedure Inorder(pointer P): 
/* P is a pointer to the root of a binary tree */ 

 
if P = NULL then return 
else  

Inorder(P->LC) 
Visit(P) 
Inorder(P->RC) 

 

 

������	�'�  -��'���  
&��
  ����
�����$��
�  ���	�  ��
�����'�����  ��
  
�'�)�  ��

  ��'  ��  ��
�
  ��# , ���  
�����
�����$��
�  ���	�  ��
�����'�����  ��
  
�'�)�  ���  ��'  ��  ��
�
  ��#  ��
  ���
  
�
���
�����$��
�  ���	�  ��
�����'�����  ��
  
�'�)�  �����"  ��
  ��
�
%
  ��# . 
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�	)
/	
�  �&�%���  

 
���%	�������&��    ����%	�������&��  

 
 

 

��%�%	�������&��  

 

9 

 

7 

8 

10 

11 
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�	)
/	
�  �&�%���  
 

�	)
/	
�  �&�%��!  ���)  �����%�  (���)  �
)��� ) 
��
��������
  ��#�  �'�)�#�  ���  �"��
  ) (��  ��
  
��#�  �'�)�#�  ��#  ��
�#  ��
����#  ��'  ��  ��
����  
����  ��  ���
 . 

 
 

,
���	�
�	�  �	)
/	
��  �&�%���  
 

��  4��
�  ����0��  
�
�����
���  �"��
�  �*�#
  ���  �#,���(�� . 

4�'
��  �
 �*
��� : - (n), n: ��
(�'�  �'�)�
  

-���� ? 
1�$�(��  ����)��  �
 ��$�  ��#  "/�#�  ��#  ��
���# . 

5�� , �
  �
�����
���  ��$'�
(��
  ��
�
  ���"  
���
���
���  ��  �
��� . 
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,
�����
�  �	)
/	
��  ���)  �����%�  
 

.����  $	�!�  
�  ��*
�  �  �#�  ���
�*�
  �'
�  ��  ��,� . 

�  &��  �#
�*�
�  ���
�����
� : � 
�#��  Deque �
�  
���
*���  ���  �#� �  ��
  ����(���#��  ��  ��
�
  
��'  ��
����  ����  ��  ���
  ��#  ���
*���#  �#��" . 

 

 

���)%�	���  

���	�/'����  �!�)�  
�  
B, C, D 
C, D, E, F 
D, E, F 
E, F, G 
F, G 
G, H, I 
H, I, J, K 
I, J, K 
J, K 
K, L 
L 
<empty> 
 

 

 

,
�����
�  �	�������&���  �&�%���  
 

�
  $�
���
  �
  ��
  $
���,�#��  ��
  ��
(�'  ��
  
��
�
%
  ��#  ������  
�  �*�
  � ��
��  �'�)�� ? 

#��	�'�	
�  �	�������&��!  
��  �!�%	�'  �&�%��  

 
���	��  �!�
��  �����*����� ? 

-�������  ��  ���������	��  ��  ���

�  ������  ���  
��  �	��

�  ������ ? 
 

2
�  �#��
�'  ��
���  ������  
�  ���
��
���
  ��
  �
�  
� ���  ��'  �
�����$��
�  ��
���  (���
'�  ����	
�'�  
�'�)��  ���  ��,��  ��
�
  ��  �#��  ��
  ���������  �  
��,�  ��#  ��'��
�#  ��
���#  ���  � ��� ) 
 

0/��  �#��
��"  ��  �*���  ��  ��  ��*
�'  ��
��� ? 

���#����'���� : 

FirstChild(), RightSibling(): � (1) *�'
�  

K th-child(k, v): �"����  ��#  � -����"  ��
�
�"  ��#  v 
��  � (k) *�'
� . 

H Parent() ��
  #�������,���
  ������
� . 
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#��	�'�	
�  �
����  �!�%	���  �&�%���  
�� �*�
  �'
�  �
�  ������  �#��
�'  ��
���  ��  n 
�'�)�#�  ��
  ��  #����
�"��  ��  �
�  ��
���  n 
���
*���
 . 

��
(��"��  ��#�  �'�)�#�  1...n ��
  ���(���"�#��  
��
  �'�)�  i ���  ���
*���  � [i] ��#  ��
��� . 

����#��  
�  � 
�#��  ��
  ���(����  ��  ����
�  
��'��  %���  
�  ���"*�#��  ��
  ��������  *���
��
  
��
��#�$
%
  ���  ��
���  ��  ���(��'  *�'
� . 

 

#��(��
� : 
�  �  ��,�  ��
�
  �  �'�)��  0. 

�  ��  ��
����'  ��
��  ��#  �'�)�#  i ��
(�����
  ��  
�'�)��  2i+1, �
%  ��  ����  ��
��  ��#  ��  �'�)��  
2i+2. 

 

,
�����
�  .�	��!��	��  
IsLeaf(i): return (2i+1>n); 

LeftChild(i): if (2i+1 < n); return (2i+1) else return nill; 

RightChild(i): if (2i+2<n) return(2i+2); else return nill; 

LeftSibling(i): if (i != 0 and i not odd) return (i-1);  

RightSibling(i): if (i != n-1 and i not even) return(i+1); 

Parent(i): if (i != 0) return(� (i-1)/2� ); 

4���	��  ��
!�
��'����  �)(�  
�	��!����� : � (1)  
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��  #��
�����  ��	����  

 
 

Procedure LinkInversionTraversal(pointer Q): 
/* Initially Q points to the root of the tree to be traversed */ 
 

P = NULL; 
while (1)  

while (Q != NULL) do 
Visit(Q) 
Tag(Q) = 0 
descend to left 

while (P != NULL and Tag(P) = 1) do 
ascend from right 
Visit(Q) 

if (P == NULL) then return 
else 

ascend from left 
Visit(Q) 
Tag(Q) = 1 
descend to right 
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��  #��
�����  ��	����  

 
 

descend to left: 

����
����
����







����

����
����
����

����

����

�������� LCQ

Q

P

 �  
����
����
����







����

����
����
����

����

����
��������

P

LCQ

Q

 

 

descend to right: 

����
����
����







����

����
����
����

����

����

�������� RCQ

Q

P

 �  
����
����
����







����

����
����
����

����

����
��������

P

RCQ

Q

 

ascend from left: 

����
����
����







����

����
����
����

����

����

�������� LCP

P

Q

 �  
����
����
����







����

����
����
����

����

����
��������

Q

LCP

P

 

 

ascend from right: 

����
����
����







����

����
����
����

����

����

�������� RCP

P

Q

�  
����
����
����







����

����
����
����

����

����
��������

Q

RCP

P

 

���	��  )����%��  ����  ���
�������  ����� ? 
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�  &� �
�  �#��
�'  ��
���  �
  �
���  ������#  �������  �*�#
  
��
  �
��  NULL.  

�  �  �
�����
��  �
 �*
��  ��
�
  ���
)�  ��  �
��� . 

 

&#*
  �
  �������  NULL *���
����
�"
��
  $
�  
�  
���*
�#
  ��   ���#�  �'�)�#� . ��  ��
���  ��#  
#����
�"
��
  ��  �#�'
  ��
  ��'��  ��$�
��
  �����	�) . 

-  RC �������  �
'�  �'�)�#  *����  ���
'  ��
��  ���*
�
  
���
  ��'��
'  ��#  �'�)�  ���
  �
���
�����$��
�  
�
 ���� , �
%  �  LC ���*
�
  ���
  ����$�"��
'  ��#  �'�)�  
���
  �
���
�����$��
�  �
 ���� . 

 

4��
�,'�����  �
�  ��'��  bit �
  ������  $
�  
�  
��*���,�#��  ��#�  
����
��"�  ��'  ��#�  ��
�

��"�  
������� . 
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�����	�)  �!�%	�)  �&�%��  

 

 
 
function InorderSuccessor(pointer N): pointer 
/* returns the inorder successor of node N, or 3  if 

N has none */ 
 

P = N->RC 
if (P = NULL) then return NULL 
else if (P is not a thread) then  

while (P->LC is not a thread or NULL) do 
P = P->LC 

return P 
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�	
�����  -'�0�!   

�  �����	�'  �!�%	�'  �&�%��  

 

 
 

procedure ThreadedInsert(pointer P,Q): 

/* Make node Q the inorder successor of node P */ 

����
����
����







����

����
����
����

����

����

��������

��������

��������

RCQ

LCQ

RCP

 �  
����
����
����







����

����
����
����

����

����

�������� RCP

Pthread

Qchild

)(

)(

 

if Q->RC is not a thread then 

R = InorderSuccessor(Q); 

R->LC = (thread) Q 
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����"�#  5 
�,��.#  & .�9�-#  
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� ��
�  (Sets) 
 

�  ��  ����  �
'�  �#
'��#  �����*�
��
  ��'  
� ��
�  *%��  �
�
��
��
�
 /���
*���
  (� .*., 
�"
���  ��
(�%
 , �����
 , ,�#$%
 
�������"��
�  ��'  �
�
  ��
(�'  ��
  �
�  ���� , 
��� ).  

 

�  �
  S ��
�
  �
�  �"
���  ��
  x ��
�
  �
�  
�
�
�����
�  ��#  *%��#  ��'  '��#  ��  S 
�����*���
 , ����  x �  S, �  x �  S. 

 
�  2
�  �"
���  ��
  ������  
�  ���
�*�
  ��  ��
�  

���
*���  2 �  ���
��'�����  	���� . &"
���  ��#  
��
�����#
  �������  ��
$�
'�#��  ��#  ��
�#  
���
*���#  ��$�
��
  ���# -�"
���  (multi-sets). 

 
 
4��
	�'����  
������  �	����$��  *���
����
�"
  �"
���  ��
  
���
��"
  
�  ��
�
  �#
���  �  �� 
����  ��������
  
��#  ��#�  «��
�
  ��  x �  S»; 
�  �� �*�
  �#�'  ��  ���
��  ���
  ��
���  �#�)'��
  

��#  ����$���
��� ; 
�  �� �*�
  �#�'�  �  ��$�,'��
��  ���  ) ��  

������
�
  ��
  ��$�,���
�
 ; 
�  �� �*�
  �#�'  ��  ����	�
�  ���
  �������

�'  

����	�

�'  ��� ��$� ; 
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4��
	���  .�	��!�����  
��  � ��
�  
 

�  Member(x,S): ��
����	�
  true �
  ��  x ��
�
  �����  ��#  
�#
'��#  S, �
�	����
�  false. 

�  Union(S,T): ��
����	�
  S �  T, ������  ��  �"
���  ��#  
����������
  ��'  ��  ���
*���  ����
�  ��#  ��
�
  ����  ����  
��#  S ����  ��#  � . 

�  Intersection(S,T): ��
����	�
  S �  T, ������  ��  
�"
���  ��#  ����������
  ��'  ��  ���
*���  ����
�  ��#  
��
�
  ����  ��
  ��#  S ��
  ��#  � . 

�  Difference(S,T): ��
����	�
  S \ T, ������  ��  �"
���  
��  ���
*���
  ��#  �
���#
  ���  S, ���  ��
  �
���#
  
���  � . 

�  MakeEmptySet(): ��
����	�
  ��  ��
'  �"
���  � . 

�  IsEmptySet(S): ��
����	�
  true �
  S ��
�
  ��  ��
'  
�"
��� , ��
  false �
�	����
� . 

�  Size(S): ��
����	�
  |S|, ������  ��
  ��
(�'  ��
  
���
*���
  ��#  S. 

�  Insert(x,S): ����(���
  ��  ���
*���  x ���  �"
���  S �  
��
  � 
�
  �����  �
��$�
�  �
  x �  S.  

�  Delete(x,S): �
�$� 	�
  ��  ���
*���  x ��'  ��  S. ��
  
� 
�
  ������  �
   x �  S. 

�  Equal(S,T): ��
����	�
  true �
  S=T, �
�	����
�  
false. 

�  Iterate(S,F): �	���',�
  ��  ��
��#�$��  F ��  � (�  
���
*���  ��#  S. 
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4��
	���  .�	��!�����  
��  � ��
�  - .�2	�)  
 
�
�  *%��#�  ���
*���
  ��  ��
  
�
'����  ���  
$����
���  �
 ����� : 
 
o Min(S): ��
����	�
  ��  �
��'����  ���
*���  ��#  S. 
 
�����"��  '�
  � (�  ���
*���  ��#  �#
'��#  ��
�
  �
�  
,�"$��  <K,I> '��#  +  ��
�
  �
�  ���
��  $
�  ��  
���
*��� , ��
  � ��
�
  �  �����	����  ��#  �#
���"�
  
��  ���
*���  ��  ���
��  + . 
 
�  �
��  ��#  ���
�
�"  �
'�  ���
*���#  ��
�
  ��
��
�� . 
 
o LookUp(K,S): ������
�#  �
'�  ���
�
�"  + , 

��
����	�
  �
�  �����	����  � , ����
�  %���  
<+ ,�> �  S. �
  ��
  #� �*�
  ���
*���  ��  ���
��  
+  ���  S, ��
����	�
  3 . 

 
o Insert(K,I,S)  
o Delete(K,S) 
 
 
.�2	�)  
-  �	�����
��  �"���  ������
�
  ��#  #�������,�
  
�'
�  �
�  ��
��#�$���  MakeEmptySet, IsEmptySet, 
Insert, Delete, ��
  LookUp, ��$���
  
�2	�' . 
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-��)

�
��  ���&�  ��%��&���  �	�  .�2	�)  
 

.�
���  
 

���(���#��  ��
  ���
*���
  ��#  ���
��"  ��  �
�  
����� : 

�  &�
�
���  �����  (������  ��
��� ) 

�  �#
��
��  3����  (���  �  �
��  �#
������
� ). 

 

��  ���
*���  )�����
��
  ���  �����  �
�����$��
�  
���  ��
  ��'��  �
��$�$��  ��#� . 

 

,
�����
�  .�	��!��	��  
&#
������
�  3����  

�  LookUp(): � (n) 

�  Insert(): � (n) 

�  Delete(): � (n) 

 

��
����  

�  ��  ��$
���  ��$�(��  ��#  ���
��"  �����
  
�  ��
�
  
$
���'  ��  ��*��  

�  LookUp, Insert, Delete: .���

�  
���	���
����� ; 
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#�����'����  -'
���  
 

�  �  �
(�
'����  pj �  LookUp() 
�  / *
�
  $
�  ��  
���
*���  xj ��
�
  �  ��
�  $
�  � (�  x, ������  �
  
�*�#��   n ���
*���  ��
�
  1/n. 2���  '�
  cj ��
�
  ��  
�'����  ��#  ����%
�#��  $
�  
�  )��"��  ��  
���
*���  xj, ������  cj = j. 

�  ��  �
���
'��
�   �'����  ��
�
  ��   (��
���  ��
  
(cj*p j) $
�  � (�  j. 

2/)1(/)(
1

����������� �
����

nni
n

i
 

/��  ��  �����������  
�����  ����
  ������   (n). 

 

�	������	�&�  �	(��'�����  �	�  �
�	%	)  
�  + 1, ... , + n: ��  ���
�
  ���  ���
�'  ��  	(�
�#��  

�
 ����  �
�,������  ��'  ��
  LookUp(). 

�  p1 �  p2 �  ... �  pn: �
(�
'����  �
�  LookUp() 
�  
/ *
�
  $
�  ��  + 1, + 2, ... , + n, �
�����
*� . 

$  ������������  ������  ���0������  
����
�����
����
  ����  ��  ���
����  ���	�  ��  �
!����  
� 1, � 2, ... , � n ���  ����� : 
 

Copt = ��� �
����

n

i
ip

1
i 

 

$	���  �!�'  ����	  0&
�	
�� ; 
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�!�	
�	�)  
 
�  �  ���$���
��  ����
���  �
(�
'�����  �#
�(��  ��
  

��
�
  $
���� . 
�  ��  ���
�'  ������  
�  ��� ,�
  ��$�(��  ���  ��  *����  

��# . 
 
�  �  ������  �
(�
��
�%
  ��
����
  ���*�
  �����  ��'  ��  

�
  $�
���
  ���
  �� �� ! 
 
 
Heuristic “Move-To-Front” ( �!�	
�	�'  «��������
�  

���  #�/� »): 1��  ��'  � (�  ��
�#*���
�  �
�,����� , 
������
���  ��  ���
*���  ��#  )��(���  ���
  ��*�  ���  
������ . 
 
�'
�  ���	0'  ����	  �!�' ;  
&#
������
�  3����  – &�
�
���  3���� . 
 
(�  �����������  
�����  ��	  �	�
��

��  Move-To-Front 
����
  ��  ����  2 *����  ��
������  ���  �
����  ��	  )���
���	  
�����
���	 . 
 
 
Heuristic Transpose (#

�
����)(�
�� ): 
�
  ��  ���
*���  ��#  �
�,���(���  ��
  ��
�
  ��  ��%��  ���  
������ , �����

����
  �
�  (���  ����  ��  ����'�  ��
  
�
���� �����
  ��  ��  ����$�"��
'  ��#  ���  ����� . 

�  +��"����  �
���
'��
�  �'����  ��'  MoveToFront 
�  &��(�����
����
  ��  �
�  ���(���  “ ���� ” ��� �����  

�
�  ��$  ��'  ��  MoveToFront. 
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�	�������&���  .�
���  
 
���������  LookUp() ��  �#��
��  �
�,�����  
 
�  4����  ��
���  $
�  ���(���#��  ���
*���
  + 

BinarySearch() $
�  LookUp(). 
 
�  ��  ���
*���  ��#  ��
���  ��
�
  ���

�����
�  ��  

) ��  ��  Key ��#� . 
 
BinarySearch - ��  #��%���	��  3�%�
�  
 
function BinarySearchLookUp(key K, table T[0..n-1]):info 
/* Return information stored with key K in T, or NULL if K is 

not in T */ 
 
left = 0; 
right = n-1; 
 
repeat forever 
 if (right < left) then 
  return NULL 
 else  
  middle = � (left+right)/2� ; 
  if (K == T[middle]->Key) then  
   return T(middle]->Info; 
  else if (K < T[middle]->Key) then 
   right = middle-1; 
  else left = middle+1; 
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�!���&�  ����
&
�	�  BinarySearchLookUp 
 

 
 

+#��
���  �'�)�
 : ������
���  
�����$�

���
�
  �'�)�
 : ������
���  
 
5������  1 
-  ��$'�
(���  �#��
���  �
�,������  �������  
O(logn) �#$�����
�  $
�  � (�  �
�,�����  ���
*���#  
��  ��
���  ��  n ���
*��� .  
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Skip Lists (.�
���  ���)
�	+�� ) 

 
����
  �	����  ��  �*������
  
!��
��  (������

! ) 
�	��

�  ���0�����  ��  �
�  �	���������  ����� ; 
 

 
 
�  ������#  logn �������  �
  ���
*���  *��
 ,�
��
  

$
�  �
�  ������  �#
������
�  �����  ��  n 
���
*��� . 

�  ��  ���
��'����  ���
*���  ��
  *��
 ,���
  
�  
�����"
  �'��#�  �����"�  ������� : 

1'
�  �
  �
���  *��
 ,�
��
  �
�
  ��'��  ������ , 
��
  ��'  �#��"�  �'
�  �
  �
���  �
�
  ��'�� , ��� . 

�  -
  standard �������  ���  ������  �
�� ,�
��
  
�������  ��
����#  0.  

�  -
  �������  ��#  ���*
�#
  ���
  2i–���'  ��'��
�  
�'�)�  ��$�
��
  �������  ��
����#  i. 

�  2
��  �'�)��  ��	���  ���*
�
  ���#�  ��*
��"�  
�'�)�#�  � (�  ��
����# . 
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Skip Lists (.�
���  ���)
�	+�� ) 

 
#
�'�	(���  #��*���
��  
.��

%
���  ��  ��#�  �������  ��#  #/��'����#  
��
����# : 

�����"(���  �������  ��*�
  
�  )��(��  �
�  
���
*���  ��   ���
��  > �  ���  + . 
�
  ���  �������/�  ��  ��
�#*�� . 
�
  ��$��"���� , ��
�(������"��  ���  �
�  
������  ��
  ���
����) 
�#��  �����#(%
���  
�������  ��#  ��'��
�#  *����'����#  ��
����# . 
�
  �
��  �������  ��
����#  0 ���$��  ��  ���
��   
> + , �������/�  �
��
�#*%� . 
 

�%�  ������
  �  ��
���������� ; 
 
"�  �
�  ����
�  �����%����  �����  ���!��
1�� , ��
!  
��  ����  �  ���	���
�����  ��	  ���������	 ; 
 
����
  �
  ����
�  �����%�����  ������  ���!��
1��  
���
�

��  ����  ������%��  ��	  ���	��  �
���%���  

�
  ����%���  ���
���%� ; 
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Skip Lists (.�
���  ���)
�	+�� ) 
 
�  �
��  ����
�  ��$�
���
�
  �
��%
  ��� ��
/��  

*���
����
�"��  �� -����
�  ��$�
���
��  ������  
��� ��
/��  ��#  �
�  	�
 *
�#��  �
� $�
���  
� ��
�  �#*�
'����  ���  �"����� : 

 
�  2
��  �'�)��  ��  (j+1) ������� , �
�  $
�  � (�  

�������  0, 1, ..., j, �
�� ,���
  �'�)��  ��
����#  j. 
 
1�
	��  �%&� 
-
  �'�)�
  ��
  �
�	'��
  ��
����
  �������#(�"
  

�  #� �*�#
  ���  �����  ��  «������# » ��
�  
�
���$�� , ���  ��
�
  �
������
���
�
  �#*���  ����  
���  ����� . 
 
+'�)�
  ��$��"����#  ��
����#  �����
  
�  
�#
�
��"
��
  �
$'����  �#*
 . 
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Skip Lists (.�
���  ���)
�	+�� ) 
 

1�  ��  
��  ���  ������
�  �  �
��$�$�  $�
���
  
�����  �
�  �"���� : 

�  6���  ��
  ��� �����  (���  �
��$�$��  ���  ����� ; 

�  �������  ��  �������#  ��#  �'�)�#  ��  �#*���  
��'�� , ���  ��  ) ��  ��
  ��
'
� : 

«�
�  � (�  �������  j, �  �
(�
'����  
�  ��
��$��  ��  
j ��  �������#  ��#  �'�)�#  ��
�
  �
�� �
�  ��'  ��
  
�
(�
'����  
�  ��
��$��  ��  j+1». 

 

�  : : �  ��$
����  �#
��'�  ��
(�'�  ���
*���
  ���  
������  

 

�  MaxLevel = � logN�  -1: ��$
���  �������  � (�  
�'�)�#  

 

+ (�  �'�)��  �
��  ������  ��� ��
/��  �*�
  ����  
����� : 

o Key 

o Info 

o �
�  ��
���  Forward ��'  ������� .  

�  
�
��  ���)
�	+��  ��
�
  struct ��  �"�  ����� :  
o Header: �������  ��  dummy node (��#  ���
�*�
  

��
���  Forward ��'  MaxLevel ������� ). -  
�������  Header->Forward[j] ���*
�
  ���
  ��%��  
�'�)�  ��#  ��
����#  j. 

o Level: �����
��   
 

��*
� , Level = 0, ��
  '��
  �
  �������  NULL. 
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Skip Lists (.�
���  ���)
�	+�� ):  �	
�����  
 

#
�'�	(���  #��*���
��  
 
function SkipListLookUp(key K, pointer L): info 
/* ��
����	�
  ��  Info ��#  ���
*���#  ��  ���
��  +  ���  
�����  ��� ��
/��  �
  #� �*�
 , �
�	����
�  3  */ 
 
P = L->Header; 
for j from L->Level downto 0 do 
 while ((P->Forward[j])->Key < K) do  

P = P->Forward[j]; 
P = P->Forward[0]; 
if (P->Key == K) return P->Info; 
else return 3 ; 

 

 

function RandomLevel():integer 

/* ��� $�
  �
�  �#*���  �������  �����"  0 ��
   
MaxLevel */ 

 

v = 0; 

while (Random() < ½ && v < MaxLevel) do  

v = v+1; 

return v; 
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Skip Lists (.�
���  ���)
�	+�� ): �	
�����  
 

procedure SkipListInsert(key K, info I, pointer 
L):pointer 
/* �
� $�
  ��
  �����	����  �  ��  ���
��  +  ���
  �����  ��� ��
/��  

L */ 
 
P = L->Header; 
for j from L->Level downto 0 { 
  while ((P->Forward[j])->Key < K) do 
  P = P->Forward[j]; 
 Update[j] = P; 
} 
 
P = P->Forward[0]; 
if (P->Key == K) P->Info = I; 
else { 
 NewLevel = RandomLevel(); 
 if (NewLevel > L->Level) { 
  for j from L->Level+1 to NewLevel do 
   Update[j] = L->Header; 
  L->Level = NewLevel; 
 } 
 P = NewCell(Node); 
 P->Key = K; 
 P->Info = I; 
 for i from 0 to NewLevel { 
       P->Forward[i] = ((Update[i])->Forward)[i] 
       ((Update[i])->Forward)[i] = P; 
 } 
} 
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��2	�����&��  �!�%	�)  �&�%��   
(�  �!�%	�)  �&�%��  #��*���
�� ) 

 

 
 

��
�
  �#��
�  ��
���  ��#  ��  � (�  �'�)�  ��#�  �*�
  
�#�*��
����  �
�  �
��  ��'  �
�  *%��  �
�%
  ���
  �����  
��
�
  ��
���
�  �
�  $����
��  �
 ���� . &� � (�  �'�)�  
�  �
��  ��
�
  ��$��"����  ��'  '���  �
�  �
���  ��
  
�'�)�
  ��#  ��
�����"  #����
���#  ��
  �
��'����  
��'  '���  �
�  �
���  ��
  �'�)�
  ��#  ���
�"  
#����
���# . 
 

+ (�  �'�)��  ��
�
  �
�  struct  ��  �����  +ey, data, LC, 
RC. 

��  ��$
���  "/��  �#��
��"  ��
���#  ��  n �'�)�#�  
��
�
  n-1. 

��  �� *
���  "/��  �#��
��"  ��
���#  ��  n �'�)�#�  
��
�
  logn. 
 

��
�  �  �����  ���
�������%�  �	��

#�  �����%�  
�
  
���� -�
�����������  �
!��
��� ? 
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,
�����
�  
�	��!�����  LookUp 
�  
��2	�����&��  �!�%	�)  �&�%��  

 

#��%���	��  3�%�
�  
function BinaryTreeLookUp(key K, pointer  

P):info 
/* �"����  ��#  ���
�
�"  +  ���  ��
���  P, ��  �
�����
��  
�
�,�����  ��
  ��
����	�  ��#  Info �����#  ��#  �  3  �
  ��  ���
��  
��
  #� �*�
  ���  ��
���  */ 
 
 if (P == NULL) return 3 ; 
 else if (K == P->Key) return P->data; 
 else if (K < P->Key)  
  return(BinaryTreeLookUp(K, P->LC)); 
 else return(BinaryTreeLookUp(K, P->RC)); 
 
�� -#��%���	��  3�%�
�  

function BinaryTreeLookUp(key K, pointer  
P):info 

 while (P != NULL) { 
  if (K == P->Key) return(P->data); 
  else if (K < P->Key) P = P->LC; 
  else P = P->RC; 
 } 
 return 3 ; 
 

�  .���

�  ���	���
����� ?   

�  ���)��  2��	��� ? 
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�
)/	
��  ��	  �&�	
��  ���	/���  
 
function TreeMinimum(pointer P): info 
/* P ��
�
  �������  ���  ��,�  ��#  ��
���#  */ 
 
if (P == NULL) return error; 
while (P->LC != NULL) P = P->LC; 
 
return(P->data); 
 
 
 
 
function TreeMaximum(pointer P): info 
/* P ��
�
  �������  ���  ��,�  ��#  ��
���#  */ 
 
if (P == NULL) return error; 
while (P->RC != NULL) P = P->RC; 
 
return (P->data); 
 
���	���
����� ? 
 
 
��'����  ��	  ������ ����  ���	/���  
 

��  ��')����  ��
�
  ��
�  ��  ��
  �"����  ��#  
��'��
�#  ��
  ����$�"��
�#  �'�)�#  ���
  �
�� -
�
�����$��
�  �
 �*
��  ��#  ��
���# . 
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�	
����&�  
�  ��2	�����&��   
�!�%	�'  �&�%��   

 

function BinSearchTreeInsert(key K, info I,  
pointer R): pointer 

/* R ��
�
  �������  ���  ��,�  ��#  ��
���#  */ 
 

 pointer P, Q, Prev = NULL; 
 

  P = R; 
while (P != NULL) { 
 if (P->Key == K) { 
  P->data = I; 
  return R; 
 } 
 Prev = P; 
 if (K < P->Key) P = P->LC; 
 else P = P->RC; 

 } 
  

 /* ���
�#�$��  & ����(���  
��#  �'�)�#  */ 
 Q = NewCell(Node); 
 Q->Key = K; Q->data = I; 
 Q->LC = Q->RC = NULL; 
 

 if (Prev == NULL) return Q; 
 else if (K < Prev->Key) Prev->LC = Q; 
 else Prev->RC = Q; 
 return R; 

-
  
��
  �'�)�
  �
� $�
��
  � 
��  ��
  	"��� . -  
$�

�'�  �'�)��  �*�
  ��  ���"  �
�  ��
�� .  
����
  �	��  
��� ; 
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�	�����&� : ��2	�����&��  �!�%	�'  �&�%��  
 

7��
  �
��  �'�)��  �
�$� 	���
 , �  �
�� -
�
�����$��
�  �
 �*
��  ��
  #�'��
��
  �'�)�
  
�����
  
�  «��
�
 » ��  ���
�
  ���  �
 ����  ��#  ��*�
  
��

  ��  �
�$��	� . 

 
���	���
�	� : 
1) �  ����  %	������  �'�0��  ����	  � 

� . ���!  

���  �
���!*�	�� . 

2) �  ����  %	������  �'�0��  ����	  �
����	�'�  
�

)  &/�	  �'��  &��  ��	%� . ���

��
������  ���  

��)�  ��  ��  �����

�  ��
��  ��	 . 

3) �  ����  %	������  �'�0��  ����	  �
����	�'�  ��  
2 ��	%	) . ���

��
������  ���  
��)�  ��  ���  
�������  ��	  ����  ���� -�
����������  �
!��
�� . 
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�	������ : ��2	�����&��  �!�%	�'  �&�%��   

���(���#��  ���  ��  ��
���  ��
�
  �
��  
�#
������
� , ������  � (�  �'�)��  �*�
  �
�  ������  
p ��#  ���*
�
  ���  $�

�'  �'�)� . 

function  BinaryTreeDelete(pointer *R,  
pointer z): pointer 

/* -  R ��
�
  �  �
�"(#
��  �
'�  ������  ���  ��,�  ��#  ��
���#  */ 

/* -  z ��
�
  �������  ���
  ����  �
�$��	�  �'�)�  */ 

 

if (z->LC == NULL || z->RC == NULL) y = z; 

else y = TreeSuccessor(z); 

 

if (y->LC != NULL) x = y->LC; 

else x = y->RC; 

if (x != NULL) x->p = y->p; 

if (y->p == NULL) return x; 

else if (y == y->p->LC) y->p->LC = x; 

else y->p->RC = x; 

 

if (y != z) z->Key = y->Key; 

if y has other fields copy them two; 

return y; 
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�	�����&�  
�  ��2	�����&��   
�!�%	�'  �&�%��  

 

 
�
���  �  ��������  
�
  ��
  �  ������������  ����  ���� -
�
����������  �
!��
�� ? 
 
 
 
 
 
 
 
��
�  ���)����  ������  ��  ���
�1�
  ��  �	����  
���

��!�����  ��	  
��)�	  ��  ���  �������  ��	  ����  
���� -�
����������  �
!��
�� ? 
 
 
 
����	�)  ��2	�����&��  �!�%	�)  �&�%��  
 
�� �*�#
  ���
�
  ��#  �
�,���"
��
  �
�  �#*
  ��
  
 ���  ��#  �
�,���"
��
  �
�  �� 

� . 
 
&� �
�  �����  �#*
  ,���"��
�  ���
�
  �����"
��
  
'��  ��  �#
��'
  �
�  ��
�  ���
  ��*�  ���  ������ . 
 
��
�  ����
  ��  ��!����  ��  ���  ���
��������  �	��

�  
������ ? 
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�	������  
�  ��2	�����&��  �!�%	�'  �&�%��  

���)%�	���  
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��2	�����&��  �!�%	�'  �&�%��  #��*���
��  

��  -'�0�  ���!�'  
 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

����"�#  6 
�,�#��-#  .�9�-#  

���:,$�����#  ����6#  
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���%�	�&�  ���&�  �	�  ,
�����
�   
�!���	���  .�2	���  

 
? ���0��!��  ������  �
�  ���  	��������  �	���

#�  

���

#�  ��	  ��  	�������0�	�  �
�  ��
��	�����  
LookUp(), Insert() 
�
  Delete() ��  �����  O(logn). 

 
 
�  �
�  � (�  �'�)�  v �
'�  �#��
��"  ��
���#  � , 

���,�#��   
 

LeftHeight(v)  = 0,  �
  v->LC = NULL, 
LeftHeight(v)  = 1 + Height(v->LC), �
�	����
� . 

 
 
�  ��  RightHeight(v) ���,���
  �
�����
*� . 
 
 
�  ��  LeftHeight(T) (RightHeight(T))  ��#  

��
���#  
��"��
  ��  ��  LeftHeight(r) 
(RightHeight(r) , �
�����
*� ), '��#  r  ��
�
  �  
�'�)��  ��,�  ��#  � . 

 
 
�  ��  balance (	
�* �	� ) ��#  �'�)�#  v ��
�
  

 

balance(v) = RightHeight(v) – LeftHeight(v). 
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�
�*!�	
�&��  ���)   +��  %&�%��  
AVL �&�%��  

 

�  2
�  �	��

�  ������  ���0������  �  ��$���
  
	
�*!�	
�&��  ���)   +��  �
  � (�  �'�)��  v ��#  
�  �*�
  balance �  0, �  –1 �  +1. 
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4�������	
�	�)  AVL �&�%���  

 

�  + (�  AVL ��
���  ��
�
  ���

�����
�  ��
  �*�
  
"/��  O(logn). 

(
  �������
  �	��  �
�  ���  ���	���
�����  ���  
LookUp()? 

 

�  2
��  �'�)��  ������  
�  ������(��  �  
�  
�	�
��(��  ��'  �
�  AVL ��
���  *����  
�  
��������	��  �  AVL 
�
'����  (
�
'����  

��,#$
���"  ���  "/�� ) ��  *�'
�  O(logn). 

 
 
#�����)
��
�  
 
+ (�  �'�)��  ��
�
  �
�  struct ��  �����  Key, Info, 
LC, RC, balance. 
 
 
����  �#��  ���  �����  ���
�0������  �
�  ��  
�����
����	��  ��  balance? 
 



� /�  4-32, �����  ������
�
   3�  �� ��
�  

!���"��#  ��
�$
%��   111 

�	
����&�  �'�0��  
�  AVL %&�%�� 
 
�%�  ��������  ��  	����
���	��  ���  Insert()?��	  
�
�*���
  ���  ���  Insert() ��  �	��

�  ������  
���0������ ? 
 
�  �����#(%
���  ��  $
����  ��(���  �
��$�$��  ��  

���

�����
�  ��
���  (�#��
���  �
�,������ ), 
)���  ��  ��
�� �
  ��'  ��  ��,�  ���  ��� �����  
	"���  ���  �����  (�  $�
�
  �  �
��$�$� . 
�����
�	��  �	��  ��  �����!�
  (������������ ). 

 
�  �����"(���  ����  ��  ����  �#�'  ��  ��
�� �
  ��
  

#���'$
��  ��  
��  balances $
�  ��#�  �'�)�#�  ��#  
��
����
�"  �#��" . 

 
�  �
  ��  balance � ��
�#  �'�)�#  ��� ,�
  ��  +2 �  

��  –2, �����"(���  �
��
�����  ��������$��  ��#  
balance ���  ��� �����  �"��� : �  �
��
�����  
�#��  (�  �*�
  ��  ����������  ��  ��
���  
�  
�������#(��  
�  ��
�
  ���

�����
�  �#��
�'  
��
���  ��  ��#�  ��
�#�  �'�)�#�  ��
  ���
�
 , ���  
��  '��#�  ��#�  �'�)�#�  
�  �*�#
  balance 0, 
1, �  -1. 
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�	
����&�  �'�0��  
�  AVL %&�%��  

���)%�	���  
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�	
����&�  �'�0��  
�  AVL %&�%��  
 

Single Left Rotation, RR (����  ��
�����  ���
����*� ) 
 

 
 
 

�  �
���  ��  ���  ������!��	��  ��  	��������  ( 1 ��  ��  
	��������  ( 3 �
�  ��  ��
����	��  ��  ���)���� ? 

�  ��
�  ����
  �  �	�����

�  ������%��  (Single Right 
Rotation, LL)? 

�  .���

�  ���	���
����� ? 
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�	
����&�  �'�0��  
�  AVL %&�%��  
 

Single Right Rotation, LL (����  3��
!  ���
����*� ) 
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�	
����&�  �'�0��  
�  AVL %&�%�� 
 
Double Rotation, RL (Right-Left): Case A 
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�	
����&�  �'�0��  
�  AVL %&�%�� 
 
Double Rotation, RL (Right-Left): Case 4 
 

 
 

�� �*�#
   ����  �"�  ���
��%��
�  (Left-Right: 
Case A & Case B). :�  �
�  �*��
 ���� . 
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�	
����&�  �'�0��  
�  AVL %&�%�� 
 

���)%�	���  
 

�
���*
���  �
��$�$��  ��
  ���
�
%
  ��  �
���  90, 
71, 10, 4, 12, 5, 19, 52 ��
  56. 
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-��
	��	  -'�0�	  
 
-  ��%���  �'�)��  ��  balance +1 �  –1 ���  ��
�� �
  
��'  ��  	"���  ���  �����  (�  $�
�
  �  �
��$�$�  ��#  

��#  �'�)�#  ����  ��  ��,� , ��$���
  ����
���  
�'�)��  (critical node). 
 

+ (�  �'�)��  ��'  ��  	"���  ��*�
  ��
  ����
��  
�'�)�  ��*�  balance 0. 5�� , (�  �*�
  balance +1 �  –1 
���  ��
  �
��$�$� . 
 

(
  
�����0�
  ��  ��  
!��
��  ����
��  
��)��  ��  ���
  
balance +1 �  –1? 
 

��  balance ��#  ����
��#  �'�)�#  $�
���
  ����  0 �  
+2 �  –2. �
��� ? ����  ��  balance ������
  0, ����  +2 

�
  ����  –2? 
 

��������
�  
 

��  "/��  ��#  ����
��#  �'�)�#  ��
�
  ��  ��
�  ��

  
��
  ���  �
�  ���
����	�� . 5�� , �'
�  �
  �'�)�
  ���  
��
�� �
  ��'  ��  	"���  ��  ��
  ����
��  �'�)�  
*��
 ,�
��
  
�  ���$*(�"
  $
�  ����$��  ���  balance 
��#� . �
��� ? 
 

-
  ���
����	��  $�
�
��
  �'
�  ��  ��  ���"  �"�  
������  ��#  �*���,���
  ��  ��
  ����
��  �'�)�  ($"��  
��'  ��  (#$���
�'  �'�)�  ��#  ����
��#  ���  
��
�� �
  ��#  �����#(�(���  ��
  $"��  ��'  ��
  
����
�� ). 
 

"�  �
  ���  )���!�
  �  ����������  �	�� ? 
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-��
	��	  -'�0�	  
 
+�(%�  �  ��$'�
(���  ����)��
�
  ����  ��  ,���"��
�  
	"��� , �����  
�  (#� ��
  �'
�  ��
  ����#����  
����
��  �'�)� .  
 
1��  ��
  �
��$�$� , ���

%
���  ��'  ��
  ����
��  
�'�)�  �����"(���  ��
  � �
  ��  ��
�  ��
�� �
  ����  
��
  �
���*'��
�  �'�)�  ��
  �
'�(���  ��  balances. 
 
����� , �
  *��
 ,���
  � 
�  �
�  ���
����	�� . 
 
 
�
���  ��������  ��  )�����  
�
  �!�
  �	��  ��  
�����!�
 ? 
 
�%�  �
���#��	��  ��  balances? 
 
��
�  ����
  �  ���	���
�����  ���  Insert()? 
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�	�����&�  �'�0��  
�  AVL %&�%�� 
 

��*
�  �����#(�"��  ��  $
���'  ��$'�
(��  
�
�$��	��  ��  �#��
�'  ��
��� : 
 
1) �
�$��	�  ��#  ��
�#  ��#  �'�)�#  v �
  ��
�
  	"��� ; 

2) �
�
��� �����  ��#  ��'  ��  ��
��  ��#  �
  �*�
  �'
�  
�
�  ��
�� ; 

3) �
�
��� �����  ��#  ��'  ��
  ��'��
'  ��#  ���
  
�
���
�����$��
�  �
 ����  �
  �*�
  2 ��
�
 . 
 
Balance 
�
  1) �  2), ��  balance ��#  $�

��"  �'�)�#  ��#  v 
��� ,�
 . 
�
  3), ��  balance ��#  $�

��"  �'�)�#  ��#  �����
�#  
��#  v ���
  �
�� -�
�����$��
�  �
 �*
��  ��� ,�
 . 
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�	�����&�  �'�0��  
�  AVL %&�%�� 

�  �
  ��  balance ��� ,�
  ��'  0 ��  +1 �  ��  –1, �'��  
�  ��$'�
(���  �������,�
 . 

�  �
  ��  balance ��� ,�
  ��'  +1 �  –1 ��  0 ��  "/��  
��#  ������  ��#  v (�  ��#  $�

��"  �'�)�#  ��#  
�����
�#  ���
  �
���
�����$��
�  ��#  v) 
��
%
���
  ��
   ��  ��
  ��  balance  ���
  
���$'
�
  ��#  v �
��*���
��  ��� ,�
 . 

�  �
  ��  Balance ��� ,�
  ��'  +1 �  –1 ��  +2 �  –2 
�'��  $�
���
  ���  �  ���
��'�����  ���
����	�� . 
1��  ��
  ���
����	�  ��  "/��  ��#  ��
���#  �*�
  
��
�(��  ��
  ��  balance ���$'
�
  ��#  �'�)�#  
��� ,�
 . ��
�
  �#
��'
  
�  *��
�����  
�  $�
�#
  
���
����	��  ��  '��#�  ��#�  �'�)�#�  ��#  
)�����
��
  ���  ��
�� �
  ��'  ��
  �'�)�  ���  
��,�  (���  *�
�'����  ��������� ). ��  �����  ��
  
���
����	%
  ��(���,���
  ��'  ��  �"�  ��%��  
)�����  ��#  ��
����
�"  ��#  ��(���,�
  ��  "/��  
��#  �� �����  �'�)�#  ��  balance +2 �  -2.  

��
�  ����
  �  ���	���
�����  	���������  ���  
Delete()? 

�  -�'�����  ��  ��
�� �
  �
�,������  �����
  
�  
���(���#��� , ��
  
�  �����#(�(��  ��
  ��*�
  
� ��
��  �'�)��  ��  balance 0 
�  )��(�� . ��  
balance ��#  �'�)�#  �#��"  $�
���
  +1 �  –1, ���  
��  "/��  ��#  ��
  ��� ,�
  ��
  ��'  ����  ��
  ���  
��
  *��
 ,���
  
�  $�
�#
  ����
����  ���
����	�� . 
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�	�����&�  �'�0��  
�  AVL %&�%�� 
 

���)%�	���  
 

�
���*
��  �
�$��	�  ��
  ���
�
%
  12, 71, 52, 10, 
19, 4, ��
  56. 
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���)%�	���  �	�������  ��!  �%����  
�  
��

��
&�  ���	
����&�  
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2-3 �&�%��  
�%&� 
�
���  ��  ��
���  
�  ��
  ��
�
  ����
�  
��
���������
� ? 

 
 
&� �
�  2-3 ��
���  �
��  �'�)��  ��#  ��
  ��
�
  
	"��� , �*�
  ����  �"�  ��
�
  (2-�'�)�� ), �  ����  
��
�
  (3-�'�)�� ).  
 
1�  ��� �����  �
�#(�����  �'�)�
  ��
  ��
  �"�  
�
�%
 , �����"��  
�  	�
 ��#��  ��
���  ���  �����  
'��  ��  	"���  �*�#
  ��  ��
�  ) (��  ��
  ��  �����  
���
�*�
  ���
�
������  ��
(#���'  ��
(�'  	"���
 . 
 
&� �
�  2-3 ��
��� : 

�  7��  ��  	"���  �*�#
  ��  ��
�  ) (��  ��
  ���
�*�#
  
1 �  2 ���
�
 .  

�  + (�  ������
�'�  �'�)�� : 
o ����  ���
�*�
  �
�  ���
��  ��
  �*�
  �"�  ��
�
 , 
o �  ���
�*�
  �"�  ���
�
  ��
  �*�
  ����  ��
�
 . 

��  ��
���  ��
�
  ��
���  �
�,������ . 
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2-3 �&�%��  
 

-�����  ��%�  �%�  2-3 �����%�  �1�	�  h, ��
�  ����
  
�
����  ��  ��	�  �
������	�  
��)�	� ? 
 
��
�  ����
  ��  �1��  �	���  ��	  ������	 ? 
 
��
�  ����
  ��  ����������  2-3 ������  �1�	�  h? 
 
��
�  ����
  ��  �1��  �	���  ��	  ������	 ? 
 
 
 
 
 
 
 
 
��  "/��  �
'�  2-3 ��
���#  ��  n �'�)�#�  ��
�
  
� (logn). 
 
�%�  ��  	����
���	��  ���  LookUp() ��  ���  2-3 
������ ? 
 
��
�  ��  ����
  �  ���	���
����!  ��� ? 
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�	
�����  
�  2-3 �&�%��  
�%&� 
����� (�
�  ����� ��#���  ��#  extra *%��#  ��#  
#� �*�
  ���  	"���  ��  �'
�  �
�  ���
�� . 
 
#
�'�	(���  
1. �"����  ��#  	"���#  ���  �����  «�
���
 » ��  

���
�� . �
�������  ��#  ��
����
�"  ��#  
�����#(�(��� . 

2. �
  #� �*�
  *%���  ���
  �'�)�  (��
�
  2-�'�)�� , 
������  �*�
  �'
�  �
�  ���
�� ), ��'�(���  ��  
���
��  ��
  ���� �
�� . 

3. �
  ��
  #� �*�
  *%���  (�  �'�)��  ��
�
  ���  3-
�'�)�� ), *%�
��  ��
  �'�)�  ��  �"�  2-�'�)�#� , 
�
�
  ��  ��  ��%��  ��
  �
�
  ��  ��  �����  ���
��  ��
  
������  ��  ������  ���
��  ���
  ������  ��#  
��*
��"  �'�)�#  $
�  
�  ���(���#���  ����  (��  
��
��  �
'�  �'�)�#  �
�
��(������
  ��'  2 ��
�
  
��
  �
�  ���
�� ). �
  ��
  #� �*�
  ����
�'�  �'�)��  
��$�

�  ���  )���  5. 

4. �
  �  �������  ��
�
  2-�'�)�� , �����������
  ��  3-
�'�)�  ��
  �  ��$'�
(���  �������,�
 . 
�
�	����
� , ��
����	�#��  ���  )���  3 $
�  
�  
*�����#��  ��
  ������   ��  ��
  ��
�  ��'�� . 

5. �  �
��
�����  �#��  ���
����) 
���
  ��*�
  
�  
)��"��  *%��  $
�  ��  ���
��  ��  � ��
�  �'�)�  ���  
��
�� �
  ����  ��  ��,� , �  
�  	� ��#��  ���  ��,� , 
��'��  ��
  �  ��,�  *���,���
  ��  2 �'�)�#�  ��
  ��  
"/��  ��#  ��
���#  �#� 
�
 . 
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�	
�����  
�  2-3 %&�%��: ���)%�	���  
 
�
��$�$�  ��#  ���
�
�"  -  ���  ��
��� . 
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�	������  
�  2-3 %&�%�� 
 
�
������	�  ��')���� : � ��
�
  �'�)�
  ������  
�  
��
�#
  *����  ��('��#  ���
�
 . 
 
7��
  �#�'  �#�)��
�
 , �
  �  �'�)��  �*�
  � ��
�
  
����	
�'  �'�)�  ��  �"�  ���
�
 , �����"��  
�  
����	���#��  �
�  ���
��  ��'  ��
  ����	
�'  �'�)�  
$
�  
�  ��
�"��#��  ��  ��')���� . 
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�	������  
�  2-3 %&�%�� 
 

#
�'�	(���  
1. �
  ��  ����  �
�$��	�  ���
��  ���
�*���
  ��  �'�)�  

	"��� , �
�$��/�  �� . �
  '*
 , �'��  ��  ��'��
�  ��#  
���
�
�"  ���
  �
�� -�
�����$��
�  �
 �*
��  ���
�*���
  
��  �'�)�  	"��� , ��'��  �
�
���������  ��  ���
��  ��  ��  
��'��
�  ��
  �
�$��/�  ��  ��'��
� .  

2. 2���  :  �  �'�)��  ��'  ��
  �����  �
�$� 	���
  ��  
���
�� . �
   �  :  �������#(��  
�  �*�
  �
�  ���
�� , �  
��$'�
(���  �������,�
 . �
�	����
� , �  :  ��
  �*�
  
��
�
�  ���
�� : 

a. �
  �  :  ��
�
  �  ��,� , �
�$��/�  ��
 . -  :  ������  
�  
�*�
  �  ��
�
�  �  1 ��
�� . �
  ��
  �*�
  ��
�� , ��  
��
���  $�
���
   ��
� . �
�	����
� , ��  ��
��  ��#  :  
$�
���
  ��,� . 

b. (-  :  �*�
  ��#� *
���
  �
�
  ����	
�'  �'�)� . 
�
��� ?) �
  �  :  �*�
  �
�
  ����	
�'  3-�'�)�  : ’ 
���
)%�  ���  ��
����  ��#  �  ���
)%�  ���  ���
  
��# , ����  S ��  ���
��  ��#  ����
��"  �'�)�#  ��
  : , 
: ’ ��#  *���,�
  ��  �"�  #����
��� . 1����

�"��  ��  
S ���  : , ��
  ��  �
�
��(
���"��  ���
  ������  ��#  ��  
��  : ’. �
  :  ��
  : ’ ��
�
  ������
���  �'�)�
 , 
��� ,�#��  ��
  �
�  ��� �����  ��
��  ��#  : ’ ��  
��
��  ��#  : . ��  : , : ’ �*�#
  ��'  �
�  ���
��  ��  
��(�
� , �
��  0 ��
  2, ��
  �  ��$'�
(���  �������,�
 . 

c. (-  :  �*�
  �
�
  ����	
�'  �'�)�  : ’, ���  ��  �
�  
�'
�  ���
�� .) 2���  P �  �������  ��
  : , : ’ ��
  S ��  
���
��  ��#  *���,�
  ��#�  : , : ’ ���
  P. 
&#
�
%
�#��  ��  S ��
  ��  ���
��  ��#  : ’ ��  �
�
  
��  
3-�'�)� , ������  �
�
��(
��  ��  : , : ’. ����#��   
:  = P ��
  ���
����) 
�#��  ��  )���  2. 
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�	������  
�  2-3 %&�%��: ���)%�	���  
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-'��	�� -�� ��  �&�%��  (Red-Black 
Trees) 

2
�  �'��

� -��"��  ��
���  ��
�
  �
�  �#��
�'  
��
���  �
�,������  ���  �����  �
  �'�)�
  �����"
  

�  *��������,�
��
  ��'  �
�  ��  ��
  �"�  *��� ��
 : 
��"�� -�'��

� . 

��  *�%��  ���  ��,��  ��
�
  � 
��  ��"�� . �
  � ��
�  
��
��  � ��
�#  �'�)�#  ��
  #� �*�
 , �  �
�����
*��  
�������  ��
�
  NIL. ��  (������#��  �#��"�  ��#�  
�������  NIL ��  �������  ��  ������
��"�  NIL 
�'�)�#�  (	"��� ) ��#  �#��
��"  ��
���#  ��
  ��#�  
��
�

��"�  �'�)�#�  ��#  ���(���"�#
  ���
�
  ��  
������
��"�  �'�)�#�  ��#  ��
���# . 

2
�  �'��

� -��"��  ��
���  ������  �
�  ��'��#(��  

�
'����� : 

�  + (�  �'�)��  �*�
  ����  �'��

�  ����  ��"��  
*�%�� . 

�  + (�  NIL �'�)��  �*�
  ��"��  *�%�� . 

�  + (�  ����  �
������  ��'  �
�
  �'�)�  ��  �
�
  
NIL �'�)�  ��#  ��
�
  ��'$�
'�  ��#  ���
�*�
  ��  
��
�  ���(��  ��"��
  �'�)�
 . 

�  �
  �
��  �'�)��  �*�
  �'��

�  *�%�� , �'��  ��
  ��  
�"�   ��
�
  ��#  �*�#
  ��"��  *�%�� . 
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�&��(��  -'��	��� -�� ���  �&�%���  

��'��
� : 2
�  �'��

�  ��"��  ��
���  ��  n ������
��"�  
�'�)�#�  �*�
  "/��  ��  ���"  2log(n+1). 

�	��
(�
� : ��#� *
���
  �
  �
���  �'�)�
  ��  � (�  
��
�� �
  ��'  ��  ��,�  ��  	"���  ��
�
  ��"��
 . �
��� ; 

#�'%�	2�  

 
�  -��,�#��  ��  ��"��  "/��  �
'�  �'�)�#  v, bh(v), 
�  

��
�
  �  ��
(�'�  ��
  ��"��
  �'�)�
  ��  � (�  ��
�� �
  
��'  ��
  �'�)�  v ��  ���
�������  	"��� , *����  
�  
�#����
���) 
�#��  ��
  v. 

�  �����
�
"�#��  '�
  ��  #�� -��
���  ��  ��,�  � ��
�  
�'�)�  v ���
�*�
  ��#� *
���
  2bh(v)-1 ������
��"�   
�'�)�#�  ��  ���$�$�  ��  ����  ��  "/��  ��#  v. &��  ) ��  
���$�$�� , �
  �  v �*�
  "/��  0 �'��  ��
�
  	"���  (�  
�'�)��  	��#�'� ), ��'��  �  ��
(�'�  ��
  ������
�%
  
�'�)�
  ���  #����
���  ��#  ��	"���
  ��'  ��
  v ��
�
  
0 '���  ���
�����
 . ��(�
���  �
'�  �'�)�#  v, 
#��(���#��  '�
  �  
�*#�
��'�  
�*"�
  $
�  '��#�  ��#�  
���$'
�#�  ��#  v ��
  ��
  �����
�
"�#��  $
�  ��
  v. 

�  2���  h ��  "/��  ��#  ��
���#  ��
  r �  ��,� . ��
�
  bh(r) 
�  h/2. 5�� , n �  2h/2 -1 
  h �  2log(n+1). 

�%�  	����
����  ��  LookUp()? ���	���
����� ? 
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�	
�����  
�  -'��	�� -�� ��  �&�%��  

 
�%�  
!��	��  �
���%��  ����  
��)�	  x ��  
�


�� -
�����  ������ ? (
  ���)����  ���
�	������
 ? 
 
#
�'�	(���  
 
�  �
��$�$�  '���  ��  �#��
�'  ��
���  �
�,������ .  

�  ��  ��
�� �
  ���(���"���
  ��  ����)� . 

�  -  
���  �'�)��  ��#  �
� $���
  *��������,���
  
�'��

�� . 

�  ���� ,�#��  �
  �
  
�
'�����  *�����
���"  
�������#(�"
  
�  
�*"�#
 . �
  
�
  �������,�#�� , 
�
�	����
�  �
��(%
�#�� . 

 

�  $  ����

��  
��)��  �����
  ��  ����
  
�


��� . 
�
��� ; $  
��)��  ���  ������  ��  ����
  �  ��0� . 

�  $  �������  �����
  ��  ����
  ������ . �
��� ? 
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�	
�����  
�  -'��	�� -�� ��  �&�%��  
 
#
�'�	(���  (
!�&/�	� ) 
 
�  ���(���#��  '�
  �  �������  ��#  x ��
�
  ��
����'  

��
�� . �
����
�#��  ���
��%��
� : 
 

1. �������
�  1: ��  �  �����  (����*

��  
��)��  
������ ) ����
  
�


��� , ��� ,�#��  ��  *�%��  ��#  
������  ��
  ��#  (���#  ��  ��"��  ��
  ��  *�%��  ��#  
�����"  ��  �'��

� . ���
����) 
�#�� .  
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�	
�����  
�  -'��	�� -�� ��  �&�%��  
 
#
�'�	(���  (
!�&/�	� ) 
 
2. �������
�  2: -  (����  ��
�
  ��"���  ��
  �  x 

��
�
  ����  ��
��  ��#  ������  ��# . �
 $�#��  ��
  
���������  �#��  ���
  ���������  3 ��  ��
  
��������  �
��  ��
������  ���
����	�� . 

 
3. �������
�  3: -  x ��
�
  ��
����'  ��
��  ��#  

������  ��# . ��  *�%��  ��#  ������  ��#  x ��� ,�
  
��  ��"��  ��
  ��#  �����"  ��  �'��

� . ���������
  
�
�  ���
  ���
����	� . 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

�  ��
�  ����
  �  ���	���
�����  ���  RB-Insert()? 
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�	
�����  
�  -'��	�� -�� ��  �&�%�� : 
���)%�	���  

 
 

 
 
 
 
 



� /�  4-32, �����  ������
�
   3�  �� ��
�  

!���"��#  ��
�$
%��   137 

�	������  ��'  �'��	�� -�� ��  %&�%�� 
 
�  �
�$��	�  $�
���
  ��  ���'��
�  ��'��  '���  ��  
�#��
�'  ��
���  �
�,������  ��
  ���  �#
�*�
�  
���$*���
  �
  �
  
�
'�����  *�����
���"  
�*"�#
  �  
'*
  ��
  $�
�
��
  ��� ������  �
��$�
�� . 
 
2���  y �  �'�)��  ��#  (�  �
�$��	��  ��'  ��  ��
��� .  
 
�
  y �'��

�� , ��
  #� �*�
  ��')���� . �
��� ? 
 
�
  y ��"��� , �  �
�$��	�  ��#  ���
�#�$��  
(��#� *
���
 ) �
�  ��
�� �
  ��  ��"��  "/��  
�
��'����  ���  �
� .  
 
���(���#��  '�
  �  ��"��  
�
'����  ��#  v 
����	�����
  ���  ��
��  ��# , ��  �����  �%��  $�
���
  
�
��  ��"��  (��#  ��
�
  ��  ��
�����' ).  
 
�����
  
�  ����	���#��  ��  extra ��"��  ����  ��  
� 
�  ���  ��
���  ��*�
  ���� : 
�  
�  	( ��#��  ���  ��,� , �   

�  
�  )��"��  �
�
  �'��

�  �'�)�  ��#  ��
  
����
�� ,�#��  ��  ��"��  ��
  �������,�#�� , �  

�  
�  �����"
  
�  ���������"
  ��� ������  
���
����	��  ��
  ���
�*�����
����  � ��
�
  
�'�)�
  %���  
�  �#(��  ��  ��')���� . 
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�	������  ��'  �'��	�� -�� ��  %&�%�� - 
���	���
�	�   

 
�  ����%  '�
  ��  ��
���  #����
����
  ��  �'�)�  

	��#�' . 2��
 , '��
  �
  null �������  ���*
�#
  ���
  
�'�)�  	��#�' .  

 
 
�  2���  x ��  ��
��  ��#  �'�)�#  ��#  �
�$� 	���
 .  
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�	������  ��'  �'��	�� -�� ��  %&�%�� - 
���	���
�	�   

2���  w �  ����	
�'�  �'�)��  & p �  �������  ��#  x. -  w 
��
  ������  
�  ��
�
  �  �'�)��  	��#�'� . �
��� ; 

���(���#��  '�
  �  x ��
�
  ��
����'  ��
��  ��#  ����
��"  
��#  �'�)�# . �  ���������  ��#  �  x ��
�
  ���
'  ��
��  ��#  
����
��"  �'�)�#  ��
�
  �#�����
�� .  

�
����
�#��  ���
��%��
�  ��  ����  ��  *�%��  ��#  w. 

1. -  w ��
�
  �'��

�� . ��� ,�#��  ��  *�%��  ��#  w ��  
��"��  ��
  ��#  p ��  �'��

�  ��
  ������"��  �
�  
��
�����  ���
����	�  $"��  ��'  ��
  ������  ��#  x 
(���������  � . �*������ ). 2��
 , ���������#��  ���
  
���������  2. 

2. -  w ��
�
  ��"���  �'�)�� .  

a. +�
  ��  �"�  ��
�
  ��#  w ��
�
  ��"�� . ��� ,�#��  
��  *�%��  ��#  w ��  �'��

� , ��#  x ��  ��"��  (��'  
�
��  ��"�� ) ��
  ����	���#��  ��  ��"��  ��#  
�	�
������  ��'  ��#�  w, x ���
  p. �
  �  p ���
  
�'��

��  $�
���
  ��"���  ��
  �  ��$'�
(���  
�������,�
 . �
�	����
� , �  p $�
���
  �
��  
��"���  ��
  �  ��$'�
(���  ���
����) 
���
  ��  x 
= p.  

b. ��  w->lc ��
�
  �'��

�  ��
  ��  w->rc ��"�� . 
��� ,�  ��  *�%��  ��#  w ��  �'��

�  ��
  ��#  w-
>lc ��  ��"��  ��
  �����%  �
�  ���
����	�  $"��  
��'  ��  w 
  1��������#��  ���
  ���������  2c. 

c. ��  w->rc ��
�
  �'��

� . ��� ,�  ��  *�%��  ��#  
w->rc ��  ��"�� , ��#  w ��  '�
  ���
  ��  *�%��  ��#  
p ��
  ��#  p ��  ��"��  ��
  �����%  �
�  ���
����	�  
$"��  ��'  ��  p. -  ��$'�
(���  �������,�
 . 

� /�  4-32, �����  ������
�
   3�  �� ��
�  

!���"��#  ��
�$
%��   140 

�	������  ��'  �'��	�� -�� ��  %&�%�� - 
���	���
�	�   

 
 

 
 

 
��
�  ����
  �  ���	���
�����  ���  RB-Delete()? 
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Splay �&�%��  
 

��
�
  ���  �#��
�  ��
���  �
�,������ . + (�  
�'�)��  �*�
  ��  ����  ����� : Key, Info, LC, RC. 
 
�	����)  ��'  %!�%	�)  %&�%�� ���*���
��  
��'���  #���������  LookUp(), Insert() ��
  
Delete(). 
 
�
  ��  ���
�'  �*�
  n ���
*��� , ��
  ��
�
  �$$#���
�  
'�
  �
  ��$'�
(��
  �#���  �*�#
  ���#����'����  
O(log n).  
 
�� �*�#
  �'
�  �$$#���
�  $
�  ��  amortized �'����  
� (�  ��
��#�$��� : 
�!��  �
���	���  ���  m ��
��	����� , ��

�#����  ���  
���  !��
�  ������ , ���
!0���
  $ (m logn) �����  �
�  
���  �
������  ��� . 
 
;�� : 
To amortized 
�����  
!��  ��
��	�����  ����
  
O(logn). 
 
<��� : 
1�����  
�  #� �*�#
  ��
��#�$���  ��#  ��  �'����  
��#�  ��
�
  ���"  #/��' , � .*., 9 (n), ���  �#�'  
�#�)��
�
  �'
�  �
  �#���  ���
��
  ����%
  
��
��#�$
%
  ��  �'����  ���"  �
��' . 
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Splay �&�%��  
 

�%&� (����	��  
�  �!�	
�	�'  Move-To-Front) 
+ (�  	��  ��#  �
�  ���
��  ��
�
  ��  ����������  
�
��  ��
�#*���
��  �
�,������  ���  ��
��� , �  
�'�)��  ��#  �����

����
  ���  ��,� . 
 
-��
	��  .�	��!����  
Splay(K,T), K -> ���
�� , �  -> ��
��� : �������
��  
��  �  ���
  %���  ��  ����"���
  ��
���  (1) ��
�
  
������  �#��
�'  ��
���  �
�,������ , ��
  (2) �*�
  ��  
���
��  +  ���  ��,� , �
  ��  +  #� �*�
  ���  ��
��� . �
  
'*
 , �  ��,�  ���
�*�
  ��  ���
��  ��#  (�  ���
  �  
��'��
��  �  �  ����$�"��
��  ��#  ���
�
�"  ���
  
�
���
�����$��
�  �
 �*
�� . 
 

 
 
��  ��
���  ��
  �����
  �  �
�*���
��  $�
���
  ) ��
  
���  Splay ��
��#�$���  ��$�
��
  Splay %&�%��. 
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,
�����
�  .�	��!��	��  Splay �&�%���  
 
LookUp(K,T): ������"��  ��  ��
��#�$��  
Splay(K,T) ��
  ���� ,�#��  ��  ���
��  ���  ��,�� .  
 

 
 
Insert(K, �, T): ������"��  ��  ��
��#�$��  
Splay(K,T). �
  ��  +  ��
�
  ���  ��,� , ����$�  ��#  
Info ��#  ��  � . �
�	����
� , ���
�#�$�"��  
��  
�'�)�  ��#  
�  ���
�*�
  ��  + , � , ��
  ����(���"��  
��
   �'�)�  �#�'  ��
  ��,� . 
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Delete(K,T) 
 

Concat(T1,T2): ������"��  ��%��  Splay(+� , T1), 
'��#  +�  ��
�
  �
�  ���
��  ��$��"����  ��'  � (�  
���
��  ��#  ������  
�  ���
�*���
  ���  ��
���  (���  
��'  �#��  ��  ��
��#�$�� , ��  � 1 ��
  �*�
  ���
'  
#����
��� ). ����(���"��  ��  T2 ��
  ���
'  
#����
���  ���  ��,��  ��#  T1. 

 
 
Delete(K,T):  ������"��  Splay(K,T). �
  �  ��,�  
��
  ���
�*�
  ��  +  �'��  �  ��$'�
(���  �������,�
 . 
�
�	����
� , ������"��  ��
  Concat ���  �"�  
#����
���  ���  ��,�� . 
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,
�����
�  ���  .�	��!�����  Splay 
 
�  �
�  
�  ��������#��  splay $"��  ��'  �
�  ���
��  

+ , ��%��  �
�,���"��  ��  +  ��  ��  $
���'  ��'�� , 
��
  ���(���"�#��  ��  ��
�� �
  ��#  
�����#(�����  ��  ����)� . 

�  2���  P �  ����#�����  �'�)��  ��  �#�'  ��  
��
�� �
 . �
  ��  +  #� �*�
  ���  ��
��� , (�  
)�������
  ���
  P. 

�  �
�	����
�  �  �'�)��  ��  ���
��  +  (�  �����
  
�  
�
��*(��  ��
  �
�  ��'  ��  ��
�
  ��#  P.  

�  1��  ��
  Splay, �  P (�  )�������
  ���  ��,� . 
�
����
�#��  ���
��%��
� : 

 
1.  �  P %�� &/�	  ����� , %�
�%�  ��  Parent(P) 

����	  �  ��*� .  
 

 
 

������"��  �
�  ����  ���
����	� . 
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,
�����
�  ���  .�	��!�����  Splay: 
�!�&/�	�  

 
2.  �  P ��	  �  Parent(P) ����	  ��	  �	  % �  ����  

��	
���)  ��	%	) , ����  %�2	) ��	%	) . 
 
 

 

 
 
 
 

������"��  �"�  �����  ���
����	��  ����  ��
  
��
�  ����"(#
�� , ��
  1�   $"��  ��'  ��
  �����"  
��#  P ��
  ��
  2�  $"��  ��'  ��
  ������  ��# . 
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,
�����
�  ���  .�	��!�����  Splay: 

�!�&/�	�  
 

3.  3���  ��'  ��!�  P, Parent(P) ����	  ��	
���'  
��	%�  ��	  �  )

��  %�2	' ��	%� . 

 
 
 

 
 
 
 
 
������"��  �"�  ���
����	��  ���  ��  �
��(����  
����#("
��
� , ��
  1�  $"��  ��'  ��
  ������  ��#  P 
��
  ��
  2�  $"��  ��'  ��
  �����"  ��# . 
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���)%�	���  

 
Splaying $"��  ��'  ��  D 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

����"�#  7 
KATAKE 6�#������  
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�	
�����  
����'�  
���������  �#
'��
  ��#  ���) 
�#
  #� ’ '/

  ��#�  
��  ����  ��
  ���
�
%
 . -
  #����
���
�  �#���  ��
  
������"
  �'
�  �#$�����
�  � 
�  ���  ���
�
 , ���  
�
�
������,�#
  ��  ���
�
  ��
  �
�  ��
(���
��  
���'����  � 
�  ���
  �����  �����"
  
�  
���������"
  �#(������
  ��
(���
���  #����$
���� . 

 

��'0
���  
2*�#��  �
�  �"
���  ��'  ���
�
  {+ 0, … , + n-1} ��
  
(���#��  
�  #����
���#��  Insert() ��
  LookUp() 
(����  ��
  Delete()). 

 

�%&� 
���(���"�#��  ��  ���
*���  �#�  ��  �
�  ��
���  
T[0..m-1], ��#  �
�� ,���
  hash table (�������  
����������	
�� ), ��  ��  )��(�
�  �
��  hash 
function (
!�)���
��  ����������	
�� ) h: K�  
{0, …, m-1}, '��#  -  ��
�
  �  *%���  ��
  ���
�
%
 . 

�
�  � (�  j, ��  ���
��  Kj ���(���"���
  ���  (���  ��#  
��
���  h(Kj). 

��  �  h ������  ��  	�����
����  ������� , ��  ����  
�����  ��������  ��  �������!��	��  ��  
��
�� ? 

��
�  ���)����  ������  ��  ���
�	������ ? 
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�!���� 
�	�  (collisions) 
 

&"$���#��  �#�)��
�
  '��
  $
�  �"�  ���
�
  Kj, Ki 
��#  ��
�
  �
�	����
�  �����"  ��#�  
�*"�
  '�
   
h(Kj) = h(Ki). 

 

7��
  �#�)��
�#
  �#$���"��
� , (�  �����
  
�  $�
�
  
�
�����
���  ���
�
%
 , %���  
�  ��
�#(��  �  
�"$���#��  ��
  ��  ���
�
  
�  �����"
  
�  )��(�"
  
(��  LookUp()) ��  ��$
�'  *�'
�  ���  ��
  
�
�����
��� . 

 

-�
&�  �!�����
�	�  -���������	
��   
+ 
�#
  ����  �
���'��
��  ��
  ���
�
%
  ���
  
��
��� : 

��  ���  
��
��  �  ��
������
  �	����  ���  ��  �#��  

��
�
#� , �  �
��������  ��  
����
  h(K) = j, ��  
�����
  ��  ����
  1/m, ��
�  �
�  ���  ��  j (������  �
�  
����  �
�  ����
�  ��	  ����
� ). 
 

���)%�	���  
h(k) = k mod m 

��  m ��
  �����
  
�  ��
�
  �"
���  ��#  2. 

�  hash function modulo ��
�
  ����  �'
�  �
  �  m 
��
�
  ��%���  ��
(�'� . 
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�&(�%�	  �	�/���	
��  �!���� 
���  
 

�&(�%��  �
!
�%��  
T[j]: ��
  ���
�*�
  �
�  ���
*���  ���  �
�  ������  ��  
�
�  �#
��
��  ����  �  �����  ���
�*�
  � (�  ���
*���  
��  ���
��  +  ����
�  %���  h(K) = j.   
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�&(�%�	  �	�/���	
��  �!���� 
���  
 

�&(�%��  �
!
�%��  
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Probes 
 

1 Probe: 1 ��'�)���  ��  � ��
�  �����  ���  ����� . 

 

���)%�	���  
1 probe $
�  ��
  ��'�)���  ���
  ��
��� , 
�����
��
�#  
�  )��(��  �  (���  ��#  ��%��#  
���
*���#  ���  ��#����� , 2�   probe ���
�����
  $
�  
��
  ��
�  ��
  ��'�)���  ���  1�  ���
*���  ���  
��#����� , ��� . 

 

n: ��$�(��  ���
��"  

m: ��$�(��  ��
���  

�  = n/m, load factor: �  �����  ��
(�'�  ���
�
%
  ��  
� (�  ��#����  ��
�
  � . 

S(� ): �
���
'��
��  ��
(�'�  probes $
�  ��
  
��������  LookUp ��  ���
��  ��#  #� �*�
  ���
  
���� .  

U(� ): �
���
'��
��  ��
(�'�  probes $
�  ��
  
��������  LookUp ��  ���
��  ��#  ��
  #� �*�
  ���
  
���� .  

 

U(� ) = 1 + � . 
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Probes 
S(� ) 
��
��  ����
  �  �����  ��
����  probes �
�  ��
�	������  
���0����� , ��   

(�  �������  ���  ��	�����  ����
  1? 

(�  �������  ���  ��	�����  ����
  2? 

(�  �������  ���  ��	�����  ����
  
 ? 

 

�
  '���  �
  ��#�����  ���
  �� - ��
�� , ��  
�
���
'��
�  �����  � (�  ��#�����  (�  ���
  � , 
��'��  S(� ) = 1 + (1+� )/2 = 3/2 +� /2. 

 

-
�  ��
�	������  LookUp ����  ���  ����!0�
  !��
��  
��	����� . �
��� ? 

 

9��'�� , ��  �����  ���  ��#�����  ������  
�  ��
�
  
��$�  ��$��"����  ��'  � : 

S(� ) �  2 + � /2 

 

.�
������  ������%�� ? 

 

��
�  ����
  �  
��!�����  ��
����  �
�  ��  m? 

 

����  ��
���  ��������  ��  	����
���	��  
�
����*� ? 
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�&(�%�	  �	�/���	
��  �!���� 
���  
 

�&(�%��  �	����  #
!
�%��  
���� : -�'�����  �  ��#����  ���(���"���
  ����  
���
  ��
��� . 
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�&(�%�	  �	�/���	
��  �!���� 
���  
 

��'0
���  
1
�  (���  ���
  �����  �*�
  ����(���(��  �
�  ���
��  
$
�  ��  �����  �  �#
 �����  ����������
���"  
��(���,�
   ���  (���  �
��$�$�� , ������  
�  �����
  

�  ���(���"��
  ��$'����  ��  ��%��  ���
��  �
��  

���  ��#����� . 

. 
�  
��  ���
��  ����(������
  ���
  ��%��  �
�(��
��  (���  
��
  �#
�����
  ���
  ��#����  ��#  ���
�
�"  ��#  
����*�
  ��
  ��*
��  (��� . 
 

LookUp: ;�
�  '���  ���  ��(���  ��  ��#����� , ���  
�  � (�  ��#����  ����  ���
�*�
  ���
�
  $
�  ��  �����  
�  �#
 �����  ����������
���"  ��
�
  �
�	����
���  
�
��� . 

Insert: 7���  ���  ��(���  ��  ��#����� , ���  ��  
��  
���
*���  ����(���"
��
  ���
  ��
�  ��
  ��
���  ��
  �  
��
����  ������  
�  $�����
 . 
 

Cellar – -�
)�	  
+��� ��  �
�  ��%���  (���
�  ��#  ��
���  �'
�  $
�  
��
  ����#��  �#$���"���
 . 

��
�����
��  ��
  (�����
��  ��#��
  �*�
  ��������
  
'�
  �
  ��  ��� �
  ��
�
  ��  14% ��#  �#
��
��"  
��
��� , �  ��'����  ��
�
  ����  ($
�  ��
�#*��  ��
  ��  
�
�,����� ). 
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�&(�%�	  �	�/���	
��  �!���� 
���  

�&(�%��  #��	����  �	� (!�
��  
��  ���
�
  ���(���"�
��
  ���
  ��
���  
����������
���" , ���  ��
  *���
����
�"
��
  
�������  (��
  �*�����,�
��
  ��#����� ). 

�
�  � (�  ���
��  ���$*���
  �
�  �����#(��  ��'  
(���
�  (�����#(��  �
�,������ /�������� , probe 
sequence). �  �����#(��  ��(���,���
  ) ��
  
� ��
�#  ��
'
�  ��
  ������  
�  ����� ��
  ��
  ��'  
��  ��
�  ��  ���
�� . 

 

� (K,p): �  p-����  (���  ��#  ���$*���
  $
�  � ��
�  
���
�� , p = 0, 1 … 

 

LookUp:  8 ��  �
�  �
���*
���  (���
�  ���
  
�����#(��  �
�,������ , ��*�
  ����  
�  )��(��  ��  
���
�� , �  
�  )��(��  �
�  ��
�  (���  ���
  ��
��� . &��  
��"����  ��������� , ��  ���
��  ��
  #� �*�
  ���
  
��
��� . 

 

Insert:  + ����  LookUp. �
  ��  ���
��  )��(�� , �  
��$'�
(���  �������,�
 , �
�	����
� , ��  
��  ���
��  
�
� $���
  ���
  ��
�  (���  (������  
�  ���
�����
  
�
�����
���  ��
  ���
�
%
  ���
  ��
��� , 
�����
��
�#  
�  ��
�(��  �  *�'
��  �
�,������ ). 
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�&(�%�	  -�(��	
��   
#��
�!(	��  #��*���
��  

$����	��  #��*���
�  
�����
���� : 

� (+ ,0) = h(K); 

H(K,p+1) = (H(K,p)+1) mod m. 

(
  ������
  ��  �  ����
��  ����
  ���!��� ? �#�  
��������  ��  �	����!��	��  
!�
  ����
� ? 
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�&(�%�	  -�(��	
��   
#��
�!(	��  #��*���
��  

$����	��  #��*���
�  
�  ��'����  ���  ��('��#  ��
�
  
��
���
��
��  '��
  
�  ��
����  ��
  ��
�
  ���"  $�� ��� . 
 

������	�'����  ��'0
���  
2�
������  "	�
����%���  (primary clustering) 

7��
  �
�  �����  (cluster) ��  �#
�*'��
��  
����
�����
��  (���
�  ���
�#�$�(�� , ��������  
�����
��'  $
�  ����
����  �#$���"��
� , �
%  
���  
����
��  �#$���"��
�  ���$�"
  ���
  �"����  ��#  
��$�(�#�  ��#  ����� . 
 

#�	(�'�  ���	�� �����  probes �	�  ��  
��	�!/��&��  ���*���
� , 
�  ��  �  �	�!�����  
���
�����
����  ��
����*�
  �
�  


���  ����  ��	  ����
� ?   

�  ��  �  �	�!�����  
���
�����
����  ��
����*�
  �
�  

���
�������  ����  ��	  ����
� ?   

 

���
�)(�	�  0�
���
�� : 
��'�(���  �
�  ���(��  c > 1, ���
  ������  $
�  
�  
)��
�  ��
  ��'��
�  ������  ���
  �����#(�� . 
 

(
  ����������  ��  ���
  �	��  �  �����!��
� ? 
4���!�
 ?  
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�&(�%�	  -�(��	
��   
#��
�!(	��  #��*���
��  

 

�	�
'�  ����������	
�'�   
�����
���� : 

H(+ ,0) = h(K); 

H(+ , p+1) = (H(K, p) + h2(K)) mod m 

 

�  $����
��  �
�,�����  
���#
����  ��  �
��'  
����������
��' , �
  h2(K) = 1, �  ���
��  K. 

 

�  �����#(��  �
�,������  �����
  (���
� ) 
�  
���
�*�
  '���  �
�  (���
�  ��#  ��
��� . 

 

h2(K) > 0 

h2(K) ��
  m ��
  �����
  
�  �*�#
  ��

�"�  �
�
�����  

�
��� ? 

 

2���  d �
�
���  ��  h2(K) ��
  ��  m: 

[(m/d)h2(K)] mod m = [m(h2(K)/d)] mod m = 0, 

 ��  �  (m/d)-����  (���  ���
  �����#(��  (�  ��
�
  �  
��
�  '���  �  1� . 

 

�
���$�#��  ��
  m 
�  ��
�
  ��%��� . 
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���)%�	���  �	�
�  -���������	
��  
 

4��

�  �	�!�����  
���
�����
���� : �  �����  
(�
 ��#  

3�	������	��  �	�!�����  
���
�����
���� : �  
��
��  (�
 ��#  (��
�# �
��  = 1, !�)��# �
��  = 2, 
��� .) 

 
T
 �	�)����
  
��!  ���  �
���%��  ��	  ����	����	  
�������� , W. Hooper? 
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#�'%�
�  ��('%�!   
�	�
�  -���������	
��   

 

,�'(�
�  
+ (�  (���  ��#  ���� ,���
  ���
  ��
���  
����������
���"  ��
�
  �
�� �����  ��'  �
�  
#�'��
���  (���
�  ��#  ��
��� , ��
  �  �
(�
'����  
�  
��
��$��  �
�  ����
�����
�  (���  ��
�
  ���  ��  ��  
load factor. 

 

����
  �	��  �  	������  �%��� ? 

 

7*
 , �	�" : 

1. �
���*
���  (���
�  ������  
�  �����%
��
  ��  
� ��
�  ��'�� . 

2. ��
�
  ��"
���  
�  ���������  �  ��
�  (���  2 	���� . 

 

 

�	
�����  n �
�	%	��  
�  ������  
����������	
��  ���&(�!�  m, %�%��&��!  '�	  �  
!�'(�
�  ����	  
�
��  

� i = i/m, i �  n: �  �
(�
'����  �"$���#���  ��  � (�  
)���  ��
�
  � i ���  ��
  �
��$�$�  i ���
�
%
 . 
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#�'%�
�  ��('%�!   
�	�
�  -���������	
��  - �!�&/�	�  

 

�
���
'��
��  ��
(�'�  probes ��  ��  ��
�#*���
�  
�
�,����� , �
  n-1 ���
�
  �*�#
  ���  �
��*(��  
��
�
 :  
Un-1  = 1*(1 – an-1) + 2*an-1*(1-an-1)+3an-1

2(1-an-1) + … 
= 1 + an-1 + an-1

2 + … 
= 1/(1 - an-1) 
 

 

#�	(�'�  probes 
�  ��	�!/��&��  ���*���
�  

1����  ��
(�'�  ��'  probes $
�  ��
  �
��$�$�  � (�  
�
'�  ��'  ��  n  ���
�
 . 

-  �
���
'��
��  ��
(�'�  probes $
�  ��
  �
��$�$�  
��#  i-����"  ���
�
�"  = �
���
'��
�  ��
(�'  probes 
��  ��  ��
�#*���
�  �
�,����� . �����
�� : 

Sn  = (1/n) ��� � ���� ����
n

i iU1 1  
= (1/n) )1/(11 1��� � �������� ����

n

i ia  
=  (m/n) )1/(11��� � ������������

n

i im  
= (m/n) (Hm – Hm-n), 

'��#  Hi = 1 + ½ +  … + 1/i �  ln i. 

 
Sn �  (m/n) (ln m – ln (m-n))  
    = (m/n) ln(m/m-n)  
    = (1/an) ln (1/(1-an)). 
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��2	�����&���  -���������	
�'�  
Ordered Hashing 

�
  ��  ���
�
  ���
  ��	�)��
�  ���

�����
�  (�  
��*���  ������  ��#  *�'
�#  $
�  ����#*���
��  
�
�,�����
� : 

��  ���  ����������  
��
��  ���  ��  0��������  �  
������������  �������0�
  �  ���0����� . 

 

�&(�%��  ��  �
!
�%��  
�
�����"��  ��  ���
�
  ��
�  ��#�����  ���

�����
�  
��	�)��
� . 

 

�&(�%��  #��	����  �	� (!�
��  
��  ���
�
  �����
  
�  �
��*(�"
  ���
  %��� : 

(�  
��
�
!  ��	  ����������
  ����  �
���	���  
���0������  ���  ��  � , ��  �����
  ��  ����
  �

������  
���  ��  � . 

 

�%&� 
�
  ���
  �����#(��  �
�,������  $
�  ��  ���
��  +  
��"��  ���
��  + ’ > + , �'��  �
�
��(
���"��  ��  + ’ ��  
��  +  ��
  �#
�*�,�#��  ��  ��
  �
��$�$�  ��#  + ’ 
) ��
  ���  �����#(���  �
�,������  ��#  + ’. 
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Ordered Hashing 
 

procedure OrderedHashInsert(key K, info I, pointer P): 
 if (P->size == m-1) then error; 

T = P->Table; 
pos = h(K); 
while (T[pos] != NULL) do 
 if (T[pos]->Key > K) then 
  swap(K, T[pos]->Key); 
  swap(I, T[pos]->Info); 
 else if (K == T[pos]->Key) then 
  T[pos]->Info = I; 
  return; 
 pos = (pos + h2(K)) mod m; 
T[pos]->Key = K; 
T[pos]->Info = I; 
P->Size++; 

 
function OrderedHashingLookUp(key K, pointer P): 

info 
T = P->Table; 
pos = h(K); 
while (T[pos] != NULL && T[pos]->Key < K) do 
 pos = (pos + h2(K)) mod m; 
if (T[pos] != NULL && T[pos]->Key == K) 
 return T[pos]->Info; 
else return NIL; 
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Ordered Hashing 
 

�  ���
��  ���	�  ��#  ��
���  ����������
���" , 
���  ��
  �
��$�$�  ��  �#�'
  () ��
  ���  ��*

���  
ordered hashing) �
'�  �#
'��#  ��'  ���
�
 , (�  
��
�
  �  ��
�  �
�� �����  ��'  ��  ��
�  ��  ��
  �����  
��  ���
�
  �#�  �
� $�
��
  ���
  ��
��� . 

 

,�'(�
�  
�  �
(�
'����  
�  ��
��$��  �
�  �#$����
��
�  ���
��  
��'  ��  *%��  ���
�
%
  ��
�
  �  ��
�  $
�  '��  ��  
���
�
  ��#  *%��# . 

�'�� : 
�  -  �
���
'��
��  *�'
��  Sn $
�  ��
�#*���
�  

�
�,�����  ��
  ��� ,�
 . 

 

�  -  �
���
'��
��  *�'
��  Un $
�  ��  ��
�#*���
�  
�
�,�����  ��
%
���
 . ��
���
  ������#  ��
��  ��  Sn. 

 

;�� : 
 

Sn �  Un �  (1/an) ln(1/(1 – an)). 
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Ordered Hashing – �	�����&�  
 

�&(�%��  ��  �
!
�%��  
������
  ��
��� . �%� ?  
 

�&(�%��  #��	����  �	� (!�
��  
2
�  ���
��  ��
  ������  
�  �
�$��	��  �	�
�
���  
���  ��  (���  ��#  �����*�   ��
� . �
��� ? 
 

���)%�	���  
2���  '�
  *���
����
�"��  ��  ��(���  $����
���  
�
�,������ . 

2���  '�
  2 ���
�
  ��  ��
  ��
�  )��
�� /������*
��  
�
��  ����������
���"  �
� $�
��
  ��
�  (���
�  j ��
  
j+1 �
'�  ��
���  ����������
���"  ��
  ���  
�#
�*�
�  �#�'  ���  (���  j �
�$� 	���
 . 

��   ���  (�  ���
�
  ���  (���  j+1, ���  �  LookUp() 
(�  ���������
  '��
  )��
  ��  (���  j ��
� . 3 (�� ! 

 

�%&� 
�
�  � (�  (���  ��#  ��
���  #� �*�
  �
�  bit, ��#  
�
�� ,���
  Deleted ��
  ������  
�  ��
�
  ����  0 �  1. 
��*
�  '��  �#�  ��  bits ��
�
  0. �
  �
�$� /�#��  
� �
  ��'  �
�  (���  ��#  ��
��� , (���#��  ��  bit ���  
(����  �#���  ��  1. H LookUp() ��
  �������,�
  ��  
 ��
��  (���
�  $
�  �
�  ������  ��  Deleted bit ��
�
  1. 
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�����)
	���  -���������	
�'�  
Extendible Hashing 

 

�  ��
�
  ��(����  ��#  ��
�����
  ��
  ���"����  �  ��  
�#����
���  �
'�  ��
���  ����������
���" , 
�
����%
���  ��� �����  ��#�  *�'
�#�  
��'�)����  ���  ����  *�����"� . 

 

�  4���
��  $
�  ��
  ���(���#��  ������
�
  ���  
��#����"�#��  �
��� . 

 

�  1�����  
�  *���
����
�(��  �
������
�  �
��  
�
'�  6 -��
���# . 

 

����  ��%��&���  2 ��	�&%�� : 
2
��  ��� ��$��  (directory) ��#  ��������  ��  ����  
#/���"  ��
����#  ��
  �
�  �"
���  ��'  �������  
	"���  (leaf pages) ��
�  ������  ���(���"�
��
  
������
� .  

 

-  ��� ��$��  ��
�
  �
��  ��
����  ��'  �������  ��
�  
������� . 

 

-
  �������  	"���  ��
�
  ���(���"  ��$�(�#� , � .*., b 
bytes �  � (�  �
� . 
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�����)
	���  -���������	
�'�  

 
 

 

�� �*�
  �
�  �#
 �����  ����������
���"  ��#  
���
��
�,�
  ���
�
  ��  bit strings ����#�  L. 

 

L bits: 2L �
���  ����������
���"  

hd(K): ��  ��%��  d bits ��#  h(K), d <= L 
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�����)
	���  -���������	
�'�  
 

1
�  ������  ���
�*�
  '��  ����
�  ��  ���
�
  ��
  
�����
  �  �
��  ����������
���"  �*�
  �
�  
�#$����
��
�  ��'(���  ��'  bits. 

 

��  �����  �#��"  ��#  ���(������  �
�� ,���
  )!���  
(depth) ���  ������� . 

 

��  ��$
���  ) (��  � (�  �������  �
�� ,���
  )!���  
��#  ��
���  ����������
���"  D. 

 

��  directory ��
�
  �
��  ��
����  ��  2D �������  ��  
������� . 

 

� ��
�  
�
�%��  ��!  ���	&/�	  ��  �
�	%�  -  
�����$�,�#��  ��  hD(K); 

�����#(�"��  ��  ������  ��#  ���
�*���
  ���  
T[hD(K)]; 

 

�
  $
�  �
�  ������  
�*"�
  '�
  d < D, �'��  2D-d 
�������  ��  �#
�*'��
��  (���
�  ��#  ��
���  (�  
���*
�#
  ���  ������  �#�� . 
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�����)
	���  -���������	
�'�  
 

�	
����&�  
1
�  ������  *�� �
  �'
�  b ������
� . 

�
  �#�)��  #���*���
��  �
��  �������  ��  ) (��  d, �  
������  (�  �����
  
�  *��
����  ��  �"�  ������� . -  
*��
��'�  $�
���
  ��  �"����  ��#  ) (�#�  ���  
�������  ��  d+1 ��
  ��  ��  ���
�#�$��  �
��  
���  
������� , ��#  �
�� ,���
  	
�
��  ������  (buddy 
page). 

 

�
  ����$��  ��������  �  ���
�#�$��  ���  
���  
�������  ���  directory? 

���	���
�	�  
1. d < D 

����$�  ���  ���
�%
  ��
��%
  ���  directory, 
%���  �#���  
�  ���*
�#
  ���  
��  ������ . 

 

2. d = D 

�
����
���'�  ��#  ��$�(�#�  ��#  directory ��
  
��� �����  ��*
��������  ��
  ��
��%
 . 
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�����)
	���  -���������	
�'�   
�	
�����  

 
���(���#��  '�
  b = 2. 

 

(� ) �
��$�$�  ���
�
�"  ��  �
��  ����������
���"  
11101. 

() ) �
��$�$�  ���
�
�"  ��  �
��  ����������
���"  
01011.  
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�����)
	���  -���������	
�'�  
�	������  – #��%��	�'����  

 

�	������  
�
  �  �
�$��	�  � ��
�
  ���
�
%
  ��'  �
�  ������  
2i, $
�  � ��
�  i, �*�
  ��
  ����������  �#��  ��,�  ��  
��
  (2i+1) 
�  �*�
  �#
��
�  b ���
�
 , (�  
�����"��  
�  $�
�
  �#
�
���  ��
  2 ������
  ��  1. 

 

��

�  �#��  �  ��
��#�$��  ��
�
  ���
)�  ��
  ��
  
��
�
  �#
��'  
�  $�
���
  �#*
 .  

 

#��%��	�'����  
�  ��(���� : 

�  ��
�
  ������
��  ��  *�'
�  ����������� , �	�"  
���
�����
  �'
�  �
�  ��'�)���  ���
  �"�
�  
�
���  ��
  �
�  ���  ��#����"�#��  $
�  
�  
��
��#*(��  �  ����������  ��#  ,���"��
�#  
���
�
�"  (��
  ������
�# ). 

 

�  ��
  ��
�
  �����  ������
��  ��  �
��� , �	�"  
������  ��'  �
�  �������  ������  
�  ��
�
  �*��'
  
 ��
��  ��
  �	�"  ��  directory �#
�(��  ���
�*�
  
����� 
�  ��'  �
�  �������  ��#  ���*
�#
  ���
  
��
�  ������ . 
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�!�����
�	�  -���������	
��  
 

-
  ��(���
  ����������
���"  ��#  �#,���(���
  
�*�#
  ���"  ����  «���� » ��'����  �'
�  �
  �
  �
���  
����������
���"  ��
  ���
�
%
  ��
�
  ���
'���	�  
����
�����
��  (���  '�
�  ��#  ��
���  
����������
���" ). 

 

&��  *�
�'����  ���������  ��  �� $����  �����"
  
�  
��
�
  ���"   �*���  ($����
��  ���#����'���� ). 

 

��
�  ����
  �  ��
������  ������%�� ? 
 

�  �  �#
 �����  ����������
���"  ��
  ��
�#$* 
�
  
����  ����
���  ��
  ���
�
%
  $�

� , �  

�  �  �#
 �����  ����������
���"  ��
  ��
�#$* 
�
  
����  ����
���  $
�  �#$����
��
�  �"
���  
���
�
%
 . 
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�!�����
�	�  -���������	
��  
 

-���������	
�'�  ��  �	����
�  
h(K) = K mod m 

 

m: ��$�(��  ��
���  ����������
���"  

K: ���
��  ((�������
  �����
�� ) 

 

�
  +  ��	��
(���
�' , #����$�,�#��  ��  ��� � ����

����

1

0

p

i irc i , 
'��#  

o p: �����  ��#  ��	��
(���
��"  

o r: �  ��
(�'�  *��������
  ���
  �%�
��  (�#
�(��  
128 �  256) 

o cj: �  ���
�'�  (ASCII) � (�  *��������  

 

 

����'�  �!�)���
��  -���������	
��  
���	#$�  �#������
�%
  �#$���"���
  ��  
���
��%��
�  ��#  ��  ���
�
  ��
��$�
��
  ��  �
�  
�#������
�  ��  �#*���  ��'�� . 
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�!�����
�	�  -���������	
�� : 
-���������	
�'�  ��  �	����
�  

 

���)%�	���  
�  �
  ��  m ��
�
  r �  r2, ��  ����������  ���  

�
�������  ��
�
  �  ���
�'�  ��#  �
'�  �  ��
  �"�  
����#����
  *��������
 . 

 

<��� : 
��'  ��  $� �����  ��#  ��	 )���#  ��
�
  ���"  ��$�  
�#�  ��#  �#
�(��  �#
�
��"
��
  ��  ����#����
  
*���������  �����
 . 

 

�  �
  ��  m ��
�
   ��
�� , �  �
��  h(K) (�  ��
�
   ��
�  
�  ���
���  �
 ��$�  ��  ��  �
  �  ����#�����  
*���������  ���  ��	��
(���
�'  �*�
  ���
��'  �  
 ��
�  ���
�' . 
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�!�����
�	�  -���������	
�� : 
-���������	
�'�  ��  �	����
�  

 

. 
�  
��
��$�  ��#  m 
�  ��
�
  ��%��� . ������ , ��
�
  
���"����  ��  m 
�  ��
  �
�
���  ��#�  rk+a, rk-1 $
�  
�
����  ���(����  k ��
  a. 

 

���)%�	���  
2���  m = r-1 ��
  ����  '�
  r-1 ��
�
  ��%��� : 

��� � ����

����

1

0

p

i irc  i mod (r-1) = ��� � ����

����

1

0 (
p

i irc I mod (r-1)) mod (r-1) 

       = (��� � ����

����

1

0

p

i ic )mod (r-1) 

 

1�����  
�  �����
*(��  ���$�$
�  ��� ,  $
�  � (�  i,  

ri mod (r-1) = (1 + (r-1) ��� � ����

����

1

0

i

j r j) mod (r-1) = 1. 

 

5�� , �
  m = r-1, '���  �
  ����(���
�  ��#  ��
�#  
�#
'��#  *��������
  (� .*., ABC, BCA, CBA, 
��� .) �*�#
  ��
  ��
�  �
��  ����������
���" . 
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�!�����
�	�  -���������	
��  
 

�&
�	��  -���������	
�'�  ����	���  ��%��&���  
 

�
  $
���,���  ��  ��*��  ��  ���
�
  ��#  (���#��  
�  
���(���#��"
 , ����  
�  �����"����  
�  
�*��
 ��#��  �
�  �#
 �����  ����������
���"  ��#  

�  ���	�"$�
  �
���%�  �
�  �#$���"��
� .  

 

2*�#
  �
���#*(��  �
 	����  ��*

���  $
�  ��
  
�"����  ����
�
  �#
�������
  ����������
���"  
$
�  ������
�  �"
���  ���
�
%
 . 

 

�  ��(����  �*�
  ���
��
���
�  �	����$� , �	�"  
�#
�(��  ��  �"
���  ��
  ���
�
%
  ��
  ��
�
  $
���'  
��
  ��  ������
�  ��� ,�#
  �#
��
� . 
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-�(�
	�&�  -
)
�	�   
�!�����
���  -���������	
��  

 

�%&� 
�  �#
 �����  ����������
���"  ��
��$���
  �#*���  
��'  �
�  �"
���  �#
�������
  ����������
���"  
(at run time). 

 

5��	�)  
�   �  �
(�
'����  ��
��$��  �
��  «����� » 

�#
 ������  ����������
���"  ��
�
  �
��� . 

 

�  &� ��'��
�  ��������  ��#  ���$� ������ , �  
�
(�
'����  ��  �� $����  
�  � 
�  ��
  � �
  
 �*���  ��
�
  �
��� . 

 

�  ��'��  ��
  �
  ��  ���
�
  ��#  ����*�
��
  ���  
�"�����  ��
�
  ���"  �������
�  ��
��$��
�  ��'  
�
�
  �
������  (%���  
�  �������"
   �*���  
������ ), �  ��(����  �#��  ��#��"�
  ������
� . 
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-�(�
	�&�  -
)
�	�   
�!�����
���  -���������	
��  

 

- : *%���  ���
�
%
  

m: ��$�(��  ��
���  ����������
���"  

H: �"
���  �#
�������
  ��'  ��  -  ���  {0,...,m-1} 

 

��	
�'�  
�  �� ��  �#
�������
  �  ��$���
  ��(��
��  �
  $
�  
� (�  ,�"$��  ���
�
%
  x,y, '��#  x 	  y, 
�*"�
  '�
 : 

 

|{h �  H: h(x) = h(y)}| / |H| �  1/m. 

 

�
�  � (�  ,�"$��  �
�	����
�%
  ���
�
%
 , �'
�  �
�  
������'  1/m (��  ���" ) ��
  �#
�������
  ���  
�� ���  ������  
�  ���$��  ��  �"$���#��  ���  ��
  
���(���#��  ��#  ,�"$�#� . 

 

�
���$�
���  �
�  �#
 �����  ��'  ��
  �� ��  
�#*��� , �  �
(�
'����  �
�  ,�"$��  ���
�
%
  
�  
���$���
  ��  �"$���#��  ��
�
  1/m. 
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-�(�
	�&�  -
)
�	�  
�!�����
���  -���������	
��  

 

5������  
2���  '�
  |- | = :  ��
�
  ��%���  ��
(�'� , ��
  ����  
'�
  ��  K ���
�*�
  (��  ���
�
 ) ��#�  �������#�  
0,...,: -1. �
�  � (�  ��
(�'  a �  {1,…,N-1} ��
  b �  
{0,…,N-1} ���� : 

ha,b(x) = ((ax+b) mod N) mod m 

�'�� , �   

H = {ha,b: 1 �  a < N ��
  0 �  b < N} 

��
�
  ��(��
��  �� ��  �#
�������
 . 

 

��������
�	�  
�  ��  ��$�(��  m ��#  ��
���  ������  
�  ��
�
  

���
��������  �����
��  ��
  '*
  ����������  
��%��� , �"��  ��
  ���
��'� . 

 

�  ��  m ������  
�  ��
�
  ��'��  ��
  �"
���  ��#  2. 

 

�  �  ��(����  ������  
�  *���
����
�(��  ��  
�#
�#���'  ��  ��  ��(���  ��#  ����� �
��#  
����������
���" . 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

����"�#  8 
�,��.#  ��  ����-��  

.����,6$���  
(SETS WITH SPECIAL 

OPERATIONS) 
 

�,6��  �6���6#���"�#�  
�����  UNION-FIND 
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�!�&�  �������	'�����  
 

�  2*�
  ��
����  �
�  �
 ����  ���  ����  ���(���#��  
���
*���  ��
  �  ����������  ��#�  $�
���
  ) ��
  
�#���  ���  �
 ����� . 

 

�  <+ ,�>: ����  ���(���#��  ���
*���  

�  + : ��
�
  ��  ���
�� , �"��#  key 

�  � : �����	����  ��#  �#�*���,���
  ��  �#�'  ��  
���
�� , �"��#  info. 

 

��	
�'�  
1
�  �!�)  �������	'�����  ��
�
  �
��  �	�����
��  
�"���  ������
�
  $
�  �
�  �"
���  ��  ���
*���  ,�"$�  
<+ ,�>, ��#  #�������,�
  �
�  ��'��#(��  ��
��#�$��� : 

�  MakeEmptySet(): ��
����	�
  ��  ��
'  �"
���  � . 

�  IsEmptySet(S): ��
����	�
  true �
  S = � , false 
�
�	����
�  

�  Insert(K,I,S): �
� $�
  ��  ,�"$��  <+ ,�> ���  S. 

�  FindMin(S): ��
����	�
  ��  info �����  I ��#  
,�"$�#�  <+ ,�>, '��#  +  ��
�
  ��  �
��'����  ���
��  
���  �"
��� . 

�  DeleteMin(S): �
�$� 	�
  ��  ,�"$��  <+ ,�>, '��#  
+  ��
�
  ��  �
��'����  ���
��  ���  �"
��� , ��
  
��
����	�
  � . 
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�!�&�  �������	'�����  
 

��
�  ����
  �  �
�*��!  �
��  �	�!�  ���  �
�  �	�!  
�������
������ ? 

 

��2	�'��
�  
3�������	  ��
  ���	��  	����
���
  �
�  �	�!  
�������
������ , ���
��!1��  �����
���  ��	  ��  
���
�����  n ���
���� . 

 

��
�  ����
  �  ����

�  ���	���
�����  ��	  
���������	  �	��� ? 

 

 

#
�'�	(���  
MakeEmptySet(); 

for (j = 0; j < n; j++) 

�
��$�$�  ���
  �#�  ��#  j-����"  ���
*���# ; 

for (j = 0; j < n; j++) 

 Print(DeleteMin(S)); 

 

�  ���#����'����  ����� ��
  ��'  ��
  
���#����'����  ��
  ��
��#�$
%
  Insert() ��
  
DeleteMin() ���  �#� �  �������
'����� . 
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,
���	�
�	�  �!���  �������	������  
 

+��������  ��  '��0	�
�����  3�����  
 

-�������  ��  	����
���	��  �
�  �	�!  
�������
������  ��  
��0	�
�����  ������ ? 
 

AVL %&�%��, 2-3 %&�%��, Red-black %&�%��, B-
%&�%��: '
�  ���&/�!�  !
���	�
�	�  �!���  
�������	������ .  
 

3�������	  ����  
��0	�
�����	  ������	 , �%�  ��  
����������  ��  	����
���	��  �
�  �	�!  
�������
������ ? 
 

��
�  ����
  �  ����

�  ���	���
�����  �
�  �
�  
��
��	�����  Insert(), FindMin() 
�
  DeleteMin()? 
 

+�!���	�  !����  ��
��	�����  ��	  ��  	�������0����
  
������

! ? 
 

(1) LookUp? (2) Delete? (3) FindMax – 
DeleteMax? 

 
1
�  �#�  �������
'�����  ��#  #�������,�
  ��
  �
�  
��
��#�$���  FindMax() ��
  DeleteMax() 
�
�� ,���
  �
���  �#�  �������
'�����  (�  �#�  
�������
'�����  ��  2  ��� ). 
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,
���	�
�	�  �!���  �������	������  
 

�����  (Heaps) 
2
�  ���
�%�  �
�����$��
�  ��
���  ��
�
  �
�  
�#��
�'  ��
���  ��#  �����#  ��  ���
*���  �*�#
  ��
  
����  
�
'���� : �  �������
'����  � (�  �'�)�#  
(������  ��  ���
��  ��# ) ��
�
  �
��'����  �  ���  
����
��  ��
  ��
�
%
  ��#  �'�)�# . 
 

��
��  ����
  �  
��)��  ��  �

������  �������
�����  
��  ���  ���

#�  �
����������  ������ ? 
 

&� � (�  ��
�� �
  ��'  ��  ��,�  ����  ���
�������  
�'�)� , �
  �'�)�
  ��#  �
����*�#��  ��
�
  �"��#���  
�������
'����� . 

 
 

�%�  	����
����  ���  FindMin() ��  ���

#�  
�
����������  ������ ? 
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,
�����
�  Insert() & DeleteMin() 
 

�����
��
�#  �#���  �
  ��
��#�$���  
�  #����
�(�"
  
������
� , (�  �����
  
�  �������  ��$�#��
  '�
  � (�  
��
$��  ��  "/��  ��#  ��
���#  ��
�
  O(log n). 
 

DeleteMin() 
��
  �
�$� 	�#��  ��  ��,� , ���  �
�  	"��� , �	�"  
��%��  �
�
$� /�#��  ��  ������
�  ��#  ���  ��,� . 

���)���� : ��  ����"���
  ��
���  ������  
�  ��
  
��
�
  ���
�%�  �
�����$��
�  ��
��� . 
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,
�����
�  DeleteMin() 
 
��������
� : �  ���
��  �
 ����  ��������	���
  
�'
�  ���  ��,� .  

 

����'�(�
�  %	)��2�� : �
���� ���#��  
(swapping) ��  ������
�  ���  ��,��  ��  ��  ������
�  
�
'�  ��'  ��  ��
�
  ���  (����
�#  ��  �
��'����  
�������
'���� ). ���
����) 
�#��  ��
  ��
�  
�
��
�����  $
�  ��  ��
�� , ��*�
  ����  
�  	( ��#��  ��  
�'�)�  ��#  �  �
�����$�  ��
  ��
	���
  ��')����  
���  ���
��  �
 ����  ��#  ��
�
�"  �  ��*�
  
�  
	( ��#��  ��  �'�)�  	"��� . 
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,
�����
�  DeleteMin() - �����  
 

��  ��  ������  ����  �����
��

�  �1�� , ��
�  ��  ����  �  
���	���
�����  ���  DeleteMin()? 
 

 

���  ��
��$�#��  ��  	"���  ��#  �����
  
�  
�
�$��	�� ? 

�
  ��  ��
���  ��
�
  �
�  ������  �#��
�'  ��
��� , 
�����"��  
�  ��  ���(���"��#��  ��  �
�  ��
���  
()����  �
�	 
�
�  12, �
'����  4). 
 

��  ���
'����  	"���  ��  ��$
���  ) (��  ���  ��
���  
��
�
  �  ����#�����  ���(���#��
��  �'�)��  ���
  
��
��� . �  (���  ��#  ��
���  ��#  ���
�*�
  �#�'  ��
  
�'�)�  ������  
�  ��(��
����  �
  $
���,�#��  ��
  
��
(�'  ��
  �'�)�
  ��
  ��
  �
�"(#
��  ��#  1�#  
���
*���#  ��#  ��
��� .  
 

�  �
�$��	�  ��#  	"���#  �#��"  ��
  ����� ,�
  ��
  

�
'����  
��,#$
���"  ��#  ��
���# . 
 

2
�  ������  ���
�%�  �
�����$��
�  ��
���  
#����
���
�  ��  ����
�'  ��'��  (������  ��  
��
��� ), �
�� ,���
  ���'� . 
 

-  ���'�  ��
�
  ���
���
�  ������
��  ����  $
�  ��
  
#��������  �#�%
  �������
'����� . 
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,
�����
�  Insert() 
 
�
� $�#��  ��  
��  ���
*���  ��
  ���
'����  	"��� . 

�  
�
'����  ���  ���
���  �
 �����  ����  
��������	���
   ���  �'
�  $
�  ��
  ������  ��#  
	"���#  �#��" . 

�
  �#�'  �#�)��
�
 , �
���� ���#��  ��  ������
�  
��#  ��
�
�"  ��  ����
�  ��#  ������  ��
  
���
����) 
�#��  ��*�
  ����  ��  
��  ���
*���  
�  
	( ��
  ��  � ��
�  �������  ���  �����  �  �������  ��#  
�*�
  �
��'����  �������
'���� , �  
�  	( ��
  ���  
��,� . 

 

��
�  ����
  �  ����

�  ���	���
�����  ���  Insert()? 
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�	
�����  
�  ���'  
 
#define N 1000 
 
 

struct element { 
   key Key; 
   info data; 
   }; 
typedef struct element ELEMENT; 
typedef  struct element *ELEMENT_PTR; 
 
 

struct heap { 
   ELEMENT_PTR Table[N]; 
  int size; 

}; 
typedef struct heap *HEAP_PTR; 
 
procedure HeapInsert(key K, info I, heap_ptr h): 
/* Insert the pair <K,I> into heap h */ 
 

H = h->Table; 
n = h->size; 
 

if (n == N) then error;   /* Heap is full */ 
 

m = n;   /* m is an integer “pointer” that  moves up a path in the tree */ 

while (m > 0 and K < H[� (m-1)/2� ]->Key) do 
H[m]->key  = H[� (m-1)/2� ]->Key; 
H[m]->data = H[� (m-1)/2� ]->data; 
m = � (m-1)/2� ; 
 

H[m]->Key = K; 
H[m]->data = I; 
h->Size = n+1; 
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�	������  ��'  ���'  
 
function HeapDeleteMin(heap h): info 
/* Delete an item of smallest priority from heap h, and return it */ 
 

H = h->Table; 
n = h->Size; 
 

if (n == 0) then error; /* Heap is empty */ 
 

I = H[0]->data;  /* The item to be returned */ 
h->size = n-1;   /* The new size of the heap */ 
 

if (n == 1) then return; /* heap is now empty */ 
 

K = H[n-1]->Key; /* priority value of the item to be moved */ 

m = 0; /* m is an integer “pointer” that moves down the tree */ 

while ((2m+1 < n and K > H[2m+1]->Key) || (2m+2 < n  
and K > H[2m+2]->Key)) do 

if (2m +2 < n) then 
if (H[2m+1]->Key < H[2m+2]->Key) then 

p = 2m+1; 
else p = 2m+2; 

else p = n-1; 
 
H[m]->Key = H[p]->Key; 
H[m]->data = H[p]->data; 
m = p; 
 

H[m]->Key = H[n-1]->Key; 
H[m]->data = H[n-1]->data; 
 
return I; 
 

 

� /�  4-32, �����  ������
�
   3�  �� ��
�  

!���"��#  ��
�$
%��   194 

3��
�  9&���  �!�'
��   
(Disjoint Sets with Union) 

 

S1, … , Sk: ��
�  #���"
���  �
'�  �#
'��#  U, 
������   Si �  Sj = � , �
  i 	  j, ��
   
S1 �  … �   Sk = U. 

 

3�
��#�$���  ��#  #�������,�
��
 : 

�  MakeSet(X): ��
����	�
  �
�  
��  �"
���  ��#  
���
�*�
  �'
�  ��  ���
*���  X. 

�  Union(S,T): ��
����	�
  ��  �"
���  S �  T, ��  
�����  �
�
��(
��  ��  S, T. 

�  Find(X): ��
����	�
  ��  �"
���  S ���  �����  
�
���
  ��  ���
*���  4 . 
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,
���	�
�	�  ��!  #�����&��!  � ��!  
��%��&���  «3��
�  9&���  �!�'
�� » 

 

Up-Tree 
��
�
  ��
���  ���  �����  � (�  �'�)��  �
������  �'
�  
�
�  ������  ���
  ������  ��#  (���
  '��
  �
  �������  
���*
�#
  ����  ��  � 
� ). 
 

2
��  �'�)��  ������  
�  �*�
  ���
�
������  ��
(�'  
��
�
%
 . 
 

��  �"
���  U ��
�
  �
�  � ���  ��'  Up-trees.  
 

+ (�  ����
�  ��
���  ���
�*�
  ��  ���
*���  �
'�  ��'  
��  ��
�  �"
��� . ��  ���
*���  ���  ��,��  ���,�
  ��
  ��  
�'��  identifier $
�  ��  �"
��� . 
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Up-Trees 
  

,
�����
�  Find(X): 
�����"(���  ��#�  �������  ��'  ��
  �'�)�  ����  ��  
� 
�  ��  ��  ��,� . 

 

3
��/��  ��  &��  
��	/���  4  �����	  
��  
 ��
�  S: 
���$*�#��  �
  �  Find(X) ��
����	�
  S. 

 

,
�����
�  Union(S,T): 
+ 
�  ��  ��,�  ��#  �
'�  ��
���#  
�  ���*
�
  ���  ��,�  
��#   ���# . 
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Up-Trees 
  

����  �����������

!  ����
  ��  Up-trees �
�  ���  
	��������  ��%���  ���%�  �	���%� ? 

 

��
�  ����
  �  ���	���
�����  ���  Union()? 

 

��
�  ����
  �  ���	���
�����  ���  Find()? 

 

 

 

+�
  � �
  (���#��  
�  �������#��  ��  ��
���  

��,#$
���
� , ��
  $
�  �#�'  (�  �����
  
�  �������  
���"  �������
���  ��  ��  ���  #����
�"��  ��
  
Merge(). 

 

���)%�	���  
2���  '�
  �*�#��  n �"
���  ��  �
�  ���
*���  ��  
��(�
� .  

 

��
�  ����
  ��  ��
������  �1��  ������	  ��	  
��������  ��  �!��	��  
�
  �%�  �����
  ��  
�
������	��  ��  Merge() �
�  ��  ����
  �	�� ? 
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Up-Trees 
  

�������	��  �	�  ����
�   +�!�  %&�%��! 
«� 
��  �#
�
%
�#��  ��  �
��'  ��
���  ���  ��$ �� , 
������  � 
�#��  ��  ��,�  ��#  �
���"  ��
���#  
�  
���*
�
  ���  ��,�  ��#  ��$ ��#  ��
���#  ��
  '*
  
�
������	� ». 

 

2
�  ��
���  ��
�
  ��$��"����  ��'  �
�   ���  �
  �*�
  
���
��'����#�  �'�)�#� . 

 

 
 

 

 

 



� /�  4-32, �����  ������
�
   3�  �� ��
�  

!���"��#  ��
�$
%��   199 

Up-Trees 
 

+ (�  �'�)��  ��
�
  �
�  struct ��  ����� : � ��
�  
�����	����  $
�  ��  ���
*��� , ��  ������  parent ���  
$�

�'  �'�)� , ��
  �
�  �������  count, ��#  
*���
����
����
  �'
�  �
  �  �'�)��  ��
�
  �  ��,�  ��
  
���
�*�
  ��
  ��
(�'  ��
  �'�)�
  ���  up-tree. 
  

function UpTreeFind(pointer P): pointer 
/* return the root of the tree containing P */ 
 

if (p == NULL) error; 
r = p; 
while (r->parent != NULL) do 

r = r->parent 
return r; 

 
 
 

function UpTreeUnion(pointer S,T):pointer 
/* S and T are roots of up-trees */ 
/* returns result of merging smaller into larger */ 

 

if (S == NULL || P == NULL) return; 
if (S->count >= T->count) { 

S->count = S->count + T->count; 
T->parent = S; 
return S; 

} 
else { 

T->count = T->count + S->count; 
S->parent = T; 
return T; 

 } 
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Up-Trees 
 

.����  
2���  '�
  T ��
�
  �
�  up-tree ��#  �
����
��  �
�  
�"
���  ��$�(�#�  n, ��  �����  ���
�#�$�(���  ��  ��  
�#
�
���  n �#
'��
  ��$�(�#�  1 *���
����
%
���  
��
  ����� 
�  ��$'�
(�� . �'�� , ��  "/��  ��#  T 
��
�
  ��  ���"  log n. 

 

��
�  ����
  �  ���	���
�����  ���  Find(X)? 

 

 

,�)�/�	  '���  &��  
���'  
����� : ���  
0��
��!��  ��  (&
�  ��!  X 
��  up-tree? 
 

H Find(X) �����
���
  �
�  LookUp(). �%�  ��  
	����
���	��  �	��  ��  LookUp? 

 

���
��%��
�  

1. -  *%���  ��
  ���
�
%
  ��
�
  �
��'�  (� .*. �*�  100 
���
�
  �#
��
� ): 

�
�����"��  ��
���  ��$�(�#�  100 ��#  ���
�*�
  
�������  ��  � (�  �
�  ��'  �#�  ��  ���
�
 , ��'��  �  
LookUp #����
����
  ��  ���(��'  *�'
� . 
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Up-Trees 
 

���  0��
��!��  ��  (&
�  ��!  X 
��  up-tree? 
(
!�&/�	� ) 
 

2. -  *%���  ��
�
  ��$ ��� : 

4���
����
�"��  �
�  )��(��
��  ��
��
��  ����  
(��'  �#���  ��#  #����
�"
  ���
� ) ��#  � (�  �
��  
�'�)��  ���  ���*
�
  ��  �
�  ��'  ��  ���
�
 . 

 
 

��
�  ����
  �  ���	���
�����  ���  Find(X) ��  ��  ���  
�������� ? 
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Up-Trees 
 

�������	��  �!����
��  �������	�  
 

«+��  ��  �
 ���
�  ���������  �
��  Find(4 ) � 
�  ��  
parent �����  � (�  �'�)�#  ���  ��
�� �
  ��#  
�
����*�
�  ��'  ��
  �'�)�  ��  ���
��  4  ���  ��,�  
�  
���*
�
  ���  ��,� ». 

 

�
  ����$��  ��
	���
  �  ������$
��  �#�������  
��
����
�"  ���
  ��'���� ? 

 

�  -
  MakeEmptySet() ��
  Union() �������#(�"
  

�  *��
 ,�
��
  ���(��'  *�'
� . 

�  �  Find() ��*
�  ���������
  ����  ���
  ��
�  
���
)%�  *�'
�  '���  *����  
�  �	���',���
  �  
������$
�� , ���  ���  ��
  ��������  ���
�%
  
Find(), �  ���#����'���  ���  $�
���
  �*��'
  
���(��� . 
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Up-Trees 
 

�������	��  �!����
��  �������	�  (
!�&/�	� ) 
 

(
  ��  ��
  ������  ������� ? 
�
�  � (�  j, ����  F(j) �  �
�����
��  �#
 �����  ��#  
���,���
  ��  ���� : F(0) = 1 ��
  F(j+1) = 2F(j), j �  0. 

 

-
  �
���  ���  F(j) �#� 
�#
  ������  $��$���  ��  ��  
j, � .*., $
�  j = 5, ! (5) = 265536 �  1019728. -  ��
(�'�  
�#�'�  ��
�
  ������  ��$ ���  (�  �
 ������  ��#  
�"���
���  ��
�
  �  1040)!!! 

 

-��,�#��  ��
  log*n 
�  ��
�
  �  �
������	�  ���  F: 

log*n = log log log … log n 

 

                        j 	����  

 

-
  �
���  ���  log*n ��
%
�
��
  ������  $��$���  ��  
��  n, � .*., log*n ��
�
  �  5 $
�  ���
�������  
«*���
�� » �
��  ��#  n.  

 

�
  �  Find() ���������
  ��  *�'
�  - (log*n) ��
�
  
�����
��  ��
  
�  ��
�
  ���(��� ! �#�'  �#�)��
�
  
���  ��'  ���������  ��������
�  ���  Find(). 
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�!����
�  �������	�  
 

 
 

 

����������  Find(D) '��
  *���
����
����
  �  
������$
��  �#�������  ��
����
�" . 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

����"�#  10 
#
���	(���	�)  (Strings) 
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Strings 
 
2
�  ��*��
����

�  � �
�
  �
�  �����#(��  
*��������
 . 

 

2
�  string ������  
�  ��
�
  ���"  ��$ �� : 

o ��*��� , �  ��'��  ��
   

o �"
���  ��'  ��*���  (� .*. �
�  �$�#��������
� ) 

 

��
�
  ���"  ����
�
�'  
�  )�����#��  ��'��#�  
�  
�
����
���"��  strings ��#  
�  ���*
�����
�"
  ��  
*%��  ��#  ���
�����
  $
�  ��
  ���(���#��  ��#� . 

 

&: ��	 )���  (�"
���  *��������
  ��'  ��  �����  
�*�
  ���
�#�$�(��  ��  string). 

 

��'���  ���(���!
��  strings 
+��
����
�"��  � (�  *��������  ��#  & ��  �
�  
�����#(��  ��'  bits, ��#  �
�� ,���
  ���
��������  
(encoding) ��
  ���  �#
�*�
�  ���(���"�#��  �
�  
�����#(���  ��#  �
�
���
*�"
  ���#�  �
���*
��"�  
*���������  ��  �
�  ���  ��
   ��� . 

 

����  bits ���
!0����
  �
�  ��  �����������%  |" | 
�
�*����

���  ����
����� ? 
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��'���  ���(���!
��  strings 
 

�
  �  �����#(��  ��
  *��������
  ���
  �#*��� , ��
  
(�  #���*�
  ������  ��'��
  $
�  
�  )���
%��#��  ��
  
��
(�'  ��
  bits ��#  ���
��"
��
  $
�  ��
  
�
���� �����  �
'�  ��
��
�# . 

 

7���  �#
�(��  ���
  �� ��  ���
���  *���������  
�#
�
�%
��
  ���"  �
�  �#*
  ��'  '�
   ���
  (� .*., 
��  e �#
�
�
���
  ���"  �
�  �#*
  ��'  ��  w ��
  �#�'  
������  ���"  �
�  �#*
  ��'  ��  @). 

 

��'0
���  
������
�#  �
'�  string w ��  *���������  ��'  �
�  
��	 )���  &, ���  �����"��  
�  ��  ���(���"��#��  
���
  %��� : 

�  
�  *���
����
���#��  '��  ��  �#
��'
  �
��'����  
�����#(��  ��'  bits, 

�  
�  �����"��  
�  �
������#��  ��  string. 

 

��  string w ��#  (���#��  
�  ���
����
���#��  
��
�
  ��  text ���  (�����
� ), �
%  �  �
��
�����  
�
�� ,���
  ��%	������
�  (encoding) �  
!����
�  
(compressing). 
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��'���  #��(���!
��  String 
 

�%&� 
-
  *���������  ��#  �#
�
�%
��
  �#*
  (�  �����
  

�  ���
����
�"
��
  ��  �
���  �����#(��  ��'  bits, 
�
%  ����
�
  ��#  �#
�
�%
��
  �� 

�  (�  �����
  
�  
�*�#
  ����"�����  �����#(���  bits ��  
���
����
���
� . 

 

+��  ��
  #��������  (�  �����
  � ���  
�  
���(���"��#��  $
�  � (�  *��������  ��
  
�����#(��  ��'  bits ��#  �
�
���
*��  ��  � (�  
*�������� , ��(%�  ��
  ��
  �����#(��  ��'  bits ��#  
�
�
���
*��  ���
  ���
��������  ��#  ��
��
�#  ��� . 

 

�� �*�
  �
�  ��
��
�'  ���  ��(���  �#�� : 

�%�  ��%��0�	��  ��  �
  �	�������  ��*���0����
  �
  
����
�����  ����  ���  
������  ��� ? 

��  ������  
�  �
�) ,�#��  ��  �����
�  ���  2 	���� , 
1 $
�  
�  #����$���#��  �
�  �#*
'�����  ��
  1 $
�  
�  
� 
�#��  ��
  ���
�������� . 

 

�  �
 $
���  �
'�  ��
��
�#  2 	����  ���
  ���"����  
���������  ���
�#�$��  ���)������  ���
  ��'����  
��#  ��$���(��#  ��
  ���  *�
�'����  ��
�
  ��"
���  
(� .*., ��  �����
�  ������  
�  ���) 
���
  ����  
�
��"�#  �  
�  ��� $���
  ��'   ���  ��'$����� ). 
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��'���  #��(���!
��  String 
 
�  *����  ����)���%
  �����#(
%
  ��'  bits $
�  ��
  
�
���� �����  �
�	����
�%
  *��������
  ���$��  
���  ����  ��')���� : 

 

2��� : 

E �
����������
  ��  101,  

�  �
����������
  ��  110 

Q �
����������
  ��  101110 

 

�%�  ��  ����������  ��  ���%����	��  ���  

%�

�������  ��	  Q ���  �
����  ��	  string �( ? 

 

��  ��')����  ���
�#�$����
  ���
��  �  
���
��������  ��#  Q ���

  ��  ��
  �����#(��  ��'  
bits ��#  ���
����
��  ��  � ! 

 

-��'��� : 
�
  ��
  #� �*�#
  *���������  c1, c2 � .� . �  
���
��������  ��#  �
'�  �����
�*�
  ��
  
���
��������  ��#   ���#  ��
  ��'(��� , �'��  ��
  
#� �*�#
  ��
  strings w1, w2 � .� . �  ���
��������  
��#  w1 ��
�
  ��
�  ��  ����
�  ��#  w2. 
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�&�%��  -�%	������
��  

 
 

+ (�  	"���  �*�
  �
�  �����  �"��#  char ��#  ���
�*�
  
�
�
  ��'  ��#�  *���������  ��#  &. 
 

-�%	������
�  /��������  
�����#(�"��  ��  ��
�� �
  ��'  ��  ��,�  ���  	"���  
��#  �
�
���
*��  ��  �#�'  ��
  *�������� , 
����(���
���  ��  0 ���
  �����#(��  � (�  	��  ��#  
�

�"�����  ����  ��  ��
����  ��
  ��  1 � (�  	��  
��#  �

�"�����  ����  ��  ���
  ����  ���  ��
��� . 
 

(
  ��
��  ���
  �  �
���	���  
%�

��������  
!��  
����
���� ? 

 

��  ��
���  �
�� ,���
  %&�%�� ��%	������
�� .  
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�&�%��  -�%	������
��  
 

�%�  
%�

���
����  ��  string AIDA FAN 
��������	  ��	  ������	  
%�

��������  ���  
������������  �
�*!��
�� ? 
 

 

 

�%�  ���
%�

���
����  ���  �
���	���  bits 
001010011110? "�  ��
�  string ���
���
���  �  
�
���	���  �	�� ? 
 

 

#
�'�	(���  
.��

%
���  ��'  ��  ��,�  ���*%����  ����  ��  	"���  
��#  ��
���#  *���
����
%
���  ��  ���$'  ��  bits ���  
�����#(��� : �
  ��  ���*�
  bit ���  �����#(���  ��
�
  
1 ��$�

�  ���
 , �
�	����
�  ��
���� .  

�
  	( ��
�  ��  	"���  �"����  ��
  *��������  ��#  
�
�
���
*��  ���  	"���  ��
  ����
�  � �
  ��'  ��  ��,�  
���
����) 
�
���  ��  ����� 
�  )����� , ��*�
  
'��  �  �����#(��  ��'  bits 
�  ���
���(�� . 

 

+�!���
  
!��
�  �����

�  ��  �	��  ��  ������ ? 

����
  �	�����  ��  ��

����	��  ���
%�

�������  
���  ���
�������  ������  ���  �
�� o	����  ���  bits? 
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-�%	������
�  Huffman 
 

��  )��
�'  ��')����  ������
�
  ��'��  �
����#�� : 

�%�  ��  
����
�	!��	��  ��  ������  ���
  #���  ��  
���	��  ���  
�������  �	����  
%�

������� ? 
 

2���  '�
  $
�  � (�  *��������  cj $
���,�#��  ��
  
��
(�'  ��
  	��%
  fj ��#  �  cj �#
�
� ��
  ���  w. 

 

-���
��!�  ��!  � : 
���
�"�$���  �
�
  �'�)� -	"���  $
�  � (�  
*�������� ; 

+ (�  �'�)��  �����
  
�  ���
�*�
  �
�
  �����
�  
weight () ���  ��#  �'�)�# ), ��  �����  $
�  ��
  
�'�)�  ��#  �
�
���
*��  ���  *��������  cj ��  �*�#��  
��*
����
���
  ��  fj; 

��������  ���
�����
�  ��  ����  )��� : 

�
 ����  2 �'�)�#�  v1 ��
  v2, ��  �� *
���  
) ���  ��
  �
�
���������  ��#�  ��  �
�
  �'�)�  
��#  (1) �*�
  ��
�
  ��  v1 ��
  v2, ��
  (2) �*�
  
) ���  ��   (��
���  ��
  )��%
  ��
  v1 ��
  v2. 

��*�
  
�  ������
�
  �'
�  �
��  �'�)�� , ��#  (�  
���������
  ��  ��,�  ��#  ��
���# . 

 

��  ��
���  ��#  �������# ,���
  ��  �#�'  ��
  
��$'�
(��  �
�� ,���
  %&�%�� Huffman. 
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-�%	������
�  Huffman 
 

���)%�	���  

 
1���  ���#�  �'�)�#�  ��	�
�,���
  ��  ) ���  ��#� . 
 

 

��������
�	�  
4���������  ��#  �#
�
�%
��
  ��  ��$��"����  
�#*
'����  )�����
��
  ��
�  ���  ��,�  ��
  $
�  �#�'  
�*�#
  �
��'����  �����#(��  ���
��������� . 
 

"  ��%	������
�  ��!  ���&/�	  ��  %&�%�� 
Huffman ����	  0&
�	
��  (���&��  )

�  %&�%�� 
��%	������
��  %�� �%����  
�  �	��'����  
������)
��
�  ��!  w). 
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���0
�����  ���������   
��('%�!  Huffman  

 

��
�  ����
  ��  ������

�����  ���)���� ? 

 

+�
  � �
  *��
 ,���
  �
�  ��"����  �
 $
���  ��#  
��
��
�# !!! 
 

��'��	  #���!���  2��  #�)���
��  
"���

�  �%�

�������  Huffman 

!
� ��#��  ��  ��
���  ���
���������  ��*
�  ��
  ��  
*���
����
�"��  $
�  '��  ��  �����
� . 

 

�  �#�'  (�  ��"��#�  ���  � .*., ��  �����
�  ���  
�$$�
���  $�%����  (�
��*���
��  ��#  
�
�	���
��
  ��  ��������
�  (����� ) 

�  ��
  *��
 ,���
  
�  ���(���"�
��
  �����	�����  
$
�  ��
  ���
��������  ��  � (�  �
�  ��'  ��  
�����
� . �#�'  $�
���
  �
�  �'
�  	��  $
�  '��  ��  
�����
� . 

 

�%�

�������  Huffman ��  ����������  

��*
�  (����"��  '�
  '��
  �
  *���������  �*�#
  
) ���  0 ��
  �
$ -�
$  �������',�#��  ��  ) ��  ��
  
��  ��
���  (��(%�  �
�) ,�#��  ��  �����
� ). 
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-�%	������
�  ���)  Lempel-Ziv 
 

�� �*�#
  �����#(���  *��������
  ��#  
�#
�
�%
��
  ��  ��$ ��  �#*
'���� .  

���)%�	��� : the, ion, ing 
 

�%&� 
���'�
  ��
  �����"��  
�  ��  � ��  ���"����  ��'  '�
  
�  ���
��������  ���  Huffman, '��
  �#�*���,�#��  
���
��"�  ��  *��������� , �����"��  ���'��  
�  
���"*�#��  ���"����  �#������  �
  ����%��#��  
���
��"�  ��  �����#(���  *��������
 . 
 

���	�����  #
�'�	(��!  
4���
����
����
  ���
�'  ��#  ���(���"�
  
�����#(���  *��������
  (��
  ��#�  ���
��"�  ��#  
��#�  �
���$�"
 ) ��#  ��
��$�
��
  �#
��
�  ���  
��
  �
 $
���  ��#  ��
��
�# . 
 

s: �����#(��  *��������
 ,  

#(s): ���
�'�  ���  s 

 

7��
  �
  ���
���  �*�#
  ��  ��
�  �����  ��  bits 
(�#
�(��  12 bits �  ��(�
�� ).  
 

��*
�  �*�#��  ����%��
  �
�  ���
�'  ��  � (�  
*��������  ��#  ��	 )���#  ��
  �*�#��  ����(�����
  
'��#�  �#��"�  ��#�  *���������  ���  ���
�' . 
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-�%	������
�  ���)  Lempel-Ziv 
 

#
�'�	(���  -�%	������
��  
w: string ��#  (���#��  
�  ���
����
���#��  

 

&� � (�  )��� : 

(1) )���  ��  ��$��"����  ��'(���  p ��#  w ��#  
#� �*�
  ���  ���
�' ,  

(2) �
�
���������  ��  ��'(���  ��  ��
  ���
�'  ��#  
(��#  ��
�
  ���(���#��
��  ���  ���
�' ),  

(3) �
�$��/�  ��  p ��'  ��  w.   

 

To ��'(���  p �
�� ,���
  current match (��&/��  
��	
���&�� ). 

 

1��  ��'  � (�  )���  �������
�"��  ������  ��  
���
�' : 

�  ����(���#��  �
�  
��  string ���  ���
�'  ��
  
��#  �������#��  ��
  ��'��
�  �
�(��
��  
�����
�  ��#  ���
��"  ��  ���
�'  ��# . 

 

�  ��  string ��#  ��
��$���
  ����������
  ��'  ��  
����$�"��
�  match (current match 
����$�"��
�#  )������ ) & �
�  ��'��  
*��������  (��
  ��%�� ) ��'  ��  current match. 
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-�%	������
�  ���)  Lempel-Ziv 
 

���)%�	���  
COCOA AND BANANAS 
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-�%	������
�  ���)  Lempel-Ziv 
 

#
�'�	(���  #����%	������
��  
�  ��  ���
����
���
�  string ����������
  ���  ��'  

�
�  �����#(��  ��'  ���
��"�  ��
(��"� . 

�  K (�  ����
��  ��
(�'�  �
����������
  ��'  �
�  
�����#(��  ��'  bits ���(���"  ����#� : �����"��  

�  �
�) ��#��  �#��"�  ��#�  ���
��"�  �
�
 -�
�
 . 

 

��������
�  
o ��  ���
�'  ��
  *��
 ,���
  
�  ���(���"���
  

� ��# . ���
�#�$����
  �#
��
�  ���  ��
  
������
�������� , '���  ��
  ���  ��
  
���
�������� . 

o ��  ���
�'  ��#  ����"���
  ��
�
  ��
�  ��  �#�'  ��#  
����"���
  ���  ��
  ���
��������  ��
  ���
  �  
������
��������  $�
���
  ���� . 

 

���	�����  
��*
��������  ��  ���
�'  '���  ��
  ���  ��
  
���
�������� . 

�
 )���  �
�
  ���
�'  

6���  ��
  ���
�'  ���  ���
�'  ��
  ������
��������  
��
  ���
�'  (����  s ��  string ���  ���
�'  $
�  ��
  
���
�' ) 

��'�(���  ���  ���
�'  ��
  �����#(��  *��������
  
��#  ����������
  ��'  ��
  ����$�"��
�  �����#(��  
*��������
  ��
  ��
  ��%��  *��������  ��#  s. 
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-�%	������
�  ���)  Lempel-Ziv 
 

-�����  ��  ���

�  ��  ������
 ? 
 

-�  
%�

���  �%�  12 bits, ����	�  �
�*����

���  

%�

���  ��������  ��  ���	�� ? 
  

�����  �����*��  ��������  ��  ���	��  ���  ���

� ? 
 

�!���&�  ��	
��&�  '���  ��  
�2	�'  ����
�	 : 
�  &����� ��  ��
  ����(���  
��
  strings ���  

���
�'  ��
  ���
����
�"��  ��  #�'��
��  
�����
�  ��  ��  ���  #� �*�
  ���
�' . 

�  �
�$� 	�#��  ��  ���
'  ���
�'  ��
  ���

 ��  
�  
��  ��
�$�����#��  ��  ��*�� . 

�  �
�$� 	�#��  ��  �#*
  *���
����
�"��
��  
�����#(���  *��������
  ��'  ��  ���
�'  ��
  
���
  ��
�#
  � ��
�
  ���
���  $
�  
���
�*���
�������� . &� �#��  ��
  ���������  
(�  �����
  
�  ���� ��  ����
��
� . 

�  �
����
 ,�#��  ��  ��$�(��  ���  �����#(���  bits 
��#  �
�
���
*��  ��  � (�  ���
�'  ���
  %���  
�  
�
����
�����  ��
  �  ��
(�'�  �$$��	%
  ��#  
*���"
  ���  ���
�' . 

 

��  �)(�  �������
� : 
-  ��$'�
(���  ������
���������  (�  �����
  
�  
�	���'��
  ���
)%�  ��
  ��
�  ��
'
� !!! 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

����"�#  9 
$�)��	  (Graphs) 
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#�'  �	  �����
����	  &���  ��)��� ? 
2
��  $� 	��  ����������
  ��'  �
�  �"
���  ��'  
������  ��
  �
�  �"
���  ��'  $������  ��#  �#
���#
  
,�"$�  ��
  ������
  �#�%
 . 

 

$	���  ����	  /��
	��	 ? 
�
���  �����"
  
�  ��
������
���#
  ����  
���)������ : 

�  �������
���  �����
�  �����"  � ��
�
  �'���
 . 

�  &#
�(�,���
  ���  ���
�#�$��  *���%
  
�  
,�$��	�,�
��
  $�
��

���  *%���  (
���� ) ��  
�
�	����
�'  *�%�� . ��  ��')����  �#�'  ������  

�  ��
������
�(��  ��
  �
�  ��')����  $� 	�
 . 

�  ����  ��
*
��
�  �����"
  
�  ��
������
�(�"
  
��  *����  $� 	�
 . 

�  Traveling Salesman Problem (��')����  
���
���
%��
�#  ������ ): ������
�#  �
'�  
�#
'��#  ��'  �'��
�  ��
  ���  ��'������  �����"  
� (�  ,�"$�#�  �'���
 , )�����  ��  )���
���  
�
������  ��#  ��
��������
  � (�  �'��  (������  
����
�  ���
  �����  �
�
"���
  �  �
��'����  
��'����� ). 
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����%�������  $�)���  
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��	
���  – ���
����  
 

2
��  ��)���  G *��������,���
  ��'  �"�  �"
���  V 
��
  E. ��  �"
���  V ��
�
  �
�  ���������
�  
�
 	���  ��#  ��
�"  �"
��� , ��#  ���
�*�
  ��  
���
*���  �
�  ���!�&�  (vertices) �  �'�0�!�  (nodes) 
�  
�����  (points) ��#  $� 	�# . ��  �"
���  �  �*�
  
��  ���
*���  ��  ,�"$�  ���#	%
  ��#  $� 	�# , ��  
�����  ���,�#
  �
�  ���&�  (edges) �  �'2�  (arcs) �  

!�%&
��!�  (links). 

 

V(G):  �"
���  �'�)�
  $� 	�#  G 

E(G): �"
���  ���%
  $� 	�#  G 

G(V,E): $� 	��  ��  �"
���  ���#	%
  V ��
  �"
���  
���%
  � . 

 

-
  ���#	��  �  �
  �����  �
'�  $� 	�#  
*��������,�
��
  ��'  �
�  ��
��
�'  '
���  ��#  
�
�� ,���
  ��	�&��  �  ��	�����  (label) 

 

:!�	
�&���  ��)���  (weighted graph) �  %���!�  
(network) ��$���
  �  $� 	�� , '��#  � (�  ����  
*��������,���
  ��'  �
�
  ��
(�'  ��#  �
�� ,���
  
) ���  (weight).  
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��	
���  – ���
����  
 

 

2
��  $� 	��  ��
�
  ��  ����!(!�'�����  �
  ��  
,�"$�  ��
  ���#	%
  ��#  ���,�#
  �
�  �����  ��#  
�����"
��
  �
 ����� , � .*., (#1, #2) ��
  (#2, #1) 
�
�	���
��
  ���
  ��
�  ���� . 
 

 

&��#�  ����!(!�'����!�  ��)��!�  � (�  ����  
�#�)���,���
  ��  ��  ����#(#
'��
�  ,�"$��   
<#1, #2>, '��#  #1 ��
�
  �  �!�)  (tail) ��
  #2 ��
�
  �  
����
�  (head) ���  �����  (������  �
  �����  <#1, 
#2> ��
  <#2, #1> ��
�
  2 �
�	����
���  ����� ). 
 

 

 

2
��  ��  ����#(#
'��
��  $� 	��  ������  
�  
(����(��  ��
  �
��  �#�����
�'�  ����#(#
'��
��  
$� 	�� . 
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��	
���  – ���
����  
 

�
  (#1, #2) ��
�
  �
�  ����  ��#  � (G), �'��  �
  
���#	��  #1 ��
  #2 ��$�
��
  %	�
��&�  (adjacent) �  
��	���	�&�  (neighboring) ��
  �  ����  (#1, #2) 
�
�� ,���
  ���
�������  ��
�  ���#	��  #1 ��
  #2. 
 

�
  �"�  ���#	��  #1 ��
  #2 ��
  �#
���
��
  �����"  
��#�  ��  ����  ��$�
��
  ���2)������  (independent). 

 

�
  (#1, #2) ��
�
  �
�  ����  �'��  �  ���#	�  #1 ��$���
  
%	�
���  (adjacent) ���  #2. ������ , �
  ���#	��  #1, 
#2 ��$�
��
  ��
  ��	���	�&� . 

 

�
  <#1,#2> ��
�
  �
�  ����  �
'�  ����#(#
'��
�#  
$� 	�# , �'��  �  �'�)��  #1 ��
�
  ��	���	�'�  ��#  
�'�)�#  #2, ���  ��  �
������	�  
�*"�
  �'
�  �
  ��
  
�  ����  <#2, #1> #� �*�
  ������  ���
  
����#(#
'��
�  $� 	� . 
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���)%�	���  

 
 

 
 

�  V(G1) = {1,2,3,4},  

�  E(G1) = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)} 

 

�  V(G2) = {1,2,3,4,5,6,7},  

�  E(G2) = {(1,2), (1,3), (2,4), (2,5), (3,6), (3,7)} 

 

�  V(G3) = {1,2,3},  

�  E(G3) = {<1,2>, <2,1>, <2,3>}. 
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�!��(�	�  .�	��!�����  
�  $�)��!�  
 

MakeGraph(V):  ��
����	�
  �
�
  $� 	�  ��#  
���
�*�
  '���  �
�  ���#	��  ��#  G ��
  �����  ���� . 

Vertices(G): ��
����	�
  V(G), ��  �"
���  ��
  
�'�)�
  ��#  G. 

� dges(G): ��
����	�
  � (G), ��  �"
���  ���%
  ��#  
G. 

Neighbors(v,G): ��
����	�
  ��  �"
���  ���#	%
  
��#  ��
�
  $�
��

���  ��#  �'�)�#  v ���
  G 

AddVertex(v,G): ����(���
  �
�  
��  �'�)�  ��  
��
����  v ���
  G 

AddDirectedEdge(u,v,G): ����(���
  �
�  
��  
(����#(#
'��
� ) ����  <u,v> ��#  �#
���
  ��#�  
�'�)�#�  u ��
  v ���
  G. 

AddUndirectedEdge(u,v,G): ����(���
  ��  
��  
����  (u,v) ��#  �#
���
  ��#�  �'�)�#�  u,v ���
  G. 

DeleteVertex(v,G): �
�$� 	�
  ��
  �'�)�  v ��'  
��
  G, ��,�  ��  '���  �
�  �����  ��#  ��'���

��
  ��  
�#�'
 . 

DeleteEdge(u,v,G): �
�$� 	�
  ��
  ����  ��#  
�#
���
  ��#�  �'�)�#�  u,v ���
  G. 
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#�����)
��
�  $�)���  
 

G ��  �'�)�#�  #1, #2, ... , #n. 

MG: �
�
 ������  ��
����  '��#  MG[i,j] = 1 �
  �  #j 
��
�
  $�
��

�'�  �'�)��  ��#  #i ��
  MG[i,j] = 0, 
�
�	����
� . 

 

���)%�	���  
 

 

 

 

 

 

 

-  ��
����  MG �
�� ,���
  �������  ��	����
��  (�  
��
����  �
���
%
  ���#	%
 ) ��#  G.  

�
  �  G ��
�
  ��  ����#(#
'��
�� , �  MG ��
�
  
�#�����
�'� . 

1 G[i,i] = 0, $
�  � (�  i. 
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5��	�)  – #����	�)  #�����)
��
��  
$�)���  ��  ������  $�	����
��  

 

�
  ��
  *��
 ,���
  
�  ���(���#���  � ��
�  
�����	����  $
�  � (�  �'�)� , �  ��(����  ��
�
  ���"  
���#��
�� . + (�  �'�)��  �
�����,���
  ��'  �
�
  
�����
�  ��
  �
  �����
�
  �#���  (������  ��  �
'����  
��
  �'�)�
 ) *���
����
�"
��
  $
�  
�
�#(#
�
��'����  ��#  ��
��� . 

 

-
  ���
��'�����   ��
��#�$���  #����
�"
��
  ���"  
���  (��
  � ��
��  ���"  �����������
� ). 

 

#����	�)  
3
����*�  �  �
���%��  
��)�	  ���  ��!*� : ��  
��$�(��  ��#  ��
���  �����
  
�  ��� ��
 . 

 

�  ��(����  ��
���  $�
�
�����  ��
�
  ���� , ���  ��
  
#�������,�
  �����������
�  '���  �
�  ��
��#�$��� . 

 

��
�  �  ���	���
�����  ���  ��
��	�����  �������  �%�  
��
���

#�  
��)%�  ����  
��)�	  	 ? 

 

 �  ����������  ��  	����
���	��  ��  ��
��	����  
�	��  �
�  �����������

!  ��  ��%��0���  �%�  �  

��)��  ���  ���
  
�����	  ��
���

���  
��)�	� ? 
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.�
���  �	�
����  -��!���  (�  $�	����
�� ) 
 

-
  �'�)�
  ���(���"�
��
  ��  �
�  ����� . + (�  
�'�)��  ���
�*�
  ������  ��  �����  ��  ��#�  
$�
��

��"�  ��#  �'�)�#� . 

 

 
 

5��	�)  
o 2
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