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Κατανεµηµένα Συστήµατα 

Ένα κατανεµηµένο σύστηµα είναι µια συλλογή από αυτόνοµες διεργασίες οι οποίες 
έχουν τη δυνατότητα να επικοινωνούν µεταξύ τους. 

Με βάση τον γενικό αυτό ορισµό, κατανεµηµένα συστήµατα είναι: 

� ένα VLSI chip 
� ένας στενά συνδεδεµένος πολυεπεξεργαστής µε διαµοιραζόµενη µνήµη 
� ένα τοπικό δίκτυο υπολογιστών 
� το Internet 
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 Περιοχές α"ό ό"ου "ροέρχονται κλασικά "ροβλήµατα στον κατανεµηµένο 
υ"ολογισµό 

� Λειτουργικά Συστήµατα 
� ∆ίκτυα Υπολογιστών 
� Πολυ-επεξεργαστικά συστήµατα 

� Κατανεµηµένες βάσεις δεδοµένων 

� Ανάπτυξη λογισµικού ανθεκτικού σε σφάλµατα 

Χαρακτηριστικά στα ο"οία οι κατανεµηµένοι αλγόριθµοι διαφέρουν 

� Μέθοδος διαδιεργασιακής επικοινωνίας 

� Μοντέλο χρονισµού 

� Μοντέλο αποτυχιών 

� Προβλήµατα που µελετώνται 
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Μη ντετερµινισµός 

Ένας κατανεµηµένος αλγόριθµος µπορεί να συµπεριφέρεται µε διαφορετικό τρόπο σε 
διαφορετικές εκτελέσεις ακόµη και αν η είσοδος είναι ίδια. Οι λόγοι είναι οι ακόλουθοι: 

� Πολλές διεργασίες µε διαφορετικές ταχύτητες εκτελούνται ταυτόχρονα, ξεκινώντας 
πιθανόν διαφορετικές χρονικές στιγµές. 

� Άγνωστοι χρόνοι παράδοσης µηνυµάτων 

� Άγνωστη σειρά παράδοσης µηνυµάτων 

� Αποτυχίες διεργασιών και συνδέσµων 

Μετρικά Πολυ"λοκότητας 

� Χρόνος 

� Μνήµη που απαιτείται από κάθε διεργασία 

� Κόστος επικοινωνίας (αριθµός και µέγεθος µηνυµάτων, αριθµός και µέγεθος κοινών 
µεταβλητών) 

� Αριθµός αποτυχηµένων συνιστωσών 
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Μοντέλα Χρονισµού 

 

� Σύγχρονο Μοντέλο: η εκτέλεση εξελίσσεται σε σύγχρονους γύρους (rounds). 

 

� Ασύγχρονο Μοντέλο: οι διάφορες διεργασίες εκτελούνται µε αυθαίρετη σειρά και 
µε αυθαίρετες ταχύτητες. 

� Σύστηµα διαµοιραζοµένης µνήµης  
� Σύστηµα µεταβίβασης-µηνύµατος  
 

� Μερικώς Σύγχρονο Μοντέλο: υπάρχουν κάποιοι περιορισµοί στο σχετικό 
χρονισµό των γεγονότων, αλλά δεν είναι τόσο αυστηροί ώστε η εκτέλεση να 
εξελίσσεται σε γύρους (όπως στο σύγχρονο µοντέλο). Π.χ., µπορούν να υπάρχουν 
άνω και κάτω φράγµατα για το χρόνο εκτέλεσης κάθε εντολής. 
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Μοντέλα Α"οτυχίας 

 

� Α"οτυχίες Κατάρρευσης: διεργασίες µπορούν να σταµατούν να εκτελούνται από 
κάποιο σηµείο και µετά χωρίς προειδοποίηση. 

 

� Βυζαντινές Α"οτυχίες: διεργασίες µπορούν να συµπεριφέρονται µε εντελώς 
αυθαίρετο τρόπο (δηλαδή να εκτελούν αυθαίρετο κώδικα που δεν σχετίζεται µε 
τον αλγόριθµο ή ακόµη και να «είναι εχθρικές»). 
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 Συστήµατα Μεταβίβασης Μηνύµατος 

 
� n: αριθµός διεργασιών/επεξεργαστών (p0, …, pn-1) 

� Κάθε διεργασία µοντελοποιείται ως µια µηχανή καταστάσεων (state machine). 

� Η κατάσταση π.χ., της διεργασίες p0 αποτελείται από τις τοπικές της µεταβλητές, 
καθώς και από 6 πίνακες µηνυµάτων: 

� inbuf0[1], …, inbuf0[3]: µηνύµατα που έχουν σταλεί στην p0, τα οποία ωστόσο η 
p0 δεν έχει ακόµη επεξεργαστεί. 

� outbuf0[1], …, outbuf0[3]: µηνύµατα που έχουν σταλεί από την p0 σε κάθε µια 
από τις p1, p2, p3, τα οποία δεν έχουν ακόµη παραδοθεί στις p1, p2, p3. 
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Συστήµατα Μεταβίβασης Μηνύµατος 

� Κατάσταση �ρόσβασης (access state) µιας διεργασίας είναι η κατάστασή της χωρίς τους 
πίνακες outbuf. 

� Κάθε διεργασία έχει µια αρχική κατάσταση στην οποία όλοι οι inbuf πίνακες είναι 
κενοί. 

� Σε κάθε βήµα που εκτελείται από την p0, η p0 επεξεργάζεται όλα τα µηνύµατα που 
βρίσκονται στους inbuf πίνακές της, η κατάστασή της p0 αλλάζει, και 
αποστέλλεται το πολύ ένα µήνυµα προς κάθε γειτονική διεργασία. 

Καθολικές Καταστάσεις (configurations) 

Μια καθολική κατάσταση είναι ένα διάνυσµα που περιέχει τις καταστάσεις όλων των 
διεργασιών (µια κατάσταση για κάθε διεργασία). 

Στις αρχικές καθολικές καταστάσεις, όλες οι διεργασίες είναι σε κάποια από τις 
αρχικές τους καταστάσεις.  
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Γεγονότα σε συστήµατα µεταβίβασης µηνύµατος 

 

∆ύο είδη γεγονότων για κάθε διεργασία: 
 

� Γεγονός "αραλαβής µηνύµατος (deliver event): µετακίνηση ενός µηνύµατος 
από τον outbuf του αποστολέα στον inbuf του παραλήπτη (del(k,j,m): το µήνυµα 
m που έχει σταλεί από την pk φθάνει στην pj και τοποθετείται στους inbuf της για 
επεξεργασία). 

 

� Γεγονός υ"ολογισµού (computational event): αλλαγή της τρέχουσας 
κατάστασης µιας διεργασίας εφαρµόζοντας τη συνάρτηση µετάβασης στην 
τρέχουσα κατάσταση πρόσβασής της (comp(i): η pi εκτελεί ένα βήµα) 
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Ασύγχρονες Εκτελέσεις 

 

Ένα τµήµα εκτέλεσης (execution fragment) είναι µια ακολουθία (πεπερασµένη ή 
άπειρη) από καθολικές καταστάσεις και γεγονότα που εναλλάσσονται: C0, e1, C1, e2, 
C2, …, όπου κάθε ei είναι γεγονός και κάθε Ci είναι καθολική κατάσταση, i ≥ 0. 

 

Για κάθε τριάδα (Ci-1, ei, Ci), η Ci είναι ίδια µε την Ci-1 αλλά: 

� Αν ei = del(k, j, m): ένα µήνυµα µεταφέρεται από κάποιον από τους πίνακες 
outbuf της pk σε κάποιον από τους πίνακες inbuf της pj. 

� Αν ei = comp(j): εκτελείται ένα βήµα από την pj. 

 

Μια εκτέλεση (execution) είναι ένα τµήµα εκτέλεσης που όµως ξεκινά από µια 
αρχική καθολική κατάσταση. 
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Σύγχρονες Εκτελέσεις 

Η ακολουθία από αλλεπάλληλες καθολικές καταστάσεις και γεγονότα πρέπει να 
µπορεί να χωριστεί σε σύγχρονους γύρους εκτέλεσης σε κάθε έναν από τους οποίους 
όλοι οι κόµβοι εκτελούν ένα βήµα. 

 

Ένας γύρος αποτελείται από την παράδοση όλων των εν αναµονή µηνυµάτων και 
από την εκτέλεση ενός βήµατος από κάθε διεργασία (µε οποιαδήποτε σειρά). 
 

Χρονοδιάγραµµα γεγονότων 

Το χρονοδιάγραµµα µιας εκτέλεσης είναι η ακολουθία από γεγονότα e1, e2, … της 
εκτέλεσης. 
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Ε"ιτρε"τές Εκτελέσεις (admissible executions) 

 

� Ιδιότητες Σιγουριάς (safety properties): πρέπει να ισχύουν για κάθε 
πεπερασµένο πρόθεµα µιας εκτέλεσης (υποδεικνύουν πως τίποτα κακό δεν έχει 
συµβεί µέχρι την τρέχουσα χρονική στιγµή) 

 

� Ιδιότητες ενεργο"οίησης (liveness propoerties): πρέπει να ισχύουν µία ή 
περισσότερες φορές µετά από κάποιο σηµείο της εκτέλεσης (υποδεικνύουν ότι 
κάτι καλό θα πρέπει να συµβεί κάποια χρονική στιγµή). 

 

Οι εκτελέσεις πρέπει να αποτελούνται από «σωστές ενέργειες». Οι «σωστές ενέργειες» 
ορίζονται βάσει των ιδιοτήτων σιγουριάς και ενεργοποίησης. 
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∆ικαιοσύνη 

� Σε µια άπειρου µήκους εκτέλεση, σε κάθε διεργασία πρέπει να δίνεται η 
δυνατότητα να εκτελέσει ένα ή περισσότερα βήµατα άπειρο αριθµό φορών. Κάθε 
φορά που αυτό συµβαίνει, η διεργασία είτε µπορεί να εκτελέσει ένα ακόµη βήµα 
(αν ο αλγόριθµός της το επιτρέπει) ή όχι στην οποία περίπτωση δεν λαµβάνει 
χώρα καµία ενέργεια.  

� Σε  µια πεπερασµένη ακολουθία δεν θα πρέπει να υπάρχουν διεργασίες οι οποίες 
είναι ενεργές (δηλαδή µπορούν να εκτελέσουν και άλλα βήµατα) στο τέλος της 
εκτέλεσης. 

 

 Ε"ιτρε"τές Εκτελέσεις (admissible executions) 

� Στα ασύγχρονα συστήµατα, µια εκτέλεση είναι επιτρεπτή (admissible) αν είναι 
δίκαιη και ισχύει πως οι διεργασίες έχουν παραλάβει και επεξεργαστεί όλα τα 
µηνύµατα που έχουν αποσταλεί (δεν υπάρχουν µηνύµατα στους πίνακες inbuf και 
outbuf στο τέλος της εκτέλεσης). 
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Μετρικά Πολυ"λοκότητας – Συστήµατα Μεταβίβασης Μηνύµατος 

 

Πολυ"λοκότητα ε"ικοινωνίας (message complexity) 

Μέγιστος αριθµός µηνυµάτων που αποστέλλονται κατά τη διάρκεια της εκτέλεσης. 
 

Χρονική Πολυ"λοκότητα (time complexity) 

Μέγιστος χρόνος που απαιτείται µέχρι να επιτευχθεί τερµατισµός στην εκτέλεση. 

 

Υποθέτουµε ότι ο χρόνος που σπαταλιέται µεταξύ της αποστολής και της παραλαβής 
ενός µηνύµατος είναι το πολύ µια χρονική µονάδα. Με άλλα λόγια, εφαρµόζουµε 
κανονικοποίηση κάθε εκτέλεσης έτσι ώστε η µεγαλύτερη καθυστέρηση µηνύµατος να 
είναι µια χρονική µονάδα. Η αυθαίρετη ανάµιξη των βηµάτων  των διεργασιών 
εξακολουθεί να είναι δυνατή. 
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Παράδειγµα 

Εκ"οµ"ή (broadcast) "ολλα"λών α"οδεκτών δεδοµένου ενός δένδρου ε"ικάλυψης µε 
ρίζα (rooted spanning tree) 

Ένας κόµβος pr θέλει να στείλει µήνυµα Μ σε όλους τους άλλους κόµβους. 

Περιγραφή: 

� Ο pr αρχικά στέλνει το Μ στα παιδιά του 

� Όταν ένας επεξεργαστής λαµβάνει το Μ από το γονικό κόµβο, το στέλνει στα παιδιά του 
και τερµατίζει. 
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Κατάσταση µιας διεργασίας pi, i ∈∈∈∈ {0, …, n-1} 

� µια µεταβλητή parenti 
� µια µεταβλητή childreni 

� µια µεταβλητή terminatedi 

� οι πίνακες inbuf και outbuf της διεργασίας 
 

Αρχική κατάσταση 

� Όλες οι terminated µεταβλητές είναι false. 

� Όλοι οι πίνακες inbuf είναι άδειοι για όλες τις διεργασίες. 

� Οι πίνακες outbuf είναι άδειοι για όλες τις διεργασίες εκτός από την pr, αλλά 

outbufr[j] περιέχει το Μ για όλα τα j ∈ childrenr. 
 

Πολυ"λοκότητες 

Πολυ�λοκότητα Ε�ικοινωνίας;  

Χρονική Πολυ�λοκότητα; 
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Χρονική Πολυ"λοκότητα 

 

Σύγχρονο Μοντέλο 

Λήµµα: Κάθε διεργασία σε απόσταση t από την pr στο δένδρο επικάλυψης λαµβάνει 
το µήνυµα στον γύρο t. 

Α"όδειξη: Με επαγωγή στην απόσταση t µιας διεργασίας από την pr. 
 

t = 1. Κάθε  παιδί της pr λαµβάνει το µήνυµα από την pr στον πρώτο γύρο. 
 

Ας υποθέσουµε ότι ο ισχυρισµός ισχύει για t-1 ≥ 1: Κάθε διεργασία σε απόσταση t-
1 από την pr λαµβάνει το Μ στον γύρο t-1. 
 

Έστω ότι η p είναι µια διεργασία σε απόσταση t από την pr. Έστω ότι p’ είναι η 
γονική διεργασία στο δένδρο επικάλυψης. Τότε, η p’ είναι σε απόσταση t-1 από την 
pr. Από την επαγωγική υπόθεση, η p’ λαµβάνει το Μ στο γύρο t-1. Άρα, η p 
λαµβάνει από την p’ το Μ στον επόµενο γύρο. 
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Ασύγχρονο Μοντέλο 

Λήµµα: Κάθε διεργασία σε απόσταση t από την pr στο δένδρο επικάλυψης λαµβάνει 
το µήνυµα Μ µέχρι τη χρονική στιγµή t. 

Α"όδειξη:  

t=1. Όλα τα παιδιά της pr λαµβάνουν το Μ µέχρι το τέλος της χρονικής στιγµής 1. 

Ας υποθέσουµε (επαγωγικά) ότι ο ισχυρισµός ισχύει για t-1 ≥ 1.  

Έστω ότι p είναι µια διεργασία σε απόσταση t από την pr. Έστω ότι p’ είναι η γονική 
διεργασία στο δένδρο επικάλυψης. Τότε, η p’ είναι σε απόσταση t-1 από την pr. Από 
την επαγωγική υπόθεση, η p’ λαµβάνει το Μ µέχρι τη χρονική στιγµή t-1. Άρα, η p 
λαµβάνει από την p’ το Μ µέχρι τη χρονική στιγµή t. 
 

Θεώρηµα: Υπάρχει ασύγχρονος αλγόριθµος εκποµπής πολλαπλών αποδεκτών µε 
πολυπλοκότητα επικοινωνίας n-1 και χρονική πολυπλοκότητα d, όταν είναι γνωστό 
ένα δένδρο επικάλυψης του γράφου των διεργασιών µε βάθος d. 
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Convergecast (συλλογή σε έναν κόµβο "ληροφοριών "ου α"οστέλλονται α"ό 
τους υ"όλοι"ους κόµβους) δεδοµένου ενός δένδρου ε"ικάλυψης µε ρίζα  

 Συλλογή στη ρίζα πληροφοριών που αποστέλλονται από τους υπόλοιπους κόµβους. 

 O κόµβος i ξεκινά µε µια µεταβλητή xi, στην οποία είναι αποθηκευµένη η πληροφορία 
του. 

 Ζητείται να αποσταλεί η µέγιστη από τις τιµές των µεταβλητών αυτών στη ρίζα.  

 
2 βήµατα στην εκτέλεση του Convergcast αλγορίθµου 

 

Θεώρηµα: Υπάρχει ασύγχρονος convergecast αλγόριθµος µε πολυπλοκότητα 
επικοινωνίας n-1 και χρονική πολυπλοκότητα d, όταν είναι γνωστό ένα δένδρο 
επικάλυψης του γράφου των διεργασιών µε βάθος d. 
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∆ηµιουργία ενός δένδρου ε"ικάλυψης 

 

Πως θα µ�ορούσε να τρο�ο�οιηθεί ο flooding ώστε να υ�ολογίζεται ένα δένδρο ε�ικάλυψης; 

 

Αλγόριθµος F-Spanning Tree 

� H pr στέλνει το µήνυµά της σε όλους τους γείτονες της 
 

� Όταν µια διεργασία pi λαµβάνει το Μ για πρώτη φορά από ενδεχόµενα 
περισσότερες από µία διεργασία, διαλέγει µια από αυτές να είναι η γονική της 
διεργασία (στο δένδρο επικάλυψης που θα προκύψει τελικά). Έστω ότι η διεργασία 
που επιλέγεται ως γονική είναι η pj. Η pi στέλνει µήνυµα τύπου <parent> στην pj 
και µήνυµα τύπου <already> σε όλες τις άλλες διεργασίες από τις οποίες έλαβε το 
Μ (για 1η φορά).  

 

� H pi στέλνει το Μ σε όλους τους γείτονές της και όταν λάβει απάντηση από αυτούς 
τερµατίζει. 
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2 βήµατα στην εκτέλεση του F-Spanning Tree 

Ορθότητα 

Γιατί δεν υ�άρχει κύκλος; 

Γιατί υ�άρχει µονο�άτι α�ό τη ρίζα �ρος κάθε άλλο κόµβο; 
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Τι συµβαίνει όταν το σύστηµα είναι σύγχρονο; 

 

 

 

 

 

 

Τι συµβαίνει όταν το σύστηµα είναι ασύγχρονο; 
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Σύγχρονα Συστήµατα 

Ένα κατευθυνόµενο δένδρο ε�ικάλυψης ενός κατευθυνόµενου γράφου G = (V,E) είναι 

ένα δένδρο στο οποίο ένας διακριτός κόµβος είναι ρίζα, το σύνολο ακµών είναι ⊆ E 
και όλες οι ακµές κατευθύνονται από γονικούς κόµβους προς θυγατρικούς κόµβους. 

Ένα κατευθυνόµενο δένδρο µε ρίζα µια διεργασία pr ενός γράφου-διεργασιών G 
είναι BFS (Breath-First-Search) αν κάθε κόµβος σε απόσταση d από την pr στον G 
βρίσκεται σε βάθος d στο δένδρο.  

Πως µ�ορούµε να σχεδιάσουµε ένα σύγχρονο αλγόριθµο �ου να υ�ολογίζει ένα BFS δένδρο 
του G δεδοµένου ότι ο G είναι κατευθυνόµενος γράφος; 
 

Πώς θα γίνει broadcast σε ένα κατευθυνόµενο γράφο; 
 

Πως θα ενηµερώνουν οι διάφοροι κόµβοι τους γονικούς τους κόµβους ότι είναι �αιδιά τους; 
 

Ποια είναι η �ολυ�λοκότητα του αλγορίθµου σε αυτή την �ερί�τωση; 
 

Πως θα µάθει η pr ότι η κατασκευή του δένδρου έχει τελειώσει; 
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Ασύχρονα Συστήµατα - ∆ηµιουργία ενός DFS (Depth-First-Search) ∆ένδρου 
Ε"ικάλυψης δεδοµένου του κόµβου ρίζα 
 

Άτυ"η Περιγραφή 

� Κάθε κόµβος διατηρεί ένα σύνολο unexplored από «ανεξερεύνητους» γειτονικούς κόµβους 
και ένα σύνολο των κόµβων που θα αποτελέσουν παιδιά του στο δένδρο επικάλυψης που 
θα υπολογιστεί.  

� Η ρίζα αρχικά στέλνει το Μ σε έναν από τους γείτονές της τον οποίο διαγράφει από το 
σύνολο unexplored. 

� Όταν ένας κόµβος pi λάβει το Μ για πρώτη φορά από κάποιο κόµβο pj, ο pi σηµειώνει τον 
pj ως τον πατρικό του κόµβο στο δένδρο επικάλυψης. Στη συνέχεια, επιλέγει έναν από 
ανεξερεύνητους γείτονες του (δηλαδή έναν από τους κόµβους του unexplored) και του 
προωθεί το µήνυµα. Αν ο pi δεν λαµβάνει το Μ για πρώτη φορά, στέλνει ένα µήνυµα 
τύπου <already> στον αποστολέα του µηνύµατος και τον διαγράφει από το unexplored. 
Αν το unexplored είναι κενό, ο pi στέλνει ένα µήνυµα τύπου <parent> στον πατέρα του. 

� Όταν ένας κόµβος λάβει µήνυµα τύπου <parent> ή <already>, στέλνει το µήνυµα σε 
έναν από τους ακόµη ανεξερεύνητους γείτονές του. Αν έχει λάβει το Μ ή µήνυµα τύπου 
<parent> ή <already> από όλους τους γείτονές του, ο κόµβος τερµατίζει.  



Παναγιώτα Φατούρου  Κατανεµηµένος Υπολογισµός 26 

∆ηµιουργία ενός DFS ∆ένδρου Ε"ικάλυψης 
δεδοµένου του κόµβου ρίζα 
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Παράδειγµα Εκτέλεσης του DFS-ST Αλγορίθµου 

 

 

 
 

 

unexplored0 = {2} 

unexplored1 = {0,2} 

unexplored2 = {0,1,3} 

unexplored3 = {2} 

 

parent0 = nil 

parent1 = nil 

parent2 = nil 

parent3 = nil 

children0 = {} 

children1 = {} 

children2 = {} 

children3 = {} 
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Παράδειγµα Εκτέλεσης του DFS-ST Αλγορίθµου 

 

 

 
 

 

unexplored0 = {2} 

unexplored1 = {2} 

unexplored2 = {0,1,3} 

unexplored3 = {2} 

 

parent0 = 0 

parent1 = 0 

parent2 = nil 

parent3 = nil 

children0 = {} 

children1 = {} 

children2 = {} 

children3 = {} 
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Παράδειγµα Εκτέλεσης του DFS-ST Αλγορίθµου 

 

 

 
 

 

unexplored0 = {2} 

unexplored1 = {} 

unexplored2 = {0,3} 

unexplored3 = {2} 

 

parent0 = 0 

parent1 = 0 

parent2 = 1 

parent3 = nil 

children0 = {} 

children1 = {} 

children2 = {} 

children3 = {} 
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Παράδειγµα Εκτέλεσης του DFS-ST Αλγορίθµου 

 

 

 
 

 

unexplored0 = {} 

unexplored1 = {} 

unexplored2 = {3} 

unexplored3 = {2} 

 

parent0 = 0 

parent1 = 0 

parent2 = 1 

parent3 = nil 

children0 = {} 

children1 = {} 

children2 = {} 

children3 = {} 
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Παράδειγµα Εκτέλεσης του DFS-ST Αλγορίθµου 

 

 

 
 

 

unexplored0 = {} 

unexplored1 = {} 

unexplored2 = {} 

unexplored3 = {} 

 

parent0 = 0 

parent1 = 0 

parent2 = 1 

parent3 = 2 

children0 = {} 

children1 = {} 

children2 = {} 

children3 = {} 
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Ανάλυση 

Ορθότητα 

Λήµµα: Σε κάθε εκτέλεση του DFS-ST αλγορίθµου, 
κατασκευάζεται ένα DFS δένδρο επικάλυψης του γράφου 
διεργασιών µε ρίζα τον κόµβο pr που ξεκινά τον 
αλγόριθµο. 
 

Πολυ"λοκότητα Ε"ικοινωνίας 

Λήµµα: Η πολυπλοκότητα επικοινωνίας του DFS-ST 
αλγορίθµου είναι O(m). 

Α"όδειξη: Κάθε κόµβος (διεργασία) στέλνει το Μ το 
πολύ µια φορά σε κάθε µια από τις ακµές που πρόσκεινται 
σε αυτόν. 

Κάθε κόµβος που παραλαµβάνει το Μ αποστέλλει το 
πολύ ένα µήνυµα ως απάντηση σε κάθε µια από τις ακµές 
που πρόσκεινται σε αυτόν. 

Άρα συνολικά αποστέλλονται το πολύ 2m µηνύµατα.  
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Ανάλυση 

 

Χρονική Πολυ"λοκότητα 

 

Λήµµα: Η χρονική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου 
DFS-ST είναι O(m). 

 

Α"όδειξη  

Αφότου η ρίζα εκτελέσει το πρώτο της βήµα και πριν 
αυτή τερµατίσει, υπάρχει πάντα ακριβώς ένα µήνυµα υπό 
αποστολή.  

 

Σε κάθε ακµή δεν στέλνονται ποτέ περισσότερα από 2 
µηνύµατα.  

 

Υπάρχουν m ακµές στο σύστηµα. 
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∆ηµιουργία DFS ∆ένδρου Ε"ικάλυψης χωρίς να 
υ"άρχει καθορισµένος κόµβος ρίζα 

Έστω pm ο κόµβος µε το µεγαλύτερο αναγνωριστικό ανάµεσα 
στους κόµβους που ξυπνούν αυθόρµητα (και όχι επειδή έλαβαν 
κάποιο µήνυµα) και idm το αναγνωριστικό του pm 
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∆ηµιουργία ενός DFS ∆ένδρου Ε"ικάλυψης χωρίς να υ"άρχει καθορισµένος 
κόµβος ρίζα 

 

Παρατηρήσεις χρήσιµες για την α"όδειξη ορθότητας του αλγορίθµου: 

� Κόµβοι που θα λάβουν µήνυµα τύπου <leader> µε αναγνωριστικό idm δεν θα απορρίψουν 
το µήνυµα αφού δεν υπάρχει περίπτωση να έχουν λάβει άλλο µήνυµα µε µεγαλύτερο 
αναγνωριστικό. 

� Οµοίως, µηνύµατα τύπου <already> µε αναγνωριστικό idm δεν θα απορριφθούν λόγω λάθος 
αναγνωριστικού 

� Επίσης, µηνύµατα τύπου <parent> µε αναγνωριστικό idm δεν θα απορριφθούν λόγω λάθος 
αναγνωριστικού 

� Τέλος, µηνύµατα µε αναγνωριστικό idm δεν θα απορριφθούν επειδή κάποιος κόµβος µπορεί 
να έχει τερµατίσει. 



Παναγιώτα Φατούρου  Κατανεµηµένος Υπολογισµός 36 

Σύγχρονα Συστήµατα – Υ"ολογισµός δένδρου ε"ικάλυψης 

 

Εφαρµογές 

 

Εκ�οµ�ή µε �ολλούς α�οδέκτες; 

 

Υ�ολογισµός της διαµέτρου; 
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Εκλογή Αρχηγού σε ∆ακτύλιο 
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Το Πρόβληµα Εκλογής Αρχηγού 

 

� Κάθε διεργασία πρέπει να αποφασίσει αν είναι ο αρχηγός ή όχι.  

� Μία µόνο από τις  διεργασίες θα πρέπει να αποφασίσει πως είναι ο αρχηγός.  

 

Η διεργασία αρχηγός µπορεί να είναι υπεύθυνη για το συγχρονισµό µελλοντικών 
δραστηριοτήτων στο σύστηµα: 

� επανα-δηµιουργία του αναγνωριστικού 

� επαναφορά από αδιέξοδο 

� να αποτελέσει τη διεργασία-ρίζα στη δηµιουργία ενός δένδρου επικάλυψης 
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Το Πρόβληµα Εκλογής Αρχηγού 

 

Φορµαλιστικά: 

Υπάρχουν δύο είδη τερµατικών καταστάσεων για µια διεργασία, η τερµατική 
κατάσταση στην οποία η διεργασία έχει εκλεγεί αρχηγός (κατάσταση ισχύος) και η 
τερµατική κατάσταση που η διεργασία δεν είναι ο αρχηγός (κατάσταση µη-ισχύος). 

 

Ε"ιτρε"τές Εκτελέσεις: 

 Κάθε διεργασία τελικά εισέρχεται σε µια τερµατική κατάσταση, ισχύος ή µη. 

 Μόνο µια διεργασία, ο αρχηγός, µπαίνει σε τερµατική κατάσταση ισχύος. 
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∆ακτύλιοι 

 
 Κάθε διεργασία γνωρίζει ποιος είναι ο αριστερός και ποιος ο δεξιός της 
γείτονας: 

� 1: αριστερά ή σύµφωνα µε τους δείκτες του ρολογιού 
� 2: δεξιά ή αντίθετα µε τους δείκτες του ρολογιού 

 

 n: αριθµός διεργασιών στο σύστηµα 
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∆ακτύλιοι 

 

Οι διεργασίες συνήθως έχουν µοναδικά αναγνωριστικά (τα οποία µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν κατά το σχεδιασµό αλγορίθµων). 

 

Αναγνωριστικό: αυθαίρετος ακέραιος (πιθανόν διαφορετικός από τα 0, .., n-1). Κάθε 
διεργασία pi έχει µια µεταβλητή idi που αποθηκεύει το αναγνωριστικό της (η 
µεταβλητή idi είναι µέρος της κατάστασης κάθε διεργασίας) 

 

Ανώνυµοι ∆ακτύλιοι 

Οι διεργασίες δεν έχουν µοναδικά αναγνωριστικά.  
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Ασύγχρονοι ∆ακτύλιοι 

Ένας αλγόριθµος "ου "ροκαλεί την α"οστολή O(n2) µηνυµάτων 

Ενέργειες κάθε διεργασίας p: 

 Αποστολή του αναγνωριστικού της προς τα αριστερά. 

 Όταν η p λάβει ένα αναγνωριστικό (από δεξιά) κάνει τα εξής: 

o αν είναι µεγαλύτερο από το δικό της, το προωθεί προς τα αριστερά 
o αν είναι µικρότερο από το δικό της, το αγνοεί (και δεν το προωθεί) 
o αν είναι ίσο µε το δικό της, αποφασίζει πως αυτή είναι ο αρχηγός στο 

σύστηµα και στέλνει ένα µήνυµα τερµατισµού προς τα αριστερά 

 Όταν η p λάβει µήνυµα τερµατισµού, το προωθεί προς τα αριστερά και 
εισέρχεται σε τερµατική κατάσταση µη-ισχύος.  
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Ασύγχρονοι ∆ακτύλιοι 

Ένας αλγόριθµος "ου "ροκαλεί την α"οστολή O(n2) µηνυµάτων 

Πολυ"λοκότητα Ε"ικοινωνίας 

Καµιά διεργασία δεν στέλνει περισσότερα από n µηνύµατα. 

Υπάρχει εκτέλεση στην οποία αποστέλλονται Θ(n2) µηνύµατα; 
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Ένας Αλγόριθµος "ου "ροκαλεί την α"οστολή O(nlogn) µηνυµάτων 

 

k-γειτονιά µιας διεργασία pi: το σύνολο των διεργασιών που βρίσκονται σε 
απόσταση το πολύ k από την pi στο δακτύλιο (είτε προς τα αριστερά ή προς τα 
δεξιά). 

 

Περιγραφή Αλγορίθµου 

 Λειτουργεί σε φάσεις. 

 Στην k-οστή φάση, ένας επεξεργαστής προσπαθεί να γίνει ο προσωρινός 
αρχηγός της 2k-γειτονιάς του. 

 Μόνο οι επεξεργαστές που εκλέγονται αρχηγοί στην k-οστή φάση θα συνεχίσουν 
στην (k+1)-οστή φάση. 
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Ένας Αλγόριθµος "ου "ροκαλεί την α"οστολή O(nlogn) µηνυµάτων 

Περιγραφή k-οστής Φάσης  

 Κάθε διεργασία pi, που εκλέχθηκε προσωρινός αρχηγός στην (k-1)-οστή φάση, 
στέλνει µηνύµατα τύπου <probe> µε το αναγνωριστικό της σε όλους τους 
κόµβους στην 2k-γειτονιά της. 

 Μια διεργασία αγνοεί ένα µήνυµα τύπου <probe> (δεν το αναµεταδίδει), αν 
αυτό περιέχει ένα αναγνωριστικό που είναι µικρότερο από το δικό της. 

 Όταν ένα µήνυµα τύπου <probe> φθάσει στην τελευταία διεργασία στη 
τρέχουσα γειτονιά, τότε αυτή η διεργασία στέλνει στην pi ένα µήνυµα τύπου 
<reply>. 

 Αν η pi λάβει το <reply> και από τις δύο κατευθύνσεις, αποφασίζει πως είναι ο 
αρχηγός της 2k-γειτονιάς της στη φάση k. 

 Η διεργασία που θα λάβει το δικό της µήνυµα τύπου <probe>, τερµατίζει σε 
κατάσταση ισχύος (στέλνοντας µήνυµα τερµατισµού στις υπόλοιπες). 
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 Ένα µήνυµα τύπου <probe> περιέχει ένα αναγνωριστικό j, τον αριθµό της 
τρέχουσας φάσης k, και έναν µετρητή d (του µήκους του µονοπατιού που έχει 
ακολουθηθεί). 

 Ένα µήνυµα τύπου <reply> περιέχει το αναγνωριστικό j και τον αριθµό της 
τρέχουσας φάσης k. 
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Ανάλυση του Αλγορίθµου Εκλογής Αρχηγού "ου α"οστέλλει O(nlogn) 
µηνύµατα 

Λήµµα: Για κάθε k ≥ 1, ο αριθµός των επεξεργαστών που εκλέγονται αρχηγοί στη 
φάση k είναι το πολύ n/(2k+1). 

Α"όδειξη: 

∆ύο αρχηγοί της k-οστής φάσης θα πρέπει να έχουν ανάµεσά τους τουλάχιστον 2k 
διεργασίες. 

Παρατηρήσεις 

Υπάρχει µόνο ένας νικητής µετά από τουλάχιστον log(n-1) φάσεις. 

Ο συνολικός αριθµός µηνυµάτων είναι: 

5n + Sum_{k=1}^{\lceil  log(n-1) \rceil+1} 4*2k*n/(2k-1+1) < 8n(logn+2) + 5n 

Θεώρηµα: Υπάρχει ασύγχρονος αλγόριθµος εκλογής αρχηγού του οποίου η 
πολυπλοκότητα επικοινωνίας είναι O(nlogn). 
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Σύγχρονοι ∆ακτύλιοι 

Η µη-λήψη ενός µηνύµατος αποτελεί τώρα χρήσιµη πληροφορία. Βοηθάει αυτό; 

Ένας σύγχρονος αλγόριθµος εκλογής αρχηγού µε "ολυ"λοκότητα 
ε"ικοινωνίας O(n) 

 Οι διεργασίες ξεκινούν τον αλγόριθµο είτε αυτογενώς (αυθόρµητα) σε κάποιο αυθαίρετο 
γύρο ή µε τη λήψη ενός µηνύµατος.  

 Κάθε διεργασία που ξεκινά αυτογενώς θεωρείται ενεργή και στέλνει ένα «γρήγορο» µήνυµα 
(fast message) προς τα αριστερά το οποίο ταξιδεύει µε ταχύτητα 1 ακµή/γύρο. 

 Μια διεργασία που ξεκινά τον αλγόριθµο µε τη λήψη ενός µηνύµατος λειτουργεί µόνο ως 
αναµεταδότης µηνυµάτων (relay).  

 Ένα γρήγορο µήνυµα γίνεται αργό όταν παραλαµβάνεται από την πρώτη ενεργή 
διεργασία. Ένα αργό µήνυµα, το οποίο προέρχεται από τη διεργασία i, καθυστερείται 
κατά 2i-1 γύρους σε κάθε διεργασία που το παραλαµβάνει και στη συνέχεια µεταδίδεται 
στην επόµενη διεργασία προς τα αριστερά στο δακτύλιο. 

 Μια διεργασία εκλέγεται αρχηγός, αν λάβει το δικό της µήνυµα. 
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Ένας σύγχρονος αλγόριθµος εκλογής αρχηγού 
µε "ολυ"λοκότητα ε"ικοινωνίας O(n) 
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Ένας σύγχρονος αλγόριθµος εκλογής αρχηγού µε "ολυ"λοκότητα 
ε"ικοινωνίας O(n) 

Λήµµα 1: Μόνο η διεργασία µε το µικρότερο αναγνωριστικό ανάµεσα στις ενεργές 
διεργασίες λαµβάνει το δικό της µήνυµα. 

Για να υπολογιστεί ο αριθµός µηνυµάτων που αποστέλλονται, κατηγοριοποιούµε τα 
µηνύµατα σε 3 κατηγορίες: 

 Κατηγορία 1: Μηνύµατα 1ης φάσης (δηλαδή γρήγορα µηνύµατα) 

 Κατηγορία 2: Μηνύµατα 2ης φάσης (αργά µηνύµατα) που αποστέλλονται πριν το 
µήνυµα του µελλοντικού αρχηγού µπει στη 2η φάση (δηλαδή όσο είναι αργό) 

 Κατηγορία 3: Μηνύµατα 2ης φάσης (αργά µηνύµατα) που αποστέλλονται αφού το 
µήνυµα του µελλοντικού αρχηγού µπει στη 2η φάση (δηλαδή όσο είναι αργό). 

Λήµµα 2 

Ο συνολικός αριθµός µηνυµάτων στην πρώτη κατηγορία είναι το πολύ n. 

Α"όδειξη: Το πολύ ένα µήνυµα 1ης φάσης µεταδίδεται από κάθε διεργασία.  
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Ένας σύγχρονος αλγόριθµος εκλογής αρχηγού µε "ολυ"λοκότητα 
ε"ικοινωνίας O(n) 

Έστω r ο πρώτος γύρος στον οποίο κάποια διεργασία ξεκινά την εκτέλεση του 
αλγορίθµου και έστω pi µια από αυτές τις διεργασίες.  

Λήµµα 3: Αν µια διεργασία p είναι σε απόσταση k αριστερά από την pi, τότε το 
πρώτο µήνυµα 1ης φάσης λαµβάνεται από την p το αργότερο ως τον γύρο r+k. 

Λήµµα 4: Ο συνολικός αριθµός µηνυµάτων κατηγορίας 2 είναι το πολύ n. 

Α"όδειξη: Το µήνυµα του µελλοντικού αρχηγού µπαίνει στην 2η φάση το πολύ µετά 
από n γύρους από όταν το πρώτο µήνυµα του αλγορίθµου αποστέλλεται. 

Κάθε µήνυµα <i> αποστέλλεται το πολύ n/2i φορές. 

Χειρότερη Περίπτωση: Όλες οι διεργασίες συµµετέχουν και τα αναγνωριστικά είναι 
όσο το δυνατό µικρότερα (δηλαδή τα αναγνωριστικά είναι 0, ..., n-1).  

Ο αριθµός µηνυµάτων στην κατηγορία 2 είναι Sum_{i=1 to n-1} n/2i ≤ n. 



Παναγιώτα Φατούρου  Κατανεµηµένος Υπολογισµός 52 

Ένας σύγχρονος αλγόριθµος εκλογής αρχηγού µε "ολυ"λοκότητα 
ε"ικοινωνίας O(n) 

Λήµµα 5: Ο συνολικός αριθµός µηνυµάτων κατηγορίας 3 είναι το πολύ 2n. 

Α"όδειξη 

Έστω pl ο µελλοντικός αρχηγός και pj µια άλλη ενεργή διαδικασία (pl < pj). 

Το πολύ n * 2idl γύροι απαιτούνται από το µήνυµα <idl> για να επιστρέψει στον pl → 
µηνύµατα κατηγορίας 3 στέλνονται µόνο κατά τη διάρκεια n*2idl γύρων. 

Το µήνυµα <idj> προωθείται το πολύ: 

n*2idl / 2idj = n / 2idj-idl 

Ο συνολικός αριθµός µηνυµάτων που αποστέλλονται σε αυτή την κατηγορία είναι: 

Sum_{j=0 to n-1} n/2idj-idl. 

Στη χειρότερη περίπτωση όλες οι διεργασίες είναι ενεργές και τα αναγνωριστικά είναι 
όσο το δυνατόν µικρότερα: 

Sum_{j=0 to n-1} n/2j ≤ 2n. 
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Εκλογή Αρχηγού σε Γενικό Σύγχρονο ∆ίκτυο - Flooding 

Αλγόριθµος FloodMax 

Κώδικας για pi 

 Κάθε διεργασία pi αποθηκεύει το µέγιστο UID που έχει δει µέχρι τώρα (αρχικά το 
UID της pi).  

 Σε κάθε γύρο, η pi προωθεί αυτή τη µέγιστη τιµή σε όλους τους γείτονές της.  

 Μετά από diam γύρους, αν η µέγιστη τιµή που είδε η pi είναι το δικό της 
αναγνωριστικό, η pi αποφασίζει ότι είναι ο αρχηγός. ∆ιαφορετικά, τερµατίζει σε 
κατάσταση µη-ισχύος. 

 

Κατάσταση pi: 

idi: αναγνωριστικό της διεργασίας pi 

max-uidi: µέγιστο αναγνωριστικό που η pi έχει δει µέχρι τώρα, αρχικά idi 

statusi ∈ {UNKNOWN, LEADER, NON-LEADER}, αρχικά UNKNOWN 

roundsi: ένας ακέραιος, αρχικά 0 
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Εκλογή Αρχηγού σε Γενικό Σύγχρονο ∆ίκτυο - Αλγόριθµος FloodMax 

Αρχικά, το idi περιέχεται σε όλους τους outbuf πίνακες της pi, ∀ i. 

Ενέργειες pi σε κάθε γύρο 

roundsi = roundsi + 1; 

let U be the set of UIDs that arrive from neighboring processes;  

max-uidi = max({max-uidi} ∪ U) 

if (roundsi == diam) then 

 if (max-uidi = idi) then statusi = LEADER; 

 else statusi = NON-LEADER; 

if (roundsi < diam) then  

send max-uidi to all neighbors; 
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Εκλογή Αρχηγού σε Γενικό Σύγχρονο ∆ίκτυο - Αλγόριθµος FloodMax 

Έστω imax ο δείκτης της διεργασίας µε το µέγιστο αναγνωριστικό και idmax το 
αναγνωριστικό αυτό. 
 

Θεώρηµα  

Σε κάθε εκτέλεση του αλγορίθµου FloodMax, µέσα σε (το πολύ) diam γύρους, η 
διεργασία imax τερµατίζει σε κατάσταση ισχύος, ενώ όλες οι υπόλοιπες διεργασίες 
τερµατίζουν σε κατάσταση µη-ισχύος. 
 

Α"όδειξη 

Για κάθε 0 ≤ k ≤ diam και για κάθε διεργασία j, µετά από k γύρους, αν η απόσταση 
από της j από την imax είναι το πολύ k, τότε max-uidj = idmax. 

Για να αποδειχθεί το παραπάνω βοηθάει να αποδείξουµε ότι: 

 Για κάθε r και j, µετά από k γύρους, roundsj = k. 

 Για κάθε r και j, µετά από k γύρους, max-uidj ≤ idmax. 
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Εκλογή Αρχηγού σε Γενικό Σύγχρονο ∆ίκτυο - Αλγόριθµος FloodMax 

 

Πολυ"λοκότητα 

 

Χρονική Πολυ�λοκότητα; 

 

Πολυ�λοκότητα Ε�ικοινωνίας; 

 

Μειώνοντας την Πολυ"λοκότητα Ε"ικοινωνίας – Αλγόριθµος OptFloodMax 

 

Πως θα µ�ορούσαµε να µειώσουµε την �ολυ�λοκότητα ε�ικοινωνίας (χωρίς α�αραίτητα να 
ε�ιτυγχάνουµε βελτίωση της τάξης της); 
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Εκλογή Αρχηγού σε Γενικό Σύγχρονο ∆ίκτυο - Αλγόριθµος OptFloodMax 

Η κατάσταση της pi έχει µια ακόµη µεταβλητή, την new-infoi, αρχικά TRUE. 

Αρχικά, το idi περιέχεται σε όλους τους outbuf πίνακες της pi, ∀ i. 

Ενέργειες pi σε κάθε γύρο 
 

roundsi = roundsi + 1; 

let U be the set of UIDs that arrive from neighboring processes  

if (max(U) > max-uidi) then new-infoi = TRUE;  

else new-infoi = FALSE; 

max-uidi = max({max-uidi} ∪ U) 

if (roundsi == diam) then 

 if (max-uidi = idi) then statusi = LEADER; 

 else statusi = NON-LEADER; 

if (roundsi < diam AND new-infoi == TRUE) then  

send max-uidi to all neighbors 
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Εκλογή Αρχηγού σε Γενικό Σύγχρονο ∆ίκτυο - Αλγόριθµος OptFloodMax 

 Θεώρηµα  

Σε κάθε εκτέλεση του αλγορίθµου OptFloodMax, µέσα σε (το πολύ) diam γύρους, η 
διεργασία imax τερµατίζει σε κατάσταση ισχύος, ενώ όλες οι υπόλοιπες διεργασίες 
τερµατίζουν σε κατάσταση µη-ισχύος. 

Α"όδειξη – Βασικές Ιδέες 

Λήµµα 1: Για κάθε k, 0 ≤ k ≤ diam, και κάθε διεργασία i,j µε την j να είναι γειτονική 
διεργασία στην i, ισχύει ότι αν max-uidj < max-uidi τότε new-infoi = TRUE. 

Α"όδειξη: Με επαγωγή στο r. 

Βάση επαγωγής προφανής αφού όλες οι new-info µεταβλητές είναι αρχικά TRUE. 

Επαγωγικό Βήµα:  

Αν max-uidi αυξάνει στον γύρο k, από τον κώδικα, η new-infoi γίνεται TRUE. 

Αν max-uidi δεν αυξάνει στον γύρο k, η επαγωγική υπόθεση συνεπάγεται ότι είτε max-
uidj έχει ήδη τουλάχιστον όσο µεγάλη τιµή έχει και το max-uidi ή διαφορετικά  
new-infoi == TRUE αµέσως πριν ξεκινήσει ο γύρος k.  
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Εκλογή Αρχηγού σε Γενικό Σύγχρονο ∆ίκτυο - Αλγόριθµος OptFloodMax 

Λήµµα: Για κάθε k, 0 ≤ k ≤ diam, µετά από k γύρους, οι τιµές των µεταβλητών id, 
max-uid, status και rounds είναι ίδιες στις καταστάσεις που προκύπτουν κατά το 
τρέξιµο των δύο αλγορίθµων. 

 

Α"όδειξη: Με επαγωγή στο k. 

Έστω i µια οποιαδήποτε διεργασία και j µια γειτονική της διεργασία. 

Αν new-infoi == TRUE πριν το γύρο k, τότε η i στέλνει την ίδια πληροφορία στη j 
στο γύρο k και στους δύο αλγορίθµους.  

Αν new-infoi == FALSE πριν το γύρο k, τότε η i δεν στέλνει τίποτα στην j στον γύρο 
k στον OptFloodMax, ενώ στέλνει max-uidi στον FloodMax. Στην περίπτωση αυτή 
όµως, το Λήµµα 1 εγγυάται ότι max-uidj ≥ max-uidi αµέσως πριν το γύρο k. 

Άρα, οι ενέργειες της i έχουν την ίδια επίδραση και στους δύο αλγορίθµους.  

Αφού αυτό ισχύει για όλα τα i,j, συνεπάγεται ότι οι τιµές max-uid είναι ίδιες κατά τη 
διάρκεια εκτέλεσης των δύο αλγορίθµων. 
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Εύρεση Συντοµότερων Μονο"ατιών α"ό µια "ηγή σε Γενικά Σύγχρονα 
∆ίκτυα 

Ας θεωρήσουµε έναν ισχυρά συνδεδεµένο κατευθυνόµενο γράφο. Υποθέτουµε ότι µε 
κάθε ακµή e = <i,j> έχει συσχετιστεί µια µη-αρνητική πραγµατική τιµή που λέγεται 
βάρος και συµβολίζεται µε weight(e) ή weighti,j.  

Το βάρος ενός µονο�ατιού είναι το άθροισµα των βαρών των ακµών του. 

Ένα συντοµότερο µονο�άτι από κάποιο κόµβο i προς κάποιο άλλο κόµβο j είναι ένα 
µονοπάτι µε ελάχιστο βάρος (ανάµεσα σε αυτά που ενώνουν τον i µε τον j). 
 

Πρόβληµα 

Εύρεση των συντοµότερων µονοπατιών από κάποιο διακεκριµένο κόµβο pr προς κάθε 
άλλο κόµβο του γράφου.  

Υποθέτουµε ότι κάθε διεργασία γνωρίζει το βάρος όλων των ακµών που πρόσκεινται 
σε αυτή.  

Υποθέτουµε ότι κάθε διεργασία γνωρίζει το n, τον αριθµό διεργασιών στο σύστηµα. 
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Εύρεση Συντοµότερων Μονο"ατιών α"ό µια "ηγή σε Γενικά Σύγχρονα 
∆ίκτυα 

 

Απαιτείται κάθε διεργασία να γνωρίζει:  

 τον πατέρα της, και  

 την απόστασή της (συνολικό βάρος συντοµότερου µονοπατιού) από τον κόµβο 
ρίζα στο δένδρο συντοµότερων µονοπατιών που θα κατασκευαστεί.  

 

Αν όλες οι ακµές είχαν το ίδιο βάρος, το δένδρο συντοµότερων µονοπατιών µε ρίζα pr 
θα ήταν το ίδιο µε το BFS δένδρο µε ρίζα pr.  

 

Υποθέτουµε ότι διαφορετικές ακµές µπορεί να έχουν διαφορετικά βάρη. 
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Εύρεση Συντοµότερων Μονο"ατιών α"ό µια "ηγή σε Γενικά Σύγχρονα 
∆ίκτυα 

Αλγόριθµος SynchBellmanFord – ∆ιεργασία i 

Η i έχει µια µεταβλητή disti στην οποία αποθηκεύει την απόσταση της από την pr που 

γνωρίζει µέχρι τον τρέχοντα γύρο ως συντοµότερη. Αρχικά, distr = 0 και disti = ∞ για 
κάθε i ≠ r. 

Υπάρχει επίσης µια διεργασία parenti, στην οποία αποθηκεύεται ένας κόµβος j που 
προηγείται του i στο µονοπάτι µε βάρος disti. Αρχικά όλοι οι parent = nill. 

Σε κάθε γύρο, η i στέλνει την disti διαµέσου όλων των ακµών που εξέρχονται της i.  

Η i ενηµερώνει την disti κάθε φορά που λαµβάνει µήνυµα από κάποιο εισερχόµενο 
γειτονικό κόµβο π.χ., j, εκτελώντας ένα βήµα ενηµέρωσης (relaxation step) στο οποίο 
υπολογίζει το ελάχιστο µεταξύ της προηγούµενης τιµής της disti και των τιµών distj + 
weightj,i. 

Κάθε φορά που η disti αλλάζει, η parenti επίσης ενηµερώνεται.  

Μετά από n-1 γύρους, η disti περιέχει τη συντοµότερη απόσταση, ενώ η µεταβλητή 
parenti τον σωστό γονικό κόµβο στο δένδρο επικάλυψης συντοµότερων µονοπατιών. 
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Αλγόριθµος SynchBellmanFord  

Ορθότητα 

∆εν είναι δύσκολο να αποδειχθεί ότι σε κάθε γύρο k: 

Για κάθε διεργασία i, οι µεταβλητές disti και parenti έχουν τιµές που αντιστοιχούν 
στην απόσταση και στον γονικό (εισερχόµενο) κόµβο ενός συντοµότερου µονοπατιού 
από την pr στην i που αποτελείται από το πολύ k ακµές. 

 

Πολυ"λοκότητα 

 

Αριθµός Μηνυµάτων; (n-1) γύροι 

 

Χρονική Πολυ�λοκότητα; (n-1)*|E| 
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Εύρεση Ελάχιστου ∆ένδρου Ε"ικάλυψης σε Σύγχρονο ∆ίκτυο 

Ένα δάσος ε�ικάλυψης (spanning forest) ενός µη-κατευθυνόµενου γράφου G = (V,E) 
(µε βάρη στις ακµές) είναι ένα δάσος (δηλαδή, ένας γράφος που είναι κυκλικός αλλά 
όχι απαραίτητα συνδεδεµένος) που αποτελείται από ακµές του G και περιέχει όλους 
τους κόµβους του G. 

Ένα δένδρο ε�ικάλυψης ενός γράφου G είναι ένα συνδεδεµένο δάσος επικάλυψης του G. 

Το βάρος ενός υπογράφου G’ του G είναι το άθροισµα των βαρών των ακµών του G’. 

 

Πρόβληµα 

 Εύρεση ενός δένδρου επικάλυψης ελάχιστου βάρους.  

o Κάθε διεργασία πρέπει να αποφασίσει ποιες ακµές πρόσκεινται σε αυτή στο 
δένδρο επικάλυψης ελάχιστου βάρους και ποιες όχι.  
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Εύρεση Ελάχιστου ∆ένδρου Ε"ικάλυψης - Βασική Θεωρία 

Βασικές Ιδέες 

 Εκκίνηση µε το προφανές δάσος επικάλυψης στο οποίο κάθε κόµβος αποτελεί 
συνιστώσα (το δάσος δεν έχει καθόλου ακµές). 

 Επαναληπτικά, συγχώνευσε συνιστώσες µέχρι να δηµιουργηθεί µια και µοναδική 
συνιστώσα (που θα αποτελεί το δένδρο επικάλυψης). 

 Η συγχώνευση θα πρέπει να γίνει προσεκτικά ώστε το δένδρο που θα προκύψει να 
έχει ελάχιστο βάρος.  

 

Λήµµα 1: Έστω G = (V,E) ένας γράφος µε βάρη στις ακµές και έστω {(Vi, Ei): 1 ≤ i 
≤ k} ένα δάσος επικάλυψης για τον G, όπου k > 1. Για µια αυθαίρετη τιµή του i, 1 ≤ i 
≤ k, έστω e µια ακµή µε το µικρότερο βάρος ανάµεσα στις ακµές του συνόλου 

{e’: η e’ έχει ακριβώς ένα άκρο στο Vi}. 

Τότε, υπάρχει ένα δένδρο επικάλυψης για τον G που περιέχει τις ακµές ∪j Ej και την 
e, και το οποίο είναι ελάχιστου βάρους µεταξύ όλων των δένδρων επικάλυψης του G 

που περιέχουν τις ακµές ∪j Ej. 
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Εύρεση Ελάχιστου ∆ένδρου Ε"ικάλυψης - Βασική Θεωρία 

Α"όδειξη Λήµµατος 1 

Με εις άτοπο απαγωγή. Έστω ότι υπάρχει δένδρο επικάλυψης T που περιέχει τις 

ακµές στο ∪j Ej, δεν περιέχει την e και έχει < βάρος από οποιοδήποτε άλλο δένδρο 

επικάλυψης που περιέχει το ∪j Ej και την e. 
 

Έστω T’ ο γράφος που προκύπτει αν εισάγουµε την e στο Τ. Προφανώς ο T’ περιέχει 
έναν κύκλο που περιέχει µια άλλη ακµή e’ η οποία (όπως η e) εξέρχεται του Vi.  
 

Από τον τρόπο µε τον οποίο η e επιλέγεται, weight(e) ≤ weight(e’).  
 

Έστω τώρα ο γράφος T’’ που προκύπτει αν η e’ διαγραφεί από τον Τ’. 
 

Ο κύκλος καταστρέφεται, οπότε ο T’’ είναι δένδρο επικάλυψης του G, περιέχει τις  

∪j Ej και την e και το βάρος του δεν είναι µεγαλύτερο από του Τ. Άτοπο. 
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Εύρεση Ελάχιστου ∆ένδρου Ε"ικάλυψης - Βασική Θεωρία 

Γενική Στρατηγική για ε"ίλυση του "ροβλήµατος MST 

Ξεκινώντας µε το προφανές δάσος επικάλυψης στο οποίο δεν υπάρχουν ακµές, 
επαναληπτικά εκτελούνται τα εξής: 

 Επιλέγεται µια αυθαίρετη συνιστώσα C του δάσους και µια αυθαίρετη ακµή e που 
εξέρχεται της C µε ελάχιστο βάρος (ανάµεσα στις ακµές που εξέρχονται της C). 

 Μια νέα συνιστώσα δηµιουργείται συγχωνεύοντας τη C µε τη συνιστώσα στην 
άλλη πλευρά της e. Η νέα συνιστώσα προφανώς περιέχει την e. 

 Ο αλγόριθµος τερµατίζει όταν το δάσος αποτελείται από µια µόνο συνιστώσα. 

 

Ποια είναι η �αράλληλη έκδοση αυτού του αλγορίθµου; 

 

Γιατί ο αλγόριθµος αυτός α�οτυγχάνει στην �αράλληλη έκδοσή του;  
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Εύρεση Ελάχιστου ∆ένδρου Ε"ικάλυψης - Βασική Θεωρία 

 

Λήµµα 2: Αν όλες οι ακµές ενός γράφου G έχουν µοναδικά βάρη, τότε υπάρχει 
ακριβώς ένα MST για τον G. 

 

Α"όδειξη: Αντίστοιχη αυτής του Λήµµατος 1. 

 

Αν υπάρχουν δύο διαφορετικά δένδρα ελάχιστου βάρους Τ και Τ’ µπορούµε να 
προσθέσουµε µια ακµή σε ένα από αυτά και να αφαιρέσουµε µια άλλη, δηµιουργώντας 
ένα δένδρο µε µικρότερο βάρος από το αρχικό, το οποίο είναι άτοπο. Η ακµή αυτή 
θα πρέπει να είναι η ακµή ελάχιστου βάρους µεταξύ όλων των ακµών που υπάρχουν 
στον ένα από τα δύο δένδρα αλλά όχι στο άλλο. 
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Αλγόριθµος SynchGHS 

 Οι συνιστώσες χτίζονται σε φάσεις.  

 Για κάθε k, οι συνιστώσες της φάσης k αποτελούν ένα δάσος επικάλυψης.  

 Κάθε συνιστώσα φάσης k του δάσους, είναι ένα δένδρο-υπογράφος του MST.  

 Κάθε συνιστώσα φάσης k έχει τουλάχιστον 2k κόµβους.  

 Ένας κόµβος κάθε συνιστώσας, σε κάθε φάση, είναι αρχηγός.  

 Οι διεργασίες εκτελούν Ο(n) γύρους σε κάθε φάση. 
 

Οι n συνιστώσες της φάσης 0 αποτελούνται από έναν κόµβο η κάθε µια (και δεν έχουν 
καθόλου ακµές). 

Ας υποθέσουµε επαγωγικά ότι έχουν καθοριστεί οι συνιστώσες της φάσης k (καθώς και 
οι αρχηγοί τους), k ≥ 0.  Έστω ότι κάθε διεργασία γνωρίζει το id του αρχηγού της 
συνιστώσας στην οποία ανήκει. Αυτό το id χρησιµοποιείται ως αναγνωριστικό 
ολόκληρης της συνιστώσας. 

Κάθε διεργασία γνωρίζει επίσης ποιες από τις ακµές που πρόσκεινται σε αυτή 
βρίσκονται στο δένδρο επικάλυψης της συνιστώσας. 
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Σχηµατισµός των συνιστωσών της φάσης k+1: 

 

1. Κάθε συνιστώσα C της φάσης k ψάχνει (µέσω του δένδρου επικάλυψης της) για 
µια ακµή e τ.ω. η e εξέρχεται της C και έχει το ελάχιστο βάρος ανάµεσα στις 
ακµές που εξέρχονται της C. Πως µ�ορεί να γίνει αυτό; 

 

2. Όταν όλες οι συνιστώσες της φάσης k έχουν βρει τις εξερχόµενες ακµές τους µε 
το ελάχιστο βάρος, οι συνιστώσες συγχωνεύονται µέσω αυτών των ακµών 
προκειµένου να σχηµατιστούν οι συνιστώσες της φάσης k+1. 

 

3. Ο αρχηγός κάθε συνιστώσας της φάσης k επικοινωνεί µε τη διεργασία της 
συνιστώσας που πρόσκειται στην ακµή µε ελάχιστο βάρος που επιλέχθηκε από τη 
συνιστώσα, έτσι ώστε αυτή να µαρκάρει την ακµή αυτή ως ακµή του δένδρου. Η 
διεργασία στην άλλη πλευρά της ακµής εκτελεί την ίδια ενέργεια. 
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Ε"ιλογή αρχηγού για κάθε συνιστώσα της φάσης k+1: 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι: 

Για κάθε οµάδα από συνιστώσες της φάσης k που συνενώνονται για να 
δηµιουργήσουν µια συνιστώσα της φάσης k+1, υπάρχει µια µοναδική ακµή e που 
είναι κοινή ακµή ελάχιστου βάρους για δύο από τις συνιστώσες της φάσης k. 

 Ο νέος αρχηγός είναι η διεργασία µε το µεγαλύτερο αναγνωριστικό από τις δύο 
διεργασίες που πρόσκεινται στην e. 

 Το id του νέου αρχηγού προωθείται σε όλες τις διεργασίες της νέας συνιστώσας 
φάσης k+1 που δηµιουργείται. Πως γίνεται αυτό; 

 

Τερµατισµός: 

 Μετά από έναν συγκεκριµένο αριθµό φάσεων, το δάσος επικάλυψης αποτελείται 
από µόνο µια συνιστώσα. 

 Οποιαδήποτε προσπάθεια εύρεσης εξερχόµενης ακµής θα αποτυγχάνει. 

 Όταν ο αρχηγός πληροφορείται το γεγονός αυτό, εκπέµπει µήνυµα τερµατισµού 
του αλγορίθµου. 
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Αλγόριθµος SynchGHS – Ορθότητα 

Σε κάθε οµάδα από συνιστώσες επιπέδου k που συνδυάζονται, υπάρχει µια και 
µοναδική ακµή που είναι κοινή εξερχόµενη ακµή ελάχιστου βάρους για δύο 
συνιστώσες.  

Α"όδειξη  

Κατευθυνόµενος γράφος συνιστωσών G’: οι κόµβοι του G’ είναι οι συνιστώσες 
επιπέδου k που συνδυάζονται για να δηµιουργήσουν µια συνιστώσα επιπέδου k+1 και 
οι ακµές του G’ είναι οι εξερχόµενες ακµές ελάχιστου βάρους των συνιστωσών της 
φάσης k µέσω των οποίων γίνεται η συγχώνευση. 

Στον G’ κάθε κόµβος έχει µια εξερχόµενη ακµή και ο 
µη-κατευθυνόµενος γράφος που αντιστοιχεί στον G’ 
είναι συνδεδεµένος.  

Αποδεικνύεται ότι ένας τέτοιος γράφος περιέχει 
ακριβώς έναν κύκλο.  
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Αλγόριθµος SynchGHS – Ορθότητα 

Α"όδειξη (συνέχεια) 

Εξ αιτίας του τρόπου δηµιουργίας του G’, διαδοχικές ακµές στον κύκλο έχουν 
φθίνοντα βάρη  

⇒ το µήκος του κύκλου δεν µπορεί να είναι > 2  

⇒ το µήκος του κύκλου = 2 

⇒ πρόκειται για µια ακµή που έχει επιλεγεί ως η εξερχόµενη ακµή ελάχιστου βάρους 
από δύο συνιστώσες 

 

Γιατί είναι σηµαντικό το σύστηµα να είναι σύγχρονο;  

 

Θα ήταν σωστός ο αλγόριθµος αν το σύστηµα ήταν ασύγχρονο; 
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Αλγόριθµος SynchGHS  

 

Πολυ"λοκότητα 

 

Πόσες φάσεις θα εκτελεστούν συνολικά; 

 

Πόσοι γύροι εκτελούνται σε κάθε φάση; 

 

Ποια είναι η χρονική �ολυ�λοκότητα του αλγορίθµου; 

 

 

Πόσα µηνύµατα α�οστέλλονται σε κάθε φάση; 

 

Ποια είναι η �ολυ�λοκότητα ε�ικοινωνίας του αλγορίθµου; 
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Αλγόριθµος SynchGHS  

 

Ο αλγόριθµος υποθέτει ότι τα βάρη των ακµών είναι όλα διαφορετικά.  

 

Πως θα µ�ορούσαµε να ε�ιλύσουµε το �ρόβληµα χωρίς αυτή την υ�όθεση;  

 

Μ�ορούµε να ξεχωρίσουµε µε κά�οιο τρό�ο διαφορετικές ακµές �ου έχουν το ίδιο βάρος; 
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Ασύγχρονα Συστήµατα 
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Εκλογή Αρχηγού σε Γενικό Ασύγχρονο Σύστηµα 

Το σύστηµα µοντελοποιείται ως µη-κατευθυνόµενος, συνδεδεµένος γράφος. 

 

Ο αλγόριθµος FloodMax δεν λειτουργεί ως έχει στο ασύγχρονο µοντέλο γιατί στο 
µοντέλο αυτό δεν υπάρχει η έννοια του γύρου.  

 

Πως θα µ�ορούσαµε να �ροσοµοιώσουµε ένα γύρο υ�ολογισµού του αλγορίθµου στο ασύγχρονο 
µοντέλο; 
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Εκλογή Αρχηγού σε Γενικό Ασύγχρονο ∆ίκτυο 
 

Κάθε διεργασία που στέλνει ένα µήνυµα στο γύρο k προσθέτει µια ετικέτα µε την τιµή 
του k στο µήνυµα που αποστέλλει.  
 

Ο παραλήπτης περιµένει µέχρι να λάβει µηνύµατα µε ετικέτα k από όλους τους 
γείτονες του πριν εκτελέσει το βήµα του στον γύρο k (round k transition). 
 

Προσοµοιώνοντας µε αυτό τον τρόπο diam γύρους, ο αλγόριθµος τερµατίζει και το 
αποτέλεσµα είναι σωστό. 
 

Μ�ορούµε µε κά�οιο τρό�ο να �ροσοµοιώσουµε τον OptFloodMax (δηλαδή τη 
βελτιστο�οιηµένη έκδοση του FloodMax) σε ασύγχρονο σύστηµα; Ποιο είναι το �ρόβληµα �ου 
�ροκύ�τει; 
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Εκλογή αρχηγού σε ασύγχρονο σύστηµα δοθέντος του δένδρου 
ε"ικάλυψης του γράφου χωρίς καθορισµένη ρίζα 

 

Έστω ότι κάθε κόµβος ξέρει τους γειτονικούς του κόµβους στο δένδρο αλλά όχι ποιος 
από αυτούς είναι ο πατρικός του κόµβος.  

 

Πως µ�ορούµε να εκλέξουµε αρχηγό σε ένα τέτοιο σύστηµα; 
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Αλγόριθµος STtoLeader 

Κάθε κόµβος φύλλο ξεκινά έναν αλγόριθµο convergecast στέλνοντας ένα µήνυµα 
τύπου elect στο µοναδικό γειτονικό του κόµβο. 

Κάθε κόµβος v που λαµβάνει µηνύµατα τύπου elect από όλους τους γείτονές του 
εκτός από έναν αποστέλλει ένα µήνυµα τύπου elect στον γειτονικό κόµβο που 
αποµένει (από όπου ο v δεν έλαβε µήνυµα). 

Στο τέλος υπάρχουν δύο ενδεχόµενα: 

1. Είτε κάποια συγκεκριµένη διεργασία v λαµβάνει µηνύµατα τύπου elect από όλους 
τους γειτονικούς της κόµβους πριν προλάβει να αποστείλει το δικό της µήνυµα 
τύπου elect, ή 

2. µηνύµατα τύπου elect αποστέλλονται και προς τις δύο κατευθύνσεις µιας 
συγκεκριµένης ακµής e του δένδρου.  

Στην περίπτωση 1 η v αποφασίζει πως είναι αρχηγός. Στην περίπτωση 2 η διεργασία 
µε το µεγαλύτερο id που πρόσκειται στην e εκλέγεται αρχηγός. 

 

Πολυ�λοκότητες; 
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Υ"ολογισµός ενός Breadth-First Search ∆ένδρου Ε"ικάλυψης 

Θεωρούµε ότι ο γράφος είναι συνδεδεµένος, µη-κατευθυνόµενος, και υπάρχει ένας 
διακριτός κόµβος pr που αποτελεί ρίζα (ή πηγή). 

Κάθε ακµή e = (i,j) έχει ένα βάρος weight(e) ή weight(i,j) που είναι ένας µη-
αρνητικός πραγµατικός αριθµός γνωστός και στις δύο διεργασίες που πρόσκεινται 
στην e. 

 

Πως µ�ορούµε να τρο�ο�οιήσουµε τον αλγόριθµο Flooding ώστε αυτός να κατασκευάζει BFS 
δένδρο ε�ικάλυψης; 
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1η Λύση: Αλγόριθµος AsynchBFS  

 

Κώδικας για τη διεργασία pi 

Αρχικά, parent = nill; 

  dist = 0 αν pi = pr και dist = ∞ αν pi ≠ pr; 
  
upon receiving no message: 

if (pi == pr) and (parent == nill) then 
  send <0> to all neighbors; 
  parent = pi; 
 
upon receiving <M> from neighnor pj: 
 if (M+1 < dist) then  
  dist = M+1; 
  parent = pj; 
  send <dist> to all neighbors except pj; 
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Αλγόριθµος AsynchBFS - Κώδικας για τη διεργασία pi 

Θεώρηµα: Σε κάθε εκτέλεση του AsynchBFS, το σύστηµα τελικά σταθεροποιείται σε 
µια καθολική κατάσταση στην οποία οι µεταβλητές parent αναπαριστούν ένα BFS 
δένδρο επικάλυψης. 

Α"όδειξη (σύνοψη): 

Αποδεικνύεται ότι σε κάθε προσβάσιµη καθολική κατάσταση: 

1. Για κάθε διεργασία pi ≠ pr, disti είναι το µήκος ενός µονοπατιού µ από την pr στην 
pi στο G στο οποίο ο κόµβος που προηγείται του pi είναι ο parenti. 

2. Για κάθε µήνυµα µ που βρίσκεται στους inbuf µιας διεργασίας pi, µ είναι το µήκος 
ενός µονοπατιού π από την pr στην pi. Το ίδιο ισχύει και για τα µηνύµατα που 
βρίσκονται σε κάθε outbuf πίνακα που περιέχει µηνύµατα που έχουν αποσταλεί από 
την pi. 

Αποδεικνύεται επίσης ότι σε κάθε προσβάσιµη καθολική κατάσταση, για κάθε ζεύγος 
γειτόνων i,j, είτε distj ≤ disti+1, ή το µήνυµα <disti> βρίσκεται είτε σε κάποιον από 
τους outbuf πίνακες της pi ή σε κάποιον από τους inbuf πίνακες της pj. 
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Αλγόριθµος AsynchBFS - Κώδικας για τη διεργασία pi 

Πολυ�λοκότητες; Αριθµός µηνυµάτων: Ο(n*m), # βηµάτων O(diam) 

Τερµατισµός;  

Πως µ�ορώ να χρησιµο�οιήσω µηχανισµό µε acknowledgments για να ε�ιτύχω τερµατισµό; 

 

 Για κάθε µήνυµα αποστέλλεται acknowledgement. 

 Κάθε φορά που η pi λαµβάνει µήνυµα από κάποια γειτονική pj το οποίο προκαλεί 
αλλαγή στη µεταβλητή dist και οδηγεί στην αποστολή µηνυµάτων διόρθωσης της 
απόστασης στις γειτονικές διεργασίες, περιµένει acknowledgments από όλες αυτές 
τις γειτονικές της διεργασίες πριν στείλει το δικό της acknowledgement στην pj. 

 Απαιτείται κάποιου είδους book-keeping για να είναι δυνατό να διαχωριστούν 
διαφορετικά acknowledgements από την ίδια διεργασία. 
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2η Λύση: Αλγόριθµος LayeredBFS  

To BFS δένδρο επικάλυψης κατασκευάζεται σε επίπεδα. 

Κάθε επίπεδο k αποτελείται από τους κόµβους του δένδρου σε βάθος k. 

Τα επίπεδο κατασκευάζονται σε φάσεις, ένα επίπεδο σε κάθε φάση και όλες οι φάσεις 
συγχρονίζονται από τη pr. 

Πρώτη Φάση 

Η pr στέλνει µηνύµατα τύπου search σε όλες τις γειτονικές διεργασίες και περιµένει 
acks από αυτές.  

Μια διεργασία που λαµβάνει µήνυµα τύπου search στη φάση 1 αποστέλλει θετικό ack. 

Στο τέλος της 1ης φάσης, όλες οι διεργασίες στο επίπεδο 1 καθορίζουν τον πατέρα 
τους και η pr γνωρίζει τις θυγατρικές της διεργασίες. 

Ας υποθέσουµε επαγωγικά ότι k φάσεις έχουν ήδη εκτελεστεί και k  επίπεδα έχουν 
κατασκευαστεί: κάθε διεργασία σε βάθος το πολύ k γνωρίζει τον πατέρα της και κάθε 
κόµβος σε βάθος το πολύ k-1 γνωρίζει τα παιδιά του, ενώ η pr γνωρίζει ότι η φάση k 
έχει ολοκληρωθεί.  
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2η Λύση: Αλγόριθµος LayeredBFS - συνέχεια 

Φάση (k+1): Κατασκευή του (k+1)-οστού ε"ι"έδου 

Η pr αποστέλλει µηνύµατα τύπου newphase κατά µήκος των ακµών του δένδρου που έχει 
κατασκευαστεί µέχρι τώρα.  

Τα µηνύµατα αυτά απευθύνονται προς τις διεργασίες βάθους k. Όταν µια διεργασία βάθους k 
λαµβάνει µήνυµα τύπου newphase, στέλνει µήνυµα τύπου search σε όλους τους γειτονικούς της 
κόµβους εκτός από τον πατέρα της και περιµένει acks.  

Όταν µια διεργασία pj ≠ pr λάβει από µια διεργασία pi για πρώτη φορά µήνυµα τύπου search, 
σηµειώνει την pi ως πατέρα της και της αποστέλλει θετικό ack. Για τα επόµενα µηνύµατα τύπου 
search που η pj θα λάβει, θα αποστείλει στον αποστολέα αρνητικό ack.  

Κάθε φορά που η pr λαµβάνει µήνυµα τύπου search αποστέλλει στον αποστολέα πάντα 
αρνητικό ack. 

Όταν µια διεργασία επιπέδου k έχει λάβει acks για όλα τα search µηνύµατα που έχει 
αποστείλει, καθορίζει τα παιδιά της να είναι εκείνοι οι κόµβοι που της έστειλαν θετικό ack. Στη 
συνέχεια αποστέλλει ack τερµατισµού στον πατέρα της. 

Τα ack τερµατισµού convergecast προς τη ρίζα. Περιέχουν ένα bit που υποδηλώνει αν 
υπήρχαν διεργασίες στο επίπεδο k+1. Η pr τερµατίζει τον αλγόριθµο αν αυτό το bit είναι 0. 
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2η Λύση: Αλγόριθµος LayeredBFS - συνέχεια 

 

Θεώρηµα 

Ο αλγόριθµος LayeredBFS υπολογίζει ένα BFS δένδρο επικάλυψης.  

 

 

Πολυ�λοκότητες; 

 

 

 

 Πολυπλοκότητα Επικοινωνίας Χρονική Πολυπλοκότητα 

AsynchBFS O(m*n) O(diam) 

LayeredBFS O(m +n*diam) O(diam2) 
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Εύρεση Συντοµότερων Μονο"ατιών α"ό µια "ηγή σε Γενικά Ασύγχρονα 
∆ίκτυα 

∆ουλεύει ο αλγόριθµος SynchBellmanFord σε ασύγχρονα συστήµατα; 

 

Ποιο �ρόβληµα καλείται να ε�ιλύσει ο AsynchBellmanFord (δηλαδή η ασύγχρονη έκδοση του 
SynchBellmanFord); 

 

Πώς θα ε�ιλυθεί αυτό το �ρόβληµα; 

 

Θεώρηµα 

Σε κάθε εκτέλεση του αλγορίθµου AsynchBellmanFord, το σύστηµα τελικά 
σταθεροποιείται σε µια κατάσταση στην οποία οι µεταβλητές parent αναπαριστούν ένα 
δένδρο συντοµότερων µονοπατιών µε ρίζα pr και στην οποία οι µεταβλητές dist 
περιέχουν τις σωστές αποστάσεις των κόµβων από την pr. 

Πολυ�λοκότητα; 
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Αλγόριθµος AsynchBellmanFord 

Θεώρηµα 

Έστω ότι n είναι ένας οποιοδήποτε ζυγός αριθµός, n ≥ 4. Υπάρχει ένας γράφος n 
κόµβων µε βάρη στις ακµές, στον οποίο ο αλγόριθµος AsynchBellmanFord στέλνει 
τουλάχιστον Ω(cn) µηνύµατα για να σταθεροποιηθεί στη χειρότερη περίπτωση, όπου c 
> 1 είναι µια σταθερά.  

Α"όδειξη: Έστω k = (n-2)/2. 

 
 

Υπάρχει εκτέλεση στην οποία η µεταβλητή dist της διεργασίας ik παίρνει όλες τις τιµές 
στο σύνολο {2k -1, 2k -2, …, 3,2,1,0}. 
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Αλγόριθµος AsynchBellmanFord 

Α"όδειξη (συνέχεια) - Κακή εκτέλεση 

Έστω ότι τα µηνύµατα ταξιδεύουν πολύ γρήγορα στα υψηλά µονοπάτια του γράφου. 

1. Η πρώτη εκτίµηση του dist από την ik θα είναι 2
k -1. 

2. Το µήνυµα από την ik-1 φθάνει στην ik κατά µήκος του χαµηλού µονοπατιού. Αυτό 
οδηγεί σε νέα εκτίµηση του dist της ik σε 2

k-2. 

3. Το µήνυµα από την ik-2 φθάνει στην ik-1 κατά µήκος του χαµηλού µονοπατιού, 
προκαλώντας το dist της ik-1 να αλλάξει από 2

k-2 σε 2k -4.  

4. H ik-1 στέλνει τη νέα εκτίµηση του dist και προς τις δύο κατευθύνσεις. 

5. Το υψηλό µονοπάτι είναι και πάλι γρήγορο ⇒ η ik υπολογίζει τη νέα τιµή του dist 
σε 2k-3. 

Το παραπάνω σενάριο επαναλαµβάνεται.  

 

Χρονική Πολυ�λοκότητα; 
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Υ"ολογισµός ∆ένδρου Ε"ικάλυψης Ελάχιστου Βάρους σε Γενικό 
Ασύγχρονο Σύστηµα 

Ο γράφος G = (V,E) είναι µη-κατευθυνόµενος, συνδεδεµένος και υπάρχουν βάρη στις 
ακµές του.  

Υποθέτουµε ότι όλα τα βάρη των ακµών είναι διαφορετικά.  

Κάθε διεργασία πρέπει να γνωρίζει κατά τον τερµατισµό ένα σύνολο ακµών που είναι 
γειτονικές της στο MST που θα κατασκευαστεί. 

 

∆υσκολίες στην υλο"οίηση του GHS σε ασύγχρονο σύστηµα 

1. Αν η j γνωρίζει, για τη συνιστώσα στην οποία ανήκει, id διαφορετικό από εκείνο της 
συνιστώσας της i, πρέπει να είναι εγγυηµένο ότι η j δεν ανήκει στην ίδια συνιστώσα 
µε την i. Σε ασύγχρονα συστήµατα θα µπορούσε η j να µην έχει ακόµη ενηµερωθεί 
για το id της συνιστώσας στην οποία ανήκει (γιατί κάποια µηνύµατα µπορεί να είναι 
πολύ αργά). 
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∆υσκολίες στην υλο"οίηση του GHS σε ασύγχρονο σύστηµα (συνέχεια) 

2. O SynchBFS επιτυγχάνει καλή πολυπλοκότητα επικοινωνίας λόγω του συγχρονισµού που 
επιτυγχάνεται µεταξύ των φάσεων κατασκευής. Κάθε συνιστώσα φάσης k αποτελείται από 
τουλάχιστον 2k κόµβους και έτσι έχουµε το πολύ logn εποχές. Σε ασύγχρονα συστήµατα 
µπορεί οι συνιστώσες να φτιάχνονται χωρίς καµία εγγύηση για τον αριθµό των κόµβων που 
ανήκουν σε αυτές. Έτσι, η πολυπλοκότητα επικοινωνίας του αλγορίθµου µπορεί να προκύψει 
να είναι πολύ µεγαλύτερη. 

 
3. Στον AsynchGHS κάποιες συνιστώσες µπορεί να βρίσκονται σε διαφορετικές φάσεις από 
κάποιες άλλες. Οι ταυτόχρονες αναζητήσεις ακµών ελάχιστου βάρους σε συνιστώσες 
διαφορετικών φάσεων µπορεί να οδηγήσει σε µη-προβλέψιµα αποτελέσµατα.  
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Σκιαγράφηση του AsynchGHS 

Αρχικά, κάθε κόµβος είναι µια συνιστώσα. Κάθε συνιστώσα έχει έναν αρχηγό και ένα 
δένδρο επικάλυψης που είναι υπογράφος του MST (Minimum Spanning Tree). 

Οι κόµβοι κάθε συνιστώσας συνεργάζονται για την εύρεση των ακµών ελάχιστου 
βάρους που εξέρχονται της συνιστώσας:  

� ο αρχηγός εκκινεί µια broadcast  
� κάθε κόµβος βρίσκει τη δική του εξερχόµενη ακµή ελάχιστου βάρους  
� µε µια convergecast ο αρχηγός ενηµερώνεται για την ακµή ελάχιστου βάρους 
(MWOE) µεταξύ αυτών, η οποία και θα συµπεριληφθεί στο MST. 

Ο αρχηγός στέλνει µήνυµα στις διεργασίες που πρόσκεινται στη MWOE και οι 
συνιστώσες συγχωνεύονται σε µια.  

Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται µέχρι όλοι οι κόµβοι να ανήκουν στην ίδια 
συνιστώσα.  
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AsynchGHS – ∆υσκολίες 

1. Πως µια διεργασία i γνωρίζει αν µια ακµή είναι εξερχόµενη; 
Χρειάζεται κάποιου είδους συγχρονισµός για να είναι εγγυηµένο ότι µια διεργασία j 
δεν θα απαντήσει στο µήνυµα της i πριν να είναι σίγουρη ότι έχει ενηµερωθεί για το 
σε ποια συνιστώσα ανήκει! 

2. Πως θα καταφέρουµε (δεδοµένης της έλλειψης συγχρονισµού)  ο αριθµός των φάσεων να 
είναι O(logn); 

� Θα συσχετίσουµε και πάλι τις συνιστώσες µε φάσεις.  

� Θα εγγυηθούµε ότι κάθε συνιστώσα φάσης k αποτελείται από τουλάχιστον 2k 
κόµβους. 

� Μια συνιστώσα φάσης k+1 θα δηµιουργηθεί µε συγχώνευση δύο µόνο 
συνιστωσών φάσης k. 

3. Πως θα ξε�εράσουµε την 3η δυσκολία; 
Θα υπάρξει κάποιος συγχρονισµός ώστε να αποφευχθεί η «ανάµιξη» ταυτόχρονων 
αναζητήσεων για ακµές ελάχιστου βάρους από συνιστώσες που βρίσκονται σε 
διαφορετικές φάσεις.  
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AsynchGHS – Πιο αναλυτικά 

 
Ο AsynchGHS συνδυάζει συνιστώσες µε δύο διαφορετικούς τρόπους: 

merge: συµβαίνει µόνο µεταξύ δύο συνιστωσών C και C’ τ.ω. phase(C) = phase(C’) 
και οι C,C’ έχουν την ίδια εξερχόµενη ακµή ελάχιστου βάρους.  

Η νέα συνιστώσα είναι στην k+1 φάση. 

absorb: συµβαίνει µεταξύ δύο συνιστωσών C και C’ τ.ω. phase(C) < phase(C’) και η 
ακµή ελάχιστου βάρους του C οδηγεί σε κάποιο κόµβο του C’.  

Η συνιστώσα που δηµιουργείται θεωρείται µια επέκταση της C’ (και όχι µια νέα 
συνιστώσα) και βρίσκεται στην ίδια εποχή όπως η C’.  
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AsynchGHS – Πιο αναλυτικά 

Λήµµα *: Έστω ότι ξεκινάµε από µια αρχική καθολική κατάσταση όπου κάθε 
συνιστώσα αποτελείται από ένα µοναδικό κόµβο και είναι στην εποχή 0. Έστω ότι από 
την αρχική αυτή κατάσταση εφαρµόζουµε µια αυθαίρετη, επιτρεπτή, πεπερασµένη 
ακολουθία από merge και absorb λειτουργίες. Μετά από την εκτέλεση της ακολουθίας 
λειτουργιών αυτής, είτε υπάρχει µια µόνο συνιστώσα, ή κάποια merge ή κάποια 
absorb λειτουργία µπορεί να πραγµατοποιηθεί (και είναι ενεργή).  

Α"όδειξη: Έστω ότι υπάρχουν περισσότερες από µια συνιστώσες µετά από την 
εκτέλεση κάποιας ακολουθίας merge και absorb λειτουργιών.  

Έστω G’ ο κατευθυνόµενος γράφος συνιστωσών. Στον G’ κάθε κόµβος έχει µια 
εξερχόµενη ακµή και ο µη-κατευθυνόµενος γράφος που αντιστοιχεί στον G’ είναι 
συνδεδεµένος.  

Στον G’ υπάρχει ένας κύκλος µήκους 2 ⇒ υπάρχουν συνιστώσες C και C’ των οποίων 

οι MWOEs πρόσκεινται στους ίδιους κόµβους ⇒ πρόκειται για την ίδια ακµή στον G 

Αν phase(C) = phase(C’) ⇒ merge. ∆ιαφορετικά ⇒ absorb. 
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AsynchGHS – Πιο αναλυτικά 

Για κάθε συνιστώσα φάσης ≥ 1, υπάρχει µια ακµή που λέγεται βασική (core edge): 

� µετά από merge η βασική ακµή της νέας συνιστώσας είναι η κοινή MWOE των δύο 
συνιστωσών που συγχωνεύτηκαν 

� µετά από absorb η βασική ακµή της συνιστώσας είναι η βασική ακµή της 
συνιστώσας στη µεγαλύτερη φάση 

Για κάθε συνιστώσα,  το ζεύγος <βάρος βασικής ακµής συνιστώσας, φάση 
συνιστώσας> αποτελεί το όνοµα της συνιστώσας.  

Η διεργασία µε το µεγαλύτερο id από τις διεργασίες που πρόσκεινται στη βασική 
ακµή είναι ο αρχηγός.  

 



Παναγιώτα Φατούρου  Κατανεµηµένος Υπολογισµός 98 

AsynchGHS – Πιο αναλυτικά 

Πως µια διεργασία i καθορίζει αν µια διεργασία j µε την ο�οία τη συνδέει µια ακµή είναι στην 
ίδια συνιστώσα ή όχι; 

1. Αν το id της συνιστώσας της j είναι το ίδιο µε της i τότε οι i,j  είναι στην ίδια 
συνιστώσα. 

Αν ids διαφορετικά: 

2. Αν η φάση στο id της συνιστώσας της j είναι ≥ εκείνου της i, τότε η j είναι σε 
διαφορετική συνιστώσα από την i. 

3. Αν η φάση της j είναι µικρότερη από τη φάση της i, η j καθυστερεί την απάντησή 
της µέχρι η φάση της να γίνει τουλάχιστον ίση  µε εκείνη της i. 
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AsynchGHS – Πιο αναλυτικά 

 

Μ�ορεί αυτό να δηµιουργήσει �ρόβληµα στην �ρόοδο του αλγορίθµου; 

 

Επαναλαµβάνουµε το ίδιο επιχείρηµα µε εκείνο στην απόδειξη του Λήµµατος *, αλλά 
µε τον G’ να έχει κόµβους µόνο εκείνες τις συνιστώσες των οποίων η φάση είναι η 
µικρότερη δυνατή. 

Αν κάποια MWOE ακµή µιας τέτοιας συνιστώσας οδηγεί σε συνιστώσα µεγαλύτερης 

φάσης ⇒ absorb 

∆ιαφορετικά, υπάρχει κύκλος µήκους 2. Άρα, δύο από τις συνιστώσες έχουν την ίδια 

MWOE ⇒ merge 
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AsynchGHS – Πιο αναλυτικά 

Πως θα ξε�εράσουµε την 3η δυσκολία; 

Τι συµβαίνει όταν µια συνιστώσα C �ρέ�ει να γίνει absorbed α�ό µια άλλη συνιστώσα C’ 
µεγαλύτερης φάσης ενόσω η C’ ψάχνει για την εξερχόµενη ακµή της ελάχιστου βάρους; 

 
1. Η j δεν έχει ακόµη καθορίσει την MWOE της. Τότε η C συµµετέχει στην 
αναζήτηση. 

2. Η j έχει ήδη καθορίσει την MWOE της (έστω e). Τότε e ≠ (i,j) (αφού η e συνδέει 

την j µε κάποια διεργασία σε συνιστώσα  που βρίσκεται σε ≥ φάση) ⇒  
weight(e) < weight(i,j). 

3. Η e δεν µπορεί να πρόσκειται σε κόµβο της C. Γιατί; 

4. Καµία ακµή της C δεν µπορεί να έχει µικρότερο βάρος ⇒ συγχώνευση σωστή!!!! 
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AsynchGHS – Τύ"οι Μηνυµάτων 

initiate: εκπέµπεται από τον αρχηγό στην αρχή κάθε φάσης και έχει σαν αποτελέσµα 
οι διεργασίες που το λαµβάνουν να ξεκινήσουν την αναζήτηση των MWOEs τους 

report: convergecasts πληροφορία σχετικά µε MWOEs προς τον αρχηγό 

test: µια διεργασία i στέλνει τέτοιο µήνυµα σε µια άλλη j για να διερευνήσει αν η j 
βρίσκεται στην ίδια συνιστώσα  

accept και reject: απάντηση της j σε test µήνυµα (accept αν όχι στην ίδια συνιστώσα, 
reject διαφορετικά) 

changeroot: αποστέλλεται από τον αρχηγό προς τη διεργασία (έστω j) που 
πρόσκειται στην MWOE της συνιστώσας. Μεταφέρει την πληροφορία ότι η διεργασία 
πρέπει να προσπαθήσει να συγχωνευτεί µε τη συνιστώσα στην οποία ανήκει η 
διεργασία (έστω i) στο άλλο άκρο της MWOE της. 

connect: αποστέλλεται από την j στην i ως ένδειξη προσπάθειας συγχώνευσης των δύο 
συνιστωσών. Η συγχώνευση γίνεται µόνο αν η i έχει επίσης λάβει changeroot µήνυµα 
και αν MWOE(i) είναι η εν λόγω ακµή.   
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AsynchGHS – Τύ"οι Μηνυµάτων 

Κάθε διεργασία i κατηγοριοποιεί τις ακµές της: 

� branch: ανήκουν ήδη στο MST 

� rejected: δεν ανήκουν στο MST (γιατί οδηγούν σε κόµβους της ίδιας συνιστώσας) 

� basic: όλες οι υπόλοιπες 
� Μηνύµατα τύπου test αποστέλλονται µόνο κατά µήκος των ακµών τύπου basic.  

� Οι basic ακµές ελέγχονται µία προς µία σε αύξουσα διάταξη των βαρών τους. 

� Όταν µηνύµατα τύπου connect µεταδοθούν και προς τις δύο κατευθύνσεις µιας 

ακµής, πραγµατοποιείται συγχώνευση ⇒ νέα βασική (core) ακµή, νέα φάση, νέος 
αρχηγός. 

� Ο νέος leader ξεκινά broadcast στέλνοντας µήνυµα τύπου initiate. To µήνυµα αυτό 
ενηµερώνει όλες τις διεργασίες της νέας συνιστώσας για το νέο id της συνιστώσας. 

� Κατά την absorb διαµέσου µιας ακµής (i,j), η j γνωρίζει αν έχει ήδη βρει την 
MWOE της. Στην όποια περίπτωση η j ξεκινά εκποµπή initiate µηνύµατος στους 
κόµβους της συνιστώσας µε µικρότερη φάση για να µάθουν αυτοί το νέο id. 
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AsynchGHS 

Θεώρηµα 

Ο αλγόριθµος AsynchGHS επιλύει το πρόβληµα εύρεσης δένδρου επικάλυψης 
ελάχιστου βάρους σε αυθαίρετο, µη-κατευθυνόµενο γράφο µε βάρη στις ακµές. 

 

Α"όδειξη 

4 διαφορετικές αποδείξεις έχουν προταθεί. 

 

Όλες είναι πολύ πολύπλοκες για να παρουσιαστούν αναλυτικά στην τάξη (ή ακόµη και 
σε βιβλία)!!! 

 

Η δηµιουργία µιας απλής, δοµηµένης (modular) απόδειξης για τον αλγόριθµο 
εξακολουθεί να είναι ανοικτό πρόβληµα!!!! 
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AsynchGHS – Πολυ"λοκότητα 

Πολυ"λοκότητα Ε"ικοινωνίας: Ο(m + nlogn) 

� Ο(m): αριθµός µηνυµάτων test-reject 

� Όλα τα υπόλοιπα µηνύµατα χρεώνονται στην εύρεση της MWOE. 

Σε κάθε εποχή και για κάθε συνιστώσα C: 

• Για κάθε διεργασία της C υπάρχει µόνο ένα test-accept ζεύγος µηνυµάτων. 

• Αποστέλλονται Ο(|C|) µηνύµατα τύπου initiate-report. 

• Ο αριθµός µηνυµάτων changeroot και connect επίσης φράσσονται από O(|C|). 

Άρα, ο συνολικός αριθµός µηνυµάτων είναι: 

Sum_{C} |C| =  

Sum_{k: 0 ≤ k ≤logn} (Sum_{C: epoch(C) = k} |C|) = 

Sum_{0}^{logn} n = 

n logn 

Χρονική Πολυ"λοκότητα: Ο(nlogn) 



Παναγιώτα Φατούρου  Κατανεµηµένος Υπολογισµός 105 

 
Ένας α"λούστερος αλγόριθµος 

Αλγόριθµος SimpleMST 

Λειτουργεί µε τρόπο παρόµοιο µε τον GHS. Ωστόσο: 

Κάθε διεργασία διατηρεί µια µεταβλητή local-level, αρχικά 0.  

Κάθε διεργασία i για την οποία (local-level == k) προσπαθεί να µη συµµετέχει στον 
αλγόριθµο για την εύρεση των MWOEs µέχρι όλες οι γειτονικές της διεργασίες να 
έχουν επίσης local-level == k. 

Κάθε φορά που µια διεργασία µαθαίνει ότι ανήκει σε κάποια νέα συνιστώσα 
ενηµερώνει το local-level.  

 

 

 

 

 


