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ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ ΚΑΤΑΧΩΡΗΤΩΝ ΑΝΑΓΝΩΣΗΣ/ΕΓΓΡΑΦΗΣ 

Καταχωρητές που µοιάζουν πιο πολύπλοκοι µπορούν να υλοποιηθούν από 
απλούστερους καταχωρητές. 
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Multi-valued from Binary 

Βασικό Αντικείµενο: δυαδικός καταχωρητής ο οποίος µπορεί να αναγνωσθεί και να 
εγγραφεί από µια µόνο διεργασία 

Υλο�οιούµενο Αντικείµενο: καταχωρητής k-valued ο οποίος µπορεί να αναγνωσθεί 
και να εγγραφεί από µια µόνο διεργασία 

Θεωρούµε ότι οι τιµές αναπαρίστανται σε µοναδιαίο σύστηµα και χρησιµοποιούµε έναν 
πίνακα Β[0..k-1] από k binary καταχωρητές. Η τιµή j αναπαρίσταται µε ένα 1 στη θέση j 
του πίνακα και 0 σε όλες τις υπόλοιπες θέσεις. 

Ένας α�λός αλγόριθµος 

 

 

 

 

 

 

read:  

for j = 0 to k-1 

 if (B[j] == 1) return j; 

write(v): 

B[v] = 1; 

for j =0 to k-1, j ≠ v, 

 B[j] = 0; 
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Multi-valued from Binary 

Αν λειτουργίες read και write εκτελούνται ταυτόχρονα, ο απλός αλγόριθµος δεν είναι 
σωστός. 
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Multi-valued from Binary 

Ενέργειες ε�ίλυσης του �ροβλήµατος: 

1.  Μια λειτουργία write θέτει σε 0 µόνο τις θέσεις του πίνακα B που έχουν µικρότερους 
δείκτες από την τιµή που γράφει η write. 

2.  Μια λειτουργία read δεν σταµατά όταν βρίσκει το πρώτο 1 καθώς εξετάζει τα 
στοιχεία του Β, αλλά βεβαιώνεται ότι εξακολουθούν να υπάρχουν 0 στις θέσεις του B 
µε µικρότερους δείκτες. 

 read(R): 

 i = 0; 

 while B[i] == 0 do i = i+1; 

 up = i; v = i; 

 for i = up -1 down to 0 do 

  if B[i] == 1 then v = i; 

 return(R,v); 

write(R,v): 

 B[v] = 1; 

 for i = v-1 downto 0 do B[i] = 0; 

 ack(R); 
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Multi-valued from Binary 

Linearizability 

Έστω α µια εκτέλεση του αλγορίθµου. 

Σε κάθε καθολική κατάσταση C, ορίζουµε την τιµή του υλοποιούµενου καταχωρητή 
στη C να είναι το µικρότερο v τ.ω. Β[v] = 1 και Β[0] = Β[1] = .... = Β[v-1] = 0. 

Σηµείο σειριο�οίησης µιας write(v): 

Στην πρώτη καθολική κατάσταση στο διάστηµα εκτέλεσης της write στην οποία ισχύει 
ότι B[v] = 1 και B[0] = B[1] = ... = B[v-1] = 0. 

 

Γιατί υ�άρχει τέτοια καθολική κατάσταση; 

 

Σηµείο σειριο�οίησης µιας read(R,v): 

Στην πρώτη καθολική κατάσταση µέσα στο διάστηµα εκτέλεσης της read στην οποία η 
τιµή v τοποθετείται στην τοπική µεταβλητή v της διεργασίας (γραµµή 3 ή 5 του 
κώδικα). 
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Multi-valued from Binary 

Λήµµα 1 

1.  Στο σηµείο που σειριοποιείται µια write(R,v) η τιµή του R είναι v. 

2.  Η τιµή του R είναι η ίδια σε όλες τις καθολικές καταστάσεις µεταξύ των σηµείων 
σειριοποίησης δυο διαδοχικών λειτουργιών write. 

 

Λήµµα 2 

Για κάθε (high-level) λειτουργία ανάγνωσης r που εκτελείται στην α ισχύει ότι η r 
επιστρέφει την τιµή που έχει γραφτεί στον R από την τελευταία λειτουργία εγγραφής w 
που σειριοποιείται πριν το σηµείο σειριοποίησης της r. 

Α�όδειξη:  

Cr: καθολική κατάσταση στην οποία σειριοποιείται η r 

w: τελευταία write που σειριοποιείται πριν από το σηµείο σειριοποίησης της r 

Cw: καθολική κατάσταση στην οποία σειριοποιείται η w 
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Multi-valued from Binary 

Α�όδειξη (συνέχεια): 

v: η τιµή που γράφει στον R η w  

Λήµµα 1 ⇒ η τιµή του R είναι v µεταξύ της Cw και της Cr. 

C: καθολική κατάσταση όταν η r τελειώνει την εκτέλεση της while και u η τιµή του i 
όταν τερµατίζει η while. 

Ισχύει ότι u ≥ v. Γιατί; 

 

∆ιακρίνω περιπτώσεις: 

1.  η Cw προηγείται της C 

Αφού u ≥ v, η r διαβάζει την τιµή 1 στο B[v] και 0 σε µικρότερους δείκτες. 
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Multi-valued from Binary 

2. η Cw έπεται της C 

 
Αφού u ≥ v, η r διαβάζει το B[v]. Αν αυτή η ανάγνωση γίνει µετά τη Cw, τότε Β[v] = 1 
και B[0] = B[1] = B[v-1] = 0.  Άρα, η r επιστρέφει v. 

Αν αυτή η ανάγνωση γίνει πριν τη Cw, τότε στη Cr, η r διαβάζει κάποιο καταχωρητή που 
περιέχει 0. Αυτό αντιτίθεται στον ορισµό της Cr. 

Θεώρηµα: O παραπάνω αλγόριθµος είναι µια wait-free υλοποίηση ενός καταχωρητή 
στον οποίο µπορούν να αποθηκευτούν k τιµές (k-valued) από k δυαδικούς 
καταχωρητές. Η χρονική πολυπλοκότητα των read και write στην υλοποίηση αυτή είναι 
Ο(k). 



Ατοµικά Στιγµιότυπα Μνήµης                          Παναγιώτα Φατούρου 

Multi-Reader from Single-Reader 

n: αριθµός των διεργασιών που επιτρέπεται να διαβάσουν τον καταχωρητή 

Α�λή (αλλά µη-σειριο�οιήσιµη) Υλο�οίηση 

Shared Variables: value Val[1..n];  // πίνακας n θέσεων, µία για κάθε reader 

 

 

 

 

write(v): 

for (j=1; j ≤ n; j++) Val[j] = v; 

 

read:   // κώδικας για pi, 1 ≤ i ≤ n 

return(Val[i]); 

Κακό Σενάριο 
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Multi-Reader from Single-Reader 

Θεώρηµα 

Σε κάθε ελεύθερη-αναµονής υλοποίηση ενός single-writer, multi-reader καταχωρητή 
από single-writer, single-reader καταχωρητές, τουλάχιστον ένας reader πρέπει να 
γράψει.  

Α�όδειξη: Με εις άτο�ο α�αγωγή! 

p1, p2: readers, pw: writer  

 

 

 
 

Αφού η υλοποίηση είναι σειριοποιήσιµη ∀ i ∈ {1,2}: ∃ ji, 1 ≤ ji ≤ k, τέτοια ώστε, vj
i = 0 

για κάθε j < ji και vj
i = 1, για κάθε j ≥ ji. Γιατί ισχύει αυτό; 

Ισχύει j1 ≠ j2. Wlog, ας υποθέσουµε ότι j1 < j2.  

H rj1
1 επιστρέφει 1, ενώ η rj1

2 επιστρέφει 0. Αυτό αντιτίθεται στη σειριοποιήσιµοτητα!! 

wk wk-1 w2 w1 

C0 r0
1→v0

1 r1
1→v1

1 rj1
1→vj1

1 
rk-1

1→vk-1
1 rk

1→vk
1 

wj1 wj1+1 S2 

r0
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2 r
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2→vk-1
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S1 
registers 
read by 
reader p1 

registers 
read by 
reader p2 

… … 
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Multi-Reader from Single-Reader: Ένας Σωστός Αλγόριθµος 

Shared Variables: 

<value,seq> Val[i];       // 1 ≤ i ≤ n, τιµή που γράφει ο pw για κάθε έναν από τους pr, αρχικά < v0,0> 

<value,seq> Report[i,j];    // 1 ≤ i,j ≤ n, τιµή που επιστρέφει η πιο πρόσφατη read που εκτελείται από 

     // την pi.  Γράφεται από την pi και διαβάζεται από την pj. Αρχικά, <v0,0> 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

read(R):  // κώδικας για τη διεργασία pr, 1 ≤ i ≤ n 

<v[0],s[0]> = Val[r]; 

for i=1 to n do 

 <v[i],s[i]> = Report[i,r]; 

let j be s.t. s[j] = max{s[0], s[1], …, s[n]}; 

for i=1 to n do Report[r,i] = <v[j],s[j]>; 

return (R,v[j]); 

write(R,v):   // ένας writer 

seq = seq +1; 

for i=1 to n do Val[i] = <v,seq>; 

ack(R); 

Report Val r 

εκτέλεση 
read από pr 

r r 
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Multi-Reader from Single-Reader: Ένας Σωστός Αλγόριθµος 

Σειριο�οιησιµότητα 

Θα φτιάξουµε µια σειριακή εκτέλεση π, η οποία (1) θα σέβεται την µερική διάταξη που 
ορίζεται από τους χρόνους εκκίνησης και περάτωσης κάθε λειτουργίας, και (2) κάθε read 
επιστρέφει το αποτέλεσµα της τελευταίας write που προηγείται αυτής στη σειριακή 
εκτέλεση. Λίγο διαφορετική τεχνική από αυτήν που έχουµε δει µέχρι τώρα!!! 

Κατασκευή �: 

- Πρώτα, τοποθετούµε στην π όλες τις λειτουργίες write σύµφωνα µε τη σειρά 
εκτέλεσής τους από τον εγγραφέα.  

- Μια λειτουργία read που επιστρέφει µια τιµή µε χρονοσφραγίδα T τοποθετείται στην 
π ακριβώς πριν τη λειτουργία write που έπεται της write που παρήγαγε το Τ. 

 

!!! Η συνέπεια προκύπτει άµεσα από τον τρόπο κατασκευής της π. 

??? Θα δείξουµε ότι η π σέβεται τη µερική διάταξη που ορίζεται από την εκτέλεση των 
λειτουργιών. 
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Multi-Reader from Single-Reader: Σειριοποιησιµότητα 

Λήµµα: Έστω ότι op1 και op2 είναι δύο λειτουργίες που συµβαίνουν σε µια εκτέλεση α, τ.ω. η 
op1 τερµατίζει την εκτέλεσή της πριν εκκινήσει την εκτέλεση της η op2. Τότε, η op1 προηγείται 
της op2 στην π. 

Α�όδειξη: Προφανώς, ο ισχυρισµός ισχύει για τις λειτουργίες write. 

α.  
 

 

β. 
 

 

γ. 
 

 

 
 

Θεώρηµα: Ο παραπάνω αλγόριθµος είναι µια ελεύθερη-αναµονής (wait-free) υλοποίηση ενός 
SW καταχωρητή που µπορεί να διαβάζεται από n διεργασίες. Ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί Ο(n2) 
καταχωρητές. Η εκτέλεση κάθε λειτουργίας read ή write απαιτεί Ο(n) βήµατα. 

read r by pi 

write w 

read r 

write w 

read r’ by pj read r 

Αν η r είναι µετά τη w στην π, η w’ που γράφει Τ 
είναι ή η w ή κάποιο µετέπειτα write, και άρα έπεται 
του r. Άτοπο!!!  

Η r διαβάζει από το Val[i] την τιµή που έγραψε η w ή 

κάποια µετέπειτα write ⇒ η r επιστρέφει τη 
χρονοσφραγίδα της w ή κάποιας µετέπειτα write. 
Άρα, η r δεν έχει τοποθετηθεί πριν την w στην π. 

H pj διαβάζει στο Report[i] χρονοσφραγίδα ≥ Τ ⇒ 

το max της r’ επιστρέφει τιµή ≥ Τ ⇒ η r’ δεν θα 
τοποθετηθεί πριν την r στην π. 
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Multi-Writer from Single-Writer 

Κύριες Ιδέες 

- Η δυσκολία έγκειται στην εύρεση ενός τρόπου συγκρίσης των τιµών και εύρεσης της 
πιο πρόσφατης. Οι χρονοσφραγίδες είναι διανύσµατα, µε µια συνιστώσα για κάθε 
εγγραφέα.  

- Η κατασκευή µιας νέας χρονοσφραγίδας χρησιµοποιεί τα διανύσµατα όλων των 
διεργασιών-εγγραφέων.  

- Χρησιµοποιούµε την λεξικογραφική διάταξη για να αποφασίσουµε αν µια 
χρονοσφραγίδα είναι µεγαλύτερη από µια άλλη.  

- p1, …, pm: writers, p1, …, pn: readers 

∆ιαµοιραζόµενες µεταβλητές που χρησιµοποιούνται: 

vector TS[i]: 1 ≤ i ≤ n, διανυσµατική χρονοσφραγίδα του εγγραφέα pi 

<vector, value> Val[i]: 1 ≤ i ≤ n,  τιµή µαζί µε σχετική διανυσµατική 
χρονοσφραγίδα. Γράφεται από τον pi και διαβάζεται από όλους τους αναγνώστες. 
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Multi-Writer from Single-Writer 

Shared Variables: 

<value,vector> Val[i];       // 1 ≤ i ≤ m, < v0,(0,...,0)> 

vector TS[i];          // 1 ≤ i ≤ m, αρχικά (0,..,0) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

read(R):  // κώδικας για τη διεργασία pr, 1 ≤ i ≤ n 

for i=1 to m do 

 <v[i],t[i]> = Val[i]; 

let j be s.t. t[j] = max{t[1], t[2], …, t[m]}; 

return (R,v[j]); 

write(R,v):   // writer pw writes v in R 

ts = NewTS(w); 

val[w] = <v,ts>; 

ack(R); 

 

procedure NewTS(int w): 

for i = 1 to m do 

 lts[i] = TS[i].[i]; 

lts[w] = lts[w] + 1; 

TS[w] = lts; 

return lts; 
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Multi-Writer from Single-Writer 

Λήµµα 1: Η λεξικογραφική διάταξη των διανυσµατικών χρονοσφραγίδων είναι µια 
καθολική διάταξη που σέβεται την µερική διάταξη βάσει της οποίας παράγονται οι 
χρονοσφραγίδες. 
 

Λήµµα 2: Για κάθε i, αν πρώτα κάποια χρονοσφραγίδα VT1 και αργότερα κάποια 
χρονοσφραγίδα VT2 γράφεται στο Val[i], τότε VT1 ≤ VT2. 
 

Σειριο�οιησιµότητα 

Θα φτιάξουµε µια σειριακή εκτέλεση π, η οποία (1) θα σέβεται την µερική διάταξη που 
ορίζεται από τους χρόνους εκκίνησης και περάτωσης κάθε λειτουργίας, και (2) κάθε read 
επιστρέφει το αποτέλεσµα της τελευταίας write που προηγείται αυτής στη σειριακή 
εκτέλεση.  
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Multi-Writer from Single-Writer 

Κατασκευή �: 

- Πρώτα, τοποθετούµε στην π όλες τις λειτουργίες write σύµφωνα µε τη λεξικογραφική 
διάταξη των χρονοσφραγίδων που έχουν συσχετισθεί µε τις τιµές που αυτές γράφουν.  

- Μια λειτουργία read που επιστρέφει µια τιµή µε χρονοσφραγίδα VT τοποθετείται 
στην π ακριβώς πριν τη λειτουργία write που έπεται της write που παρήγαγε το VΤ. 

 

!!! Η συνέπεια προκύπτει άµεσα από τον τρόπο κατασκευής της π. 

??? Θα δείξουµε ότι η π σέβεται τη µερική διάταξη που ορίζεται από την εκτέλεση των 
λειτουργιών. 
 

Λήµµα 3: Έστω ότι op1 και op2 είναι δύο λειτουργίες σε κάποια εκτέλεση α τ.ω. η op1 
τερµατίζει την εκτέλεσή της πριν ξεκινήσει η op2. Τότε η op1 προηγείται της op2 στην α. 
 

Θεώρηµα: Ο παραπάνω αλγόριθµος είναι µια ελεύθερη-αναµονής (wait-free) υλοποίηση ενός 
MW καταχωρητή που µπορεί να εγγράφεται από m διεργασίες και να διαβάζεται από όλες τις n 
διεργασίες. Η εκτέλεση κάθε λειτουργίας read ή write απαιτεί Ο(m) βήµατα. 


