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∆εδοµένα 
Σύνολο από πληροφορίες που πρέπει να 
αποθηκευτούν σε έναν υπολογιστή.  
 

Αλγόριθµος 
Αλγόριθµος είναι ένα πεπερασµένο σύνολο 
βηµάτων/εντολών αυστηρά καθορισµένων (και 
εκτελέσιµων µέσα σε πεπερασµένο χρόνο), τα 
οποία αν ακολουθηθούν επιλύεται κάποιο 
πρόβληµα. 
 

Είσοδος: ∆εδοµένα που παρέχονται εξ αρχής στον 
αλγόριθµο. 
 

Έξοδος: δεδοµένα που αποτελούν το αποτέλεσµα 
του αλγορίθµου. 
 

Ευκρίνια/Αποτελεσµατικότητα: Κάθε εντολή θα 
πρέπει να είναι απλή και ο τρόπος εκτέλεσής της 
να καθορίζεται χωρίς καµία αµφιβολία. 
 

Περατότητα: Ο αλγόριθµος θα πρέπει να τερµατίζει 
µετά από πεπερασµένα βήµατα εκτέλεσης των 
εντολών του. 
 

Πρόγραµµα 

Υλοποίηση ενός αλγορίθµου σε κάποια γλώσσα 
προγραµµατισµού. 
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Παράδειγµα 
Εύρεση ενός στοιχείου Κ σε έναν ταξινοµηµένο πίνακα? 

Αλγόριθµοι (περιγραφή σε φυσική γλώσσα) 

Ξεκινώντας από το πρώτο στοιχείο του πίνακα 
προσπέλασε κάθε στοιχείο του πίνακα και εξέτασε 
αν είναι το Κ, µέχρι είτε να βρεθεί το Κ, ή να 
εξεταστούν όλα τα στοιχεία του πίνακα. 

 

 

Ξεκινώντας από το πρώτο στοιχείο του πίνακα 
προσπέλασε κάθε στοιχείο του πίνακα και εξέτασε 
αν είναι το Κ, µέχρι είτε να βρεθεί το Κ, ή να 
βρεθεί κάποιο στοιχείο µεγαλύτερο από το Κ ή να 
εξεταστούν όλα τα στοιχεία του πίνακα. 

 

 

∆υαδική Αναζήτηση 

Ξεκίνησε από το µεσαίο στοιχείο του πίνακα. Αν 
αυτό είναι το Κ επέστρεψε. ∆ιαφορετικά, 
σύγκρινε το µεσαίο στοιχείο µε το Κ. Αν είναι 
µικρότερο, το Κ βρίσκεται στο δεξί µισό του 
πίνακα, αν όχι τότε βρίσκεται στο αριστερό µισό 
του πίνακα. Σε κάθε περίπτωση µόνο το ένα µισό 
του πίνακα πρέπει να εξεταστεί. Επανέλαβε την 
διαδικασία αυτή µέχρι είτε να βρεθεί το Κ ή το 
προς εξέταση µέγεθος του πίνακα να µηδενιστεί. 
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Παράδειγµα 
Ύψωση ενός αριθµού x σε µια ακέραια δύναµη n. 

Αλγόριθµος 1 (Περιγραφή µε ψευδο-κώδικα) 

double power1(double x, int n) 

int j = 0; 

double y = 1; 

 

while (j < n) 

y = y*x; 

j = j+1; 

return y; 
 

Υλοποίηση του Αλγ. 1 στη γλώσσα C 

double power_1(double x, int n) { 

int j; 

double y = 1; 
 

j = n;           /*  j = 0 */ 

while (j > 0 ) {  /*  while (j < n) { */  

y = y*x; 

j = j -1;    /* j = j +1 */ 

} 

return y; 

} 
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Κριτήρια Επιλογής Αλγορίθµων 
� Ταχύτητα  

� Απαιτούµενος χώρος µνήµης 

� Ευκολία προγραµµατισµού 

� Γενικότητα 

Μας ενδιαφέρει κυρίως η ταχύτητα και ο 
απαιτούµενος χώρος µνήµης. Οι δύο αυτοί 
παράµετροι καθορίζουν την αποδοτικότητα ενός 
αλγόριθµου. 

 

Είναι η Power1 ο πιο αποδοτικός αλγόριθµος για το 
πρόβληµα µας? 

 

 

Αλγόριθµος Power2: είσοδος & έξοδος ίδια µε πριν 

double y 
 

1. if (n == 1) return x 

2. y = power2(x, n/2) 

3. if n is even 

4. return y*y; 

5. else                                                                  

6. return x*y*y; 
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Μοντέλο Εργασίας 
Ο υπολογιστής στον οποίο δουλεύουµε έχει έναν 
επεξεργαστή και ένα µεγάλο µπλοκ µνήµης. 

 

Κάθε θέση µνήµης έχει µια αριθµητική διεύθυνση 
(διεύθυνση µνήµης). 

 

Η µνήµη είναι τυχαίας προσπέλασης, το οποίο 
σηµαίνει πως η πρόσβαση σε οποιαδήποτε θέση 
µνήµης (ανεξάρτητα από τη διεύθυνση στην οποία 
βρίσκεται) γίνεται µε την ίδια ταχύτητα. 

 

Συνεχόµενες θέσεις µνήµης µπορούν να 
αποθηκεύσουν τα πεδία µιας εγγραφής. Τα πεδία 
µιας εγγραφής µπορεί να µην είναι του ίδιου τύπου. 

 

Συνεχόµενες θέσεις µνήµης µπορούν επίσης να 
αποθηκεύσουν ένα πίνακα (δηλαδή ένα σύνολο 
στοιχείων του ίδιου τύπου). 

 

Μια µεταβλητή στην οποία είναι αποθηκευµένη 
µια διεύθυνση µνήµης ονοµάζεται µεταβλητή 
δείκτη (ή δείκτης). 

 

 

Γιατί οι δείκτες είναι πολύ χρήσιµοι; 
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Απλά Συνδεδεµένη Λίστα 
 

 
 

Γιατί οι λίστες είναι πολύ χρήσιµες; 
 

Σύγκριση µε Πίνακες 

Θετικά 

☺ Εισαγωγή/διαγραφή νέων στοιχείων γίνεται 
πολύ εύκολα 

☺ Ο συνολικός αριθµός στοιχείων δεν χρειάζεται 
να είναι γνωστός εξ αρχής 

 

Αρνητικά 

� Απαιτούν περισσότερη µνήµη (λόγω των 
δεικτών). 

� Ανάκτηση στοιχείου για το οποίο είναι γνωστή η 
θέση του στη δοµή (π.χ., ανάκτηση του 5ου 
στοιχείου) δεν µπορεί να γίνει σε σταθερό 
χρόνο. 
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Αφηρηµένος Τύπος ∆εδοµένων 
 

Αποτελείται από δύο µέρη: 

� Ένα ή περισσότερα πεδία (σύνολα αντικειµένων, 
classes of mathematical objects) 

� Ένα σύνολο λειτουργιών (mathematical 
operations) στα στοιχεία αυτών των πεδίων. 

 

Παράδειγµα (εύρεση στοιχείου σε πίνακα) 

� Τα δεδοµένα µας είναι κάποιου τύπου, έστω key, 
και υπάρχει µια γραµµική διάταξη ανάµεσά τους: 

∀ u,v τύπου key, είτε u < v, ή v < u, ή v = u. 

� Έχουµε ένα σύνολο S από στοιχεία τύπου key 
και θέλουµε να µπορούµε να απαντάµε το 
ερώτηµα: u ∈ S? 

 

Πεδία:  

� στοιχεία τύπου key (π.χ., u,v) και πεπερασµένα 
σύνολα αυτών (π.χ., S) 

 

Σύνολο λειτουργιών: 

� Παροχή true ή false απάντησης στην ερώτηση  
«u ∈ S?”, όπου: u είναι στοιχείο τύπου key, S 
είναι πεπερασµένο σύνολο από στοιχεία τύπου 
key. 
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∆οµή ∆εδοµένων 
Μια δοµή δεδοµένων υλοποιεί έναν αφηρηµένο 
τύπο δεδοµένων. 

 

Μια δοµή δεδοµένων εποµένως συµπεριλαµβάνει: 

� ένα σύνολο αποθηκευµένων δεδοµένων τα οποία 
µπορούν να υποστούν επεξεργασία από ένα 
σύνολο λειτουργιών που σχετίζονται µε τη 
συγκεκριµένη δοµή 

 

� µια δοµή αποθήκευσης 

 

� ένα σύνολο από ορισµούς συναρτήσεων, όπου η 
κάθε συνάρτηση εκτελεί µια λειτουργία στο 
περιεχόµενο της δοµής, και  

 

� ένα σύνολο από αλγόριθµους, έναν αλγόριθµο 
για κάθε συνάρτηση. 

 

Οι βασικές λειτουργίες επί των δοµών δεδοµένων 
είναι οι ακόλουθες: 

� Προσπέλαση   
� Εισαγωγή 
� ∆ιαγραφή   
� Αναζήτηση 

 

� Ταξινόµηση   
� Αντιγραφή 
� Συγχώνευση 
� ∆ιαχωρισµός 
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 Μαθηµατικό Υπόβαθρο 
 

� Μονοτονία Συναρτήσεων 

 

� Ακέραια Μέρη πραγµατικών αριθµών 

 x, x, [x] 

 

� Πολυώνυµα – Πολυωνυµικές Συναρτήσεις 

f(x) = anx
n + an-1x

n-1 + … + a1x + a0 

 

� Λογάριθµοι & Εκθέτες – Ιδιότητες 

 

� Χρήσιµοι Συµβολισµοί: 

 lg n = log2 n 

 ln n = logen 

 lgk n = (lg n)k 

 lg lg n = lg(lg n) 

 

� Παραγοντικά 

n! 

 

� Άθροισµα όρων γεωµετρικής ή αριθµητικής 
προόδου 
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Μαθηµατική Επαγωγή  
 

Παράδειγµα 1 – Βασική Μέθοδος 

Ορθότητα Αλγόριθµου Power1 

Με επαγωγή στο j.  

 

Συµβολίζουµε µε yj την τιµή της µεταβλητής y 
στην αρχή της j-οστής ανακύκλωσης, j = 1, …, n+1 

  

Αρκεί να δείξουµε πως yj = xj-1. 

 

Βάση επαγωγής 

j = 1. Αρχικά, y1 = 1 = x0 = x1-1 = xj-1. 

 

Επαγωγική Υπόθεση 

Έστω ότι για κάποιο k, 1 ≤ k < n +1, yk = xk-1. 

 

Επαγωγικό Βήµα 

Θα δείξουµε ότι o ισχυρισµός ισχύει για (k+1):  
yk+1 = xk.  

Από αλγόριθµο: yk+1 = yk *x.  

Aπό επαγωγική υπόθεση: yk = xk-1. 

Άρα, yk+1 = xk, όπως απαιτείται. 
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Παράδειγµα 3: Ορθότητα Προγ/τος 
Power_1 

 

Με επαγωγή στο j, j = n, …, 0. 

 

Αρκεί να δείξω ότι yn-j+1=xn-j 

 

Βάση Επαγωγής 

j = n:  

yn-n+1 = y1 = 1 = x0 = xn-n, όπως απαιτείται. 

 

Επαγωγική Υπόθεση 

Έστω ότι για κάποιο k, n ≥ k > 0, ισχύει ότι yn-k+1 = 
xn-k. 

 

Επαγωγικό Βήµα 

Θα δείξουµε ότι o ισχυρισµός ισχύει για (k-1): yn-

k+2 = xn-k+1. 

 

Από αλγόριθµο: yn-k+2 = yn-k+1 *x.  

Aπό επαγωγική υπόθεση: yn-k+1 = xn-k. 

Άρα, yn-k+2 = xn-k+1, όπως απαιτείται. 
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Παράδειγµα 3 – Ισχυρή Επαγωγή 
 Αιγυπτιακός Πολλαπλασιασµός  

∆ίνεται η συνάρτηση: 
     

              0, αν  y = 0 
m(x,y) =  m(x+x, y/2), αν y ζυγός & ≠0 

    x + m(x, y-1), διαφορετικά            
Θα δείξω ότι m(x,y) = x*y, ∀ ακέραιο x,y 
 
Απόδειξη 
Με επαγωγή στο y.  
Βάση της επαγωγής 
Αν y = 0, m(x,y) = 0, αλλά και x*y = 0, οπότε 
ισχύει. 
 

Επαγωγική Υπόθεση 
Φιξάρουµε µια τιµή του y > 0. Υποθέτουµε ότι 
m(x,z) = x*z, για κάθε z, 0 ≤  z < y. 
 

Επαγωγικό Βήµα 
Αποδεικνύουµε τον ισχυρισµό για την τιµή y: 
m(x*y) = x*y. 
� y περιττός: m(x,y) = x + m(x,y-1). Eπαγωγική 
υπόθεση (z = y-1 < y): m(x,y-1) = x*(y-1). Άρα: 
m(x,y) = x + x*(y-1) = x + x*y –x = x*y 

� y άρτιος: m(x,y) = m(x+x, y/2). Επαγωγική 
υπόθεση (z = y/2 < y): m(x,y) = (x+x)*y/2 = x*y. 
Άρα: m(x,y) = x*y. 

{  
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Ανάλυση Αλγορίθµων 
 

Εµπειρικός τρόπος µέτρησης της επίδοσης 

Θετικά: απλότητα 

Αρνητικά: 

� ∆ύσκολο να προβλεφθεί η συµπεριφορά για 
άλλα σύνολα δεδοµένων. 

� Ο χρόνος επεξεργασίας εξαρτάται από το υλικό, 
τη γλώσσα προγραµµατισµού και το 
µεταφραστή, αλλά και από το πόσο δεινός είναι 
ο προγραµµατιστής. 

 

Θεωρητικός τρόπος µέτρησης της επίδοσης 

Εισάγεται µια µεταβλητή n που εκφράζει το 
µέγεθος του προβλήµατος. 

 

Παραδείγµατα 

� Στο πρόβληµα ανυψώσεως σε δύναµη το 
µέγεθος του προβλήµατος είναι το n: η δύναµη 
στην οποία πρέπει να υψωθεί ο δεδοµένος 
αριθµός. 

� Σε ένα πρόβληµα ταξινόµησης ενός πίνακα, το 
µέγεθος του προβλήµατος είναι ο αριθµός 
στοιχείων του πίνακα. 
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Ανάλυση Αλγορίθµων 
 

Πρόβληµα Ταξινόµησης 
 

Είσοδος (input):  Μια ακολουθία από n αριθµούς 
<a1, a2, ..., an>. 
 

Έξοδος (output): Μια «αναδιάταξη» < a’ 1, a’2, ..., 
a’n>  της ακολουθίας εισόδου έτσι ώστε:  

a’1 ≤ a’2 ≤ ... ≤ a’n 

 

InsertionSort 
 

void InsertionSort(int  A[n]) { 

/* ταξινόµηση των στοιχείων του Α */ 

 int key, i, j; 

 for (j = 1; j < n; j++) { 
  key = A[j]; 
  i = j-1; 
  while (i >= 0 && A[i] > key) { 
   A[i+1] = A[i]; 
   i = i-1; 
  } 
  A[i+1] = key; 
 } 
} 
 

Πως λειτουργεί ο αλγόριθµος αν A = 
<5,2,4,6,1,3>? 
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Ανάλυση του Αλγορίθµου InsertionSort 
 

Ο χρόνος που σπαταλιέται από την InsertionSort 
εξαρτάται από την είσοδο: 
 

«Η ταξινόµηση 1000 αριθµών απαιτεί περισσότερο 
χρόνο από την ταξινόµηση 3 αριθµών»! 

 

 

Αυτό ισχύει γενικότερα: 
 

«Ο χρόνος που απαιτεί ένας αλγόριθµος για να 
εκτελεστεί εξαρτάται από το µέγεθος της εισόδου»! 

 

 

Χρόνος Εκτέλεσης 
 

Ο χρόνος εκτέλεσης (running time) ενός 
αλγορίθµου για µια συγκεκριµένη είσοδο είναι ο 
αριθµός των βασικών λειτουργιών/εντολών (ή 
βηµάτων) που εκτελούνται κατά την εκτέλεση του 
αλγορίθµου µε αυτή την είσοδο.  
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Ανάλυση Αλγορίθµων 
 

void InsertionSort(int  A[n]) {          Κόστος   Χρόνος 

 int key, i, j; 

 for (j = 1; j < n; j++) {  -------------------->    c1             n 

  key = A[j];   -------------------->    c2             n-1 

  i = j-1;    -------------------->    c3             n-1 

  while (i >= 0 && A[i] > key) { --------->    c4      Σ  tj 

   A[i+1] = A[i]; -------------------->     c5      Σ  (tj – 1) 

   i = i-1;   -------------------->     c6           Σ  (tj – 1) 

  } 

  A[i+1] = key;  -------------------->     c7       n-1 

 } 

} 

tj: ο αριθµός των φορών που ο έλεγχος του while loop εκτελείται για αυτή  
την τιµή του j. 
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Ανάλυση του Αλγορίθµου InsertionSort 
 

 

Συνολικός Χρόνος Εκτέλεσης 
 

T(n) = c1n + c2(n-1) + c3(n-1) +c4 Σ  tj + c5 Σ  (tj-1) 
+ c6 Σ  (tj-1) + c7(n-1) 

 

 

� Ποιος είναι ο καλύτερος χρόνος εκτέλεσης που 
µπορεί να επιτευχθεί από την InsertionSort? 

 

 

O πίνακας είναι εξ αρχής ταξινοµηµένος σε 
αύξουσα διάταξη. 

Τότε, tj = 1, ∀ j = 1,2, …, n-1: 

 

T(n) = c1n + c2(n-1) + c3(n-1) +c4(n-1) + c7(n-1) 

        = (c1 + c2 + c3 +c4 + c7)n - (c2 + c3 + c4 + 

                                                                           c7)  
⇒⇒⇒⇒ γραµµική συνάρτηση του n! 
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Ανάλυση του Αλγορίθµου InsertionSort 
 

� Ποιος είναι ο χειρότερος χρόνος εκτέλεσης κατά 
την εκτέλεση της ΙnsertionSort? 

 

Τα στοιχεία του πίνακα είναι σε φθίνουσα 
διάταξη. Τότε, tj = (j+1), ∀ j = 1, …, n-1 και: 
 

o Σ  tj = Σ  (j+1)  
             = 2 + 3 + … + n  

             = (1+2+ … + n) – 1 

             = n(n+1)/2 – 1 
 

o Σ  (tj -1) = Σ  j  
                  = 1 + 2 + … + (n-1)  

                  = n(n-1)/2 

 

Εποµένως: 
 

Τ(n)= c1n + c2(n-1) + c3(n-1) +c4(n(n+1)/2 - 1)  

            + c5 n(n-1)/2 + c6 n(n-1)/2 + c7(n-1) 

       = … 

       = (c4/2 + c5/2 + c6/2) n2 + (c1+c2+c3+c4/2- 

            c5/2-c6/2+c7) n – (c2+c3+c4+c7) 

 

⇒⇒⇒⇒ τετραγωνική συνάρτηση του n! 
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Χρονική Πολυπλοκότητα 
Χείριστος Χρόνος Εκτέλεσης 

 

Ο χείριστος χρόνος εκτέλεσης (ή χρονική 
πολυπλοκότητα) ενός αλγορίθµου ορίζεται να είναι 
ο µέγιστος χρόνος εκτέλεσης για κάθε είσοδο 
µεγέθους n (και είναι συνάρτηση του n). 

 

 

� Πως µπορούµε να βρούµε ένα πάνω όριο στη 
χρονική πολυπλοκότητα ενός αλγορίθµου; 

 

 

 

� Πως µπορούµε να βρούµε ένα κάτω όριο στην 
χρονική πολυπλοκότητα ενός αλγορίθµου; 
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Τάξη Χρονικής Πολυπλοκότητας 
 

Η χρονική πολυπλοκότητα της InsertionSorn είναι 
an2+bn+c, όπου a = c4/2 + c5/2 + c6/2, b =  
c1+c2+c3+c4/2-c5/2-c6/2+c7 και c = c2+c3+c4+c7. 

 

Τα κόστη ci δεν µας δίνουν χρήσιµη πληροφορία. 

 

Πολλές φορές, κατά τη µελέτη της χρονικής 
πολυπλοκότητας, είναι χρήσιµο να θεωρούµε 
ακόµη πιο απλουστευτικές αφαιρέσεις από την 
an2+bn+c. 

 

Μας ενδιαφέρει µόνο ο ρυθµός µεταβολής της 
συνάρτησης της χρονικής πολυπλοκότητας: 

• Από το άθροισµα an2+bn+c µας ενδιαφέρει 
µόνο ο κυρίαρχος όρος an2, αφού οι άλλοι δύο 
όροι είναι µη-σηµαντικοί για µεγάλες τιµές του 
n. 

 

• Αγνοούµε επίσης το συντελεστή a, αφού οι 
σταθεροί παράγοντες είναι λιγότεροι 
σηµαντικοί για µεγάλες τιµές του n. 

 
Η χρονική πολυπλοκότητα της InsertionSort 

είναι τετραγωνικής τάξης. 
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Τάξη Χρονικής Πολυπλοκότητας 
 

Μερικές φορές µπορούµε να υπολογίσουµε την 
ακριβή πολυπλοκότητα ενός αλγορίθµου.  

 

Όταν το n (είσοδος) είναι µεγάλο, οι σταθερές και 
οι χαµηλότερης τάξης όροι δεν είναι σηµαντικοί 
(κυριαρχεί έναντι αυτών ο υψηλότερης τάξης όρος).  

 

Η µελέτη της πολυπλοκότητας για πολύ µεγάλα n 
(όριο συνάρτησης πολυπλοκότητας όταν το n τείνει 
στο άπειρο), ονοµάζεται ασυµπτωτική µελέτη. 

 

Συνήθως, ένας αλγόριθµος που είναι ασυµπτωτικά 
ο πιο αποτελεσµατικός, είναι η καλύτερη επιλογή 
για όλες εκτός από πολύ µικρές εισόδους. 
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Ανάλυση Αλγορίθµων 
 

 

Συµβολισµός Ο 

Έστω f(n) και g(n) δύο συναρτήσεις. Η f(n) είναι 
Ο(g(n)), f(n) = O(g(n)), αν υπάρχουν σταθερές c ∈ 
R+ (c πραγµατικός, c > 0) και ακέραιος n0 ≥ 0, έτσι 
ώστε για κάθε n ≥ n0 να ισχύει: 

0 ≤ f(n) ≤ cg(n) 

 

Παράδειγµα 

Έστω f(n) = an2 +bn, όπου a,b θετικές σταθερές.  

? f(n) = O(n2). 

Ψάχνουµε για c & n0 τ.ω.  

an2 + bn ≤ cn2, για κάθε n ≥ n0 

0 ≤ (c-a)n2 – bn ⇒ 

0 ≤ n [(c-a)n –b] ⇒ 

(c-a)n - b ≥ 0 

Αν επιλέξουµε c = a+1 και οποιοδήποτε n0 ≥ b, η 
ανισότητα (c-a)n - b ≥ 0 ισχύει. 
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Συµβολισµός Ω 
Έστω f(n) και g(n) δύο συναρτήσεις. Η f(n) είναι 
Ω(g(n)), f(n) = Ω(g(n)), αν υπάρχουν σταθερές c ∈ 
R+ (c πραγµατικός, c > 0) και ακέραιος n0 ≥ 0, έτσι 
ώστε για κάθε  
n ≥ n0 να ισχύει: 

0 ≤ cg(n) ≤ f(n) 

 

Παράδειγµα 

 

Θα αποδείξω ότι f(n) = Ω(n). 

 

an2 + bn ≥ cn ⇒ 

an2 + (b-c)n ≥ 0⇒ 

an + b-c ≥ 0. 

 

Aν επιλέξουµε c = b ισχύει ότι an ≥ 0, για κάθε n ≥ 
0, άρα για c = b & n0 = 0, ο ισχυρισµός 
αποδεικνύεται. 
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Συµβολισµός Θ 
 

Έστω f(n) και g(n) δύο συναρτήσεις. Η f(n) είναι  
Θ(g(n)), f(n) = Θ(g(n)), αν f(n) = O(g(N)) και f(n) = 
Ω(g(n)). 

 

 

Παράδειγµα 

Αποδεικνύουµε πως f(n) = Ω(n2), οπότε f(n) = 
Θ(n2). 

 

Ψάχνουµε για c > 0 & n0 ≥ 0, τ.ω.  

an2 + bn ≥ cn2, για κάθε n ≥ n0 

 

0 ≥ (c-a)n2 – bn ⇒ 

0 ≥ n [(c-a)n –b] ⇒ 

(c-a)n -b ≤ 0. 

 

Aν επιλέξουµε c = a/2 > 0 ισχύει ότι (c-a)n-b =  
-an/2-b ≤ 0, για κάθε n ≥ 0, άρα για c = a/2 &  
n0 = 0, ο ισχυρισµός αποδεικνύεται. 
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Τάξη Πολυπλοκότητας – Συµβολισµοί Ο, Ω, Θ Σχηµατικά 
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 Συνήθεις Κατηγορίες  
Χρονικής Πολυπλοκότητας 

 

Ο(1): σταθερή πολυπλοκότητα 

 

Ο(logn): λογαριθµική πολυπλοκότητα 

 

O(n): γραµµική πολυπλοκότητα 

 

O(n logn): πολυπλοκότητα Ο(n log n) (συνήθης 
πολυπλοκότητα βέλτιστων αλγόριθµων 
ταξινόµησης) 

 

O(n2): τετραγωνική πολυπλοκότητα 

 

O(n3): κυβική πολυπλοκότητα 

 

Ο(nk), για κάποιο προκαθορισµένο ακέραιο k:  
πολυωνυµική πολυπλοκότητα 

 

O(2n): εκθετική πολυπλοκότητα 
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Ιδιότητες Ο, Ω, Θ 
 

Ανακλαστική Ιδιότητα 

f(n) = Ο(f(n)) 

f(n) = Ω(f(n)) 

f(n) = Θ(f(n)) 

 

 

Μεταβατική Ιδιότητα 

f(n) = Ο(g(n)) & g(n) = Ο(h(n)) ⇒ f(n) = Ο(h(n)) 

f(n) = Ω(g(n)) & g(n) = Ω(h(n)) ⇒ f(n) = Ω(h(n)) 

f(n) = Θ(g(n)) & g(n) = Θ(h(n)) ⇒ f(n) = Θ(h(n)) 

 

 

Συµµετρική Ιδιότητα 

f(n) = Θ(g(n)) αν και µόνο αν g(n) = Θ(f(n)) 

 

 

Αντίστροφη Συµµετρική Ιδιότητα 

f(n) = O(g(n)) αν και µόνο αν g(n) = Ω(f(n)) 

 

Καλή άσκηση για το σπίτι 

Αποδείξτε τις παραπάνω ιδιότητες. 

 



Η/Υ 4-32, ∆οµές ∆εδοµένων  3ο Εξάµηνο 

Φατούρου Παναγιώτα  12 

Απλές Αναδροµικές Σχέσεις 
 

Έστω ότι η f(n) αναπαριστά το άθροισµα των n 
µικρότερων ακεραίων. Τότε, η f(n) µπορεί να 
οριστεί αναδροµικά ως εξής: 

f(n) = 1, αν n = 1 και f(n) = f(n-1) + n, αν n > 1. 

O υπολογισµός µιας µη-αναδροµικής φόρµας για 
την f(n) είναι απλός: 

f(n) = f(n-1) + n  

       = f(n-2) + (n-1) + n 

       = .... 

       = f(1) + 2 + ... + (n-1) + n 

       = 1 + 2 + ... + (n-1) + n 

       = (n+1) n / 2 
 

Παράδειγµα 2 

Έστω ότι  f(0) = 1 και f(n) = 2f(n-1). 
 

Ο υπολογισµός µιας µη-αναδροµικής φόρµας για 
την f(n) είναι και πάλι απλός: 

f(n) = 2 f(n-1)  

       = 22 f(n-2)  

       = ...  

       = 2n f(0)  

       = 2n. 
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Αναδροµές τύπου «∆ιαίρει και Βασίλευε» 
 

∆υαδική Αναζήτηση 

int  BinarySearch(table T[a...b], key K) 

/* επιστρέφει τη θέση του Κ µέσα στον ταξινοµηµένο 
πίνακα T, αν το Κ υπάρχει, και -1 διαφορετικά */ 

   int middle, tmp; 

   if (a > b) return -1;  
   middle = κάτω ακέραιο µέρος του (a+b)/2; 
   if (K == T[middle]) return middle; 
   else if (K < T[middle]) { 
          tmp = BinarySearch(T[a...middle-1], K); 
          return tmp; 
   } 
   else { 
            tmp = BinarySearch(T[middle+1...b],K); 
            return tmp; 
   } 
} 
 

• Κάθε µια από τις αναδροµικές κλήσεις εξετάζει 
περίπου το µισό πίνακα. 

 

• Έστω ότι n είναι το µέγεθος του πίνακα  
(n=b-a+1). Ας υποθέσουµε για λόγους 
απλότητας ότι n = 2k -1. 
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Αναδροµές τύπου «∆ιαίρει και Βασίλευε» 
 

Τότε:  

2k -1 = b-a +1 ⇒ b = 2k - 2 + a 
 

Οπότε,  κατά την 1η κλήση της BinarySearch(): 

middle = [(a+b)/2] = [(a+2k -2+a)/2] = a+2k-1 -1 

 

H 1η αναδροµική κλήση αναφέρεται σε πίνακα 
µήκους: 

middle -1-a+1 = middle –a  

                        = a + 2k-1 -1-a  

                        = 2k-1 -1. 
 

H 2η αναδροµική κλήση αναφέρεται σε πίνακα 
µήκους: 

b – (middle +1) +1 = b – middle  

                                = 2k -2 +a –a -2k-1 +1  

                                = 2k-1 -1. 

 

� Ποιο είναι το χειρότερο σενάριο που µπορεί να 
συµβεί κατά την εκτέλεση; 

 

Ο πίνακας δεν περιέχει το κλειδί και οι 
αναδροµικές κλήσεις συνεχίζονται µέχρι να γίνει 
κλήση σε άδειο πίνακα. 
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Αναδροµές τύπου «∆ιαίρει και Βασίλευε» 
 

Αν T(n) : µέγιστος δυνατός χρόνος εκτέλεσης σε 
πίνακα µε n στοιχεία, και c,d: σταθερές 

 

Τότε: 
 

T(2k-1) = c, αν k = 0 

και 

Τ(2k-1) = d + T(2k-1-1), αν k >0. 
 

Έχουµε: 

 

Τ(2k-1) = d + T(2k-1-1) 

             = 2d + T(2k-2-1) 

             = ... 

             = kd + T(0)  

             = kd + c. 

 

Αφού n = 2k-1, είναι k = log(n+1) και  

 

T(n) = d log(n+1) + c. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ 2 
ΠΙΝΑΚΕΣ 
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Πίνακες 

 
∆οµή δεδοµένων που αποθηκεύει µια ακολουθία 
από διαδοχικά αριθµηµένα αντικείµενα. 

 

Πιο φορµαλιστικά: 

� l,u: ακέραιοι 

 

� Το διάστηµα l…u είναι το σύνολο των ακεραίων 
j τ.ω. l ≤ j ≤ u. 

 

� Ένας πίνακας είναι µια συνάρτηση µε πεδίο 
ορισµού ένα διάστηµα, που λέγεται σύνολο 
δεικτών, και πεδίο τιµών ένα σύνολο από 
αντικείµενα (τα στοιχεία του πίνακα). 

 

� Χ: πίνακας 

� j: δείκτης στο σύνολο δεικτών του Χ 

� X[j]: το j-οστό στοιχείο του Χ 
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Λειτουργίες σε πίνακες 
 

o Access(X,j): επιστρέφει Χ[j] 

o Length(X): Επιστρέφει u, τον αριθµό των 
στοιχείων του Χ 

o Assign(X,j,a): εκτελεί τη λειτουργία Χ[j] = a 

o Initialize(X,a): Αρχικοποιεί σε a κάθε στοιχείο 
του Χ 

o Iterate(X,f): Εφαρµόζει την συνάρτηση f σε κάθε 
ένα στοιχείo του Χ, ξεκινώντας από το 
µικρότερο και καταλήγοντας στο µεγαλύτερο. 

 

Πολυδιάστατοι Πίνακες 
 

o Ένας διδιάστατος πίνακας ορίζεται ως ο 
µονοδιάστατος πίνακας του οποίου τα στοιχεία 
είναι µονοδιάστατοι πίνακες. 

o Ένας d-διάστατος πίνακας ορίζεται ως ο 
µονοδιάστατος πίνακας του οποίου τα στοιχεία 
είναι (d-1)-διάστατοι πίνακες. 

o Αν <j1, … , jd> είναι ένα διάνυσµα d ακεραίων 
που ανήκει στο σύνολο δεικτών ενός d-
διάστατου πίνακα Χ, τότε Χ[j 1,…,jd] είναι η τιµή 
του πίνακα για το συγκεκριµένο δείκτη. 
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Υλοποίηση Πινάκων σε ∆ιαδοχικές Θέσεις 
Μνήµης 

 

o Στη C  το όνοµα, π.χ. Χ, ενός πίνακα είναι και 
δείκτης στο 1ο στοιχείο του.  

o Αν L είναι το µέγεθος κάθε στοιχείου του 
πίνακα, τότε το j-οστό στοιχείο του πίνακα 
βρίσκεται στη διεύθυνση X + L*(j-1). 

o Κάποιες φορές το µήκος του πίνακα δεν είναι 
γνωστό και αντί αυτού χρησιµοποιείται ένα 
στοιχείο φρουρός το οποίο σηµατοδοτεί το 
τέλος του πίνακα (αυτό π.χ. γίνεται στη C µε 
τα strings). 

 

∆ιδιάστατοι Πίνακες 

Στη C οι πίνακες αποθηκεύονται κατά γραµµές: 

Χ[0,0], Χ[0,1], ... , Χ[0, m], Χ[1,0], ... , Χ[1,m], ... , 
Χ[n,0], ... , Χ[n,m]. 

 0 1 ... m 

0 [0,0] [0,1] … [0,m] 

1 [1,0] [1,1] … [1,m] 

... … … … … 

n [n,0] [n,1] … [n,m] 
 

Άρα το στοιχείο Χ[k,j] βρίσκεται στη θέση µνήµης 
Χ + L*(m*k + j). Γιατί? 
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Ειδικές Μορφές Πινάκων 
 

Συµµετρικοί Πίνακες 

Συµµετρικός λέγεται ο τετραγωνικός πίνακας µε 
στοιχεία  Χ[k,j] = X[j,k], για κάθε 0 ≤ j,k ≤ n. 

 

 0 1 2 

0 5 34 31 

1 34 6 87 

2 31 87 45 

 

Υπάρχουν 1 + 2 + ... + n διαφορετικά στοιχεία και 
άρα απαιτούνται (1+n)*n/ 2 θέσεις µνήµης για την  
αποθήκευση του πίνακα. 

 

Τριγωνικοί Πίνακες 

Για τα στοιχεία ενός πάνω (κάτω) τριγωνικού 
πίνακα ισχύει Χ[k,j] = 0, αν k < j (αντίστοιχα 
k > j), όπου 1 ≤ k,j ≤ n. 

1 0 0 0 

21 43 0 0 

34 7 18 0 

5 86 23 43 
 

Πως µπορούµε να υλοποιήσουµε τριδιαγώνιους 
πίνακες χωρίς µεγάλη σπατάλη µνήµης? 
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Αραιοί Πίνακες 
 

Ένας πίνακας λέγεται αραιός, όταν ένα µεγάλο 
ποσοστό των στοιχείων του έχουν την τιµή 0. 

 

Παράδειγµα 

0 7 0 0 0 

1 2 0 0 -3 

0 0 4 0 0 

12 0 0 0 0 

 

Τρόπος Αποθήκευσης 

Αποθήκευση του αντίστοιχου δυαδικού πίνακα: 

0 1 0 0 0 

1 1 0 0 1 

0 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 

 

ακολουθούµενο από ένα µονοδιάστατο πίνακα µε 
τιµές: 

(7 1  2  -3  4  12) 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ 3 
ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΛΙΣΤΕΣ 
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Γραµµικές Λίστες 
Ορισµός 

Γραµµική λίστα (linear list) είναι ένα σύνολο από 
n ≥ 0 κόµβους L0, L1, ..., Ln-1, όπου το στοιχείο L0 
είναι το πρώτο στοιχείο (ή ο πρώτος κόµβος), ενώ 
το στοιχείο Lk προηγείται του στοιχείου Lk+1 και 
έπεται του στοιχείου Lk-1, 0 < k < n-1. 
 

� L0: κεφαλή (head) 

� Ln-1: ουρά (tail) 

� |L|: µήκος λίστας (|L| = n) 

� < >: κενή λίστα 
 

 

Λειτουργίες που συνήθως υποστηρίζονται από 
λίστες: 

� Access(L,j): Επιστρέφει Lj ή ένα µήνυµα λάθους 
αν j είναι < 0 ή > |L|-1. 

� Length(L): Επιστρέφει |L|. 

� Concat(L1,L2): επιστρέφει µια λίστα: το 
αποτέλεσµα της συνένωσης των 2 λιστών  σε 1. 

� MakeEmptyList(): επιστρέφει < >.  

� IsEmptyList(L): επιστρέφει true αν L = < >, false 
διαφορετικά. 
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Είδη Γραµµικών Λιστών 
 
Σειριακή Λίστα: καταλαµβάνει συνεχόµενες θέσεις 
κύριας µνήµης 

 

Συνδεδεµένη Λίστα: οι κόµβοι βρίσκονται σε 
αποµακρυσµένες θέσεις συνδεδεµένες όµως 
µεταξύ τους µε δείκτες. 

 

Στατικές Λίστες: o µέγιστος αριθµός στοιχείων 
είναι εξ αρχής γνωστός (υλοποίηση µε σειριακές 
λίστες). 

 

∆υναµικές Λίστες: ο µέγιστος αριθµός στοιχείων 
δεν είναι γνωστός. Επιτρέπεται η επέκταση ή η 
συρρίκνωση της λίστας κατά την εκτέλεση του 
προγράµµατος (υλοποίηση µε συνδεδεµένες 
λίστες). 

 

 

� Στοίβα 

 

� Ουρά 
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Αφηρηµένος τύπος δεδοµένων Στοίβα 
(Stack) 

Λίστα που µπορεί να τροποποιείται µόνο µε την 
εισαγωγή και διαγραφή στοιχείων στο ένα της 
άκρο. 

 

Λειτουργίες  

Top(S): επιστρέφει το κορυφαίο στοιχείο της S 
(αντίστοιχο Access(S, |S|-1)). 

 

Pop(S): (λειτουργία απώθησης) διαγραφή και 
επιστροφή του κορυφαίου στοιχείου της S 

 

Push(x,S): (λειτουργία ώθησης) εισαγωγή του 
στοιχείου x στην κορυφή της στοίβας 

 

MakeEmptyStack(): επιστρέφει την < >. 

 

IsEmptyStack(S): επιστρέφει true αν η |S| = 0, 
διαφορετικά false. 

 

Η µέθοδος επεξεργασίας των δεδοµένων στοίβας 
λέγεται «Τελευταίο Μέσα – Πρώτο Έξω» (Last 
In – First Out, LIFO).  
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Αφηρηµένος τύπος δεδοµένων Ουρά 
(Queue) 

Λίστα που µπορεί να τροποποιείται µόνο µε την 
εισαγωγή στοιχείων στο ένα άκρο της και τη 
διαγραφή στοιχείων στο άλλο. 

 

Λειτουργίες 

Enqueue(x,Q): Εισαγωγή x στο τέλος της Q 
(αντίστοιχο Concat(Q, <x>)). 

 

Dequeue(Q): ∆ιαγραφή & επιστροφή του πρώτου 
στοιχείου της Q (Q = < Q0, …, Q|Q|-1> και το Q0 
επιστρέφεται). 

 

Front(Q): επιστρέφει Q0. 

 

MakeEmptyQueue(): επιστρέφει < >. 

 

IsEmptyQueue(Q): επιστρέφει true αν |Q| = 0, false 
διαφορετικά. 

 

Η µέθοδος επεξεργασίας των δεδοµένων ουράς 
λέγεται «Πρώτο Μέσα – Πρώτο Έξω» ( First In 
– First Out, FIFO). 
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Σειριακές Γραµµικές Λίστες 
Στατικές Στοίβες 

Μια στατική στοίβα υλοποιείται µε τη χρήση ενός 
µονοδιάστατου πίνακα. 

� S = <S0, … , Sn-1> η στοίβα & A[0 … N-1] ο 
πίνακας, n ≤ N 

� Α[j] = Sj 

� Η στοίβα καταλαµβάνει το κοµµάτι A[0 … n-1]. 

� A[n-1]: κορυφαίο στοιχείο της στοίβας 

� A[0]: βαθύτερο στοιχείο της στοίβας 
 

Η στοίβα υλοποιείται ως µια δοµή  (struct στη C) 
µε πεδία τον πίνακα Infos και τον ακέραιο Length 
(µέγεθος στοίβας). 
 

S: δείκτης σε στοίβα 

info: τύπος στοιχείων του πίνακα (Infos(S)). 
 

S->Length == 0: άδεια στοίβα 

S->Length == N: γεµάτη στοίβα 
 

Πιο απλά (σε C), η στοίβα µπορεί να υλοποιηθεί 
από έναν ακέραιο length και από έναν πίνακα Infos 
(και όχι ως δοµή που περιέχει αυτά τα 2 πεδία). 

int Length;                      info Infos[0..N-1]; 

Στην απλούστερη έκδοση οι 2 αυτές µεταβλητές 
είναι global. Ωστόσο, ∆ΕΝ ΣΥΝΙΣΤΑΤΑΙ! 
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Υλοποίηση Λειτουργιών Στοίβας: Απλά 
 

void MakeEmptyStack(void) 

Length = 0; 
for (i=0; i < N; i++) Infos[i] = ∅;  /* initialize */ 
 

boolean IsEmptyStack(void) 

/* return (Length == 0) */ 

if (Length == 0) return 1; 

else return 0; 

 
info Top(void) 

if (IsEmptyStack()) then error; 
else (return(Infos[Length – 1])); 
 

Χρονική Πολυπλοκότητα 

MakeEmptyStack(): Θ(N) 

IsEmptyStack(): Θ(1) 

Top(): Θ(1) 

 

Συνολικός Απαιτούµενος Χώρος Μνήµης 

Ανεξάρτητα από τον αριθµό στοιχείων: Ν 
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Υλοποίηση Λειτουργιών Στοίβας: Απλά 
 

 
 

info Pop(void) 

if (Length == 0) return error 
else  

x = Top(); 
Length = Length –1; 
return x; 

 
void Push(info x) 

if (Length == N) then error 
else  

Length = Length + 1; 
Infos[Length-1] = x; 

 

 

Χρονική Πολυπλοκότητα 

Pop(): Θ(1) 

Push(): Θ(1) 
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Υλοποίηση Λειτουργιών Στοίβας 
Πιο δύσκολα 

pointer MakeEmptyStack(void) 

pointer S;    /* temporary pointer */ 
S = newcell(Stack);  /* malloc() */ 

S->Length = 0; 
return S; 
 

boolean IsEmptyStack(pointer S) 

/* return (S->Length == 0) */ 

if (S->Length == 0) return 1; 

else return 0; 

 
info Top(pointer S) 

if (IsEmptyStack(S)) then error; 
else (return(S->Infos[S->Length – 1])); 
 

Χρονική Πολυπλοκότητα 

MakeEmptyStack(): Θ(1) 

IsEmptyStack(): Θ(1) 

Top(): Θ(1) 

 

Συνολικός Απαιτούµενος Χώρος Μνήµης 

Ανεξάρτητα από τον αριθµό στοιχείων: Ν 
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Υλοποίηση Λειτουργιών Στοίβας 
 

 
 

info Pop(pointer S) 

if (S->Length == 0) return error 
else  

x = Top(S); 
S->Length = S->Length –1; 
return x; 

 
void Push(info x, pointer S) 

if (S->Length == N) then error 
else  

S->Length = S->Length + 1; 
S->Infos[S->Length-1] = x; 

 

 

Χρονική Πολυπλοκότητα 

Pop(): Θ(1) 

Push(): Θ(1) 
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Πολλαπλή Στοίβα 
Περισσότερες από µια στοίβες που υλοποιούνται 
σε συνεχόµενες θέσεις µνήµης. 

 

Παράδειγµα 1: ∆ύο Στοίβες 

Έστω Stack[0…n-1] ο πίνακας που 
χρησιµοποιείται για την αποθήκευση  των λιστών. 

Η 1η στοίβα ξεκινάει από τη θέση Stack[0] και 
αναπτύσσεται προς τα δεξιά, ενώ η 2η ξεκινάει από 
τη θέση Stack[n-1] και αναπτύσσεται προς τα 
αριστερά. 

 

 
 

Παράδειγµα 2: n Στοίβες 

Η πολλαπλή στοίβα χωρίζεται σε n ίσα τµήµατα. 

 

 
 

Τι γίνεται σε περίπτωση υπερχείλισης? 
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Καλύτερες Υλοποιήσεις  
n-Πολλαπλής Στοίβας 

 

 

∆ικατευθυνόµενη Πολλαπλή Στοίβα 
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Εφαρµογές Σειριακών Γραµµικών Στοιβών 
 

Αναδροµή 

 

Υπολογισµός του n! 

 

Αναδροµική Λύση 

 

integer factorial(integer n) 

if (n == 0) then return 1; 

else return (n * factorial(n-1)); 

 

 

Μη Αναδροµική Λύση 

 

integer factorial(integer n) 

integer j, product; 

 

j = n; 

product = 1; 

while (j > 0) 

product = j * product; 

j = j-1; 

return product; 
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Στατική Ουρά 
 

Q: ουρά, δοµή µε τρία πεδία: 

� A=Q->Infos: πίνακας µε στοιχεία 

� F=Q->Front: θέση πρώτου στοιχείου 

� n=Q->Length: συνολικός αριθµός στοιχείων. 
 

 
 

Κυκλική Στατική Ουρά 
 

 
 

� x0, …, xn-1: στοιχεία ουράς 

� A[F], A[(F+1) mod N], A[(F+2) mod N] , … , 
A[(F+n-1) mod N]: θέσεις στις οποίες είναι 
αποθηκευµένα τα x0, …, xn-1. 
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Υλοποίηση Λειτουργιών Κυκλικής Ουράς 
 

 

pointer MakeEmptyQueue(void) 

pointer Q;  /* temporary pointer */ 
Q = NewCell(Queue);  /* malloc() */ 
Q->Front = 0; 
Q->Length = 0; 
return Q; 

 

 

boolean IsEmptyQueue(pointer Q) 

return (Q->Length == 0); 
 

 

info Front(pointer Q) 

If IsEmptyQueue(Q) then error; 

else return (Q->Infos[Q->Front]); 

 

 

Πολυπλοκότητα 

Ίδια µε την υλοποίηση στοίβας 

Χρόνος εκτέλεσης κάθε λειτουργίας: Θ(1) 

Χρησιµοποιούµενος χώρος µνήµης: Ν 
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Υλοποίηση Λειτουργιών Κυκλικής Ουράς 
 

 
 

info Dequeue(pointer L) 

if IsEmptyQueue(Q) then error; 
else 

x = Q->Infos[Q->Front];  
Q->Front = (Q->Front+1) mod N; 
Q->Length = Q->Length –1; 
return x; 

 

procedure Enqueue(info x, pointer Q) 
if (Q->Length == N) then error; 
else 

Q->Length = Q->Length+1 
Q->Infos[(Q->Front + Q->Length –1) mod N] = x 

(Q->Front + Q->Length –1) mod N 
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Συνδεδεµένες Γραµµικές Λίστες 
Στοίβα ως Συνδεδεµένη Λίστα 

 

 
 

S: δείκτης σε δοµή (που ονοµάζεται Node) µε 
πεδία : 

� next: δείκτης στο εποµένο στοιχείο της στοίβας 

� data: πληροφορία αποθηκευµένη στο στοιχείο 

 

Υλοποίηση Λειτουργιών 

pointer MakeEmptyStack() 

return NULL; 
 

boolean IsEmptyStack(pointer S) 

return (S == NULL); 
 

info Top(pointer S) 

if IsEmptyStack(S) then error; 

else return S->data; 

 

Χρόνος εκτέλεσης κάθε λειτουργίας: Θ(1)
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Υλοποίηση Λειτουργιών  
Συνδεδεµένης Στοίβας 

 

 
 

void Push(info x, pointer S) 

pointer P;  /* temporary pointer */ 

P = NewCell(Node);  /* malloc() */ 

P->data = x; 

P->next = S; 

S = P; 

 

Απαιτούµενος χρόνος: Θ(1) 

P->next 
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Υλοποίηση Λειτουργιών  
Συνδεδεµένης Στοίβας 

 

 
 
info Pop(pointer S) 

if (IsEmptyStack(S)) then error; 

else 

x = Top(S); 

S = S->Next; 

return x; 

 

Απαιτούµενος Χρόνος: Θ(1) 

Extra µνήµη (για δείκτες): n (όπου n: # στοιχείων)

S->next 

S=S->Next 
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Ουρά ως Συνδεδεµένη Λίστα: Απλά 
 

 
 

Ουρά: 2 δείκτες (Front και Back) που δείχνουν σε 
δοµή (µε όνοµα Node) 2 πεδίων: 

� next: δείκτης στο εποµένο στοιχείο της στοίβας 

� data: πληροφορία αποθηκευµένη στο στοιχείο 

Στην απλούστερη περίπτωση οι Front, Back είναι 
global (∆ΕΝ ΣΥΝΙΣΤΑΤΑΙ!). 
 

Υλοποίηση Λειτουργιών Ουράς 

void MakeEmptyQueue(void) 

Front = Back = NULL; 
 

boolean IsEmptyQueue(void) 

return (Front == NULL); 
 

info Front(void) 

if (IsEmptyQueue()) then error; 

else return (Front->data); 
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Υλοποίηση Λειτουργιών Ουράς: Απλά 
 

 
 

void Enqueue(info x) 
pointer P;  /* temporary pointer */ 
P = NewCell(Node); 
P->data = x; 
P->next = NULL; 
if (IsEmptyQueue()) then Front = P; 
else Back->next = P; 
Back = P; 

 

 

Back->next 
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Υλοποίηση Λειτουργιών Ουράς: Απλά 
 

 
 

info Dequeue(void) 

if (IsEmptyQueue()) then error; 
else 

x = Front->data; 
Front = Front->next; 
if  (Front == NULL) then  

Back = NULL; 
return x; 

 

 

Front->next 
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Ουρά ως Συνδεδεµένη Λίστα: Πιο δύσκολα 
 

 
 

Ουρά Q: δοµή (που ονοµάζεται Queue) 2 δεικτών 
(Q->Front και Q->Back) που κάθε ένας δείχνει σε 
δοµή (που ονοµάζεται Node) 2 πεδίων: 

� next: δείκτης στο επόµενο στοιχείο της στοίβας 

� data: πληροφορία αποθηκευµένη στο στοιχείο 
 

Υλοποίηση Λειτουργιών Ουράς 

pointer MakeEmptyQueue(void) 

pointer Q;  /* temporary pointer */ 
Q = NewCell(Queue);  /* malloc() */ 
Q->Front = Q->Back = NULL; 
return Q; 

 

boolean IsEmptyQueue(pointer Q) 

return (Q->Front == NULL); 
 

info Front(pointer Q) 
if (IsEmptyQueue(Q)) then error; 

else return (Q->Front->data); 

Q  
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Υλοποίηση Λειτουργιών Ουράς 
Πιο δύσκολα 

 
 

void Enqueue(info x, pointer Q) 
pointer P;  /* temporary pointer */ 
P = NewCell(Node); 
P->data = x; 
P->next = NULL; 
if (IsEmptyQueue(Q)) then Q->Front = P; 
else Q->Back->next = P; 
Q->Back = P; 

Q 

Q->Back->Next 

Q  

Q  
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Υλοποίηση Λειτουργιών Ουράς 
Πιο ∆ύσκολα 

 

 
 

info Dequeue(pointer Q) 

if (IsEmptyQueue(Q)) then error; 
else 

x = Q->Front->data; 
Q->Front = Q->Front->next; 
if  (Q->Front == NULL) then  

Q->Back = NULL; 
return x; 

 

Πολυπλοκότητα: Ίδια µε εκείνη για στοίβες. 

Q->Front-

Q 

Q  

Q  
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Παράδειγµα Εφαρµογής  
Συνδεδεµένων Λιστών 

 
Παράσταση πολυωνύµων 
 
anx

n + an-1x
n-1 + … + a1x + a0 

 
Χρήση λίστας για την αποθήκευση των 
συντελεστών. 
 
 
Κόµβος Φρουρός 
 
Αναζήτηση κόµβου µε συγκεκριµένη τιµή. Αν ο 
κόµβος δεν υπάρχει στη λίστα εισάγεται. 
 
Εισάγεται ένας κόµβος (τελευταίος πάντα στη 
λίστα) που λέγεται κόµβος φρουρός. 
Ένας δείκτης δείχνει µόνιµα σε αυτόν τον κόµβο. 
 
Η προς αναζήτηση τιµή αρχικά αποθηκεύεται στον 
κόµβο αυτό. 
 
Εκτελείται διάσχιση της λίστας και αναζήτηση της 
τιµής. Αν βρεθεί στον κόµβο φρουρό γίνεται η 
εισαγωγή. ∆ιαφορετικά όχι. 
 
Σε τι µας βοηθάει ο κόµβος φρουρός? 
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2ο Παράδειγµα Εφαρµογής 
Συνδεδεµένων Λιστών 

 
Αραιοί Πίνακες 

 

o Αποθήκευση των µη-µηδενικών στοιχείων σε 
µια λίστα. 

 

o Κάθε στοιχείο της λίστας αντιστοιχεί σε ένα 
µη-µηδενικό στοιχείο του πίνακα. 

 

o Προσπέλαση ενός στοιχείου απαιτεί χρόνο 
ανάλογο του αριθµού των µη-µηδενικών 
στοιχείων στον πίνακα. 

 

o Εισαγωγές στοιχείων είναι ωστόσο δυνατές 
(δηλαδή ενός µηδενικού στοιχείου του πίνακα 
σε µη-µηδενικό στοιχείο είναι δυνατές). 
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Εισαγωγή Στοιχείου σε  
Ταξινοµηµένη Λίστα 

 
 

 
 
 
Ο κάθε κόµβος της λίστας περιέχει π.χ. έναν 
ακέραιο και ένα δείκτη στον επόµενο κόµβο: 
num:  αποθηκευµένος ακέραιος στον κόµβο 
next: δείκτης στον επόµενο κόµβο της λίστας 
 
L: δείκτης στο πρώτο στοιχείο της λίστας 
 
 
Πρόβληµα προς επίλυση 
Εισαγωγή νέου στοιχείου στη λίστα, έτσι ώστε η 
λίστα να εξακολουθήσει να είναι ταξινοµηµένη. 
 
Κ: προς εισαγωγή ακέραιος 
 
Πρόβληµα µε την εισαγωγή στοιχείου σε 
ταξινοµηµένη λίστα:  
 
Είναι δυνατή η εισαγωγή ενός στοιχείου µόνο ως 
επόµενου κόµβου κάποιου δεδοµένου κόµβου και 
όχι ως προηγούµενου. 
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Εισαγωγή Στοιχείου σε  
Ταξινοµηµένη Λίστα 

Λύση 
Χρήση ενός βοηθητικού δείκτη P (που δείχνει 
πάντα στο προηγούµενο από το τρέχον στοιχείο). 
 

 
 
void LLInsert(integer K, pointer L) 

pointer C, ptr;  /* temporary pointers */ 
 
C = L; 
P = NULL; 
while (C != NULL) and (C->Num > K) do 

P = C; 
C = C->next; 

if (C != NULL) and (C->Num == K) then  
return; 

ptr = NewCell(Node);  /* malloc */ 
ptr->num = K; 
if (P == NULL) then L = ptr; 
else  P->next = ptr; 
ptr->next = C; 

ptr 
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∆ιάσχιση Λίστας 
 
Εκτέλεση επίσκεψης σε ένα ή σε κάποια 
προκαθορισµένα στοιχεία µιας λίστας µε 
κάποια προκαθορισµένη σειρά. 
 
 
Θεωρούµε λίστα που περιέχει strings (λέξεις) 
& είναι λεξικογραφικά ταξινοµηµένη. 
 
Πρόβληµα 
∆εδοµένης λέξης w, βρείτε την τελευταία λέξη 
στη λίστα που προηγείται αλφαβητικά της w 
και τελειώνει µε το ίδιο γράµµα όπως η w. 
 
 
Παράδειγµα 
 
w = crabapple 
 
L = <canary, cat, chickadee, coelacanth, collie, 
corn, cup>. 
 

 
H απάντηση θα πρέπει να είναι collie. 
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Πιθανοί Αλγόριθµοι 
 
Αλγόριθµος 1 
 
1) ∆ιασχίζουµε τη λίστα προς τα εµπρός ως 

να βρούµε την πρώτη αλφαβητικά 
«µεγαλύτερη» λέξη από την crabapple, 
κρατώντας δείκτες προς τα πίσω (στο 
παράδειγµα την cup).  

 
2) Ακολουθούµε τους δείκτες προς τα πίσω 

(που προσθέσαµε κατά τη διάσχιση προς 
τα εµπρός) µέχρι να βρούµε την πρώτη 
λέξη που τελειώνει σε e. 
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Αλγόριθµος 2 
 
∆ιασχίζουµε τη λίστα προς τα εµπρός κρατώντας 
έναν δεύτερο (βοηθητικό) δείκτη στο τελευταίο 
στοιχείο που είδαµε να έχει τη ζητούµενη ιδιότητα. 
 
 

 
 
Ψευδοκώδικας 
 
function FindLast(pointer L, string w): string 
/*find the last word in L ending with the same letter as w*/ 
/* return NULL if there is no such word */ 
 

P = NULL; 
C = L; 
while (C != NULL) and (C->string < w) do 

if (C->string ends with the  
same letter as w) then P = C; 

C = C->Next; 
If (P == NULL) then return NULL; 
else return P->string; 
 
 
Πως θα συγκρίνατε την πολυπλοκότητα των δύο 
αλγορίθµων? 
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∆ιασχίσεις Zig-Zag 
 
Παράδειγµα 
 
Έστω ότι κάθε κόµβος έχει τα εξής πεδία: 
� String: λέξη 
� Num: ακέραιος 
� Next: δείκτης στον επόµενο κόµβο 
 
∆εδοµένης λέξης w της λίστας η οποία σχετίζεται 
µε τον αριθµό n, βρείτε τη λέξη που προηγείται της 
w κατά n θέσεις στη λίστα. 
 
 

 
 
 
 
Αλγόριθµος 
Αναζήτηση της w στη λίστα µε ταυτόχρονη 
κράτηση δεικτών προς τα πίσω. 

Οπισθοδρόµηση κατά n θέσεις στη λίστα. 

 

Η λύση µε χρήση δεικτών προς τα πίσω είναι 
ακριβή σε µνήµη!!!! Γιατί? 
 
Υπάρχει λύση φθηνή σε µνήµη? 
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Μέθοδος Αναστροφής ∆εικτών Λίστας 
 

 
 
 
Λειτουργίες 
 
StartTraversal(L): 










Q

P
  ← 









L

NULL
 

 
 

         Forward(P,Q): 
 

















>>>>−−−− NextQ

Q

P

← 
















>>>>−−−−

P

NextQ

Q

 

 
 

              Back(P,Q): 
 

















>>>>−−−−

Q

NextP

P

←














 >>>>−−−−

P

Q

NextP
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∆ιπλά Συνδεδεµένες Λίστες 
 
Οι κόµβοι µιας διπλά συνδεδεµένης λίστας 
περιέχουν δείκτες και προς τα εµπρός και προς τα 
πίσω και άρα διασχίσεις Zig-Zag είναι εύκολα 
υλοποιήσιµες. 
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Λειτουργίες ∆ιπλά Συνδεδεµένης Λίστας 
 
Εισαγωγή κόµβου στον οποίο δείχνει ο P µετά τον 
κόµβο στον οποίο δείχνει ο Q: 
 
void DoublyLinkedInsert(pointer P,Q) 
 /* insert node pointed to by P just after node pointed to by Q */ 
 



















>>>>−−−−>>>>−−−−

>>>>−−−−

>>>>−−−−

>>>>−−−−

evNextQ

NextQ

NextP

evP

Pr

Pr

 ← 



















>>>>−−−−

P

P

NextQ

Q

 

 
 
 
 
∆ιαγραφή κόµβου P από τη λίστα 
 
void DoublyLinkedDelete(pointer P) 
/* delete node P from its doubly linked list */ 
 










>>>>−−−−>>>>−−−−

>>>>−−−−>>>>−−−−

evNextP

NextevP

Pr

Pr
 ← 









>>>>−−−−

>>>>−−−−

evP

NextP

Pr
 

 
  
 
Πολυπλοκότητα? 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ 4 
∆ΕΝ∆ΡΑ  
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∆ένδρα 
 

 
 

o Κόµβοι (nodes) 

o Ακµές (edges) 

o Ουρά και κεφαλή ακµής (tail, head) 

o Γονέας – Παιδί – Αδελφικός κόµβος (parent, 
child, sibling) 

o Μονοπάτι (path) 

o Πρόγονος – απόγονος (ancestor, descendant) 

o Φύλλο – Εσωτερικός Κόµβος (leaf, non-leaf) 

u’ 
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Βαθµός Κόµβου (node degree) 

Ο αριθµός των υποδένδρων που αρχίζουν από ένα 
κόµβο. 

 

Βαθµός ∆ένδρου (tree degree) 

Μέγιστος βαθµός των κόµβων του δένδρου. 

 

Επίπεδο (level) 

Η ρίζα βρίσκεται στο επίπεδο 0. Ένας κόµβος 
βρίσκεται στο επίπεδο k αν η απόσταση του από τη 
ρίζα είναι k. Το επίπεδο είναι εποµένως ένα 
σύνολο από κόµβους. 

 

Ύψος Κόµβου (node height) 

Μήκος µακρύτερου µονοπατιού από τον κόµβο σε 
οποιοδήποτε φύλλο. 

 

Ύψος ∆ένδρου (tree height) 

Μέγιστο ύψος µεταξύ των κόµβων του δένδρου. 

 

Βάθος Κόµβου (node depth) 

Μήκος µονοπατιού από τη ρίζα στον κόµβο. 

 

Βάθος ∆ένδρου (tree depth) 

Μέγιστο βάθος µεταξύ των κόµβων του δένδρου. 
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Αναδροµικός Ορισµός 
 

 
 

Ένα δένδρο Τ είναι ένα πεπερασµένο σύνολο από 
έναν ή περισσότερους κόµβους: 

• Ένας µόνο κόµβος (χωρίς καµία ακµή) αποτελεί 
ένα δένδρο. Ο κόµβος αυτός είναι και ρίζα του 
δένδρου. 

• Έστω ότι Τ1, ..., Τκ (κ > 0) είναι δένδρα που δεν 
µοιράζονται κόµβους και έστω r1, ..., rk οι ρίζες 
τους. Έστω r ένας νέος κόµβος. Αν το Τ 
αποτελείται από τους κόµβους και τις ακµές των 
Τ1, ..., Τκ, το νέο κόµβο r και τις νέες ακµές 
<r,r1>, <r,r2>, …, <r,rk>, τότε το Τ είναι δένδρο. 
Η ρίζα του Τ είναι το r. Τα Τ1, ..., Τκ είναι 
υποδένδρα του Τ. 
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Είδη ∆ένδρων 
∆ιατεταγµένο ∆ένδρο 

∆ένδρο στο οποίο έχει οριστεί µια διάταξη στα 
παιδιά κάθε κόµβου. 

 

 
 

∆υαδικό δένδρο 

∆ιατεταγµένο δένδρο του οποίου κάθε κόµβος έχει 
το πολύ δύο παιδιά (ένα αριστερό και ένα δεξί). 

Λ (nill ή NULL): άδειο δυαδικό δένδρο (που δεν 
περιέχει κανένα κόµβο και άρα και καµία ακµή) 

 

 
 

∆άσος 

Πεπερασµένο σύνολο από δένδρα. 
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Είδη και Ιδιότητες ∆υαδικών ∆ένδρων 
 

Γεµάτο ∆υαδικό ∆ένδρο (full binary tree) 

∆εν υπάρχει κόµβος µε µόνο 1 παιδί στο δένδρο. 

 

 
 

Τέλειο ∆υαδικό ∆ένδρο (perfect binary tree) 

Γεµάτο δυαδικό δένδρο στο οποίο όλα τα φύλλα 
έχουν το ίδιο βάθος. 
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Είδη και Ιδιότητες ∆υαδικών ∆ένδρων 
Πλήρες ∆υαδικό ∆ένδρο Ύψους h (complete 
binary tree of height h) 

Αποτελείται από ένα τέλειο δυαδικό δένδρο ύψους 
h-1 στο οποίο έχουν προστεθεί ένα ή περισσότερα 
φύλλα µε ύψος h. Τα φύλλα αυτά έχουν 
τοποθετηθεί στις αριστερότερες θέσεις του 
δένδρου. 

 
Αναδροµικός Ορισµός 

o Ένα πλήρες δυαδικό δένδρο ύψους 0 αποτελείται 
από ένα µόνο κόµβο. 

o Ένα πλήρες δυαδικό δένδρο ύψους 1 είναι ένα 
δένδρο ύψους 1 στο οποίο η ρίζα έχει είτε 2 
παιδιά ή ένα µόνο αριστερό παιδί. 

o Ένα πλήρες δυαδικό δένδρο ύψους h>1, 
αποτελείται από µια ρίζα και 2 υποδένδρα τ.ω: 

� είτε το αριστερό υποδένδρο είναι τέλειο ύψους 
h-1 και το δεξιό είναι πλήρες ύψους h-1, ή 

� το αριστερό υποδένδρο είναι πλήρες ύψους  
h-1 και το δεξιό είναι τέλειο ύψους h-2. 
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Ιδιότητες ∆υαδικών ∆ένδρων 
 

Πρόταση 

Ένα τέλειο δυαδικό δένδρο ύψους h έχει 2h+1 –1 
κόµβους, εκ των οποίων 2h είναι φύλλα και 2h –1 
είναι εσωτερικοί κόµβοι. 

 

Απόδειξη 

Με επαγωγή στο h. 

Βάση επαγωγής, h = 0 

Το τέλειο δυαδικό δένδρο ύψους 0 αποτελείται 
µόνο από ένα κόµβο-ρίζα και άρα έχει 1 κόµβο που 
είναι φύλλο και 0 εσωτερικούς κόµβους. Πράγµατι:  

2h+1 –1 = 20+1 –1 = 2 –1 = 1 κόµβος 

2h = 20 = 1 φύλλο 

2h –1 = 0 εσωτερικοί κόµβοι  

 

Επαγωγική Υπόθεση 

Έστω ότι ένα τέλειο δυαδικό δένδρο ύψους κ έχει 
2κ+1 –1 κόµβους, εκ των οποίων 2κ είναι φύλλα και 
2κ –1 είναι εσωτερικοί κόµβοι, κ >=0. 
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Απόδειξη Πρότασης (Συνέχεια) 
 

Επαγωγικό βήµα 

 

Θα δείξουµε ότι ο ισχυρισµός είναι σωστός για 
δένδρα ύψους k+1. 

 

Ένα τέλειο δένδρο Τ ύψους k+1 αποτελείται από 2 
τέλεια δένδρα ύψους k (έστω Τ1, Τ2) και τη ρίζα 
του. Από επαγωγική υπόθεση καθένα από τα Τ1, 
Τ2, έχει 2κ+1 –1 κόµβους, εκ των οποίων 2κ είναι 
φύλλα και 2κ –1 είναι εσωτερικοί κόµβοι. Άρα το  
Τ έχει  

 

� 2*(2κ+1 –1) +1 κόµβους = 2κ+2 –1 κόµβους (όπως 
απαιτείται), 

 

εκ των οποίων 

 

� 2κ + 2κ = 2κ+1 είναι φύλλα (όπως απαιτείται), και 

 

� 2*(2κ –1) + 1 = 2κ+1 –1 είναι εσωτερικοί κόµβοι 
(όπως απαιτείται). 
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Λειτουργίες σε ∆ένδρα 
 

Parent(v): επιστρέφει τον κόµβο γονέα του v ή nill 
αν ο v είναι η ρίζα 

Children(v): επιστρέφει το σύνολο των παιδιών του 
v ή το άδειο σύνολο αν ο v είναι φύλλο 

FirstChild(v): επιστρέφει το πρώτο παιδί του v ή 
nill αν ο v είναι φύλλο 

RightSibling(v): επιστρέφει το δεξιό αδελφικό 
κόµβο του v ή nill αν ο v είναι η ρίζα ή το 
δεξιότερο παιδί του γονικού του κόµβου 

LeftSibling(v): επιστρέφει τον αριστερό αδελφικό 
κόµβο του v ή nill αν ο v είναι η ρίζα ή το 
αριστερότερο παιδί του γονικού του κόµβου 

LeftChild(v), RightChild(v): επιστρέφει το 
αριστερό/δεξιό παιδί του v (ή nill) 

IsLeaf(v): επιστρέφει true αν ο v είναι φύλλο, false 
διαφορετικά 

Depth(v): επιστρέφει το βάθος του v στο δένδρο 

Height(v): επιστρέφει το ύψος του v στο δένδρο 
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Υλοποίηση ∆ένδρων 
 

Υλοποίηση ∆υαδικών ∆ένδρων 

Κάθε κόµβος έχει ένα πεδίο Info και 2 δείκτες LC 
(Left Child)  και RC (Right Child) που δείχνουν 
στο αριστερό και στο δεξιό παιδί του κόµβου 
αντίστοιχα. 

 

 
 

Οι λειτουργίες LeftChild() και RightChild() 
υλοποιούνται πολύ εύκολα σε Θ(1) χρόνο.  

 

Είναι το ίδιο αλήθεια για τη λειτουργία Parent()? 

 

Αποδοτική Υλοποίηση της Parent() 

Κρατάµε και ένα τρίτο δείκτη σε κάθε κόµβο που 
δείχνει στον πατρικό του κόµβο («∆ιπλά 
Συνδεδεµένο» δένδρο).  
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Υλοποίηση ∆ιατεταγµένων ∆ένδρων 
 

Τι γίνεται αν δεν γνωρίζουµε τον αριθµό των 
παιδιών που µπορεί να έχει κάποιος κόµβος? 

Απεικόνιση ∆ιατεταγµένου σαν ∆υαδικό ∆ένδρο 

 
Έχουµε χάσιµο πληροφορίας? 

Μπορούµε να ξαναχτίσουµε το αρχικό δένδρο από 
το δυαδικό δένδρο? 
 

Ένα δυαδικό δένδρο µπορεί να απεικονίσει και ένα 
δάσος από διατεταγµένα δένδρα (δεξιός αδελφικός 
κόµβος της ρίζας είναι σε αυτή την περίπτωση η 
ρίζα του επόµενου δένδρου στο δάσος) 
 

Ύψος δυαδικού σε σχέση µε το αρχικό δένδρο? 

Πολυπλοκότητα: 

FirstChild(), RightSibling(): Θ(1) χρόνο 

Kth-child(k, v): εύρεση του κ-οστού παιδιού του v 
σε Θ(k) χρόνο. 

H Parent() δεν υποστηρίζεται αποδοτικά. 
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Απεικόνιση Πλήρων ∆υαδικών ∆ένδρων 
Υπάρχει µόνο ένα πλήρες δυαδικό δένδρο µε n 
κόµβους και το υλοποιούµε µε ένα πίνακα n 
στοιχείων. 

Αριθµούµε τους κόµβους 1...n και αποθηκεύουµε 
τον κόµβο i στο στοιχείο Τ[i] του πίνακα. 

Θέλουµε να κάνουµε την αρίθµηση µε τέτοιο 
τρόπο ώστε να πετύχουµε την εκτέλεση χρήσιµων 
λειτουργιών στο δένδρο σε σταθερό χρόνο. 

 

Αρίθµηση: 

� Η ρίζα είναι ο κόµβος 0. 

� Το αριστερό παιδί του κόµβου i αριθµείται ως 
κόµβος 2i+1, ενώ το δεξί παιδί του ως κόµβος 
2i+2. 

 

Υλοποίηση Λειτουργιών 

IsLeaf(i): return (2i+1>n); 

LeftChild(i): if (2i+1 < n); return (2i+1) else return nill; 

RightChild(i): if (2i+2<n) return(2i+2); else return nill; 

LeftSibling(i): if (i != 0 and i not odd) return (i-1);  

RightSibling(i): if (i != n-1 and i not even) return(i+1); 

Parent(i): if (i != 0) return((i-1)/2); 

Χρονική πολυπλοκότητα κάθε λειτουργίας: Θ(1)  
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∆ένδρα Αριθµητικών Εκφράσεων 

 

 
 

Υπολογισµός Αριθµητικής Έκφρασης 

Label(v): ο αριθµός ή η πράξη που αναγράφεται 
στον v 

ApplyOp(op: operation, x,y: numbers): υπολογίζει 
την έκφραση x <op> y, ανάλογα µε το τι είναι το 
op. 

 

function Evaluate(pointer P): integer 
/* Return value of the expression represented by 

the tree with root P */ 
 

if IsLeaf(P) then return Label(P) 
else 

x_l = Evaluate(LeftChild(P)) 
x_r = Evaluate(RightChild(P)) 
op = Label(P) 
return  ApplyOp(op, x_l, x_r) 
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∆ιάσχιση ∆ένδρων 
 

Visit(P): αυθαίρετη λειτουργία που εφαρµόζεται 
στον κόµβο στον οποίο δείχνει ο δείκτης P 

 

Προδιατεταγµένη ∆ιάσχιση: 

Επίσκεψη της ρίζας 

Επίσκεψη του αριστερού υποδένδρου 

Επίσκεψη του δεξιού υποδένδρου 

Procedure Preorder(pointer P): 
/* P is a pointer to the root of a binary tree */ 
 

Visit(P) 
foreach child Q of P, in order, do 

Preorder(Q) 
 

Μεταδιατεταγµένη διάσχιση: 

Επίσκεψη του αριστερού υποδένδρου 

Επίσκεψη του δεξιού υποδένδρου 

Επίσκεψη της ρίζας 

 
Procedure Postorder(pointer P): 
/* P is a pointer to the root of a binary tree */ 
 

foreach child Q of P, in order, do 
Postorder(Q) 

Visit(P) 
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∆ιάσχιση ∆ένδρων 
 

Ενδοδιατεταγµένη διάσχιση: 

Επίσκεψη του αριστερού υποδένδρου 

Επίσκεψη της ρίζας 

Επίσκεψη του δεξιού υποδένδρου 

 

Procedure Inorder(pointer P): 
/* P is a pointer to the root of a binary tree */ 

 
if P = NULL then return 
else  

Inorder(P->LC) 
Visit(P) 
Inorder(P->RC) 

 

 

Μνηµονικός Κανόνας 

Στην προδιατεταγµένη µορφή επισκεπτόµαστε τον 
κόµβο πριν από τα παιδιά του, στη 
µεταδιατεταγµένη µορφή επισκεπτόµαστε τον 
κόµβο µετά από τα παιδιά του και στην 
ενδοδιατεταγµένη µορφή επισκεπτόµαστε τον 
κόµβο µεταξύ των παιδιών του. 
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∆ιάσχιση ∆ένδρων 

 
Προδιατεταγµένη   Μεταδιατεταγµένη 

 
 

 

Ενδοδιατεταγµένη 

 

9 

 

7 

8 

10 

11 
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∆ιάσχιση ∆ένδρων 
 

∆ιάσχιση ∆ένδρου κατά Επίπεδα (κατά πλάτος) 

Επισκέπτεται τους κόµβους κατά αύξον βάθος και 
τους κόµβους του ίδιου επιπέδου από τα αριστερά 
προς τα δεξιά. 

 
 

Υλοποιήσεις ∆ιάσχισης ∆ένδρων 
 

Με Χρήση Στοίβας 

Αναδροµικές λύσεις έχουν ήδη συζητηθεί. 

Χρόνος ∆ιάσχισης: Ο(n), n: αριθµός κόµβων 

Μνήµη? 

Μέγεθος στοίβας ανάλογο του ύψους του δένδρου. 

Άρα, οι αναδροµικοί αλγόριθµοι είναι πολύ 
απαιτητικοί σε µνήµη. 
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Με Αναστροφή ∆εικτών 

 
 

Procedure LinkInversionTraversal(pointer Q): 
/* Initially Q points to the root of the tree to be traversed */ 
 

P = NULL; 
while (1)  

while (Q != NULL) do 
Visit(Q) 
Tag(Q) = 0 
descend to left 

while (P != NULL and Tag(P) = 1) do 
ascend from right 
Visit(Q) 

if (P == NULL) then return 
else 

ascend from left 
Visit(Q) 
Tag(Q) = 1 
descend to right 
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Με Αναστροφή ∆εικτών 

 
 

descend to left: 

















>>>>−−−− LCQ

Q

P

 ← 
















>>>>−−−−

P

LCQ

Q

 

 

descend to right: 

















>>>>−−−− RCQ

Q

P

 ← 
















>>>>−−−−

P

RCQ

Q

 

ascend from left: 

















>>>>−−−− LCP

P

Q

 ← 
















>>>>−−−−

Q

LCP

P

 

 

ascend from right: 

















>>>>−−−− RCP

P

Q

← 
















>>>>−−−−

Q

RCP

P

 

Έχουµε βελτίωση στην απαιτούµενη µνήµη? 
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Νηµατικά ∆υαδικά ∆ένδρα 
 

� Σε ένα δυαδικό δένδρο οι µισοί περίπου δείκτες έχουν 
την τιµή NULL.  

� Η αναδροµική διάσχιση είναι ακριβή σε µνήµη. 

 

Συχνά οι δείκτες NULL χρησιµοποιούνται για να 
δείχνουν σε άλλους κόµβους. Τα δένδρα που 
υλοποιούνται µε αυτόν τον τρόπο λέγονται νηµατικά. 

Ο RC δείκτης ενός κόµβου χωρίς δεξιό παιδί δείχνει 
στον επόµενό του κόµβο στην ενδοδιατεταγµένη 
διάταξη, ενώ ο LC δείχνει στον προηγούµενό του κόµβο 
στην ενδοδιατεταγµένη διάταξη. 

 

Χρειαζόµαστε ένα ακόµη bit ανά δείκτη για να 
ξεχωρίζουµε τους νηµατικούς από τους κανονικούς 
δείκτες. 
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Νηµατικά ∆υαδικά ∆ένδρα 

 

 
 
function InorderSuccessor(pointer N): pointer 
/* returns the inorder successor of node N, or Λ if 

N has none */ 
 

P = N->RC 
if (P = NULL) then return NULL 
else if (P is not a thread) then  

while (P->LC is not a thread or NULL) do 
P = P->LC 

return P 
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Εισαγωγή Κόµβου  
σε Νηµατικό ∆υαδικό ∆ένδρο 

 

 
 

procedure ThreadedInsert(pointer P,Q): 

/* Make node Q the inorder successor of node P */ 

















>>>>−−−−

>>>>−−−−

>>>>−−−−

RCQ

LCQ

RCP

 ← 
















>>>>−−−− RCP

Pthread

Qchild

)(

)(

 

if Q->RC is not a thread then 

R = InorderSuccessor(Q); 

R->LC = (thread) Q 
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Υλοποίηση ∆ιάσχισης κατά Επίπεδα 
 

Χρήση Ουράς 

� Αρχικά η ουρά περιέχει µόνο τη ρίζα. 

� Στη συνέχεια επαναληπτικά: κάνουµε Deque ένα 
στοιχείο της ουράς και προσθέτουµε τα παιδιά 
από αριστερά προς τα δεξιά του στοιχείου αυτού. 

 

 

Παράδειγµα 

Περιεχόµενα Ουράς 
Α 
B, C, D 
C, D, E, F 
D, E, F 
E, F, G 
F, G 
G, H, I 
H, I, J, K 
I, J, K 
J, K 
K, L 
L 
<empty> 
 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ 5 
ΣΥΝΟΛΑ & ΛΕΞΙΚΑ 
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Σύνολα (Sets) 
 

� Τα µέλη ενός συνόλου προέρχονται από 
κάποιο χώρο αντικειµένων/στοιχείων (π.χ., 
σύνολα αριθµών, λέξεων, ζευγών 
αποτελούµενα από έναν αριθµό και µια λέξη, 
κοκ).  

 

� Αν S είναι ένα σύνολο και x είναι ένα 
αντικείµενο του χώρου από όπου το S 
προέρχεται, είτε x ∈ S, ή x ∉ S. 

 
� Ένα σύνολο δεν µπορεί να περιέχει το ίδιο 
στοιχείο 2 ή περισσότερες φορές. Σύνολα που 
επιτρέπουν πολλαπλά στιγµιότυπα του ίδιου 
στοιχείου λέγονται πολυ-σύνολα (multi-sets). 

 
 
Χρησιµότητα 
Πολλές εφαρµογές χρησιµοποιούν σύνολα και 
απαιτούν να είναι δυνατή η απάντηση ερωτήσεων 
του στυλ «Είναι το x ∈ S»; 
� Υπάρχει αυτό το κλειδί στον πίνακα συµβόλων 
του µεταγλωτιστή; 

� Υπάρχει αυτός ο εργαζόµενος στη βάση 
δεδοµένων των εργαζοµένων; 

� Υπάρχει αυτό το τηλέφωνο στον ηλεκτρονικό 
τηλεφωνικό κατάλογο; 
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Χρήσιµες Λειτουργίες στα Σύνολα 
 

� Member(x,S): επιστρέφει true αν το x είναι µέλος του 
συνόλου S, διαφορετικά false. 

� Union(S,T): επιστρέφει S ∪ T, δηλαδή το σύνολο που 
αποτελείται από τα στοιχεία εκείνα που είναι µέλη είτε 
του S είτε του Τ. 

� Intersection(S,T): επιστρέφει S ∩ T, δηλαδή το 
σύνολο που αποτελείται από τα στοιχεία εκείνα που 
είναι µέλη και του S και του Τ. 

� Difference(S,T): Επιστρέφει S \ T, δηλαδή το σύνολο 
τω στοιχείων που ανήκουν στο S, αλλά δεν ανήκουν 
στο Τ. 

� MakeEmptySet(): Επιστρέφει το κενό σύνολο ∅. 

� IsEmptySet(S): Επιστρέφει true αν S είναι το κενό 
σύνολο, και false διαφορετικά. 

� Size(S): Επιστρέφει |S|, δηλαδή τον αριθµό των 
στοιχείων του S. 

� Insert(x,S): Προσθέτει το στοιχείο x στο σύνολο S ή 
δεν κάνει καµία ενέργεια αν x ∈ S.  

� Delete(x,S): ∆ιαγράφει το στοιχείο x από το S. ∆εν 
κάνει τίποτα αν  x ∉ S. 

� Equal(S,T): Επιστρέφει true αν S=T, διαφορετικά 
false. 

� Iterate(S,F): Εφαρµόζει τη λειτουργία F σε κάθε 
στοιχείο του S. 
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Χρήσιµες Λειτουργίες στα Σύνολα - Λεξικά 
 
Για χώρους στοιχείων µε την ιδιότητα της 
γραµµικής διάταξης: 
 
o Min(S): επιστρέφει το µικρότερο στοιχείο του S. 
 
Θεωρούµε ότι κάθε στοιχείο του συνόλου είναι ένα 
ζεύγος <K,I> όπου Κ είναι ένα κλειδί για το 
στοιχείο, και Ι είναι η πληροφορία που συνοδεύει 
το στοιχείο µε κλειδί Κ. 
 
Η τιµή του κλειδιού ενός στοιχείου είναι µοναδική. 
 
o LookUp(K,S): ∆εδοµένου ενός κλειδιού Κ, 

επιστρέφει µια πληροφορία Ι, τέτοια ώστε 
<Κ,Ι> ∈ S. Αν δεν υπάρχει στοιχείο µε κλειδί 
Κ στο S, επιστρέφει Λ. 

 
o Insert(K,I,S)  
o Delete(K,S) 
 
 
Λεξικά 
Ο αφηρηµένος τύπος δεδοµένων που υποστηρίζει 
µόνο τις λειτουργίες MakeEmptySet, IsEmptySet, 
Insert, Delete, και LookUp, λέγεται λεξικό. 
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Κατάλληλες ∆οµές ∆εδοµένων για Λεξικά 
 

Λίστες 
 

Αποθήκευση των στοιχείων του λεξικού σε µια 
λίστα: 

� Σειριακή λίστα (δηλαδή πίνακα) 

� ∆υναµική Λίστα (απλά ή διπλά συνδεδεµένη). 

 

Τα στοιχεία βρίσκονται στη λίστα διατεταγµένα 
κατά τον τρόπο εισαγωγής τους. 

 

Υλοποίηση Λειτουργιών 

Συνδεδεµένη Λίστα 

� LookUp(): Θ(n) 

� Insert(): Θ(n) 

� Delete(): Θ(n) 

 

Πίνακας 

� Το µέγιστο µέγεθος του λεξικού πρέπει να είναι 
γνωστό εξ αρχής 

� LookUp, Insert, Delete: Χρονική 
Πολυπλοκότητα; 

 



Η/Υ 4-32, ∆οµές ∆εδοµένων  3ο Εξάµηνο 

Φατούρου Παναγιώτα  87 

Αναµενόµενο Κόστος 
 

� Η πιθανότητα pj η LookUp() να ψάχνει για το 
στοιχείο xj είναι η ίδια για κάθε x, δηλαδή αν 
έχουµε  n στοιχεία είναι 1/n. Έστω ότι cj είναι το 
κόστος που πληρώνουµε για να βρούµε το 
στοιχείο xj, δηλαδή cj = j. 

� Το αναµενόµενο  κόστος είναι το άθροισµα των 
(cj*p j) για κάθε j. 

2/)1(/)(
1

++++====∑∑∑∑
====

nni
n

i

 

Άρα το αναµενόµενο κόστος είναι επίσης Θ(n). 

 

∆ιαφορετικές Πιθανότητες για κλειδιά 

� Κ1, ... , Κn: τα κλειδιά στο λεξικό σε φθίνουσα 
διάταξη αναζήτησης από την LookUp(). 

� p1 ≥ p2 ≥ ... ≥ pn: πιθανότητα µια LookUp() να 
ψάχνει για το Κ1, Κ2, ... , Κn, αντίστοιχα. 

Ο αναµενόµενος χρόνος αναζήτησης 
ελαχιστοποιείται όταν τα στοιχεία έχουν τη διάταξη 
Κ1, Κ2, ... , Κn στη λίστα: 

 

Copt = ∑∑∑∑
====

n

i
ip

1
i 

 

Γιατί αυτό είναι βέλτιστο; 
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Ευριστικά 
 
� Η πραγµατική κατανοµή πιθανότητας συνήθως δεν 
είναι γνωστή. 

� Το λεξικό µπορεί να αλλάζει µέγεθος κατά τη χρήση 
του. 

 
� Η µελέτη πιθανοτικών µοντέλων απέχει αρκετά από το 
τι γίνεται στην πράξη! 

 
 
Heuristic “Move-To-Front” ( Ευριστικό «Μετακίνησε 
στην Αρχή»): Μετά από κάθε επιτυχηµένη αναζήτηση, 
µετακίνησε το στοιχείο που βρέθηκε στην αρχή της 
λίστας. 
 
Πόσο ακριβό είναι αυτό;  
Συνδεδεµένη Λίστα – Σειριακή Λίστα. 
 
Το αναµενόµενο κόστος του ευριστικού Move-To-Front 
είναι το πολύ 2 φορές χειρότερο από εκείνο του βέλτιστου 
αλγόριθµου. 
 
 
Heuristic Transpose (Αλληλοµετάθεσης): 
Αν το στοιχείο που αναζητήθηκε δεν είναι το πρώτο της 
λίστας, µετακινείται µια θέση προς τα εµπρός και 
ανταλλάσσεται µε το προηγούµενό του στη λίστα. 

� Καλύτερο αναµενόµενο κόστος από MoveToFront 
� Σταθεροποιείται σε µια σταθερή “καλή” κατάσταση 
πιο αργά από το MoveToFront. 
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∆ιατεταγµένες Λίστες 
 
Υλοποίηση LookUp() ως ∆υαδική Αναζήτηση 
 
� Χρήση Πίνακα για αποθήκευση στοιχείων + 

BinarySearch() για LookUp(). 
 
� Τα στοιχεία του πίνακα είναι ταξινοµηµένα µε 
βάση το Key τους. 

 
BinarySearch - Μη Αναδροµική Έκδοση 
 
function BinarySearchLookUp(key K, table T[0..n-1]):info 
/* Return information stored with key K in T, or NULL if K is 

not in T */ 
 
left = 0; 
right = n-1; 
 
repeat forever 
 if (right < left) then 
  return NULL 
 else  
  middle = (left+right)/2; 
  if (K == T[middle]->Key) then  
   return T(middle]->Info; 
  else if (K < T[middle]->Key) then 
   right = middle-1; 
  else left = middle+1; 
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∆υνατές Εκτελέσεις BinarySearchLookUp 
 

 
 

Κυκλικοί κόµβοι: εσωτερικοί 
Τετραγωνισµένοι κόµβοι: εξωτερικοί 
 
Θεώρηµα 1 
Ο αλγόριθµος δυαδικής αναζήτησης εκτελεί 
O(logn) συγκρίσεις για κάθε αναζήτηση στοιχείου 
σε πίνακα µε n στοιχεία.  
 
Απόδειξη: Αν h το ύψος του δένδρου, οι 
εσωτερικοί κόµβοι αποδεικνύεται (επαγωγικά) ότι 
ανήκουν σε ένα τέλειο δυαδικό δένδρο µε ύψος h-
1. Αν n είναι οι κόµβοι του τέλειου δένδρου έχουµε 
δείξει πως n = 2h –1. Άρα,  
 

µέγιστο βάθος εσωτερικού κόµβου =  logn. 
 
 

Εξωτερικοί κόµβοι; 
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Skip Lists (Λίστες Παράλειψης) 
 
Είναι δυνατό να εφαρµόσει κάποιος (αποδοτικά) 
δυαδική αναζήτηση σε µια συνδεδεµένη λίστα; 
 

 
 
� Περίπου logn δείκτες ανά στοιχείο χρειάζονται 
για µια πλήρως συνδεδεµένη λίστα µε n 
στοιχεία. 

� Τα περισσότερα στοιχεία δεν χρειάζεται να 
κρατούν τόσους πολλούς δείκτες: 

Μόνο οι µισοί χρειάζονται έναν ακόµη δείκτη, 
και από αυτούς µόνο οι µισοί έναν ακόµη, κοκ. 

� Οι standard δείκτες της λίστας ονοµάζονται 
δείκτες επιπέδου 0.  

� Οι δείκτες που δείχνουν στον 2i–οστό επόµενο 
κόµβο λέγονται δείκτες επιπέδου i. 

� Ένας κόµβος κεφαλή δείχνει στους αρχικούς 
κόµβους κάθε επιπέδου. 
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Skip Lists (Λίστες Παράλειψης) 
 
Αλγόριθµος Αναζήτησης 
Ξεκινώντας µε τους δείκτες του υψηλότερου 
επιπέδου: 

Ακολούθησε δείκτες µέχρι να βρεθεί ένα 
στοιχείο µε  κλειδί > ή ίσο Κ. 
Αν ίσο επέστρεψε µε επιτυχία. 
Αν µεγαλύτερο, οπισθοδροµούµε κατά ένα 
δείκτη και επαναλαµβάνουµε ακολουθώντας 
δείκτες του επόµενου χαµηλότερου επιπέδου. 
Αν ένας δείκτης επιπέδου 0 οδηγεί σε κλειδί  
> Κ, επέστρεψε ανεπιτυχώς. 
 

Πως γίνεται η οπισθοδρόµηση; 
 
Σε µια τέλεια οργανωµένη λίστα παράλειψης, ποιά 
θα ήταν η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου; 
 
Είναι οι τέλεια οργανωµένες λίστες παράλειψης 
πρακτικές στην περίπτωση που έχουµε εισαγωγές 
και εξαγωγές στοιχείων; 
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Skip Lists (Λίστες Παράλειψης) 
 
� Αντί τέλεια οργανωµένων λιστών παράλειψης 
χρησιµοποιούµε µη-τέλεια οργανωµένες λίστες 
παράλειψης που τις φτιάχνουµε εισάγοντας 
κάποια τυχαιότητα στο σύστηµα: 

 
� Ένας κόµβος µε (j+1) δείκτες, ένα για κάθε 
επίπεδο 0, 1, ..., j, ονοµάζεται κόµβος επιπέδου j. 

 
Βασική Ιδέα 
Οι κόµβοι των διαφόρων επιπέδων εξακολουθούν 
να υπάρχουν στη λίστα σε «περίπου» ίδια 
αναλογία, αλλά είναι διασκορπισµένη τυχαία µέσα 
στη λίστα. 
 
Κόµβοι µεγαλύτερου επιπέδου πρέπει να 
συναντούνται λιγότερο συχνά. 
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Skip Lists (Λίστες Παράλειψης) 
 

Με τα νέα µας δεδοµένα η εισαγωγή γίνεται 
αρκετά πιο εύκολη: 

� Βρες την κατάλληλη θέση εισαγωγής στη λίστα; 

� Επέλεξε το επίπεδου του κόµβου µε τυχαίο 
τρόπο, αλλά µε βάση τον κανόνα: 

«Για κάθε επίπεδο j, η πιθανότητα να επιλεγεί το 
j ως επίπεδου του κόµβου είναι διπλάσια από την 
πιθανότητα να επιλεγεί το j+1». 

 

� Ν: ο µέγιστος δυνατός αριθµός στοιχείων της 
λίστας 

 

� MaxLevel = logN -1: µέγιστο επίπεδο κάθε 
κόµβου 

 

Κάθε κόµβος µιας λίστας παράλειψης έχει τρία 
πεδία: 

o Key 

o Info 

o ένα πίνακα Forward από δείκτες.  

Η λίστα παράλειψης είναι struct µε δύο πεδία:  
o Header: δείκτης σε dummy node (που περιέχει 
πίνακα Forward από MaxLevel δείκτες). Ο 
δείκτης Header->Forward[j] δείχνει στον πρώτο 
κόµβο του επιπέδου j. 

o Level: ακέραιος  
 

Αρχικά, Level = 0, και όλοι οι δείκτες NULL. 
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Skip Lists (Λίστες Παράλειψης):  Εισαγωγή 
 

Αλγόριθµος Αναζήτησης 
 
function SkipListLookUp(key K, pointer L): info 
/* επιστρέφει το Info του στοιχείου µε κλειδί Κ στη 
λίστα παράλειψης αν υπάρχει, διαφορετικά Λ */ 
 
P = L->Header; 
for j from L->Level downto 0 do 
 while ((P->Forward[j])->Key < K) do  

P = P->Forward[j]; 
P = P->Forward[0]; 
if (P->Key == K) return P->Info; 
else return Λ; 

 

 

function RandomLevel():integer 

/* παράγει ένα τυχαίο επίπεδο µεταξύ 0 και  
MaxLevel */ 

 

v = 0; 

while (Random() < ½ && v < MaxLevel) do  

v = v+1; 

return v; 
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Skip Lists (Λίστες Παράλειψης): Εισαγωγή 
 

procedure SkipListInsert(key K, info I, pointer 
L):pointer 
/* Εισάγει την πληροφορία Ι µε κλειδί Κ στην λίστα παράλειψης 

L */ 
 
P = L->Header; 
for j from L->Level downto 0 { 
  while ((P->Forward[j])->Key < K) do 
  P = P->Forward[j]; 
 Update[j] = P; 
} 
 
P = P->Forward[0]; 
if (P->Key == K) P->Info = I; 
else { 
 NewLevel = RandomLevel(); 
 if (NewLevel > L->Level) { 
  for j from L->Level+1 to NewLevel do 
   Update[j] = L->Header; 
  L->Level = NewLevel; 
 } 
 P = NewCell(Node); 
 P->Key = K; 
 P->Info = I; 
 for i from 0 to NewLevel { 
       P->Forward[i] = ((Update[i])->Forward)[i] 
       ((Update[i])->Forward)[i] = P; 
 } 
} 
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Ταξινοµηµένα ∆υαδικά ∆ένδρα  
(ή ∆υαδικά ∆ένδρα Αναζήτησης) 

 

 
 

Είναι δυαδικά δένδρα που µε κάθε κόµβο τους έχει 
συσχετιστεί µια τιµή από ένα χώρο τιµών στον οποίο 
είναι ορισµένη µια γραµµική διάταξη. Σε κάθε κόµβο 
η τιµή είναι µεγαλύτερη από όλες τις τιµές των 
κόµβων του αριστερού υποδένδρου και µικρότερη 
από όλες τις τιµές των κόµβων του δεξιού 
υποδένδρου. 
 

Κάθε κόµβος είναι ένα struct  µε πεδία Κey, data, LC, 
RC. 

Το µέγιστο ύψος δυαδικού δένδρου µε n κόµβους 
είναι n-1. 

Το ελάχιστο ύψος δυαδικού δένδρου µε n κόµβους 
είναι logn. 
 

Ποια η σχέση ταξινοµηµένων δυαδικών δένδρων και 
ενδο-διατεταγµένης διάσχισης? 
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Υλοποίηση λειτουργίας LookUp σε 
Ταξινοµηµένα ∆υαδικά ∆ένδρα 

 

Αναδροµική Έκδοση 

function BinaryTreeLookUp(key K, pointer  
P):info 

/* Εύρεση του κλειδιού Κ στο δένδρο P, µε αναδροµική 
αναζήτηση και επιστροφή του Info πεδίου του ή Λ αν το κλειδί 
δεν υπάρχει στο δένδρο */ 
 
 if (P == NULL) return Λ; 
 else if (K == P->Key) return P->data; 
 else if (K < P->Key)  
  return(BinaryTreeLookUp(K, P->LC)); 
 else return(BinaryTreeLookUp(K, P->RC)); 
 
Μη-Αναδροµική Έκδοση 

function BinaryTreeLookUp(key K, pointer  
P):info 

 while (P != NULL) { 
  if (K == P->Key) return(P->data); 
  else if (K < P->Key) P = P->LC; 
  else P = P->RC; 
 } 
 return Λ; 
 

� Χρονική πολυπλοκότητα?   

� Κόµβος Φρουρός? 
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Ελάχιστο και Μέγιστο Στοιχείο 
 
function TreeMinimum(pointer P): info 
/* P είναι δείκτης στη ρίζα του δένδρου */ 
 
if (P == NULL) return error; 
while (P->LC != NULL) P = P->LC; 
 
return(P->data); 
 
 
 
 
function TreeMaximum(pointer P): info 
/* P είναι δείκτης στη ρίζα του δένδρου */ 
 
if (P == NULL) return error; 
while (P->RC != NULL) P = P->RC; 
 
return (P->data); 
 
Πολυπλοκότητα? 
 
 
Επόµενο και Προηγούµενο Στοιχείο 
 

Το πρόβληµα είναι ίδιο µε την εύρεση του 
επόµενου και προηγούµενου κόµβου στην ενδο-
διατεταγµένη διάσχιση του δένδρου. 
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Εισαγωγές σε Ταξινοµηµένο  
∆υαδικό ∆ένδρο  

 

function BinSearchTreeInsert(key K, info I,  
pointer R): pointer 

/* R είναι δείκτης στη ρίζα του δένδρου */ 
 

 pointer P, Q, Prev = NULL; 
 

  P = R; 
while (P != NULL) { 
 if (P->Key == K) { 
  P->data = I; 
  return R; 
 } 
 Prev = P; 
 if (K < P->Key) P = P->LC; 
 else P = P->RC; 

 } 
  

 /* ∆ηµιουργία & προσθήκη νέου κόµβου */ 
 Q = NewCell(Node); 
 Q->Key = K; Q->data = I; 
 Q->LC = Q->RC = NULL; 
 

 if (Prev == NULL) return Q; 
 else if (K < Prev->Key) Prev->LC = Q; 
 else Prev->RC = Q; 
 return R; 
 
Οι νέοι κόµβοι εισάγονται πάντα σαν παιδιά 
φύλλων. Είναι αυτό καλό? 
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∆ιαγραφές: Ταξινοµηµένο ∆υαδικό ∆ένδρο 
 

Όταν ένας κόµβος διαγράφεται, η ενδο-
διατεταγµένη διάσχιση των υπόλοιπων κόµβων 
πρέπει να «δίνει» τα κλειδιά στη διάταξη που είχαν 
πριν τη διαγραφή. 

 
Περιπτώσεις: 
1) Ο προς διαγραφή κόµβος είναι φύλλο. Απλά 
τον διαγράφουµε. 

2) Ο προς διαγραφή κόµβος είναι εσωτερικός 
αλλά έχει µόνο ένα παιδί. Αντικαθιστούµε τον 
κόµβο µε το µοναδικό παιδί του. 

3) Ο προς διαγραφή κόµβος είναι εσωτερικός µε 
2 παιδιά. Αντικαθιστούµε τον κόµβο µε τον 
επόµενο του στην ενδο-διατεταγµένη διάσχιση. 
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∆ιαγραφή: Ταξινοµηµένο ∆υαδικό ∆ένδρο  

Υποθέτουµε πως το δένδρο είναι διπλά 
συνδεδεµένο, δηλαδή κάθε κόµβος έχει ένα δείκτη 
p που δείχνει στο γονικό κόµβο. 

function  BinaryTreeDelete(pointer *R,  
pointer z): pointer 

/* Ο R είναι η διεύθυνση ενός δείκτη στη ρίζα του δένδρου */ 

/* Ο z είναι δείκτης στον προς διαγραφή κόµβο */ 

 

if (z->LC == NULL || z->RC == NULL) y = z; 

else y = TreeSuccessor(z); 

 

if (y->LC != NULL) x = y->LC; 

else x = y->RC; 

if (x != NULL) x->p = y->p; 

if (y->p == NULL) return x; 

else if (y == y->p->LC) y->p->LC = x; 

else y->p->RC = x; 

 

if (y != z) z->Key = y->Key; 

if y has other fields copy them two; 

return y; 
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∆ιαγραφές σε Ταξινοµηµένο  
∆υαδικό ∆ένδρο 

 

 
Γιατί ο επόµενος και όχι ο προηγούµενος στην ενδο-
διατεταγµένη διάσχιση? 
 
 
 
 
 
 
 
Ποιο πρόβληµα µπορεί να προκύψει µε συνεχή 
αντικατάσταση του κόµβου µε τον επόµενό του στην 
ενδο-διατεταγµένη διάσχιση? 
 
 
 
Στατικά Ταξινοµηµένα ∆υαδικά ∆ένδρα 
 
Υπάρχουν κλειδιά που αναζητούνται πιο συχνά και 
άλλα που αναζητούνται πιο σπάνια. 
 
Σε µια λίστα συχνά ζητούµενα κλειδιά κρατούνται 
όσο το δυνατόν πιο κοντά στην αρχή της λίστας. 
 
Ποιο είναι το ανάλογο σε ένα ταξινοµηµένο δυαδικό 
δένδρο? 
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∆ιαγραφή σε Ταξινοµηµένο ∆υαδικό ∆ένδρο 

Παράδειγµα 
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Ταξινοµηµένο ∆υαδικό ∆ένδρο Αναζήτησης 

µε Κόµβο Φρουρό 
 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ 6 
∆ΥΝΑΜΙΚΑ ΛΕΞΙΚΑ 

ΙΣΟΖΥΓΙΣΜΕΝΑ ∆ΕΝ∆ΡΑ 
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∆ενδρικές ∆οµές για Υλοποίηση  
∆υναµικών Λεξικών 

 
? Αναζητάµε δένδρα για την υλοποίηση δυναµικών 
λεξικών που να υποστηρίζουν τις λειτουργίες 
LookUp(), Insert() και Delete() σε χρόνο O(logn). 

 
 
� Για κάθε κόµβο v ενός δυαδικού δένδρου Τ, 
ορίζουµε  

 
LeftHeight(v)  = 0,  αν v->LC = NULL, 
LeftHeight(v)  = 1 + Height(v->LC), διαφορετικά. 

 
 
� Το RightHeight(v) ορίζεται αντίστοιχα. 
 
 
� Το LeftHeight(T) (RightHeight(T))  του 
δένδρου ισούται µε το LeftHeight(r) 
(RightHeight(r) , αντίστοιχα), όπου r  είναι ο 
κόµβος ρίζα του Τ. 

 
 
� Το balance (ισοζύγιο) του κόµβου v είναι 

 

balance(v) = RightHeight(v) – LeftHeight(v). 
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Ισοζυγισµένα κατά ύψος δένδρα  
AVL ∆ένδρα 

 

� Ένα δυαδικό δένδρο αναζήτησης Τ λέγεται 
ισοζυγισµένο κατά ύψος αν κάθε κόµβος v του 
Τ έχει balance ή 0, ή –1 ή +1. 
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Χαρακτηριστικά AVL ∆ένδρων 

 

� Κάθε AVL δένδρο έχει ύψος O(logn). 

Τι σηµαίνει αυτό για την πολυπλοκότητα της 
LookUp()? 

 

� Ένας κόµβος µπορεί να προστεθεί ή να 
αφαιρεθεί από ένα AVL δένδρο χωρίς να 
καταστραφεί η AVL ιδιότητα (ιδιότητα 
ισοζυγισµού κατά ύψος) σε χρόνο O(logn). 

 
 
 
Αναπαράσταση 
 
Κάθε κόµβος είναι ένα struct µε πεδία Key, Info, 
LC, RC, balance. 
 
 
Πόσο χώρο στη µνήµη χρειαζόµαστε για να 
αποθηκεύσουµε το balance? 
 



Η/Υ 4-32, ∆οµές ∆εδοµένων  3ο Εξάµηνο 

Φατούρου Παναγιώτα  110 

Εισαγωγές κόµβων σε AVL δένδρο 
 
Πως µπορούµε να υλοποιήσουµε την Insert()?Που 
διαφέρει από την Insert() σε δυαδικό δένδρο 
αναζήτησης? 
 
� Ακολουθώντας τη γνωστή µέθοδο εισαγωγής σε 
δυαδικό δένδρο αναζήτησης, βρες το µονοπάτι 
από τη ρίζα στο κατάλληλο φύλλο στο οποίο θα 
γίνει η εισαγωγή. Αποθήκευσε αυτό το µονοπάτι 
(ανεστραµµένο). 

 
� Ακολούθησε προς τα πίσω αυτό το µονοπάτι και 
υπολόγισε τα νέα balances για τους κόµβους του 
µονοπατιού αυτού. 

 
� Αν το balance κάποιου κόµβου αλλάζει σε +2 ή 
σε –2, ακολούθησε διαδικασία προσαρµογής του 
balance στο κατάλληλο εύρος: Η διαδικασία 
αυτή έχει σαν αποτέλεσµα το δένδρο να 
εξακολουθεί να είναι δυαδικό δένδρο 
αναζήτησης µε τους ίδιους κόµβους και κλειδιά 
αλλά µε όλους τους κόµβους να έχουν balance 0, 
1, ή -1. 
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Εισαγωγές κόµβων σε AVL δένδρο  

Παράδειγµα 
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Εισαγωγές κόµβων σε AVL δένδρο  
 

Single Left Rotation, RR (Απλή Αριστερή Περιστροφή) 
 

 
 
 

� Γιατί να µην ανταλλάξουµε το υποδένδρο Τ1 µε το 
υποδένδρο Τ3 για να επιλύσουµε το πρόβληµα? 

� Ποια είναι η συµµετρική περίπτωση (Single Right 
Rotation, LL)? 

� Χρονική Πολυπλοκότητα? 
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Εισαγωγές κόµβων σε AVL δένδρο  
 

Single Right Rotation, LL (Απλή ∆εξιά Περιστροφή) 
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Εισαγωγές κόµβων σε AVL δένδρο 
 
Double Rotation, RL (Right-Left): Case A 
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Εισαγωγές κόµβων σε AVL δένδρο 
 
Double Rotation, RL (Right-Left): Case Β 
 

 
 

Υπάρχουν άλλες δύο περιπτώσεις (Left-Right: 
Case A & Case B). Να τις σχεδιάσετε. 
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Εισαγωγές κόµβων σε AVL δένδρο 
 

Παράδειγµα 
 

∆ιαδοχικές εισαγωγές των κλειδιών µε τιµές 90, 
71, 10, 4, 12, 5, 19, 52 και 56. 
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Κρίσιµοι Κόµβοι 
 
Ο πρώτος κόµβος µε balance +1 ή –1 στο µονοπάτι 
από το φύλλο στο οποίο θα γίνει η εισαγωγή του 
νέου κόµβου στη ρίζα, λέγεται κρίσιµος κόµβος 
(critical node). 
 
Κάθε κόµβος από το φύλλο µέχρι τον κρίσιµο 
κόµβο είχε balance 0 οπότε θα έχει balance +1 ή –1 
µετά την εισαγωγή. 
 
Τι καθορίζει το αν κάποιος τέτοιος κόµβος θα έχει 
balance +1 ή –1? 
 
Το balance του κρίσιµου κόµβου γίνεται είτε 0 ή 
+2 ή –2. Γιατί? Πότε το balance γίνεται 0, πότε +2 
και πότε –2? 
 
Παρατήρηση 
 

Το ύψος του κρίσιµου κόµβου δεν αλλάζει, οπότε 
µετά τις περιστροφές, ο αντίστοιχος κόµβος έχει το 
ίδιο ύψος. Άρα, µόνο οι κόµβοι στο µονοπάτι από 
το φύλλο ως τον κρίσιµο κόµβο χρειάζονται να 
ελεγχθούν για αλλαγές στο balance τους. Γιατί? 
 
Η περιστροφή γίνεται µόνο σε ένα σηµείο που 
σχετίζεται µε τον κρίσιµο κόµβο. 
 
Σε τι µας βοηθάει η παρατήρηση αυτή? 
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Κρίσιµοι Κόµβοι 
 
Καθώς ο αλγόριθµος κατεβαίνει προς το ζητούµενο 
φύλλο, αρκεί να θυµάται µόνο τον τελευταίο 
κρίσιµο κόµβο.  
 
Μετά την εισαγωγή, ξεκινώντας από τον κρίσιµο 
κόµβο ακολούθησε και πάλι το ίδιο µονοπάτι προς 
τον εισερχόµενο κόµβο και διόρθωσε τα balances. 
 
Τέλος, αν χρειάζεται κάνε τις περιστροφές. 
 
 
Γιατί µπορούµε να βρούµε και πάλι αυτό το 
µονοπάτι? 
 
Πως διορθώνουµε τα balances? 
 
Ποια είναι η πολυπλοκότητα της Insert()? 
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∆ιαγραφές κόµβων σε AVL δένδρο 
 

Αρχικά ακολουθούµε το γνωστό αλγόριθµο 
διαγραφής σε δυαδικό δένδρο: 
 

1) ∆ιαγραφή του ίδιου του κόµβου v αν είναι 
φύλλο; 

2) Αντικατάστασή του από το παιδί του αν έχει 
µόνο ένα παιδί; 

3) Αντικατάστασή του από τον επόµενό του στην 
ενδοδιατεταγµένη διάταξη αν έχει 2 παιδιά. 
 
Balance 
Αν 1) ή 2), το balance του γονικού κόµβου του v 
αλλάζει. 
Αν 3), το balance του εποµένου του v στην ενδο-
διατεταγµένη διάσχιση αλλάζει. 
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∆ιαγραφές κόµβων σε AVL δένδρο 
�  
Αν το balance αλλάζει από 0 σε +1 ή σε –1, τότε 
ο αλγόριθµος τερµατίζει. 

� Αν το balance αλλάζει από +1 ή –1 σε 0 το ύψος 
του πατέρα του v µειώνεται και άρα και το 
balance άλλων προγόνων του v ενδεχοµένως 
αλλάζει. 

� Αν το Balance αλλάζει από +1 ή –1 σε +2 ή –2 
τότε γίνεται µία ή περισσότερες περιστροφές. 
Μετά την περιστροφή το ύψος του δένδρου έχει 
µειωθεί και το balance προγόνων του κόµβου 
αλλάζει. Είναι δυνατόν να χρειαστεί να γίνουν 
περιστροφές σε όλους τους κόµβους που 
βρίσκονται στο µονοπάτι από τον κόµβο στη 
ρίζα (στη χειρότερη περίπτωση). 

 

Ποια είναι η πολυπλοκότητα υλοποίησης της 
Delete()? 

 

� Ολόκληρο το µονοπάτι αναζήτησης πρέπει να 
αποθηκευτεί, και να ακολουθηθεί ξανά µέχρι 
κάποιος κόµβος µε balance 0 να βρεθεί. Το 
balance του κόµβου αυτού γίνεται +1 ή –1, αλλά 
το ύψος του δεν αλλάζει και από εκεί και στο 
εξής δεν χρειάζεται να γίνουν περαιτέρω 
περιστροφές. 
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∆ιαγραφές κόµβων σε AVL δένδρο 
 

Παράδειγµα 
 

∆ιαδοχική διαγραφή των κλειδιών 12, 71, 52, 10, 
19, 4, και 56. 
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Παράδειγµα ∆ιαγραφής που Οδηγεί σε 
Πολλαπλές Περιστροφές 
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2-3 ∆ένδρα 
Ιδέα 
Γιατί το δένδρο να µην είναι τέλεια 
εξισορροπηµένο? 

 
 
Σε ένα 2-3 δένδρο ένας κόµβος που δεν είναι 
φύλλο, έχει είτε δύο παιδιά (2-κόµβος), ή τρία 
παιδιά (3-κόµβος).  
 
Με κατάλληλη διευθέτηση κόµβων και των δύο 
ειδών, µπορούµε να φτιάξουµε δένδρο στο οποίο 
όλα τα φύλλα έχουν το ίδιο βάθος και το οποίο 
περιέχει οποιονδήποτε επιθυµητό αριθµό φύλλων. 
 
Σε ένα 2-3 δένδρο: 

� Όλα τα φύλλα έχουν το ίδιο βάθος και περιέχουν 
1 ή 2 κλειδιά.  

� Κάθε εσωτερικός κόµβος: 
o είτε περιέχει ένα κλειδί και έχει δύο παιδιά, 
o ή περιέχει δύο κλειδιά και έχει τρία παιδιά. 

Το δένδρο είναι δένδρο αναζήτησης. 
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2-3 ∆ένδρα 
 

Μεταξύ όλων των 2-3 δένδρων ύψους h, ποιο είναι 
εκείνο µε τους λιγότερους κόµβους? 
 
Ποιο είναι το ύψος αυτού του δένδρου? 
 
Ποιο είναι το µεγαλύτερο 2-3 δένδρο ύψους h? 
 
Ποιο είναι το ύψος αυτού του δένδρου? 
 
 
 
 
 
 
 
 
Το ύψος ενός 2-3 δένδρου µε n κόµβους είναι 
Θ(logn). 
 
Πως θα υλοποιήσουµε την LookUp() σε ένα 2-3 
δένδρο? 
 
Ποια θα είναι η πολυπλοκότητά της? 
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Εισαγωγή σε 2-3 ∆ένδρο 
Ιδέα 
Προσπάθεια εκµετάλευσης του extra χώρου που 
υπάρχει στα φύλλα µε µόνο ένα κλειδί. 
 
Αλγόριθµος 
1. Εύρεση του φύλλου στο οποίο «ανήκει» το 
κλειδί. ∆ιατήρηση του µονοπατιού που 
ακολουθήθηκε. 

2. Αν υπάρχει χώρος στον κόµβο (είναι 2-κόµβος, 
δηλαδή έχει µόνο ένα κλειδί), πρόσθεσε το 
κλειδί και τερµάτισε. 

3. Αν δεν υπάρχει χώρος (ο κόµβος είναι ήδη 3-
κόµβος), χώρισε τον κόµβο σε δύο 2-κόµβους, 
έναν µε το πρώτο και έναν µε το τρίτο κλειδί και 
πέρασε το µεσαίο κλειδί στον πατέρα του 
αρχικού κόµβου για να αποθηκευτεί εκεί (το 
παιδί ενός κόµβου αντικαθίσταται από 2 παιδιά 
και ένα κλειδί). Αν δεν υπάρχει πατρικός κόµβος 
πήγαινε στο βήµα 5. 

4. Αν ο πατέρας είναι 2-κόµβος, µετατρέπεται σε 3-
κόµβο και ο αλγόριθµος τερµατίζει. 
∆ιαφορετικά, επιστρέφουµε στο βήµα 3 για να 
χωρίσουµε τον πατέρα  µε τον ίδιο τρόπο. 

5. Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται µέχρι να 
βρούµε χώρο για το κλειδί σε κάποιο κόµβο στο 
µονοπάτι προς τη ρίζα, ή να φτάσουµε στη ρίζα, 
οπότε και η ρίζα χωρίζεται σε 2 κόµβους και το 
ύψος του δένδρου αυξάνει. 
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Εισαγωγή σε 2-3 δένδρο: Παράδειγµα 
 
Εισαγωγή του κλειδιού Ο στο δένδρο. 
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∆ιαγραφή σε 2-3 δένδρο 
 
Αντίστροφο πρόβληµα: κάποιοι κόµβοι µπορεί να 
µένουν χωρίς καθόλου κλειδιά. 
 
Όταν αυτό συµβαίνει, αν ο κόµβος έχει κάποιον 
αδελφικό κόµβο µε δύο κλειδιά, µπορούµε να 
µεταφέρουµε ένα κλειδί από τον αδελφικό κόµβο 
για να επιλύσουµε το πρόβληµα. 
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∆ιαγραφή σε 2-3 δένδρο 
 

Αλγόριθµος 
1. Αν το προς διαγραφή κλειδί περιέχεται σε κόµβο 
φύλλο, διέγραψέ το. Αν όχι, τότε το επόµενο του 
κλειδιού στην ενδο-διατεταγµένη διάσχιση περιέχεται 
σε κόµβο φύλλο, οπότε αντικατέστησε το κλειδί µε το 
επόµενο και διέγραψε το επόµενο.  

2. Έστω Ν ο κόµβος από τον οποίο διαγράφεται το 
κλειδί. Αν  ο Ν εξακολουθεί να έχει ένα κλειδί, ο 
αλγόριθµος τερµατίζει. ∆ιαφορετικά, ο Ν δεν έχει 
κανένα κλειδί: 

a. Αν ο Ν είναι η ρίζα, διέγραψέ τον. Ο Ν µπορεί να 
έχει ή κανένα ή 1 παιδί. Αν δεν έχει παιδί, το 
δένδρο γίνεται άδειο. ∆ιαφορετικά, το παιδί του Ν 
γίνεται ρίζα. 

b. (Ο Ν έχει τουλάχιστον έναν αδελφικό κόµβο. 
Γιατί?) Αν ο Ν έχει έναν αδελφικό 3-κόµβο Ν’ 
ακριβώς στα αριστερά του ή ακριβώς στα δεξιά 
του, έστω S το κλειδί του πατρικού κόµβου των Ν, 
Ν’ που χωρίζει τα δύο υποδένδρα. Μετακινούµε το 
S στο Ν, και το αντικαθιστούµε στον πατέρα του µε 
το Ν’. Αν Ν και Ν’ είναι εσωτερικοί κόµβοι, 
αλλάζουµε και ένα κατάλληλο παιδί του Ν’ σε 
παιδί του Ν. Τα Ν, Ν’ έχουν από ένα κλειδί το 
καθένα, αντί 0 και 2, και ο αλγόριθµος τερµατίζει. 

c. (Ο Ν έχει έναν αδελφικό κόµβο Ν’, αλλά µε ένα 
µόνο κλειδί.) Έστω P ο πατέρας των Ν, Ν’ και S το 
κλειδί που χωρίζει τους Ν, Ν’ στον P. 
Συνενώνουµε το S και το κλειδί του Ν’ σε έναν νέο 
3-κόµβο, οποίος αντικαθιστά τα Ν, Ν’. Θέτουµε  
Ν = P και επαναλαµβάνουµε το βήµα 2. 
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∆ιαγραφή σε 2-3 δένδρο: Παράδειγµα 
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Κόκκινα-Μαύρα ∆ένδρα (Red-Black 
Trees) 

Ένα κόκκινο-µαύρο δένδρο είναι ένα δυαδικό 
δένδρο αναζήτησης στο οποίο οι κόµβοι µπορούν 
να χαρακτηρίζονται από ένα εκ των δύο χρωµάτων: 
µαύρο-κόκκινο. 

Το χρώµα της ρίζας είναι πάντα µαύρο. Αν κάποιο 
παιδί κάποιου κόµβου δεν υπάρχει, ο αντίστοιχος 
δείκτης είναι NIL. Θα θεωρήσουµε αυτούς τους 
δείκτες NIL ως δείκτες σε εξωτερικούς NIL 
κόµβους (φύλλα) του δυαδικού δένδρου και τους 
κανονικούς κόµβους που αποθηκεύουν κλειδιά ως 
εσωτερικούς κόµβους του δένδρου. 

Ένα κόκκινο-µαύρο δένδρο πληροί τις ακόλουθες 
ιδιότητες: 

� Κάθε κόµβος έχει είτε κόκκινο είτε µαύρο 
χρώµα. 

� Κάθε NIL κόµβος έχει µαύρο χρώµα. 

� Κάθε απλή διαδροµή από έναν κόµβο σε έναν 
NIL κόµβο που είναι απόγονός του περιέχει το 
ίδιο πλήθος µαύρων κόµβων. 

� Αν ένας κόµβος έχει κόκκινο χρώµα, τότε και τα 
δύο  παιδιά του έχουν µαύρο χρώµα. 
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Μέγεθος Κόκκινων-Μαύρων ∆ένδρων 

Πρόταση: Ένα κόκκινο µαύρο δένδρο µε n εσωτερικούς 
κόµβους έχει ύψος το πολύ 2log(n+1). 

∆ιαίσθηση: Τουλάχιστον οι µισοί κόµβοι σε κάθε 
µονοπάτι από τη ρίζα σε φύλλο είναι µαύροι. Γιατί; 

Απόδειξη 

 
� Ορίζουµε το µαύρο ύψος ενός κόµβου v, bh(v), να 
είναι ο αριθµός των µαύρων κόµβων σε κάθε µονοπάτι 
από τον κόµβο v σε οποιοδήποτε φύλλο, χωρίς να 
συµπεριλαµβάνουµε τον v. 

� Αποδεικνύουµε ότι το υπο-δένδρο µε ρίζα κάποιο 
κόµβο v περιέχει τουλάχιστον 2bh(v)-1 εσωτερικούς  
κόµβους µε επαγωγή ως προς το ύψος του v. Στη βάση 
επαγωγής, αν ο v έχει ύψος 0 τότε είναι φύλλο (ο 
κόµβος φρουρός), οπότε ο αριθµός των εσωτερικών 
κόµβων στο υποδένδρο που εκφύεται από τον v είναι 
0 όπως απαιτείται. ∆οθέντος ενός κόµβου v, 
υποθέτουµε ότι ο ισχυρισµός ισχύει για όλους τους 
απογόνους του v και τον αποδεικνύουµε για τον v. 

� Έστω h το ύψος του δένδρου και r η ρίζα. Είναι bh(r) 
≥ h/2. Άρα, n ≥ 2h/2 -1 ⇒ h ≤ 2log(n+1). 
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Πως υλοποιούµε τη LookUp()? Πολυπλοκότητα? 
 

 
 

Εισαγωγή σε Κόκκινο-Μαύρο ∆ένδρο 
 
Πως κάνουµε εισαγωγή ενός κόµβου x σε κόκκινο-
µαύρο δένδρο? Τι πρόβληµα δηµιουργείται? 
 
Αλγόριθµος 
 
� Εισαγωγή όπως σε δυαδικό δένδρο αναζήτησης.  

� Το µονοπάτι αποθηκεύεται σε στοίβα. 

� Ο νέος κόµβος που εισάγεται χαρακτηρίζεται 
κόκκινος. 

� Εξετάζουµε αν οι ιδιότητες χρωµατισµού 
εξακολουθούν να ισχύουν. Αν ναι τερµατίζουµε, 
διαφορετικά διορθώνουµε. 

 

� Ο πατρικός κόµβος πρέπει να είναι κόκκινος. 
Γιατί; Ο κόµβος δεν µπορεί να είναι η ρίζα. 

� Ο παππούς πρέπει να είναι µαύρος. Γιατί? 
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Εισαγωγή σε Κόκκινο-Μαύρο ∆ένδρο 
 
Αλγόριθµος (συνέχεια) 
 
� Υποθέτουµε ότι ο πατέρας του x είναι αριστερό 
παιδί. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις: 

 

1. Περίπτωση 1: Αν ο θείος (αδελφικός κόµβος 
πατέρα) είναι κόκκινος, αλλάζουµε το χρώµα του 
πατέρα και του θείου σε µαύρο και το χρώµα του 
παππού σε κόκκινο. Επαναλαµβάνουµε.  
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Εισαγωγή σε Κόκκινο-Μαύρο ∆ένδρο 
 
Αλγόριθµος (συνέχεια) 
 
2. Περίπτωση 2: Ο θείος είναι µαύρος και ο x 
είναι δεξί παιδί του πατέρα του. Ανάγουµε την 
περίπτωση αυτή στην περίπτωση 3 µε την 
εκτέλεση µιας αριστερής περιστροφής. 

 
3. Περίπτωση 3: Ο x είναι αριστερό παιδί του 
πατέρα του. Το χρώµα του πατέρα του x αλλάζει 
σε µαύρο και του παππού σε κόκκινο. Εκτελείται 
µια δεξιά περιστροφή. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

� Ποια είναι η πολυπλοκότητα της RB-Insert()? 
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Εισαγωγή σε Κόκκινο-Μαύρο ∆ένδρο: 
Παράδειγµα 
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∆ιαγραφή από κόκκινο-µαύρο δένδρο 
 
Η διαγραφή γίνεται µε παρόµοιο τρόπο όπως σε 
δυαδικό δένδρο αναζήτησης και στη συνέχεια 
ελέγχεται αν οι ιδιότητες χρωµατισµού ισχύουν ή 
όχι και γίνονται κατάλληλες ενέργειες. 
 
Έστω y ο κόµβος που θα διαγραφεί από το δένδρο.  
 
Αν y κόκκινος, δεν υπάρχει πρόβληµα. Γιατί? 
 
Αν y µαύρος, η διαγραφή του δηµιουργεί 
(τουλάχιστον) ένα µονοπάτι µε µαύρο ύψος 
µικρότερο κατά ένα.  
 
Υποθέτουµε ότι η µαύρη ιδιότητα του v 
µεταφέρεται στο παιδί του, το οποίο τώρα γίνεται 
διπλά µαύρο (που είναι µη επιτρεπτό).  
 
Πρέπει να µεταφέρουµε το extra µαύρο προς τα 
πάνω στο δένδρο µέχρι είτε: 
� να φθάσουµε στη ρίζα, ή  

� να βρούµε έναν κόκκινο κόµβο που τον 
µετονοµάζουµε σε µαύρο και τερµατίζουµε, ή 

� να µπορούν να εκτελεστούν κατάλληλες 
περιστροφές και επαναχρωµατισµοί κάποιων 
κόµβων ώστε να λυθεί το πρόβληµα. 
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∆ιαγραφή από κόκκινο-µαύρο δένδρο - 
Περιπτώσεις  

 
� Θεωρώ ότι το δένδρο υλοποιείται µε κόµβο 
φρουρό. Έτσι, όλοι οι null δείκτες δείχνουν στον 
κόµβο φρουρό.  

 
 
� Έστω x το παιδί του κόµβου που διαγράφεται.  



Η/Υ 4-32, ∆οµές ∆εδοµένων  3ο Εξάµηνο 

Φατούρου Παναγιώτα  138 

∆ιαγραφή από κόκκινο-µαύρο δένδρο - 
Περιπτώσεις  

Έστω w ο αδελφικός κόµβος & p ο πατέρας του x. Ο w 
δεν µπορεί να είναι ο κόµβος φρουρός. Γιατί; 

Υποθέτουµε ότι ο x είναι αριστερό παιδί του πατρικού 
του κόµβου. Η περίπτωση που ο x είναι δεξιό παιδί του 
πατρικού κόµβου είναι συµµετρική.  

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις ως προς το χρώµα του w. 

1. Ο w είναι κόκκινος. Αλλάζουµε το χρώµα του w σε 
µαύρο και του p σε κόκκινο και εκτελούµε µια 
αριστερή περιστροφή γύρω από τον πατέρα του x 
(περίπτωση α. σχήµατος). Έτσι, µεταπίπτουµε στην 
περίπτωση 2. 

2. Ο w είναι µαύρος κόµβος.  

a. Και τα δύο παιδιά του w είναι µαύρα. Αλλάζουµε 
το χρώµα του w σε κόκκινο, του x σε µαύρο (από 
διπλά µαύρο) και µεταφέρουµε το µαύρο που 
αφαιρέσαµε από τους w, x στον p. Αν ο p ήταν 
κόκκινος γίνεται µαύρος και ο αλγόριθµος 
τερµατίζει. ∆ιαφορετικά, ο p γίνεται διπλά 
µαύρος και ο αλγόριθµος επαναλαµβάνεται µε x 
= p.  

b. Το w->lc είναι κόκκινο και το w->rc µαύρο. 
Αλλάζω το χρώµα του w σε κόκκινο και του w-
>lc σε µαύρο και εκτελώ µια περιστροφή γύρω 
από το w ⇒ Μεταπίπτουµε στην περίπτωση 2c. 

c. Το w->rc είναι κόκκινο. Αλλάζω το χρώµα του 
w->rc σε µαύρο, του w σε ότι ήταν το χρώµα του 
p και του p σε µαύρο και εκτελώ µια περιστροφή 
γύρω από το p. Ο αλγόριθµος τερµατίζει. 
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∆ιαγραφή από κόκκινο-µαύρο δένδρο - 
Περιπτώσεις  

 
 

 
 

 
Ποια είναι η πολυπλοκότητα της RB-Delete()? 
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Splay ∆ένδρα 
 

Είναι απλά δυαδικά δένδρα αναζήτησης. Κάθε 
κόµβος έχει τα εξής πεδία: Key, Info, LC, RC. 
 
∆ιαφορά από δυαδικά δένδρα αναζήτησης 
Τρόπος υλοποίησης LookUp(), Insert() και 
Delete(). 
 
Αν το λεξικό έχει n στοιχεία, δεν είναι εγγυηµένο 
ότι οι αλγόριθµοι αυτοί έχουν πολυπλοκότητα 
O(log n).  
 
Υπάρχουν µόνο εγγυήσεις για το amortized κόστος 
κάθε λειτουργίας: 
Κάθε ακολουθία από m λειτουργίες, ξεκινώντας από 
ένα άδειο δένδρο, χρειάζεται Ο(m logn) χρόνο για 
την εκτέλεσή της. 
 
Άρα: 
To amortized κόστος κάθε λειτουργίας είναι 
O(logn). 
 
Όµως: 
Μπορεί να υπάρχουν λειτουργίες που το κόστος 
τους είναι πολύ υψηλό, π.χ., Ω(n), αλλά αυτό 
συµβαίνει µόνο αν αυτές έπονται πολλών 
λειτουργιών µε κόστος πολύ µικρό. 
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Splay ∆ένδρα 
 

Ιδέα (κοντινή σε ευριστικό Move-To-Front) 
Κάθε φορά που ένα κλειδί είναι το αποτέλεσµα 
µιας επιτυχηµένης αναζήτησης στο δένδρο, ο 
κόµβος του µετακινείται στη ρίζα. 
 
Κρίσιµη Λειτουργία 
Splay(K,T), K -> κλειδί, Τ -> δένδρο: τροποποιεί 
το Τ έτσι ώστε το προκύπτον δένδρο (1) είναι 
επίσης δυαδικό δένδρο αναζήτησης, και (2) έχει το 
κλειδί Κ στη ρίζα, αν το Κ υπάρχει στο δένδρο. Αν 
όχι, η ρίζα περιέχει το κλειδί που θα ήταν ο 
επόµενος ή ο προηγούµενος του κλειδιού στην 
ενδοδιατεταγµένη διάσχιση. 
 

 
 
Τα δένδρα των οποίων η διαχείριση γίνεται βάσει 
της Splay λειτουργίας λέγονται Splay δένδρα. 
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Υλοποίηση Λειτουργιών Splay ∆ένδρων 
 
LookUp(K,T): Εκτελούµε τη λειτουργία 
Splay(K,T) και εξετάζουµε το κλειδί της ρίζας.  
 

 
 
Insert(K, Ι, T): Εκτελούµε τη λειτουργία 
Splay(K,T). Αν το Κ είναι στη ρίζα, αλλαγή του 
Info του σε Ι. ∆ιαφορετικά, δηµιουργούµε νέο 
κόµβο που να περιέχει τα Κ, Ι, και τοποθετούµε 
τον  κόµβο αυτό σαν ρίζα. 
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Delete(K,T) 
 

Concat(T1,T2): Εκτελούµε πρώτα Splay(+∞, T1), 
όπου +∞ είναι ένα κλειδί µεγαλύτερο από κάθε 
κλειδί που µπορεί να περιέχεται στο δένδρο (µετά 
από αυτή τη λειτουργία, το Τ1 δεν έχει δεξιό 
υποδένδρο). Τοποθετούµε το T2 σαν δεξιό 
υποδένδρο της ρίζας του T1. 

 
 
Delete(K,T):  Εκτελούµε Splay(K,T). Αν η ρίζα 
δεν περιέχει το Κ τότε ο αλγόριθµος τερµατίζει. 
∆ιαφορετικά, εκτελούµε την Concat στα δύο 
υποδένδρα της ρίζας. 
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Υλοποίηση της Λειτουργίας Splay 
 
� Για να εκτελέσουµε splay γύρω από ένα κλειδί 
Κ, πρώτα αναζητούµε το Κ µε το γνωστό τρόπο, 
και αποθηκεύουµε το µονοπάτι που 
ακολουθήσαµε σε στοίβα. 

� Έστω P ο τελευταίος κόµβος σε αυτό το 
µονοπάτι. Αν το Κ υπάρχει στο δένδρο, θα 
βρίσκεται στον P. 

� ∆ιαφορετικά ο κόµβος µε κλειδί Κ θα πρέπει να 
εισαχθεί σαν ένα από τα παιδιά του P.  

� Μετά την Splay, ο P θα βρίσκεται στη ρίζα. 
∆ιακρίνουµε περιπτώσεις: 

 
1.  Ο P δεν έχει παππού, δηλαδή το Parent(P) 
είναι η ρίζα.  

 

 
 

Εκτελούµε µια απλή περιστροφή. 
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Υλοποίηση της Λειτουργίας Splay: 
Συνέχεια 

 
2.  Ο P και ο Parent(P) είναι και οι δύο είτε 
αριστερά παιδιά, είτε δεξιά παιδιά. 

 
 

 

 
 
 
 

Εκτελούµε δύο απλές περιστροφές προς την 
ίδια κατεύθυνση, την 1η  γύρω από τον παππού 
του P και την 2η γύρω από τον πατέρα του. 
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Υλοποίηση της Λειτουργίας Splay: 

Συνέχεια 
 

3.  Ένας από τους P, Parent(P) είναι αριστερό 
παιδί και ο άλλος δεξιό παιδί. 

 
 
 

 
 
 
 
 
Εκτελούµε δύο περιστροφές αλλά σε αντίθετες 
κατευθύνσεις, την 1η γύρω από τον πατέρα του P 
και την 2η γύρω από τον παππού του. 
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Παράδειγµα 

 
Splaying γύρω από το D 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ 7 
KATAKE ΡΜΑΤΙΣΜΟΣ 
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Εισαγωγή 
Σκοπός 

Υλοποίηση συνόλων που λαµβάνουν υπ’ όψιν τους 
τη δοµή των κλειδιών. Οι υλοποιήσεις αυτές δεν 
εκτελούν µόνο συγκρίσεις πάνω στα κλειδιά, αλλά 
αντιµετωπίζουν τα κλειδιά σαν µια αριθµητική 
ποσότητα πάνω στην οποία µπορούν να 
εκτελεστούν αυθαίρετοι αριθµητικοί υπολογισµοί. 

 

Πρόβληµα 

Έχουµε ένα σύνολο από κλειδιά {Κ0, … , Κn-1} και 
θέλουµε να υλοποιήσουµε Insert() και LookUp() 
(ίσως και Delete()). 

 

Ιδέα 

Αποθηκεύουµε τα στοιχεία αυτά σε ένα πίνακα 
T[0..m-1], που ονοµάζεται hash table (πίνακας 
κατακερµατισµού), µε τη βοήθεια µιας hash 
function (συνάρτησης κατακερµατισµού) h: K→ 
{0, …, m-1}, όπου Κ είναι ο χώρος των κλειδιών. 

Για κάθε j, το κλειδί Kj αποθηκεύεται στη θέση του 
πίνακα h(Kj). 

Αν η h µπορεί να υπολογιστεί γρήγορα, σε πόσο 
χρόνο µπορούµε να προσπελάσουµε το κλειδί? 

Ποιο πρόβληµα µπορεί να δηµιουργηθεί? 
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Συγκρούσεις (collisions) 
 

Σύγκρουση συµβαίνει όταν για δύο κλειδιά Kj, Ki 
που είναι διαφορετικά µεταξύ τους ισχύει ότι  
h(Kj) = h(Ki). 

 

Όταν συµβαίνουν συγκρούσεις, θα πρέπει να γίνει 
ανακατανοµή κλειδιών, ώστε να επιλυθεί η 
σύγκρουση και τα κλειδιά να µπορούν να βρεθούν 
(µε LookUp()) σε λογικό χρόνο µετά την 
ανακατανοµή. 

 

Καλές Συναρτήσεις Κατακερµατισµού  

Κάνουν καλή διασκόρπιση των κλειδιών στον 
πίνακα: 

Αν ένα κλειδί Κ επιλέγεται τυχαία από το χώρο 
κλειδιών, η πιθανότητα να ισχύει h(K) = j, θα 
πρέπει να είναι 1/m, ίδια για όλα τα j (δηλαδή για 
όλες τις θέσεις του πίνακα). 

 

Παράδειγµα 

h(k) = k mod m 

Το m δεν πρέπει να είναι δύναµη του 2. 

Η hash function modulo είναι καλή µόνο αν ο m 
είναι πρώτος αριθµός. 
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Μέθοδοι ∆ιαχείρισης Συγκρούσεων 
 

Μέθοδος αλυσίδας 

T[j]: δεν περιέχει ένα στοιχείο αλλά ένα δείκτη σε 
µια δυναµική δοµή η οποία περιέχει κάθε στοιχείο 
µε κλειδί Κ τέτοιο ώστε h(K) = j.   
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Μέθοδοι ∆ιαχείρισης Συγκρούσεων 
 

Μέθοδος αλυσίδας 
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Probes 
 

1 Probe: 1 πρόσβαση σε κάποιο µέρος της δοµής. 

 

Παράδειγµα 

1 probe για την πρόσβαση στον πίνακα, 
προκειµένου να βρεθεί η θέση του πρώτου 
στοιχείου της αλυσίδας, 2ο  probe απαιτείται για 
την ίδια την πρόσβαση στο 1ο στοιχείο της 
αλυσίδας, κλπ. 

 

n: µέγεθος λεξικού 

m: µέγεθος πίνακα 

α = n/m, load factor: ο µέσος αριθµός κλειδιών σε 
κάθε αλυσίδα είναι α. 

S(α): αναµενόµενος αριθµός probes για την 
εκτέλεση LookUp σε κλειδί που υπάρχει στην 
δοµή.  

U(α): αναµενόµενος αριθµός probes για την 
εκτέλεση LookUp σε κλειδί που δεν υπάρχει στην 
δοµή.  

 

U(α) = 1 + α. 
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Probes 
S(α) 

Ποιος είναι ο µέσος αριθµός probes για επιτυχηµένη 
αναζήτηση, αν  

Το µέγεθος της αλυσίδας είναι 1? 

Το µέγεθος της αλυσίδας είναι 2? 

Το µέγεθος της αλυσίδας είναι κ? 

 

Αν όλες οι αλυσίδες ήταν µη-άδειες, το 
αναµενόµενο µήκος κάθε αλυσίδας θα ήταν α, 
οπότε S(α) = 1 + (1+α)/2 = 3/2 +α/2. 

 

Μια επιτυχηµένη LookUp ποτέ δεν εξετάζει άδειες 
αλυσίδες. Γιατί? 

 

Ωστόσο, το µήκος της αλυσίδας µπορεί να είναι 
λίγο µεγαλύτερο από α: 

S(α) ≈ 2 + α/2 

 

Χειρότερη περίπτωση? 

 

Ποια είναι η κατάλληλη επιλογή για το m? 

 

Πόσο εύκολα µπορούµε να υλοποιήσουµε 
διαγραφή? 
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Μέθοδοι ∆ιαχείρισης Συγκρούσεων 
 

Μέθοδος Μικτών Αλυσίδων 

Ιδέα: Ολόκληρη η αλυσίδα αποθηκεύεται µέσα 
στον πίνακα. 
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Μέθοδοι ∆ιαχείρισης Συγκρούσεων 
 

Πρόβληµα 

Μια θέση στην οποία έχει τοποθετηθεί ένα κλειδί 
για το οποίο η συνάρτηση κατακερµατισµού 
καθορίζει άλλη θέση εισαγωγής, µπορεί να πρέπει 
να αποθηκεύσει αργότερα το πρώτο κλειδί µιας 
νέας αλυσίδας. 

Λύση 

Το κλειδί τοποθετείται στην πρώτη διαθέσιµη θέση 
και συνδέεται στην αλυσίδα του κλειδιού που 
κατέχει την αρχική θέση. 
 

LookUp: Ίδια όπως στη µέθοδο µε αλυσίδες, αλλά 
η κάθε αλυσίδα ίσως περιέχει κλειδιά για τα οποία 
η συνάρτηση κατακερµατισµού δίνει διαφορετικές 
τιµές. 

Insert: Όπως στη µέθοδο µε αλυσίδες, αλλά τα νέα 
στοιχεία τοποθετούνται στον ίδιο τον πίνακα και ο 
πίνακας µπορεί να γεµίσει. 
 

Cellar – Κελάρι 

Κρατάµε τις πρώτες θέσεις του πίνακα µόνο για 
την επίλυση συγκρούσεων. 

Πειραµατική και θεωρητική δουλειά έχει αποδείξει 
ότι αν το κελάρι είναι το 14% του συνολικού 
πίνακα, η απόδοση είναι καλή (για επιτυχής και µη 
αναζήτηση). 
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Μέθοδοι ∆ιαχείρισης Συγκρούσεων 

Μέθοδος Ανοικτής ∆ιεύθυνσης 

Τα κλειδιά αποθηκεύονται στον πίνακα 
κατακερµατισµού, αλλά δεν χρησιµοποιούνται 
δείκτες (δεν σχηµατίζονται αλυσίδες). 

Για κάθε κλειδί ελέγχεται µια ακολουθία από 
θέσεις (ακολουθία αναζήτησης/εξέτασης, probe 
sequence). Η ακολουθία καθορίζεται βάσει 
κάποιου κανόνα και µπορεί να εξαρτάται και από 
το ίδιο το κλειδί. 

 

Η(K,p): Η p-οστή θέση που ελέγχεται για κάποιο 
κλειδί, p = 0, 1 … 

 

LookUp:  Ψάξε τις διαδοχικές θέσεις στην 
ακολουθία αναζήτησης, µέχρι είτε να βρεθεί το 
κλειδί, ή να βρεθεί µια κενή θέση στον πίνακα. Στη 
δεύτερη περίπτωση, το κλειδί δεν υπάρχει στον 
πίνακα. 

 

Insert:  Κάλεσε LookUp. Αν το κλειδί βρεθεί, ο 
αλγόριθµος τερµατίζει, διαφορετικά, το νέο κλειδί 
εισάγεται στην κενή θέση (µπορεί να απαιτείται 
ανακατανοµή των κλειδιών στον πίνακα, 
προκειµένου να µειωθεί ο χρόνος αναζήτησης). 
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Μέθοδοι Καθορισµού  
Ακολουθιών Αναζήτησης 

Γραµµική Αναζήτηση 

Αλγόριθµος: 

Η(Κ,0) = h(K); 

H(K,p+1) = (H(K,p)+1) mod m. 

Τι γίνεται αν ο πίνακας είναι γεµάτος? Πώς 
µπορούµε να συµπεράνουµε κάτι τέτοιο? 
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Μέθοδοι Καθορισµού  
Ακολουθιών Αναζήτησης 

Γραµµική Αναζήτηση 

Η απόδοση της µεθόδου είναι ικανοποιητική όταν 
ο πίνακας δεν είναι πολύ γεµάτος. 
 

Σηµαντικότερο Πρόβληµα 

Φαινόµενο Συγκέντρωσης (primary clustering) 

Όταν ένα µπλοκ (cluster) µε συνεχόµενες 
κατειληµµένες θέσεις δηµιουργηθεί, αποτελεί 
προορισµό για περαιτέρω συγκρούσεις, ενώ νέες 
τέτοιες συγκρούσεις οδηγούν στην αύξηση του 
µεγέθους του µπλοκ. 
 

Αριθµός απαιτούµενων probes για µη 
επιτυχηµένη αναζήτηση, 

� αν η συνάρτηση κατακερµατισµού επιστρέφει µια 
κενή θέση του πίνακα?   

� αν η συνάρτηση κατακερµατισµού επιστρέφει µια 
κατειληµµένη θέση του πίνακα?   

 

Προσπάθεια βελτίωσης: 

Πρόσθεσε µια σταθερά c > 1, στον δείκτη για να 
βρεις τον επόµενο δείκτη στην ακολουθία. 
 

Τι αποτέλεσµα θα έχει αυτή η προσπάθεια? 
Βοηθάει?  
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Μέθοδοι Καθορισµού  
Ακολουθιών Αναζήτησης 

 

∆ιπλός κατακερµατισµός  

Αλγόριθµος: 

H(Κ,0) = h(K); 

H(Κ, p+1) = (H(K, p) + h2(K)) mod m 

 

Η γραµµική αναζήτηση ισοδυναµεί µε διπλό 
κατακερµατισµό, αν h2(K) = 1, ∀ κλειδί K. 

 

Η ακολουθία αναζήτησης πρέπει (τελικά) να 
περιέχει όλες τις θέσεις του πίνακα. 

 

h2(K) > 0 

h2(K) και m δεν πρέπει να έχουν κοινούς διαιρέτες 

Γιατί? 

 

Έστω d διαιρεί το h2(K) και το m: 

[(m/d)h2(K)] mod m = [m(h2(K)/d)] mod m = 0, 

άρα η (m/d)-οστή θέση στην ακολουθία θα είναι η 
ίδια όπως η 1η. 

 

∆ιαλέγουµε τον m να είναι πρώτος. 
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Παράδειγµα ∆ιπλού Κατακερµατισµού 
 

Βασική συνάρτηση κατακερµατισµού: η ηµέρα 
θανάτου 

∆ευτερεύουσα συνάρτηση κατακερµατισµού: ο 
µήνας θανάτου (Ιανουάριος = 1, Φεβρουάριος = 2, 
κλπ.) 

 
Tι συµβαίνει κατά την εισαγωγή του τελευταίου 
ονόµατος, W. Hooper? 
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Απόδοση Μεθόδου  
∆ιπλού Κατακερµατισµού  

 

Υπόθεση 

Κάθε θέση που εξετάζεται στον πίνακα 
κατακερµατισµού είναι ανεξάρτητη από τις 
υπόλοιπες θέσεις του πίνακα, και η πιθανότητα να 
επιλεγεί µια κατειληµµένη θέση είναι ίση µε το 
load factor. 

 

Είναι αυτή η υπόθεση σωστή? 

 

Όχι, αφού: 

1. ∆ιαδοχικές θέσεις µπορεί να εξαρτώνται µε 
κάποιο τρόπο. 

2. Είναι αδύνατο να εξεταστεί η ίδια θέση 2 φορές. 

 

 

Εισαγωγή n κλειδιών σε πίνακα 
κατακερµατισµού µεγέθους m, δεδοµένου ότι η 
υπόθεση είναι σωστή 

αi = i/m, i ≤ n: η πιθανότητα σύγκρουσης σε κάθε 
βήµα είναι αi µετά την εισαγωγή i κλειδιών. 
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Απόδοση Μεθόδου  
∆ιπλού Κατακερµατισµού - Συνέχεια 

 

Αναµενόµενος αριθµός probes σε µη επιτυχηµένη 
αναζήτηση, αν n-1 κλειδιά έχουν ήδη εισαχθεί 
είναι:  
Un-1  = 1*(1 – an-1) + 2*an-1*(1-an-1)+3an-1

2(1-an-1) + … 
= 1 + an-1 + an-1

2 + … 
= 1/(1 - an-1) 
 

 

Αριθµός probes σε επιτυχηµένη αναζήτηση 

Μέσος αριθµός από probes για την εισαγωγή κάθε 
ενός από τα n  κλειδιά. 

Ο αναµενόµενος αριθµός probes για την εισαγωγή 
του i-οστού κλειδιού = αναµενόµενο αριθµό probes 
σε µη επιτυχηµένη αναζήτηση. Εποµένως: 

Sn  = (1/n) ∑∑∑∑ ==== −−−−
n

i iU1 1  
= (1/n) )1/(11 1∑∑∑∑ −−−−==== −−−−

n

i ia  
=  (m/n) )1/(11∑∑∑∑ ++++−−−−====

n

i im  
= (m/n) (Hm – Hm-n), 

όπου Hi = 1 + ½ +  … + 1/i ≈ ln i. 

 
Sn ≈ (m/n) (ln m – ln (m-n))  
    = (m/n) ln(m/m-n)  
    = (1/an) ln (1/(1-an)). 
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Ταξινοµηµένος Κατακερµατισµός 
Ordered Hashing 

Αν τα κλειδιά ήταν αλφαβητικά ταξινοµηµένα θα 
είχαµε µείωση του χρόνου για αποτυχηµένες 
αναζητήσεις: 

Αν ένα µεγαλύτερο κλειδί από το ζητούµενο Κ 
προσπελαστεί τερµατίζει η αναζήτηση. 

 

Μέθοδος µε αλυσίδες 

∆ιατηρούµε τα κλειδιά στις αλυσίδες ταξινοµηµένα 
αλφαβητικά. 

 

Μέθοδος Ανοικτής ∆ιεύθυνσης 

Τα κλειδιά πρέπει να εισαχθούν έτσι ώστε: 

Τα κλειδιά που προηγούνται στην ακολουθία 
αναζήτησης από το Κ, θα πρέπει να είναι µικρότερα 
από το Κ. 

 

Ιδέα 

Αν στην ακολουθία αναζήτησης για το κλειδί Κ 
δούµε κλειδί Κ’ > Κ, τότε αντικαθιστούµε το Κ’ µε 
το Κ και συνεχίζουµε µε την εισαγωγή του Κ’ 
βάσει της ακολουθίας αναζήτησης του Κ’. 
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Ordered Hashing 
 

procedure OrderedHashInsert(key K, info I, pointer P): 
 if (P->size == m-1) then error; 

T = P->Table; 
pos = h(K); 
while (T[pos] != NULL) do 
 if (T[pos]->Key > K) then 
  swap(K, T[pos]->Key); 
  swap(I, T[pos]->Info); 
 else if (K == T[pos]->Key) then 
  T[pos]->Info = I; 
  return; 
 pos = (pos + h2(K)) mod m; 
T[pos]->Key = K; 
T[pos]->Info = I; 
P->Size++; 

 
function OrderedHashingLookUp(key K, pointer P): 

info 
T = P->Table; 
pos = h(K); 
while (T[pos] != NULL && T[pos]->Key < K) do 
 pos = (pos + h2(K)) mod m; 
if (T[pos] != NULL && T[pos]->Key == K) 
 return T[pos]->Info; 
else return NIL; 
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Ordered Hashing 
 

Η τελική µορφή του πίνακα κατακερµατισµού, 
µετά την εισαγωγή σε αυτόν (βάσει της τεχνικής 
ordered hashing) ενός συνόλου από κλειδιά, θα 
είναι η ίδια ανεξάρτητα από τη σειρά µε την οποία 
τα κλειδιά αυτά εισάγονται στον πίνακα. 

 

Υπόθεση 

Η πιθανότητα να επιλεγεί ένα συγκεκριµένο κλειδί 
από το χώρο κλειδιών είναι η ίδια για όλα τα 
κλειδιά του χώρου. 

Τότε: 

� Ο αναµενόµενος χρόνος Sn για επιτυχηµένη 
αναζήτηση δεν αλλάζει. 

 

� Ο αναµενόµενος χρόνος Un για µη επιτυχηµένη 
αναζήτηση µειώνεται. Γίνεται περίπου ίδιος µε Sn. 

 

Άρα: 

 

Sn ≈ Un ≈ (1/an) ln(1/(1 – an)). 
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Ordered Hashing – ∆ιαγραφές 
 

Μέθοδος µε αλυσίδες 

Γίνεται εύκολα. Πως?  
 

Μέθοδος Ανοικτής ∆ιεύθυνσης 

Ένα κλειδί δεν µπορεί να διαγραφεί αφήνοντας 
απλά τη θέση που κατείχε άδεια. Γιατί? 
 

Παράδειγµα 

Έστω ότι χρησιµοποιούµε τη µέθοδο γραµµικής 
αναζήτησης. 

Έστω ότι 2 κλειδιά µε την ίδια βασική/πρωταρχική 
τιµή κατακερµατισµού εισάγονται στις θέσεις j και 
j+1 ενός πίνακα κατακερµατισµού και στη 
συνέχεια αυτό στη θέση j διαγράφεται. 

Το άλλο θα µείνει στη θέση j+1, αλλά η LookUp() 
θα σταµατήσει όταν βρει τη θέση j κενή. Λάθος! 

 

Ιδέα 

Για κάθε θέση του πίνακα υπάρχει ένα bit, που 
ονοµάζεται Deleted και µπορεί να είναι είτε 0 ή 1. 
Αρχικά όλα αυτά τα bits είναι 0. Αν διαγράψουµε 
κάτι από µια θέση του πίνακα, θέτουµε το bit της 
θέσης αυτής σε 1. H LookUp() δεν τερµατίζει σε 
άδειες θέσεις για τις οποίες το Deleted bit είναι 1. 
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Επεκτάσιµος Κατακερµατισµός 
Extendible Hashing 

 

� Είναι µέθοδος που επιτρέπει την επαύξηση ή τη 
συρρίκνωση ενός πίνακα κατακερµατισµού, 
διατηρώντας παράλληλα τους χρόνους 
πρόσβασης στη δοµή χαµηλούς. 

 

� Χρήσιµο για την αποθήκευση δεδοµένων στη 
δευτερεύουσα µνήµη. 

 

� Μπορεί να χρησιµοποιηθεί εναλλακτικά αντί 
ενός Β-δένδρου. 

 

∆οµή ∆εδοµένων 2 επιπέδων: 

Ένας κατάλογος (directory) που αποτελεί τη δοµή 
υψηλού επιπέδου και ένα σύνολο από σελίδες 
φύλλα (leaf pages) στις οποίες αποθηκεύονται 
δεδοµένα.  

 

Ο κατάλογος είναι ένας πίνακας από δείκτες στις 
σελίδες. 

 

Οι σελίδες φύλλα είναι σταθερού µεγέθους, π.χ., b 
bytes η κάθε µια. 
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Επεκτάσιµος Κατακερµατισµός 

 
 

 

Υπάρχει µια συνάρτηση κατακερµατισµού που 
απεικονίζει κλειδιά σε bit strings µήκους L. 

 

L bits: 2L τιµές κατακερµατισµού 

hd(K): τα πρώτα d bits του h(K), d <= L 
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Επεκτάσιµος Κατακερµατισµός 
 

Μια σελίδα περιέχει όλα εκείνα τα κλειδιά των 
οποίων η τιµή κατακερµατισµού έχει ένα 
συγκεκριµένο πρόθεµα από bits. 

 

Το µήκος αυτού του προθέµατος ονοµάζεται βάθος 
(depth) της σελίδας. 

 

Το µέγιστο βάθος κάθε σελίδας ονοµάζεται βάθος 
του πίνακα κατακερµατισµού D. 

 

Το directory είναι ένας πίνακας µε 2D δείκτες σε 
σελίδες. 

 

Εύρεση σελίδας που περιέχει το κλειδί Κ 

Υπολογίζουµε το hD(K); 

Ακολουθούµε το δείκτη που περιέχεται στο 
T[hD(K)]; 

 

Αν για µια σελίδα ισχύει ότι d < D, τότε 2D-d 
δείκτες σε συνεχόµενες θέσεις του πίνακα θα 
δείχνουν στη σελίδα αυτή. 
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Επεκτάσιµος Κατακερµατισµός 
 

Εισαγωγές 

Μια σελίδα χωράει µόνο b δεδοµένα. 

Αν συµβεί υπερχείλιση µιας σελίδας µε βάθος d, η 
σελίδα θα πρέπει να χωριστεί σε δύο σελίδες. Ο 
χωρισµός γίνεται µε αύξηση του βάθους της 
σελίδας σε d+1 και µε τη δηµιουργία µιας νέας 
σελίδας, που ονοµάζεται φιλική σελίδα (buddy 
page). 

 

Τι αλλαγές προκαλεί η δηµιουργία της νέας 
σελίδας στο directory? 

Περιπτώσεις 

1. d < D 

Αλλαγή απλά µερικών δεικτών στο directory, 
ώστε αυτοί να δείχνουν στη νέα σελίδα. 

 

2. d = D 

∆ιπλασιασµός του µεγέθους του directory και 
κατάλληλη αρχικοποίηση των δεικτών. 
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Επεκτάσιµος Κατακερµατισµός  
Εισαγωγή 

 
Υποθέτουµε ότι b = 2. 

 

(α) Εισαγωγή κλειδιού µε τιµή κατακερµατισµού 
11101. 

(β) Εισαγωγή κλειδιού µε τιµή κατακερµατισµού 
01011.  
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Επεκτάσιµος Κατακερµατισµός 
∆ιαγραφή – Αποδοτικότητα 

 

∆ιαγραφή 

Αν η διαγραφή κάποιων κλειδιών από µια σελίδα 
2i, για κάποιο i, έχει σαν αποτέλεσµα αυτή µαζί µε 
την (2i+1) να έχει συνολικά b κλειδιά, θα 
µπορούσε να γίνει συνένωση των 2 σελίδων σε 1. 

 

Γενικά αυτή η λειτουργία είναι ακριβή και δεν 
είναι συνετό να γίνεται συχνά.  

 

Αποδοτικότητα 

Η µέθοδος: 

☺ είναι αποδοτική σε χρόνο προσπέλασης, αφού 
απαιτείται µόνο µια πρόσβαση στην κύρια 
µνήµη και µια στη δευτερεύουσα για να 
επιτευχθεί η προσπέλαση του ζητούµενου 
κλειδιού (και δεδοµένου). 

 

� δεν είναι αρκετά αποδοτική σε µνήµη, αφού 
πολλές από τις σελίδες µπορεί να είναι σχεδόν 
άδειες και αφού το directory συνήθως περιέχει 
παραπάνω από ένα δείκτες που δείχνουν στην 
ίδια σελίδα. 
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Συναρτήσεις Κατακερµατισµού 
 

Οι µέθοδοι κατακερµατισµού που συζητήθηκαν 
έχουν πολύ καλή «µέση» απόδοση µόνο αν οι τιµές 
κατακερµατισµού των κλειδιών είναι οµοιόµορφα 
κατανεµηµένες (στα όρια του πίνακα 
κατακερµατισµού). 

 

Στη χειρότερη περίπτωση τα πράγµατα µπορούν να 
είναι πολύ άσχηµα (γραµµική πολυπλοκότητα). 

 

Ποια είναι η χειρότερη περίπτωση? 

 

� η συνάρτηση κατακερµατισµού δεν επιτυγχάνει 
καλή κατανοµή των κλειδιών γενικά, ή 

� η συνάρτηση κατακερµατισµού δεν επιτυγχάνει 
καλή κατανοµή για συγκεκριµένα σύνολα 
κλειδιών. 
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Συναρτήσεις Κατακερµατισµού 
 

Κατακερµατισµός µε ∆ιαίρεση 

h(K) = K mod m 

 

m: µέγεθος πίνακα κατακερµατισµού 

K: κλειδί (θεωρείται ακέραιος) 

 

Αν Κ αλφαριθµητικό, υπολογίζουµε το ∑∑∑∑ −−−−

====

1

0

p

i irc i , 
όπου 

o p: µήκος του αλφαριθµητικού 

o r: ο αριθµός χαρακτήρων στον κώδικα (συνήθως 
128 ή 256) 

o cj: ο κωδικός (ASCII) κάθε χαρακτήρα 

 

 

Σκοπός Συνάρτησης Κατακερµατισµού 

Αποφυγή συστηµατικών συγκρούσεων σε 
περιπτώσεις που τα κλειδιά επιλέγονται µε ένα 
συστηµατικά µη τυχαίο τρόπο. 
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Συναρτήσεις Κατακερµατισµού: 
Κατακερµατισµός µε ∆ιαίρεση 

 

Παράδειγµα 

� Αν το m είναι r ή r2, το αποτέλεσµα της 
διαίρεσης είναι ο κωδικός του ενός ή των δύο 
τελευταίων χαρακτήρων. 

 

Όµως: 

Από τα γράµµατα του αλφάβητου είναι πολύ λίγα 
αυτά που συνήθως συναντούνται ως τελευταίοι 
χαρακτήρες λέξεων. 

 

� Αν το m είναι άρτιος, η τιµή h(K) θα είναι άρτια 
ή περιττή ανάλογα µε το αν ο τελευταίος 
χαρακτήρας στο αλφαριθµητικό έχει περιττό ή 
άρτιο κωδικό. 
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Συναρτήσεις Κατακερµατισµού: 
Κατακερµατισµός µε ∆ιαίρεση 

 

Λύση 

Επιλογή του m να είναι πρώτος. Επίσης, είναι 
καλύτερο το m να µην διαιρεί τους rk+a, rk-1 για 
µικρές σταθερές k και a. 

 

Παράδειγµα 

Έστω m = r-1 και έστω ότι r-1 είναι πρώτος: 

∑∑∑∑
−−−−

====

1

0

p

i irc  i mod (r-1) = ∑∑∑∑ −−−−

====

1

0 (
p

i irc I mod (r-1)) mod (r-1) 

       = (∑∑∑∑ −−−−

====

1

0

p

i ic )mod (r-1) 

 

Μπορεί να αποδειχθεί επαγωγικά πως,  για κάθε i,  

ri mod (r-1) = (1 + (r-1) ∑∑∑∑ −−−−

====

1

0

i

j r j) mod (r-1) = 1. 

 

Άρα, αν m = r-1, όλες οι µεταθέσεις του ίδιου 
συνόλου χαρακτήρων (π.χ., ABC, BCA, CBA, 
κλπ.) έχουν την ίδια τιµή κατακερµατισµού. 
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Συναρτήσεις Κατακερµατισµού 
 

Τέλειος Κατακερµατισµός Στατικών ∆εδοµένων 

 

Αν γνωρίζαµε εξ αρχής τα κλειδιά που θέλουµε να 
αποθηκευτούν, ίσως να µπορούσαµε να 
σχεδιάσουµε µια συνάρτηση κατακερµατισµού που 
να αποφεύγει εντελώς τις συγκρούσεις.  

 

Έχουν αναπτυχθεί διάφορες τεχνικές για την 
εύρεση τέλειων συναρτήσεων κατακερµατισµού 
για δεδοµένα σύνολα κλειδιών. 

 

Η µέθοδος έχει περιορισµένη εφαρµογή, αφού 
συνήθως το σύνολο των κλειδιών δεν είναι γνωστό 
και τα δεδοµένα αλλάζουν δυναµικά. 
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Καθολικές Κλάσεις  
Συναρτήσεων Κατακερµατισµού 

 

Ιδέα 

Η συνάρτηση κατακερµατισµού επιλέγεται τυχαία 
από ένα σύνολο συναρτήσεων κατακερµατισµού 
(at run time). 

 

Θετικά 

�  Η πιθανότητα επιλογής µιας «κακής» 
συνάρτησης κατακερµατισµού είναι µικρή. 

 

� Σε επόµενη εκτέλεση του προγράµµατος, η 
πιθανότητα τα πράγµατα να πάνε και πάλι 
άσχηµα είναι µικρή. 

 

� Ακόµη και αν τα κλειδιά που παρέχονται στο 
σύστηµα είναι πολύ προσεκτικά επιλεγµένα από 
έναν αντίπαλο (ώστε να αποτελούν άσχηµη 
είσοδο), η µέθοδος αυτή δουλεύει αποδοτικά. 
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Καθολικές Κλάσεις  
Συναρτήσεων Κατακερµατισµού 

 

Κ: χώρος κλειδιών 

m: µέγεθος πίνακα κατακερµατισµού 

H: σύνολο συναρτήσεων από το Κ στο {0,...,m-1} 

 

Ορισµός 

Η κλάση συναρτήσεων Η λέγεται καθολική αν για 
κάθε ζεύγος κλειδιών x,y, όπου x ≠ y, ισχύει ότι: 

 

|{h ∈ H: h(x) = h(y)}| / |H| ≤ 1/m. 

 

Για κάθε ζεύγος διαφορετικών κλειδιών, µόνο ένα 
ποσοστό 1/m (το πολύ) των συναρτήσεων της 
κλάσης µπορεί να οδηγεί σε σύγκρουση κατά την 
αποθήκευση του ζεύγους. 

 

∆ιαλέγοντας µια συνάρτηση από την κλάση 
τυχαία, η πιθανότητα ένα ζεύγος κλειδιών να 
οδηγήσει σε σύγκρουση είναι 1/m. 

 



Η/Υ 4-32, ∆οµές ∆εδοµένων  3ο Εξάµηνο 

Φατούρου Παναγιώτα  181 

Καθολικές Κλάσεις 
Συναρτήσεων Κατακερµατισµού 

 

Θεώρηµα 

Έστω ότι |Κ| = Ν είναι πρώτος αριθµός, και έστω 
ότι το K  περιέχει (ως κλειδιά) τους ακεραίους 
0,...,Ν-1. Για κάθε αριθµό a ∈ {1,…,N-1} και b ∈ 
{0,…,N-1} έστω: 

ha,b(x) = ((ax+b) mod N) mod m 

Τότε, η  

H = {ha,b: 1 ≤ a < N και 0 ≤ b < N} 

είναι καθολική κλάση συναρτήσεων. 

 

Παρατηρήσεις 

� Το µέγεθος m του πίνακα µπορεί να είναι 
οποιοσδήποτε ακέραιος και όχι απαραίτητα 
πρώτος, ούτε καν περιττός. 

 

� Το m µπορεί να είναι ακόµη και δύναµη του 2. 

 

� Η µέθοδος µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε 
συνδυασµό µε τη µέθοδο του επεκτάσιµου 
κατακερµατισµού. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ 8 
ΣΥΝΟΛΑ ΜΕ ΕΙ∆ΙΚΕΣ 

ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΕΣ 
(SETS WITH SPECIAL 

OPERATIONS) 
 

ΟΥΡΕΣ ΠΡΟΤΕΡΑΙΟΤΗΤΑΣ 
∆ΟΜΕΣ UNION-FIND 
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Ουρές Προτεραιότητας 
 

� Έχει οριστεί µια διάταξη στα προς αποθήκευση 
στοιχεία και η προσπέλαση τους γίνεται βάσει 
αυτής της διάταξης. 

 

� <Κ,Ι>: προς αποθήκευση στοιχεία 

� Κ: είναι το κλειδί, τύπου key 

� Ι: πληροφορία που συσχετίζεται µε αυτό το 
κλειδί, τύπου info. 

 

Ορισµός 

Μια ουρά προτεραιότητας είναι ένας αφηρηµένος 
τύπος δεδοµένων για ένα σύνολο µε στοιχεία ζεύγη 
<Κ,Ι>, που υποστηρίζει τις ακόλουθες λειτουργίες: 

� MakeEmptySet(): επιστρέφει το κενό σύνολο ∅. 

� IsEmptySet(S): Επιστρέφει true αν S = ∅, false 
διαφορετικά 

� Insert(K,I,S): Εισάγει το ζεύγος <Κ,Ι> στο S. 

� FindMin(S): επιστρέφει το info πεδίο I του 
ζεύγους <Κ,Ι>, όπου Κ είναι το µικρότερο κλειδί 
στο σύνολο. 

� DeleteMin(S): ∆ιαγράφει το ζεύγος <Κ,Ι>, όπου 
Κ είναι το µικρότερο κλειδί στο σύνολο, και 
επιστρέφει Ι. 
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Ουρές Προτεραιότητας 
 

Ποια είναι η διαφορά µιας ουράς από µια ουρά 
προτεραιότητας? 

 

Ταξινόµηση 

∆εδοµένου ότι έχουµε υλοποιήσει µια ουρά 
προτεραιότητας, περιγράψτε αλγόριθµο που να 
ταξινοµεί n στοιχεία. 

 

Ποια είναι η χρονική πολυπλοκότητα του 
αλγορίθµου αυτού? 

 

 

Αλγόριθµος 

MakeEmptySet(); 

for (j = 0; j < n; j++) 

Εισαγωγή στην ουρά του j-οστού στοιχείου; 

for (j = 0; j < n; j++) 

 Print(DeleteMin(S)); 

 

Η πολυπλοκότητα εξαρτάται από την 
πολυπλοκότητα των λειτουργιών Insert() και 
DeleteMin() της ουράς προτεραιότητας. 
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Υλοποιήσεις Ουρών Προτεραιοτήτων 
 

Υλοποίηση µε Ισοζυγισµένα ∆ένδρα 
 

Μπορούµε να υλοποιήσουµε µια ουρά 
προτεραιότητας µε ισοζυγισµένα δένδρα? 
 

AVL δένδρα, 2-3 δένδρα, Red-black δένδρα, B-
δένδρα: όλα παρέχουν υλοποιήσεις ουρών 
προτεραιοτήτων.  
 

∆εδοµένου ενός ισοζυγισµένου δένδρου, πως θα 
µπορούσαµε να υλοποιήσουµε µια ουρά 
προτεραιότητας? 
 

Ποια είναι η χρονική πολυπλοκότητα για τις 
λειτουργίες Insert(), FindMin() και DeleteMin()? 
 

Υπάρχουν άλλες λειτουργίες που να υποστηρίζονται 
αποδοτικά? 
 

(1) LookUp? (2) Delete? (3) FindMax – 
DeleteMax? 

 

Μια ουρά προτεραιότητας που υποστηρίζει και τις 
λειτουργίες FindMax() και DeleteMax() 
ονοµάζεται διπλή ουρά προτεραιότητας (ή ουρά 
προτεραιότητας µε 2 άκρα). 
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Υλοποιήσεις Ουρών Προτεραιοτήτων 
 

Σωροί (Heaps) 

Ένα µερικώς διατεταγµένο δένδρο είναι ένα 
δυαδικό δένδρο του οποίου τα στοιχεία έχουν την 
εξής ιδιότητα: Η προτεραιότητα κάθε κόµβου 
(δηλαδή το κλειδί του) είναι µικρότερη ή ίση 
εκείνης των παιδιών του κόµβου. 
 

Ποιος είναι ο κόµβος µε µικρότερη προτεραιότητα 
σε ένα µερικώς διατεταγµένο δένδρο? 
 

Σε κάθε µονοπάτι από τη ρίζα προς οποιοδήποτε 
κόµβο, οι κόµβοι που διατρέχουµε είναι αύξουσας 
προτεραιότητας. 

 
 

Πως υλοποιούµε την FindMin() σε µερικώς 
διατεταγµένο δένδρο? 
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Υλοποίηση Insert() & DeleteMin() 
 

Προκειµένου αυτές οι λειτουργίες να υλοποιηθούν 
αποδοτικά, θα πρέπει να είµαστε σίγουροι ότι κάθε 
στιγµή το ύψος του δένδρου είναι O(log n). 
 

DeleteMin() 

∆εν διαγράφουµε τη ρίζα, αλλά ένα φύλλο, αφού 
πρώτα αντιγράψουµε τα δεδοµένα του στη ρίζα. 

Πρόβληµα: Το προκύπτον δένδρο µπορεί να µην 
είναι µερικώς διατεταγµένο δένδρο. 

 



Η/Υ 4-32, ∆οµές ∆εδοµένων  3ο Εξάµηνο 

Φατούρου Παναγιώτα  188 

Υλοποίηση DeleteMin() 
 

Παρατήρηση: Η µερική διάταξη καταστρέφεται 
µόνο στη ρίζα.  

 

Επανόρθωση διάταξης: Ανταλλάσσουµε 
(swapping) τα δεδοµένα της ρίζας µε τα δεδοµένα 
ενός από τα παιδιά της (εκείνου µε µικρότερη 
προτεραιότητα). Επαναλαµβάνουµε την ίδια 
διαδικασία για το παιδί, µέχρι είτε να φθάσουµε σε 
κόµβο που η ανταλλαγή δεν επιφέρει πρόβληµα 
στη µερική διάταξη του παιδιού ή µέχρι να 
φθάσουµε σε κόµβο φύλλο. 
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Υλοποίηση DeleteMin() - Σωροί 
 

Αν το δένδρο είχε λογαριθµικό ύψος, ποια θα ήταν η 
πολυπλοκότητα της DeleteMin()? 
 

 

Πως επιλέγουµε το φύλλο που πρέπει να 
διαγραφεί? 

Αν το δένδρο είναι ένα πλήρες δυαδικό δένδρο, 
µπορούµε να το αποθηκεύσουµε σε ένα πίνακα 
(βλέπε διαφάνεια 12, Ενότητα 4). 
 

Το δεξιότερο φύλλο µε µέγιστο βάθος στο δένδρο 
είναι ο τελευταίος αποθηκευµένος κόµβος στον 
πίνακα. Η θέση του πίνακα που περιέχει αυτό τον 
κόµβο µπορεί να καθοριστεί αν γνωρίζουµε τον 
αριθµό των κόµβων και την διεύθυνση του 1ου 
στοιχείου του πίνακα.  
 

Η διαγραφή του φύλλου αυτού δεν επηρεάζει την 
ιδιότητα ισοζυγισµού του δένδρου. 
 

Ένα πλήρες µερικώς διατεταγµένο δένδρο 
υλοποιηµένο µε στατικό τρόπο (δηλαδή µε 
πίνακα), ονοµάζεται σωρός. 
 

Ο σωρός είναι εξαιρετικά αποδοτική δοµή για την 
υλοποίηση ουρών προτεραιότητας. 
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Υλοποίηση Insert() 
 
Εισάγουµε το νέο στοιχείο σαν δεξιότερο φύλλο. 

Η ιδιότητα της µερικής διάταξης ίσως 
καταστρέφεται άλλα µόνο για τον πατέρα του 
φύλλου αυτού. 

Αν αυτό συµβαίνει, ανταλλάσσουµε τα δεδοµένα 
του παιδιού µε εκείνα του πατέρα και 
επαναλαµβάνουµε µέχρι είτε το νέο στοιχείο να 
φθάσει σε κάποιο επίπεδο στο οποίο ο πατέρας του 
έχει µικρότερη προτεραιότητα, ή να φθάσει στη 
ρίζα. 

 

Ποια είναι η χρονική πολυπλοκότητα της Insert()? 
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Εισαγωγή σε Σωρό 
 
#define N 1000 
 
 

struct element { 
   key Key; 
   info data; 
   }; 
typedef struct element ELEMENT; 
typedef  struct element *ELEMENT_PTR; 
 
 

struct heap { 
   ELEMENT_PTR Table[N]; 
  int size; 

}; 
typedef struct heap *HEAP_PTR; 
 
procedure HeapInsert(key K, info I, heap_ptr h): 
/* Insert the pair <K,I> into heap h */ 
 

H = h->Table; 
n = h->size; 
 

if (n == N) then error;   /* Heap is full */ 
 

m = n;   /* m is an integer “pointer” that  moves up a path in the tree */ 

while (m > 0 and K < H[(m-1)/2]->Key) do 
H[m]->key  = H[(m-1)/2]->Key; 
H[m]->data = H[(m-1)/2]->data; 
m = (m-1)/2; 
 

H[m]->Key = K; 
H[m]->data = I; 
h->Size = n+1; 
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∆ιαγραφή από Σωρό 
 
function HeapDeleteMin(heap h): info 
/* Delete an item of smallest priority from heap h, and return it */ 
 

H = h->Table; 
n = h->Size; 
 

if (n == 0) then error; /* Heap is empty */ 
 

I = H[0]->data;  /* The item to be returned */ 
h->size = n-1;   /* The new size of the heap */ 
 

if (n == 1) then return; /* heap is now empty */ 
 

K = H[n-1]->Key; /* priority value of the item to be moved */ 

m = 0; /* m is an integer “pointer” that moves down the tree */ 

while ((2m+1 < n and K > H[2m+1]->Key) || (2m+2 < n  
and K > H[2m+2]->Key)) do 

if (2m +2 < n) then 
if (H[2m+1]->Key < H[2m+2]->Key) then 

p = 2m+1; 
else p = 2m+2; 

else p = n-1; 
 
H[m]->Key = H[p]->Key; 
H[m]->data = H[p]->data; 
m = p; 
 

H[m]->Key = H[n-1]->Key; 
H[m]->data = H[n-1]->data; 
 
return I; 
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Ένωση Ξένων Συνόλων  
(Disjoint Sets with Union) 

 

S1, … , Sk: ξένα υποσύνολα ενός συνόλου U, 
δηλαδή  Si ∩ Sj = ∅, αν i ≠ j, και  
S1 ∪ … ∪  Sk = U. 

 

Λειτουργίες που υποστηρίζονται: 

� MakeSet(X): επιστρέφει ένα νέο σύνολο που 
περιέχει µόνο το στοιχείο X. 

� Union(S,T): επιστρέφει το σύνολο S ∪ T, το 
οποίο αντικαθιστά τα S, T. 

� Find(X): επιστρέφει το σύνολο S στο οποίο 
ανήκει το στοιχείο Χ. 
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Υλοποιήσεις του Αφηρηµένου Τύπου 
∆εδοµένων «Ένωση Ξένων Συνόλων» 

 

Up-Tree 

Είναι δένδρο στο οποίο κάθε κόµβος διατηρεί µόνο 
ένα δείκτη στον πατέρα του (έτσι όλοι οι δείκτες 
δείχνουν προς τα πάνω). 
 

Ένας κόµβος µπορεί να έχει οποιονδήποτε αριθµό 
παιδιών. 
 

Το σύνολο U είναι ένα δάσος από Up-trees.  
 

Κάθε τέτοιο δένδρο περιέχει τα στοιχεία ενός από 
τα ξένα σύνολα. Το στοιχείο της ρίζας παίζει και το 
ρόλο identifier για το σύνολο. 
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Up-Trees 
  

Υλοποίηση Find(X): 

Ακολούθησε τους δείκτες από τον κόµβο προς τα 
πάνω ως τη ρίζα. 

 

Έλεγχος αν ένα στοιχείο Χ ανήκει στο σύνολο S: 

Ελέγχουµε αν η Find(X) επιστρέφει S. 

 

Υλοποίηση Union(S,T): 

Κάνε τη ρίζα του ενός δένδρου να δείχνει στη ρίζα 
του άλλου. 
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Up-Trees 
  

Πόσο αποτελεσµατικά είναι τα Up-trees για την 
υλοποίηση ένωσης ξένων συνόλων? 

 

Ποια είναι η πολυπλοκότητα της Union()? 

 

Ποια είναι η πολυπλοκότητα της Find()? 

 

 

 

Και πάλι θέλουµε να κρατήσουµε το δένδρο 
ισοζυγισµένο, και για αυτό θα πρέπει να είµαστε 
πολύ προσεκτικοί µε το πως υλοποιούµε την 
Merge(). 

 

Παράδειγµα 

Έστω ότι έχουµε n σύνολα µε ένα στοιχείο το 
καθένα.  

 

Ποιο είναι το χειρότερο ύψος δένδρου που 
µπορούµε να πάρουµε και πως πρέπει να 
εκτελέσουµε τη Merge() για να γίνει αυτό? 
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Up-Trees 
  

Στρατηγική για µείωση ύψους δένδρου 

«Πάντα συνενώνουµε το µικρό δένδρο στο µεγάλο, 
δηλαδή κάνουµε τη ρίζα του µικρού δένδρου να 
δείχνει στη ρίζα του µεγάλου δένδρου και όχι 
αντίστροφα». 

 

Ένα δένδρο είναι µεγαλύτερο από ένα άλλο αν έχει 
περισσότερους κόµβους. 
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Up-Trees 
 

Κάθε κόµβος είναι ένα struct µε πεδία: κάποια 
πληροφορία για το στοιχείο, το δείκτη parent στο 
γονικό κόµβο, και ένα µετρητή count, που 
χρησιµοποιείται µόνο αν ο κόµβος είναι η ρίζα και 
περιέχει τον αριθµό των κόµβων στο up-tree. 
  

function UpTreeFind(pointer P): pointer 
/* return the root of the tree containing P */ 
 

if (p == NULL) error; 
r = p; 
while (r->parent != NULL) do 

r = r->parent 
return r; 

 
 
 

function UpTreeUnion(pointer S,T):pointer 
/* S and T are roots of up-trees */ 
/* returns result of merging smaller into larger */ 

 

if (S == NULL || P == NULL) return; 
if (S->count >= T->count) { 

S->count = S->count + T->count; 
T->parent = S; 
return S; 

} 
else { 

T->count = T->count + S->count; 
S->parent = T; 
return T; 

 } 
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Up-Trees 
 

Λήµµα 

Έστω ότι T είναι ένα up-tree που αναπαριστά ένα 
σύνολο µεγέθους n, το οποίο δηµιουργήθηκε µε τη 
συνένωση n συνόλων µεγέθους 1 χρησιµοποιώντας 
τον παραπάνω αλγόριθµο. Τότε, το ύψος του T 
είναι το πολύ log n. 

 

Ποια είναι η πολυπλοκότητα της Find(X)? 

 

 

Υπάρχει όµως ένα λεπτό σηµείο: Πως 
βρίσκουµε τη θέση του X στο up-tree? 

 

H Find(X) εµπεριέχει µια LookUp(). Πως θα 
υλοποιήσουµε αυτή τη LookUp? 

 

Περιπτώσεις 

1. Ο χώρος των κλειδιών είναι µικρός (π.χ. έχω 100 
κλειδιά συνολικά): 

∆ιατηρούµε πίνακα µεγέθους 100 που περιέχει 
δείκτες σε κάθε ένα από αυτά τα κλειδιά, οπότε η 
LookUp υλοποιείται σε σταθερό χρόνο. 
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Up-Trees 
 

Πως βρίσκουµε τη θέση του X στο up-tree? 
(συνέχεια) 

 

2. Ο χώρος είναι µεγάλος: 

Χρησιµοποιούµε µια βοηθητική δενδρική δοµή 
(από αυτές που υλοποιούν λεξικά) που κάθε ένας 
κόµβος της δείχνει σε ένα από τα κλειδιά. 

 
 

Ποια είναι η πολυπλοκότητα της Find(X) µε τα νέα 
δεδοµένα? 
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Up-Trees 
 

Στρατηγική Συµπίεσης Μονοπατιού 

 

«Κατά τη διάρκεια εκτέλεσης µιας Find(Χ) κάνε το 
parent πεδίο κάθε κόµβου στο µονοπάτι που 
διατρέχεις από τον κόµβο µε κλειδί Χ στη ρίζα να 
δείχνει στη ρίζα». 

 

Τι αλλαγές επιφέρει η στρατηγική συµπίεσης 
µονοπατιού στην απόδοση? 

 

� Οι MakeEmptySet() και Union() εξακολουθούν 
να χρειάζονται σταθερό χρόνο. 

� Η Find() αρχικά εκτελείται µέσα στον ίδιο 
ακριβώς χρόνο όπως χωρίς να εφαρµόζεται η 
στρατηγική, αλλά µετά την εκτέλεση µερικών 
Find(), η πολυπλοκότητά της γίνεται σχεδόν 
σταθερή. 
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Up-Trees 
 

Στρατηγική Συµπίεσης Μονοπατιού (συνέχεια) 

 

Τι θα πει σχεδόν σταθερή? 

Για κάθε j, έστω F(j) η αναδροµική συνάρτηση που 
ορίζεται ως εξής: F(0) = 1 και F(j+1) = 2F(j), j ≥ 0. 

 

Οι τιµές της F(j) αυξάνουν τροµερά γρήγορα µε το 
j, π.χ., για j = 5, Φ(5) = 265536 ≈ 1019728. Ο αριθµός 
αυτός είναι τροµερά µεγάλος (η διάµετρος του 
σύµπαντος είναι ≈ 1040)!!! 

 

Ορίζουµε την log*n να είναι η αντίστροφη της F: 

log*n = log log log … log n 

 

                        j φορές 

 

Οι τιµές της log*n µειώνονται τροµερά γρήγορα µε 
το n, π.χ., log*n είναι ≤ 5 για οποιαδήποτε 
«χρήσιµη» τιµή του n.  

 

Αν η Find() εκτελείται σε χρόνο Ο(log*n) είναι 
εποµένως σαν να είναι σταθερή! Αυτό συµβαίνει 
µετά από πολλαπλές εκτελέσεις της Find(). 
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Συµπίεση Μονοπατιού 
 

 
 

 

Αποτέλεσµα Find(D) όταν χρησιµοποιείται η 
στρατηγική συµπίεσης µονοπατιού. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ 10 
Αλφαριθµητικά (Strings) 
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Strings 
 

Ένα αλφαριθµητικό είναι µια ακολουθία 
χαρακτήρων. 

 

Ένα string µπορεί να είναι πολύ µεγάλο: 

o αρχείο, ή ακόµη και  

o σύνολο από αρχεία (π.χ. µια εγκυκλοπαίδεια) 

 

Είναι πολύ σηµαντικό να βρίσκουµε τρόπους να 
αναπαριστούµε strings που να ελαχιστοποιούν το 
χώρο που απαιτείται για την αποθήκευση τους. 

 

Σ: αλφάβητο (σύνολο χαρακτήρων από το οποίο 
έχει δηµιουργηθεί το string). 

 

Τρόπος αποθήκευσης strings 

Κωδικοποιούµε κάθε χαρακτήρα του Σ µε µια 
ακολουθία από bits, που ονοµάζεται κωδικοποίηση 
(encoding) και στη συνέχεια αποθηκεύουµε τις 
ακολουθίες που αντιστοιχούν στους διαδοχικούς 
χαρακτήρες τη µια µετά την άλλη. 

 

Πόσα bits χρειάζονται για να αναπαραστήσω |Σ| 
διαφορετικούς χαρακτήρες? 
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Τρόπος αποθήκευσης strings 
 

Αν η ακολουθία των χαρακτήρων ήταν τυχαία, δεν 
θα υπήρχαν πολλοί τρόποι για να βελτιώσουµε τον 
αριθµό των bits που απαιτούνται για την 
αναπαράσταση ενός κειµένου. 

 

Όµως συνήθως στην πράξη µερικοί χαρακτήρες 
συναντώνται πολύ πιο συχνά από ότι άλλοι (π.χ., 
το e συναντιέται πολύ πιο συχνά από το w και αυτό 
επίσης πολύ πιο συχνά από το @). 

 

Πρόβληµα 

∆εδοµένου ενός string w µε χαρακτήρες από ένα 
αλφάβητο Σ, πως µπορούµε να το αποθηκεύσουµε 
έτσι ώστε: 

� να χρησιµοποιήσουµε όσο το δυνατόν µικρότερη 
ακολουθία από bits, 

� να µπορούµε να ανακτήσουµε το string. 

 

Το string w που θέλουµε να κωδικοποιήσουµε 
είναι το text µας (κείµενο), ενώ η διαδικασία 
ονοµάζεται κωδικοποίηση (encoding) ή συµπίεση 
(compressing). 
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Τρόπος Αποθήκευσης String 
 

Ιδέα 

Οι χαρακτήρες που συναντώνται συχνά θα πρέπει 
να κωδικοποιούνται µε µικρή ακολουθία από bits, 
ενώ εκείνοι που συναντώνται σπάνια θα πρέπει να 
έχουν µακρύτερες ακολουθίες bits ως 
κωδικοποιήσεις. 

 

Κατά την υλοποίηση θα πρέπει κάπως να 
αποθηκεύσουµε για κάθε χαρακτήρα την 
ακολουθία από bits που αντιστοιχεί σε κάθε 
χαρακτήρα, καθώς και την ακολουθία από bits που 
αντιστοιχεί στην κωδικοποίηση του κειµένου µας. 

 

Υπάρχει ένα αρνητικό στη µέθοδο αυτή: 

Πως γνωρίζουµε µε τι συχνότητα εµφανίζονται οι 
χαρακτήρες µέσα στο κείµενο µας? 

Θα έπρεπε να διαβάζουµε το κείµενο µας 2 φορές, 
1 για να υπολογίσουµε τις συχνότητες και 1 για να 
κάνουµε την κωδικοποίηση. 

 

Η ανάγνωση ενός κειµένου 2 φορές στην καλύτερη 
περίπτωση δηµιουργεί προβλήµατα στην απόδοση 
του αλγορίθµου και στη χειρότερη είναι αδύνατη 
(π.χ., το κείµενο µπορεί να λαµβάνεται µέσω 
δικτύου ή να παράγεται από άλλο πρόγραµµα). 
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Τρόπος Αποθήκευσης String 
 

Η χρήση µεταβλητών ακολουθιών από bits για την 
αναπαράσταση διαφορετικών χαρακτήρων οδηγεί 
στο εξής πρόβληµα: 

 

Έστω: 

E αναπαρίσταται µε 101,  

Τ αναπαρίσταται µε 110 

Q αναπαρίσταται µε 101110 

 

Πως θα µπορούσαµε να ξεχωρίσουµε την 
κωδικοποίηση του Q από εκείνη του string ΕΤ? 

 

Το πρόβληµα δηµιουργείται επειδή η 
κωδικοποίηση του Q ξεκινά µε την ακολουθία από 
bits που κωδικοποιεί το Ε! 

 

Κανόνας: 

Αν δεν υπάρχουν χαρακτήρες c1, c2 τ.ω. η 
κωδικοποίηση του ενός εµπεριέχει την 
κωδικοποίηση του άλλου σαν πρόθεµα, τότε δεν 
υπάρχουν και strings w1, w2 τ.ω. η κωδικοποίηση 
του w1 είναι ίδια µε εκείνη του w2. 
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∆ένδρα Κωδικοποίησης 

 
 

Κάθε φύλλο έχει ένα πεδίο τύπου char που περιέχει 
έναν από τους χαρακτήρες του Σ. 
 

Κωδικοποίηση χαρακτήρα 

Ακολουθούµε το µονοπάτι από τη ρίζα στο φύλλο 
που αντιστοιχεί σε αυτό τον χαρακτήρα, 
προσθέτοντας το 0 στην ακολουθία κάθε φορά που 
κινούµαστε προς τα αριστερά και το 1 κάθε φορά 
που κινούµαστε προς τα δεξιά µέσα στο δένδρο. 
 

Τι µήκος έχει η ακολουθία κωδικοποίησης κάθε 
χαρακτήρα? 

 

Το δένδρο ονοµάζεται δένδρο κωδικοποίησης.  
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∆ένδρα Κωδικοποίησης 
 

Πως κωδικοποιούµε το string AIDA FAN 
δεδοµένου του δένδρου κωδικοποίησης της 
προηγούµενης διαφάνειας? 

 

 

 

Πως αποκωδικοποιούµε την ακολουθία bits 
001010011110? Σε ποιο string αντιστοιχεί η 
ακολουθία αυτή? 

 

 

Αλγόριθµος 

Ξεκινώντας από τη ρίζα προχώρησε προς τα φύλλα 
του δένδρου χρησιµοποιώντας ως οδηγό τα bits της 
ακολουθίας: Αν το τρέχον bit της ακολουθίας είναι 
1 πήγαινε δεξιά, διαφορετικά αριστερά.  

Αν φθάσεις σε φύλλο τύπωσε τον χαρακτήρα που 
αντιστοιχεί στο φύλλο και ξεκίνα πάλι από τη ρίζα 
επαναλαµβάνοντας τα παραπάνω βήµατα, µέχρι 
όλη η ακολουθία από bits να εξαντληθεί. 

 

Υπάρχει κάποιο αρνητικό σε αυτή τη µέθοδο? 

Είναι δυνατόν να ξεκινήσουµε αποκωδικοποίηση 
από οποιοδήποτε σηµείο της ακολoυθίας από bits? 
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Κωδικοποίηση Huffman 
 

Το βασικό πρόβληµα παραµένει ακόµη ανεπίλυτο: 

Πως θα κατασκευάσουµε το δένδρο έτσι ώστε να 
έχουµε την καλύτερη δυνατή κωδικοποίηση? 

 

Έστω ότι για κάθε χαρακτήρα cj γνωρίζουµε τον 
αριθµό των φορών fj που ο cj συναντάται στο w. 

 

Κατασκευή του Τ: 

∆ηµιούργησε έναν κόµβο-φύλλο για κάθε 
χαρακτήρα; 

Κάθε κόµβος πρέπει να περιέχει έναν ακέραιο 
weight (βάρος του κόµβου), το οποίο για τον 
κόµβο που αντιστοιχεί στο χαρακτήρα cj το έχουµε 
αρχικοποιήσει σε fj; 

Εκτέλεσε επαναληπτικά το εξής βήµα: 

∆ιάλεξε 2 κόµβους v1 και v2, µε ελάχιστο 
βάρος και αντικατέστησε τους µε έναν κόµβο 
που (1) έχει παιδιά τα v1 και v2, και (2) έχει 
βάρος το άθροισµα των βαρών των v1 και v2. 

µέχρι να αποµείνει µόνο ένας κόµβος, που θα 
αποτελέσει τη ρίζα του δένδρου. 

 

Το δένδρο που κατασκευάζεται µε αυτό τον 
αλγόριθµο ονοµάζεται δένδρο Huffman. 
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Κωδικοποίηση Huffman 
 

Παράδειγµα 

 
Μέσα στους κόµβους εµφανίζεται το βάρος τους. 
 

 

Παρατηρήσεις 

Χαρακτήρες που συναντώνται µε µεγαλύτερη 
συχνότητα βρίσκονται κοντά στη ρίζα και για αυτό 
έχουν µικρότερη ακολουθία κωδικοποίησης. 
 

Η κωδικοποίηση που παρέχει το δένδρο 
Huffman είναι βέλτιστη (κανένα άλλο δένδρο 
κωδικοποίησης δεν οδηγεί σε µικρότερη 
αναπαράσταση του w). 
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Προβλήµατα Εφαρµογής  
Μεθόδου Huffman  

 

Ποιο είναι το σηµαντικότερο πρόβληµα? 

 

Και πάλι χρειάζεται µια δεύτερη ανάγνωση του 
κειµένου!!! 
 

Τρόποι Αποφυγής 2ης Ανάγνωσης 

Στατική Κωδικοποίηση Huffman 

Φιξάρουµε το δένδρο κωδικοποίησης αρχικά και το 
χρησιµοποιούµε για όλα τα κείµενα. 

 

� Αυτό θα δούλευε καλά π.χ., µε κείµενα της 
αγγλικής γλώσσας (ενδεχοµένως που 
αναφέρονται σε παραπλήσια θέµατα) 

� ∆εν χρειάζεται να αποθηκεύονται πληροφορίες 
για την κωδικοποίηση µε κάθε ένα από τα 
κείµενα. Αυτό γίνεται µια µόνο φορά για όλα τα 
κείµενα. 

 

Κωδικοποίηση Huffman µε προσαρµογή 

Αρχικά θεωρούµε ότι όλοι οι χαρακτήρες έχουν 
βάρος 0 και σιγά-σιγά προσαρµόζουµε τα βάρη και 
το δένδρο (καθώς διαβάζουµε το κείµενο). 
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Κωδικοποίηση κατά Lempel-Ziv 
 

Υπάρχουν ακολουθίες χαρακτήρων που 
συναντώνται µε µεγάλη συχνότητα.  

Παράδειγµα: the, ion, ing 
 

Ιδέα 

Παρότι δεν µπορούµε να τα πάµε καλύτερα από ότι 
η κωδικοποίηση κατά Huffman, όταν συσχετίζουµε 
κωδικούς µε χαρακτήρες, µπορούµε ωστόσο να 
πετύχουµε καλύτερη συµπίεση αν αποδώσουµε 
κωδικούς σε ακολουθίες χαρακτήρων. 
 

Περιγραφή Αλγόριθµου 

Χρησιµοποιείται λεξικό που αποθηκεύει 
ακολουθίες χαρακτήρων (και τους κωδικούς που 
τους αναλογούν) που επιλέγονται δυναµικά κατά 
την ανάγνωση του κειµένου. 
 

s: ακολουθία χαρακτήρων,  

#(s): κωδικός της s 

 

Όλοι οι κωδικοί έχουν το ίδιο µήκος σε bits 
(συνήθως 12 bits ο καθένας).  
 

Αρχικά έχουµε αποδώσει ένα κωδικό σε κάθε 
χαρακτήρα του αλφάβητου και έχουµε τοποθετήσει 
όλους αυτούς τους χαρακτήρες στο λεξικό. 
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Κωδικοποίηση κατά Lempel-Ziv 
 

Αλγόριθµος Κωδικοποίησης 

w: string που θέλουµε να κωδικοποιήσουµε 

 

Σε κάθε βήµα: 

(1) βρες το µεγαλύτερο πρόθεµα p του w που 
υπάρχει στο λεξικό,  

(2) αντικατέστησε το πρόθεµα µε τον κωδικό του 
(που είναι αποθηκευµένος στο λεξικό),  

(3) διέγραψε το p από το w.   

 

To πρόθεµα p ονοµάζεται current match (τρέχον 
επιλεγµένο). 

 

Μετά από κάθε βήµα τροποποιούµε επίσης το 
λεξικό: 

� Προσθέτουµε ένα νέο string στο λεξικό και 
του αποδίδουµε τον επόµενο διαθέσιµο 
ακέραιο του λεξικού ως κωδικό του. 

 

� Το string που επιλέγεται αποτελείται από το 
προηγούµενο match (current match 
προηγούµενου βήµατος) & ένα ακόµη 
χαρακτήρα (τον πρώτο) από το current match. 
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Κωδικοποίηση κατά Lempel-Ziv 
 

Παράδειγµα 

COCOA AND BANANAS 
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Κωδικοποίηση κατά Lempel-Ziv 
 

Αλγόριθµος Αποκωδικοποίησης 

� Το κωδικοποιηµένο string αποτελείται απλά από 
µια ακολουθία από κωδικούς αριθµούς. 

� Kάθε τέτοιος αριθµός αναπαρίσταται από µια 
ακολουθία από bits σταθερού µήκους: µπορούµε 
να διαβάσουµε αυτούς τους κωδικούς έναν-έναν. 

 

Παρατήρηση 

o Το λεξικό δεν χρειάζεται να αποθηκεύεται 
κάπου. ∆ηµιουργείται δυναµικά κατά την 
αποκωδικοποίηση, όπως και κατά την 
κωδικοποίηση. 

o Το λεξικό που προκύπτει είναι ίδιο µε αυτό που 
προκύπτει κατά την κωδικοποίηση και έτσι η 
αποκωδικοποίηση γίνεται σωστά. 

 

Περιγραφή 

Αρχικοποίησε το λεξικό όπως και κατά την 
κωδικοποίηση. 

∆ιάβασε έναν κωδικό 

Βρες τον κωδικό στο λεξικό και αποκωδικοποίησε 
τον κωδικό (έστω s το string στο λεξικό για τον 
κωδικό) 

Πρόσθεσε στο λεξικό την ακολουθία χαρακτήρων 
που αποτελείται από την προηγούµενη ακολουθία 
χαρακτήρων και τον πρώτο χαρακτήρα του s. 
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Κωδικοποίηση κατά Lempel-Ziv 
 

Μπορεί το λεξικό να γεµίσει? 
 

Με κωδικούς των 12 bits, πόσους διαφορετικούς 
κωδικούς µπορούµε να έχουµε? 
  

Πόσες εγγραφές µπορούµε να έχουµε στο λεξικό? 
 

∆υνατές επιλογές όταν το λεξικό γεµίσει: 

� Σταµατάµε την προσθήκη νέων strings στο 
λεξικό και κωδικοποιούµε το υπόλοιπο 
κείµενο µε το ήδη υπάρχον λεξικό. 

� ∆ιαγράφουµε το παλιό λεξικό και ξεκινάµε να 
το ξαναγεµίσουµε εξ αρχής. 

� ∆ιαγράφουµε µη συχνά χρησιµοποιούµενες 
ακολουθίες χαρακτήρων από το λεξικό και 
έτσι µένουν κάποιοι κωδικοί για 
επαναχρησιµοποίηση. Σε αυτή την περίπτωση 
θα πρέπει να κρατάµε στατιστικά. 

� ∆ιπλασιάζουµε το µέγεθος της ακολουθίας bits 
που αντιστοιχεί σε κάθε κωδικό έτσι ώστε να 
διπλασιαστεί και ο αριθµός εγγραφών που 
χωρούν στο λεξικό. 

 

Σε κάθε περίπτωση: 

Ο αλγόριθµος αποκωδικοποίησης θα πρέπει να 
εφαρµόσει ακριβώς τον ίδιο κανόνα!!! 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ 9 
Γράφοι (Graphs) 
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Από τι αποτελείται ένας γράφος? 
Ένας γράφος αποτελείται από ένα σύνολο από 
σηµεία και ένα σύνολο από γραµµές που συνδέουν 
ζεύγη των σηµείων αυτών. 

 

Γιατί είναι χρήσιµοι? 

Γιατί µπορούν να µοντελοποιήσουν πολλά 
προβλήµατα: 

� Αεροπορικές πτήσεις µεταξύ κάποιων πόλεων. 

� Συνηθίζεται στη δηµιουργία χαρτών να 
ζωγραφίζονται γειτονικές χώρες (νοµοί) µε 
διαφορετικό χρώµα. Το πρόβληµα αυτό µπορεί 
να µοντελοποιηθεί σαν ένα πρόβληµα γράφων. 

� Πολλά παιχνίδια µπορούν να µοντελοποιηθούν 
µε χρήση γράφων. 

� Traveling Salesman Problem (Πρόβληµα 
περιπλανώµενου πωλητή): ∆εδοµένου ενός 
συνόλου από πόλεις και της απόστασης µεταξύ 
κάθε ζεύγους πόλεων, βρείτε τη βέλτιστη 
διαδροµή που επισκέπτεται κάθε πόλη (δηλαδή 
εκείνη στην οποία διανύεται η µικρότερη 
απόσταση). 

 



Η/Υ 4-32, ∆οµές ∆εδοµένων  3ο Εξάµηνο 

Φατούρου Παναγιώτα  221 

Παραδείγµατα Γράφων 
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Ορισµοί – Ορολογία 
 

Ένας γράφος G χαρακτηρίζεται από δύο σύνολα V 
και E. Το σύνολο V είναι ένα πεπερασµένο 
διάφορο του κενού σύνολο, που περιέχει ως 
στοιχεία τις κορυφές (vertices) ή κόµβους (nodes) 
ή σηµεία (points) του γράφου. Το σύνολο Ε έχει 
ως στοιχεία τα ζεύγη κορυφών του γράφου, τα 
οποία ορίζουν τις ακµές (edges) ή τόξα (arcs) ή 
συνδέσµους (links). 

 

V(G):  σύνολο κόµβων γράφου G 

E(G): σύνολο ακµών γράφου G 

G(V,E): γράφος µε σύνολο κορυφών V και σύνολο 
ακµών Ε. 

 

Οι κορυφές ή οι ακµές ενός γράφου 
χαρακτηρίζονται από ένα µοναδικό όνοµα που 
ονοµάζεται ετικέτα ή επιγραφή (label) 

 

Ζυγισµένος γράφος (weighted graph) ή δίκτυο 
(network) λέγεται ο γράφος, όπου κάθε ακµή 
χαρακτηρίζεται από έναν αριθµό που ονοµάζεται 
βάρος (weight).  
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Ορισµοί – Ορολογία 
 

 

Ένας γράφος είναι µη κατευθυνόµενος αν τα 
ζεύγη των κορυφών που ορίζουν τις ακµές του 
στερούνται διάταξης, π.χ., (υ1, υ2) και (υ2, υ1) 
αναφέρονται στην ίδια ακµή. 
 

 

Στους κατευθυνόµενους γράφους κάθε ακµή 
συµβολίζεται µε το κατευθυνόµενο ζεύγος  
<υ1, υ2>, όπου υ1 είναι η ουρά (tail) και υ2 είναι η 
κεφαλή (head) της ακµής (δηλαδή οι ακµές <υ1, 
υ2> και <υ2, υ1> είναι 2 διαφορετικές ακµές). 
 

 

 

Ένας µη κατευθυνόµενος γράφος µπορεί να 
θεωρηθεί σαν ένας συµµετρικός κατευθυνόµενος 
γράφος. 
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Ορισµοί – Ορολογία 
 

Αν (υ1, υ2) είναι µια ακµή του Ε(G), τότε οι 
κορυφές υ1 και υ2 λέγονται διπλανές (adjacent) ή 
γειτονικές (neighboring) και η ακµή (υ1, υ2) 
ονοµάζεται προσκείµενη στις κορυφές υ1 και υ2. 
 

Αν δύο κορυφές υ1 και υ2 δεν συνδέονται µεταξύ 
τους µε ακµή λέγονται ανεξάρτητες (independent). 

 

Αν (υ1, υ2) είναι µια ακµή τότε η κορυφή υ1 λέγεται 
διπλανή (adjacent) της υ2. Επίσης, οι κορυφές υ1, 
υ2 λέγονται και γειτονικές. 

 

Αν <υ1,υ2> είναι µια ακµή ενός κατευθυνόµενου 
γράφου, τότε ο κόµβος υ1 είναι γειτονικός του 
κόµβου υ2, αλλά το αντίστροφο ισχύει µόνο αν και 
η ακµή <υ2, υ1> υπάρχει επίσης στον 
κατευθυνόµενο γράφο. 
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Παράδειγµα 

 
 

 
 

� V(G1) = {1,2,3,4},  

� E(G1) = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)} 

 

� V(G2) = {1,2,3,4,5,6,7},  

� E(G2) = {(1,2), (1,3), (2,4), (2,5), (3,6), (3,7)} 

 

� V(G3) = {1,2,3},  

� E(G3) = {<1,2>, <2,1>, <2,3>}. 
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Συνήθεις Λειτουργίες σε Γράφους 
 

MakeGraph(V):  επιστρέφει έναν γράφο που 
περιέχει όλες τις κορυφές του G και καµία ακµή. 

Vertices(G): επιστρέφει V(G), το σύνολο των 
κόµβων του G. 

Εdges(G): επιστρέφει Ε(G), το σύνολο ακµών του 
G. 

Neighbors(v,G): επιστρέφει το σύνολο κορυφών 
που είναι γειτονικές του κόµβου v στον G 

AddVertex(v,G): Προσθέτει ένα νέο κόµβο µε 
ετικέτα v στον G 

AddDirectedEdge(u,v,G): προσθέτει µια νέα 
(κατευθυνόµενη) ακµή <u,v> που συνδέει τους 
κόµβους u και v στον G. 

AddUndirectedEdge(u,v,G): προσθέτει τη νέα 
ακµή (u,v) που συνδέει τους κόµβους u,v στον G. 

DeleteVertex(v,G): διαγράφει τον κόµβο v από 
τον G, µαζί µε όλες τις ακµές που πρόσκεινται σε 
αυτόν. 

DeleteEdge(u,v,G): διαγράφει την ακµή που 
συνδέει τους κόµβους u,v στον G. 
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Αναπαράσταση Γράφων 
 

G µε κόµβους υ1, υ2, ... , υn. 

MG: διδιάστατος πίνακας όπου MG[i,j] = 1 αν ο υj 
είναι γειτονικός κόµβος του υi και MG[i,j] = 0, 
διαφορετικά. 

 

Παράδειγµα 

 

 

 

 

 

 

 

Ο πίνακας MG ονοµάζεται πίνακας γειτνίασης (ή 
πίνακας διπλανών κορυφών) του G.  

Αν ο G είναι µη κατευθυνόµενος, ο MG είναι 
συµµετρικός. 

ΜG[i,i] = 0, για κάθε i. 
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Θετικά – Αρνητικά Αναπαράστασης 
Γράφων µε Πίνακα Γειτνίασης 

 

Αν δεν χρειάζεται να αποθηκευτεί κάποια 
πληροφορία για κάθε κόµβο, η µέθοδος είναι πολύ 
ελκυστική. Κάθε κόµβος ονοµατίζεται από έναν 
ακέραιο και οι ακέραιοι αυτοί (δηλαδή τα ονόµατα 
των κόµβων) χρησιµοποιούνται για 
διευθυνσιοδότηση του πίνακα. 

 

Οι περισσότερες  λειτουργίες υλοποιούνται πολύ 
απλά (και κάποιες πολύ αποτελεσµατικά). 

 

Αρνητικά 

∆ιαγραφή ή εισαγωγή κόµβου στο γράφο: Το 
µέγεθος του πίνακα πρέπει να αλλάξει. 

 

Η µέθοδος πίνακα γειτνίασης είναι απλή, αλλά δεν 
υποστηρίζει αποτελεσµατικά όλες τις λειτουργίες. 

 

Ποια η πολυπλοκότητα της λειτουργίας εύρεσης των 
γειτονικών κόµβων ενός κόµβου υ? 

 

Θα µπορούσαµε να υλοποιήσουµε τη λειτουργία 
αυτή πιο αποτελεσµατικά αν γνωρίζαµε πως ο 
κόµβος δεν έχει καθόλου γειτονικούς κόµβους? 
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Λίστες ∆ιπλανών Κορυφών (ή Γειτνίασης) 
 

Οι κόµβοι αποθηκεύονται σε µια λίστα. Κάθε 
κόµβος περιέχει δείκτη σε λίστα µε τους 
γειτονικούς του κόµβους. 

 

 
 

Θετικά 

o Ένας κόµβος µπορεί να εισαχθεί ή να διαγραφεί 
µε την ίδια ευκολία όπως µια ακµή. 

 

 

Αρνητικά 

o Η λειτουργία «Βρες αν δύο κόµβοι είναι 
γειτονικοί» αποκτά µεγαλύτερη πολυπλοκότητα 
από όταν χρησιµοποιείται πίνακας γειτνίασης. 

o Περισσότερη µνήµη απαιτείται για την 
αναπαράσταση. 
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Πολυπλοκότητα Αλγορίθµων Γράφων 
 

Τι σηµαίνει ότι ένας αλγόριθµος γράφων έχει 
γραµµική ή πολυωνυµική πολυπλοκότητα? 

 

Μέγεθος γράφου: 

Αριθµός κόµβων, n ή |G| 

Αριθµός ακµών, m ή |E| 

 

Πόσες το πολύ ακµές έχει ένας γράφος µε n 
κόµβους? 

 

Πρόταση  

Ο µέγιστος αριθµός ακµών για κάθε µη 
κατευθυνόµενο γράφο µε n κορυφές είναι Emax = 
n(n-1)/2. 

 

Τι ισχύει αν ο γράφος είναι κατευθυνόµενος? 

 

Τι θα ήταν καλύτερο, ένας αλγόριθµος να τρέχει σε 
χρόνο Θ(n2) ή σε Θ(m)? 

Αλγόριθµοι µε πολυπλοκότητα Θ(m) συνήθως δεν 
µπορούν να σχεδιαστούν, αφού αν το |E| είναι 
µικρό, δεν αρκεί ο χρόνος ούτε για να εξεταστεί 
κάθε κόµβος. 
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Πολυπλοκότητα Αλγορίθµων Γράφων 
 

Ένας γράφος µε πολλές ακµές λέγεται πυκνός 
(συνήθως µε Θ(nlogn) και πάνω ακµές). 

 

Ένας γράφος µε λίγες ακµές (συνήθως λιγότερες 
από O(n)) λέγεται αραιός. 

 

Πολλές φορές η γνώση του αν ο γράφος είναι 
πυκνός ή αραιός βοηθάει στο σχεδιασµό 
αποτελεσµατικών αλγόριθµων. 

 

Η χρονική πολυπλοκότητα γράφων  είναι συνήθως 
συνάρτηση τόσο του αριθµού των κόµβων, όσο και 
του αριθµού των ακµών, π.χ., Θ(n+m). 

 

Άλλοι παράγοντες που επηρεάζουν σηµαντικά την 
πολυπλοκότητα είναι η υλοποίηση (δηλαδή η 
µέθοδος αναπαράστασης που χρησιµοποιείται). 

 

Παράδειγµα 

Ποια η πολυπλοκότητα της λειτουργίας “foreach 
edge e in G” αν ο γράφος αναπαριστάται µε:  

� Πίνακα γειτνίασης? 

� Λίστες γειτνίασης? 

 


