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Κόκκινα-Μαύρα ∆ένδρα (Red-Black 
Trees) 

Ένα κόκκινο-µαύρο δένδρο είναι ένα δυαδικό 
δένδρο αναζήτησης στο οποίο οι κόµβοι µπορούν 
να χαρακτηρίζονται από ένα εκ των δύο χρωµάτων: 
µαύρο-κόκκινο. 

Το χρώµα της ρίζας είναι πάντα µαύρο. Αν κάποιο 
παιδί κάποιου κόµβου δεν υπάρχει, ο αντίστοιχος 
δείκτης είναι NIL. Θα θεωρήσουµε αυτούς τους 
δείκτες NIL ως δείκτες σε εξωτερικούς NIL 
κόµβους (φύλλα) του δυαδικού δένδρου και τους 
κανονικούς κόµβους που αποθηκεύουν κλειδιά ως 
εσωτερικούς κόµβους του δένδρου. 

Ένα κόκκινο-µαύρο δένδρο πληροί τις ακόλουθες 
ιδιότητες: 

� Κάθε κόµβος έχει είτε κόκκινο είτε µαύρο 
χρώµα. 

� Κάθε NIL κόµβος έχει µαύρο χρώµα. 

� Κάθε απλή διαδροµή από έναν κόµβο σε έναν 
NIL κόµβο που είναι απόγονός του περιέχει το 
ίδιο πλήθος µαύρων κόµβων. 

� Αν ένας κόµβος έχει κόκκινο χρώµα, τότε και τα 
δύο  παιδιά του έχουν µαύρο χρώµα. 
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Μέγεθος Κόκκινων-Μαύρων ∆ένδρων 

Πρόταση: Ένα κόκκινο µαύρο δένδρο µε n εσωτερικούς 
κόµβους έχει ύψος το πολύ 2log(n+1). 

∆ιαίσθηση: Τουλάχιστον οι µισοί κόµβοι σε κάθε 
µονοπάτι από τη ρίζα σε φύλλο είναι µαύροι. Γιατί; 

Απόδειξη 

 
� Ορίζουµε το µαύρο ύψος ενός κόµβου v, bh(v), να 
είναι ο αριθµός των µαύρων κόµβων σε κάθε µονοπάτι 
από τον κόµβο v σε οποιοδήποτε φύλλο, χωρίς να 
συµπεριλαµβάνουµε τον v. 

� Αποδεικνύουµε ότι το υπο-δένδρο µε ρίζα κάποιο 
κόµβο v περιέχει τουλάχιστον 2bh(v)-1 εσωτερικούς  
κόµβους µε επαγωγή ως προς το ύψος του v. Στη βάση 
επαγωγής, αν ο v έχει ύψος 0 τότε είναι φύλλο (ο 
κόµβος φρουρός), οπότε ο αριθµός των εσωτερικών 
κόµβων στο υποδένδρο που εκφύεται από τον v είναι 
0 όπως απαιτείται. ∆οθέντος ενός κόµβου v, 
υποθέτουµε ότι ο ισχυρισµός ισχύει για όλους τους 
απογόνους του v και τον αποδεικνύουµε για τον v. 

� Έστω h το ύψος του δένδρου και r η ρίζα. Είναι bh(r) 
≥ h/2. Άρα, n ≥ 2h/2 -1 ⇒ h ≤ 2log(n+1). 

Πως υλοποιούµε τη LookUp()? Πολυπλοκότητα? 
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Εισαγωγή σε Κόκκινο-Μαύρο ∆ένδρο 

 
Πως κάνουµε εισαγωγή ενός κόµβου x σε κόκκινο-
µαύρο δένδρο? Τι πρόβληµα δηµιουργείται? 
 
Αλγόριθµος 
 
� Εισαγωγή όπως σε δυαδικό δένδρο αναζήτησης.  

� Το µονοπάτι αποθηκεύεται σε στοίβα. 

� Ο νέος κόµβος που εισάγεται χαρακτηρίζεται 
κόκκινος. 

� Εξετάζουµε αν οι ιδιότητες χρωµατισµού 
εξακολουθούν να ισχύουν. Αν ναι τερµατίζουµε, 
διαφορετικά διορθώνουµε. 

 

� Ο πατρικός κόµβος πρέπει να είναι κόκκινος. 
Γιατί; Ο κόµβος δεν µπορεί να είναι η ρίζα. 

� Ο παππούς πρέπει να είναι µαύρος. Γιατί? 
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Εισαγωγή σε Κόκκινο-Μαύρο ∆ένδρο 
 
Αλγόριθµος (συνέχεια) 
 
� Υποθέτουµε ότι ο πατέρας του x είναι αριστερό 
παιδί. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις: 

 

1. Περίπτωση 1: Αν ο θείος (αδελφικός κόµβος 
πατέρα) είναι κόκκινος, αλλάζουµε το χρώµα του 
πατέρα και του θείου σε µαύρο και το χρώµα του 
παππού σε κόκκινο. Επαναλαµβάνουµε.  
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Εισαγωγή σε Κόκκινο-Μαύρο ∆ένδρο 
 
Αλγόριθµος (συνέχεια) 
 
2. Περίπτωση 2: Ο θείος είναι µαύρος και ο x 
είναι δεξί παιδί του πατέρα του. Ανάγουµε την 
περίπτωση αυτή στην περίπτωση 3 µε την 
εκτέλεση µιας αριστερής περιστροφής. 

 
3. Περίπτωση 3: Ο x είναι αριστερό παιδί του 
πατέρα του. Το χρώµα του πατέρα του x αλλάζει 
σε µαύρο και του παππού σε κόκκινο. Εκτελείται 
µια δεξιά περιστροφή. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

� Ποια είναι η πολυπλοκότητα της RB-Insert()? 
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Εισαγωγή σε Κόκκινο-Μαύρο ∆ένδρο: 
Παράδειγµα 
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∆ιαγραφή από κόκκινο-µαύρο δένδρο 
 
Η διαγραφή γίνεται µε παρόµοιο τρόπο όπως σε 
δυαδικό δένδρο αναζήτησης και στη συνέχεια 
ελέγχεται αν οι ιδιότητες χρωµατισµού ισχύουν ή 
όχι και γίνονται κατάλληλες ενέργειες. 
 
Έστω y ο κόµβος που θα διαγραφεί από το δένδρο.  
 
Αν y κόκκινος, δεν υπάρχει πρόβληµα. Γιατί? 
 
Αν y µαύρος, η διαγραφή του δηµιουργεί 
(τουλάχιστον) ένα µονοπάτι µε µαύρο ύψος 
µικρότερο κατά ένα.  
 
Υποθέτουµε ότι η µαύρη ιδιότητα του v 
µεταφέρεται στο παιδί του, το οποίο τώρα γίνεται 
διπλά µαύρο (που είναι µη επιτρεπτό).  
 
Πρέπει να µεταφέρουµε το extra µαύρο προς τα 
πάνω στο δένδρο µέχρι είτε: 
� να φθάσουµε στη ρίζα, ή  

� να βρούµε έναν κόκκινο κόµβο που τον 
µετονοµάζουµε σε µαύρο και τερµατίζουµε, ή 

� να µπορούν να εκτελεστούν κατάλληλες 
περιστροφές και επαναχρωµατισµοί κάποιων 
κόµβων ώστε να λυθεί το πρόβληµα. 
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∆ιαγραφή από κόκκινο-µαύρο δένδρο - 
Περιπτώσεις  

 
� Θεωρώ ότι το δένδρο υλοποιείται µε κόµβο 
φρουρό. Έτσι, όλοι οι null δείκτες δείχνουν στον 
κόµβο φρουρό.  

 
 
� Έστω x το παιδί του κόµβου που διαγράφεται.  



Η/Υ 4-32, ∆οµές ∆εδοµένων  3ο Εξάµηνο 

Φατούρου Παναγιώτα  138 

∆ιαγραφή από κόκκινο-µαύρο δένδρο - 
Περιπτώσεις  

Έστω w ο αδελφικός κόµβος & p ο πατέρας του x. Ο w 
δεν µπορεί να είναι ο κόµβος φρουρός. Γιατί; 

Υποθέτουµε ότι ο x είναι αριστερό παιδί του πατρικού 
του κόµβου. Η περίπτωση που ο x είναι δεξιό παιδί του 
πατρικού κόµβου είναι συµµετρική.  

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις ως προς το χρώµα του w. 

1. Ο w είναι κόκκινος. Αλλάζουµε το χρώµα του w σε 
µαύρο και του p σε κόκκινο και εκτελούµε µια 
αριστερή περιστροφή γύρω από τον πατέρα του x 
(περίπτωση α. σχήµατος). Έτσι, µεταπίπτουµε στην 
περίπτωση 2. 

2. Ο w είναι µαύρος κόµβος.  

a. Και τα δύο παιδιά του w είναι µαύρα. Αλλάζουµε 
το χρώµα του w σε κόκκινο, του x σε µαύρο (από 
διπλά µαύρο) και µεταφέρουµε το µαύρο που 
αφαιρέσαµε από τους w, x στον p. Αν ο p ήταν 
κόκκινος γίνεται µαύρος και ο αλγόριθµος 
τερµατίζει. ∆ιαφορετικά, ο p γίνεται διπλά 
µαύρος και ο αλγόριθµος επαναλαµβάνεται µε x 
= p.  

b. Το w->lc είναι κόκκινο και το w->rc µαύρο. 
Αλλάζω το χρώµα του w σε κόκκινο και του w-
>lc σε µαύρο και εκτελώ µια περιστροφή γύρω 
από το w ⇒ Μεταπίπτουµε στην περίπτωση 2c. 

c. Το w->rc είναι κόκκινο. Αλλάζω το χρώµα του 
w->rc σε µαύρο, του w σε ότι ήταν το χρώµα του 
p και του p σε µαύρο και εκτελώ µια περιστροφή 
γύρω από το p. Ο αλγόριθµος τερµατίζει. 
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∆ιαγραφή από κόκκινο-µαύρο δένδρο - 
Περιπτώσεις  

 
 

 
 

 
Ποια είναι η πολυπλοκότητα της RB-Delete()? 

 


