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 Ασύγχρονο Σύστηµα ∆ιαµοιραζόµενης Μνήµης 

 
 Το σύστηµα περιέχει n διεργασίες p0,  …, pn-1 και m καταχωρητές R0, …, Rm-1. 

 Κάθε διεργασία µοντελοποιείται ως µια µηχανή καταστάσεων (χωρίς όµως inbuf και 
outbuf πίνακες). 

 Κάθε καταχωρητής έχει ένα τύπο που καθορίζει το σύνολο των τιµών που µπορούν 
να αποθηκευτούν στον καταχωρητή, καθώς και το σύνολο των λειτουργιών που 
µπορούν να εκτελεστούν ατοµικά σε αυτόν. 



Παναγιώτα Φατούρου – Κατανεµηµένα Συστήµατα                       3 

Ασύγχρονο Σύστηµα ∆ιαµοιραζόµενης Μνήµης 

 

Παράδειγµα 

Καταχωρητής ανάγνωσης-εγγραφής (read-write register) R µε ακέραιες τιµές 

 

Σύνολο τιµών  

N (το σύνολο όλων των ακεραίων) 

 

Λειτουργίες 

 read(R): επιστρέφει την τρέχουσα τιµή του R (χωρίς να προκαλέσει κάποια µεταβολή 
σε αυτή) 

 write(R, v): εγγράφει v στον R και επιστρέφει ack 
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Ασύγχρονο Σύστηµα ∆ιαµοιραζόµενης Μνήµης 

Καθολικές Καταστάσεις 

C = (q0,…, qn-1, r0, …, rm-1), όπου:  

� qi είναι η κατάσταση της pi, και  

� rj είναι η τιµή του καταχωρητή Rj ⇒ η C περιέχει και τις τιµές των καταχωρητών 

 

Γεγονότα 

Υπάρχουν µόνο υπολογιστικά γεγονότα. Σε κάθε υπολογιστικό γεγονός: 

 η p επιλέγει (βασισµένη στην τρέχουσα κατάστασή της) για προσπέλαση έναν από 
τους καταχωρητές, έστω τον R  

 η p εκτελεί την καθορισµένη λειτουργία στον R 

 η κατάσταση της p µεταβάλλεται σύµφωνα µε τη συνάρτηση µετάβασής της. Η 
µετάβαση γίνεται λαµβάνοντας υπόψη την τρέχουσα κατάσταση της p και την τιµή 
που επιστράφηκε από την λειτουργία που εφαρµόστηκε στον R 
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Ασύγχρονο Σύστηµα ∆ιαµοιραζόµενης Μνήµης – Μετρικά 
Πολυ
λοκότητας 

Χωρική Πολυ
λοκότητα (αντί για 
ολυ
λοκότητα ε
ικοινωνίας)  

Μέγεθος κοινής µνήµης που χρησιµοποιείται για την επίλυση ενός προβλήµατος  

 

 

Χρονική Πολυ
λοκότητα 
 

∆εν έχει νόηµα! Τι συµβαίνει όταν έχουµε ανταγωνισµό στην πρόσβαση µιας κοινής 

µεταβλητής (και απαιτείται συγχρονισµός); ⇒ συµφόρηση! Σηµαντικό θέµα στο οποίο 
γίνεται έρευνα σήµερα! 

 

Συνήθως, µετράµε τον αριθµό των βηµάτων. Ενδιαφερόµαστε για το αν ο αριθµός των 
βηµάτων είναι πεπερασµένος, µη-πεπερασµένος ή φραγµένος. 
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Το Πρόβληµα του Αµοιβαίου Α
οκλεισµού 

Το πρόβληµα µοντελοποιεί τον διαµοιρασµό ενός µοναδικού, µη-
προεκχωρητικού πόρου µεταξύ n χρηστών. Ο πόρος µπορεί να είναι:\ 
 

 ο εκτυπωτής 
 

 κάποια άλλη συσκευή εξόδου 
 

 µια βάση δεδοµένων ή κάποια δοµή δεδοµένων 
 

 οτιδήποτε απαιτεί αποκλειστική πρόσβαση προκειµένου να είναι εγγυηµένο 
ότι το αποτέλεσµα θα είναι σωστό 
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Το Πρόβληµα του Αµοιβαίου Α
οκλεισµού 

Τµήµατα Κώδικα 

 Ο χρήστης που την τρέχουσα χρονική στιγµή 
προσβαίνει τον πόρο βρίσκεται στο κρίσιµο 
τµήµα του. 

 Χρήστες που την τρέχουσα χρονική στιγµή δεν 
ενδιαφέρονται να χρησιµοποιήσουν τον πόρο 
βρίσκονται στο µη-κρίσιµο τµήµα τους. 

 Χρήστες που ενδιαφέρονται να χρησιµοποιήσουν τον πόρο και προσπαθούν να 
αποκτήσουν πρόσβαση σε αυτόν βρίσκονται στο τµήµα εισόδου τους. 

 Τέλος, χρήστες που µόλις τελείωσαν τη χρήση του πόρου βρίσκονται στο τµήµα 
εξόδου τους (εκτελούν κατάλληλες ενέργειες για να επιτρέψουν σε άλλες διεργασίες 
να χρησιµοποιήσουν τον πόρο). 
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Αλγόριθµοι 
ου ε
ιλύουν το 
ρόβληµα του Αµοιβαίου Α
οκλεισµού 

Αµοιβαίος Α
οκλεισµός 

Σε κάθε καθολική κατάσταση οποιαδήποτε εκτέλεσης, το πολύ µια διεργασία βρίσκεται 
στο κρίσιµο τµήµα της. 

Α
οφυγή Αδιεξόδου 

Αν σε κάποια καθολική κατάσταση (οποιασδήποτε εκτέλεσης ενός αλγορίθµου που 
επιλύει το πρόβληµα) µια διεργασία βρίσκεται στο τµήµα εισόδου της τότε υπάρχει 
καθολική κατάσταση σε επόµενο σηµείο της εκτέλεσης στην οποία κάποια διεργασία (η 
ίδια ή άλλη) βρίσκεται στο κρίσιµο τµήµα της.  

Α
οφυγή Παρατεταµένης Στέρησης 

Αν σε κάποια καθολική κατάσταση (οποιασδήποτε εκτέλεσης) µια διεργασία βρίσκεται 
στο τµήµα εισόδου της τότε υπάρχει καθολική κατάσταση σε επόµενο σηµείο της 
εκτέλεσης στην οποία η ίδια αυτή διεργασία βρίσκεται στο κρίσιµο τµήµα της. 
 

Ποια ιδιότητα α�ό τις δύο τελευταίες είναι �ιο ισχυρή; 
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Αλγόριθµοι 
ου ε
ιλύουν το 
ρόβληµα του Αµοιβαίου Α
οκλεισµού 

 

Υ
οθέσεις 

 Οι µεταβλητές (διαµοιραζόµενες ή µη) που προσπελαύνονται στο τµήµα εισόδου ή 
στο τµήµα εξόδου δεν προσπελαύνονται σε κανένα από τα άλλα δύο τµήµατα. 

 Κανένας επεξεργαστής δεν µένει το κρίσιµο τµήµα για πάντα. 

 

Ε
ιτρε
τές Εκτελέσεις 

Το τµήµα εξόδου πρέπει να αποτελείται από πεπερασµένο αριθµό βηµάτων. 
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Αλγόριθµοι Αµοιβαίου Α
οκλεισµού 
ου χρησιµο
οιούν Ισχυρούς Καταχωρητές  

Κύρια α
οτελέσµατα 

 Η παροχή ενός και µόνο bit κοινής µνήµης είναι αρκετή για την επίτευξη αµοιβαίου 
αποκλεισµού και αποφυγής αδιεξόδου. 

 Θ(logn) bits απαιτούνται για την επίτευξη αποφυγής παρατεταµένης στέρησης. 

Binary Test&Set Registers 

Σύνολο Τιµών: {0,1} 

Λειτουργίες 

boolean Test&Set(register T): 

value tmp; 

tmp = read(T); 
write(T,1); 
return (tmp); 

 
Reset(T): V = 0; 

Read-Modify-Write Registers 

Σύνολο Τιµών: οτιδήποτε οποιουδήποτε µεγέθους 

Λειτουργίες 

value RMW(register V, function f): 

value tmp; 

tmp = read(V); 
V = f(V); 
return(tmp); 
 

Αυτός ο τύπος καταχωρητή είναι πολύ ισχυρός!!! 
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Ε
ίτευξη Αµοιβαίου Α
οκλεισµού µε χρήση ενός Binary Test&Set Καταχωρητή 
 

Έστω T ο δυαδικός (binary) Test&Set  καταχωρητής, αρχική τιµή 0. 
 

Τµήµα Εισόδου: 

value t = Test&Set(T); 
while (t== 1) t = Test&Set(T);  // wait until Test&Set(T) == 0; 

<κρίσιµο τµήµα>; 

Τµήµα εξόδου: 

reset(T); 

<µη-κρίσιµο τµήµα>; 
 

Θεώρηµα: Ο παραπάνω αλγόριθµος εγγυάται αµοιβαίο αποκλεισµό και αποφυγή 
αδιεξόδου χρησιµοποιώντας έναν Binary Test&Set καταχωρητή.  

Εγγυάται ο αλγόριθµος αυτός α�οφυγή �αρατεταµένης στέρησης; 
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Ε
ίτευξη Αµοιβαίου Α
οκλεισµού µε χρήση ενός RMW Καταχωρητή 

Ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί µια κυκλική ουρά µήκους n.  

Χρησιµοποιείται επίσης ένας RMW καταχωρητής V που αποτελείται από δύο πεδία 
V.first και V.last που δείχνουν το πρώτο και το τελευταίο στοιχείο της ουράς 
αντίστοιχα. Αρχικά, V.first = V.last = 0. 

Μια διεργασία p που θέλει να εισέλθει στο κρίσιµο τµήµα της: 

 ∆ιαβάζει την τιµή του V σε µια τοπική µεταβλητή position και αυξάνει την τιµή του 
V.last κατά 1. 

 Στη συνέχεια η p διαβάζει επαναληπτικά τον V µέχρι να δει ότι V.first == 
position.last 

Κατά την έξοδο από το κρίσιµο τµήµα, η p αυξάνει το v.first κατά 1. 

Θεώρηµα: Υπάρχει αλγόριθµος αµοιβαίου αποκλεισµού που εγγυάται αποφυγή 
παρατεταµένης στέρησης και χρησιµοποιεί έναν RMW καταχωρητή των (2 
\ceil{log2n}) bits. 
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Ε
ίτευξη Αµοιβαίου Α
οκλεισµού µε χρήση ενός RMW Καταχωρητή 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κώδικας για κάθε διεργασία p 

Αρχικά V = <0,0>; 

Τµήµα εισόδου: 

position = RMW(V, <V.first, V.last + 1>); 
repeat 
 queue = RMW(V,V); 

until (queue.first = position.last); 

<κρίσιµο τµήµα>; 

 

Τµήµα εξόδου: 

RMW(V,<V.first+1, V.last>); 

<µη-κρίσιµο τµήµα>; 

 

Ποιο είναι το κύριο αρνητικό 
αυτού του αλγορίθµου; 
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Ε
ίτευξη Αµοιβαίου Α
οκλεισµού µε αναµονή σε το
ικές µεταβλητές 

 

Κώδικας για κάθε διεργασία p 

Αρχικά Last = 0; Flags[0] = has-lock;  
     Flags[i] = must-wait, 0 < i < n. 

Τµήµα Εισόδου: 

my-place = RMW(Last, (Last+1) mod n); 
wait until (Flags[my-place] == has-lock); 
Flags[my-place] = must-wait; 

<κρίσιµο τµήµα>; 

Τµήµα εξόδου: 

Flags[(my-place + 1) mod n] = has-lock; 

<µη-κρίσιµο τµήµα>; 

Λήµµα: Σε κάθε εκτέλεση του 
αλγορίθµου ισχύουν τα εξής για τον 
πίνακα Flags: 

1. το πολύ ένα στοιχείο του έχει την 
τιµή has-lock, 

2. αν κανένα στοιχείο του δεν έχει την 
τιµή has-lock, κάποια διεργασία 
βρίσκεται στο κρίσιµο τµήµα της 

3. Αν Flags[k] == has-lock τότε 
ακριβώς (k-Last-1) mod n διεργασίες 
βρίσκονται στο τµήµα εισόδου και 
κάθε µια αναµένει εξετάζοντας ένα 
διαφορετικό στοιχείο του Flags. 
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Αµοιβαίος Α
οκλεισµός χρησιµο
οιώντας Read-Write Καταχωρητές 

Κύρια Α
οτελέσµατα 

Αλγόριθµοι 

1. Ένας αλγόριθµος αµοιβαίου αποκλεισµού για n διεργασίες που εγγυάται αποφυγή 
παρατεταµένης στέρησης και χρησιµοποιεί Ο(n) RW καταχωρητές µη-πεπερασµένης 
χωρητικότητας. 

2. Ένας αλγόριθµος αµοιβαίου αποκλεισµού για n διεργασίες που εγγυάται αποφυγή 
παρατεταµένης στέρησης και χρησιµοποιεί Ο(n) RW καταχωρητές πεπερασµένης 
χωρητικότητας. 

 

Αρνητικά Α
οτελέσµατα 

1. Κάθε αλγόριθµος αµοιβαίου αποκλεισµού χρειάζεται n RW καταχωρητές ανεξάρτητα 
από το µέγεθος τους. 
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Ο Aλγόριθµος Bakery 

for each i, 0 ≤i ≤ n-1: 
 Choosing[i]: έχει τιµή TRUE όσο η pi προσπαθεί να επιλέξει αριθµό 
 Number[i]: ο αριθµός (εισιτήριο) που επιλέγεται από την pi 

Κώδικας για την pi, 0 ≤i ≤ n-1 

Αρχικά, Number[i] = 0, και 
        Choosing[i] = FALSE, για κάθε i, 0 ≤i ≤ n-1 

Τµήµα Εισόδου: 

Choosing[i] = TRUE; 
Number[i] = max{Number[0], …, Number[n-1]}+1; 
Choosing[i] = FALSE; 
for j = 0 to n-1, j ≠ i, do 
 wait until Choosing[j] == FALSE; 
 wait until ((Number[j] == 0) OR ((Number[j], j) > (Number[i], i))); 

<κρίσιµο τµήµα>; 

Τµήµα Εξόδου:  Number[i] = 0; 

<µη-κρίσιµο τµήµα>; 
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Ο Aλγόριθµος Bakery 

Λήµµα 

Σε κάθε καθολική κατάσταση C οποιασδήποτε εκτέλεσης a του αλγορίθµου, αν η pi βρίσκεται 
στο κρίσιµο τµήµα της και για κάθε k ≠ i, Number[k] ≠ 0, τότε (Number[k],k) > (Number[i],i). 

 

Α
όδειξη (σύντοµη 
εριγραφή) 

 Number[i] > 0 

 η pi έχει τελειώσει την εκτέλεση της for  

 Περί
τωση 1: η pi βλέπει Number[k] == 0 

 Περί
τωση 2: η pi βλέπει (Number[k],k) > (Number[i],i) 

 

Θεώρηµα 

Ο αλγόριθµος Bakery παρέχει αµοιβαίο αποκλεισµό. 
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Ο Aλγόριθµος Bakery 

Αποφυγή Παρατεταµένης Στέρησης 

Θεώρηµα: Ο αλγόριθµος Bakery επιτυγχάνει αποφυγή από παρατεταµένη στέρηση. 

Α
όδειξη (σύντοµη 
εριγραφή): Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει τουλάχιστον µια διεργασία που 
υφίσταται παρατεταµένη στέρηση. 

Όλες οι διεργασίες που επιθυµούν να εισέλθουν στο κρίσιµο τµήµα τους θα τελειώσουν την 
επιλογή αριθµού. 

Έστω ότι pj είναι διεργασία µε το µικρότερο ζεύγος (number[j],j) που υφίσταται παρατεταµένη 
στέρηση. 

Αν οποιαδήποτε διεργασία pk εισέλθει στο κρίσιµο τµήµα της µετά την j, τότε Number[k] > 
Number[j]. 

Οποιαδήποτε διεργασία pk µε Number[k] < Number[j] θα εισέλθει στο κρίσιµο τµήµα της και 
θα εξέλθει αυτού. 

Χωρική Πολυ
λοκότητα 

Ο αριθµός των διαµοιραζόµενων καταχωρητών είναι 2n. Οι n µεταβλητές Choosing είναι 
δυαδικές, ενώ οι Number αποθηκεύουν µη-πεπερασµένο αριθµό τιµών. 
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Ένας Αλγόριθµος Αµοιβαίου Α
οκλεισµού για 2 ∆ιεργασίες 
ου χρησιµο
οιεί 

ε
ερασµένης χωρητικότητας καταχωρητές – Μη-συµµετρική έκδοση 

 want[0]: εγγράφεται από τη διεργασία 0 και διαβάζεται από την 1. Αρχική τιµή 0, τίθεται 
στην τιµή 1 αν η 0 θέλει να εισέλθει στο κρίσιµο τµήµα της 

 want[1]: συµµετρική της want[0] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κώδικας για την p0: 

Τµήµα Εισόδου: 

want[0] = 1; 
wait until (want[1] == 0); 

 

 
<κρίσιµο τµήµα>; 

Τµήµα Εξόδου: 

want[0] = 0; 

<µη-κρίσιµο τµήµα>; 

Κώδικας για την p1: 

Τµήµα Εισόδου: 

1: want[1] = 0; 
    wait until (want[0] == 0); 
    want[1] = 1; 
    if (want[0] == 1) 
 goto line 1; 

<κρίσιµο τµήµα>; 

Τµήµα Εξόδου: 

want[1] = 0; 

<µη-κρίσιµο τµήµα>; 

 

 Ο αλγόριθµος 
επιτυγχάνει αµοιβαίο 
αποκλεισµό και 
αποφυγή αδιεξόδου! 

 Ο αλγόριθµος είναι µη-
συµµετρικός:  
η p1 εισέρχεται στο 
κρίσιµο τµήµα της 
µόνο αν η p0 δεν 
ενδιαφέρεται να 
εισέλθει! 
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Ένας Αλγόριθµος Αµοιβαίου Α
οκλεισµού για 2 ∆ιεργασίες 
ου χρησιµο
οιεί 

ε
ερασµένης χωρητικότητας καταχωρητές – Συµµετρική Έκδοση 

Κώδικας για τη διεργασία pi: 

Τµήµα Εισόδου: 

1: want[i] = 0; 
2: wait until ((want[1-i] == 0) OR (priority == i)); 
3: want[i] = 1; 
4: if (priority == 1-i) then { 
5:  if  (want[1-i] == 1) then 
   goto line 1; } 
6: else wait until (want[1-i] == 0); 

<κρίσιµο τµήµα>; 

Τµήµα Εξόδου: 

7: priority = 1-i; 

8: want[i] = 0; 

<µη-κρίσιµο τµήµα>; 
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Ένας Αλγόριθµος Αµοιβαίου Α
οκλεισµού για 2 ∆ιεργασίες 
ου χρησιµο
οιεί 

ε
ερασµένης χωρητικότητας καταχωρητές – Συµµετρική Έκδοση 

 

Θεώρηµα 

Ο αλγόριθµος επιτυγχάνει αµοιβαίο αποκλεισµό. 

 

Α
όδειξη (sketch): Γιατί ισχύει αυτό; 

 Ας υποθέσουµε, δια της µεθόδου της εις άτοπο απαγωγής, ότι και οι δύο διεργασίες 
βρίσκονται στο κρίσιµο τµήµα τους ταυτόχρονα ⇒ want[0] = want[1] = 1. 

 Ας υποθέσουµε, wlog, ότι η τελευταία εγγραφή της p0 στην want[0] έπεται της τελευταίας 
εγγραφής της p1 στο want[1].  

 ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις (case analysis) και σε κάθε περίπτωση καταλήγουµε σε άτοπο. 
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Ένας Αλγόριθµος Αµοιβαίου Α
οκλεισµού για 2 ∆ιεργασίες 
ου χρησιµο
οιεί 

ε
ερασµένης χωρητικότητας καταχωρητές – Συµµετρική Έκδοση 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θεώρηµα 

Ο αλγόριθµος εγγυάται αποφυγή αδιεξόδου. 

Α
όδειξη (sketch) 

Ας υποθέσουµε ότι και κάποια/ες 
διεργασίες εκτελούν το τµήµα εισόδου τους, 
αλλά καµιά δεν εισέρχεται στο κρίσιµο 
τµήµα. 

Περίπτωση 1: έστω ότι οι δύο διεργασίες 
είναι για πάντα στο τµήµα εισόδου. Έστω, 
wlog, ότι priority == 0. 

Περίπτωση 2: µόνο µια από τις διεργασίες 
είναι στο τµήµα εισόδου. Αν κάποια 
διεργασία βρίσκεται στο κρίσιµο τµήµα δεν 
µπορεί να παραµείνει εκεί για πάντα.  

Θεώρηµα 

Ο αλγόριθµος εγγυάται αποφυγή 
παρατεταµένης στέρησης. 

 

Α
όδειξη (sketch) 

Ας υποθέσουµε ότι κάποια διεργασία π.χ., η 0, 
υφίσταται παρατεταµένη στέρηση.  

Περίπτωση 1: η διεργασία 1 εκτελεί την εντολή 
7 κάποια στιγµή αργότερα. Από τότε και µετά 
ισχύει ότι priority == 0. 

Περίπτωση 2: η διεργασία 1 δεν εκτελεί την 
εντολή 7. 
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Ο Αλγόριθµος Tournament για n διεργασίες 

 

 Οι διεργασίες συναγωνίζονται σε ζευγάρια, χρησιµοποιώντας το συµµετρικό αλγόριθµο για 2 
διεργασίες.  

 Οι διεργασίες σχηµατίζουν ένα δένδρο tournament (δηλαδή ένα πλήρες, δυαδικό δένδρο µε 
n φύλλα, ένα για κάθε διεργασία). Κάθε διεργασία ξεκινά από κάποιο συγκεκριµένο φύλλο 
(εκείνο που της αναλογεί) του δένδρου. 

 Σε κάθε επίπεδο του δένδρου, δύο διεργασίες συναγωνίζονται σε κάθε κόµβο. Μόνο οι 
νικητές συνεχίζουν στο επόµενο επίπεδο. Ο νικητής στον κόµβο ρίζα εισέρχεται στο κρίσιµο 
τµήµα του. 
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Ο Αλγόριθµος Tournament για n διεργασίες 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

procedure Node(v: integer, side: 0..1) { 

1: wantv[i] = 0; 
2: wait until ((wantv[1-i] == 0) OR  

      (priorityv == side)); 
3: wantv[i] = 1; 
4: if (priorityv == 1-i) then { 
5:  if  (wantv[1-i] == 1) then 
   goto line 1; } 
6: else wait until (wantv[1-i] == 0); 
8: if (v == 1) then 

9:  <κρίσιµο τµήµα>; 

10: else Node(\lfloor v/2 \rfloor, v mod 2) 

11: priorityv = 1-side; 
12: wantv[side] = 0; 

} 

 Η ρίζα αριθµείται µε το 1. Τ αριστερό 
παιδί ενός κόµβου µε αριθµό v αριθµείται 
µε τον αριθµό 2v και το δεξιό παιδί µε 
τον 2v+1 

 wantv[0], wantv[1], priorityv: µεταβλητές 
που έχουν συσχετισθεί µε τον κόµβο µε 
αριθµό v.  

 Ο κόµβος i ξεκινά εκτελώντας την 
Node(2k+\lfloor i/2 \lceil, i mod 2), 
όπου k = \ceil{logn} -1. 

 Ο αµοιβαίος αποκλεισµός εξασφαλίζεται 
από το γεγονός ότι ο συµµετρικός 
αλγόριθµος για 2 διεργασίες τον εγγυάται. 

 Το ίδιο ισχύει και για την ιδιότητα 
αποφυγής παρατεταµένης στέρησης. 

Χωρική Πολυ
λοκότητα: 3n καταχωρητές  
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Ο Αλγόριθµος Tournament για n διεργασίες 

 

Προβολή εκτέλεσης του αλγορίθµου tournament σε κάποιο κόµβο v: η ακολουθία 
βηµάτων της εκτέλεσης που πραγµατοποιούνται από κλήσης των Node(v,0) και 
Node(v,1). 

 

Θα δείξουµε ότι: 

Για κάθε v, η προβολή κάθε εκτέλεσης του δεντρικού αλγορίθµου στον v αποτελεί 
εκτέλεση του συµµετρικού αλγορίθµου αµοιβαίου αποκλεισµού για 2 διεργασίες, αν 
θεωρήσουµε ότι κάθε διεργασία που εκτελεί την Node(v,0) είναι η p0 και κάθε 
διεργασία που εκτελεί την Νode(v,1) είναι η p1. 
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Ο Αλγόριθµος Tournament για n διεργασίες 

Πιο φορµαλιστικά: 

Έστω ότι a = C0 φ1 C1 φ2 C2 … είναι µια εκτέλεση του 
αλγορίθµου tournament. 

Έστω ότι av είναι η ακολουθία καθολικές καταστάσεις και 
γεγονότα που εναλλάσσονται: 

D0 π1 D1 π2 D2 … 

που ορίζεται επαγωγικά ως εξής: 

Βάση Επαγωγής: D0 είναι η αρχική καθολική κατάσταση 
του συµµετρικού αλγορίθµου 2 διεργασιών 

Επαγωγική Υπόθεση: Έστω ότι η av έχει οριστεί µέχρι και 
την καθολική κατάσταση Di-1.  

Επαγωγικό Βήµα: Έστω ότι φj = k είναι το i-οστό γεγονός 
της a που αποτελεί βήµα είτε της Node(v,0) ή της 
Node(v,1) (έστω, wlog, της Node(v,0)). 

Έστω ότι πi = 0 και έστω ότι Di είναι η καθολική 
κατάσταση στην οποία ισχύουν τα εξής: 

o οι καταστάσεις των µεταβλητών είναι ίδιες µε τις 
καταστάσεις των µεταβλητών του κόµβου v στην Cj 

o η κατάσταση της p1 είναι η ίδια µε εκείνη στην Di-1 

o η κατάσταση της p0 είναι η ίδια µε την κατάσταση 
της pk στην Cj εκτός από το ότι το id έχει 
αντικατασταθεί από το 0. 
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Ο Αλγόριθµος Tournament για n διεργασίες 

Λήµµα 

Για κάθε v, η av είναι εκτέλεση του συµµετρικού 
αλγορίθµου για 2 διεργασίες. 

Α
όδειξη 

Οι κώδικες της Νode(v,i) και του συµµετρικού αλγορίθµου για 
2 διεργασίες είναι ίδιοι.  

Αρκεί να αποδείξουµε ότι µόνο µια διεργασία εκτελεί εντολές 
της Node(v,i) σε κάθε σηµείο της εκτέλεσης. Το αποδεικνύουµε 
µε επαγωγή στο επίπεδο του v, ξεκινώντας από τα φύλλα. 

Βάση Επαγωγής: Ισχύει εξ κατασκευής.  

Επαγωγική Υπόθεση: Θεωρούµε οποιοδήποτε εσωτερικό 
κόµβο του δένδρου και υποθέτουµε ότι ο ισχυρισµός ισχύει για 
τους κόµβους παιδιά του. 

Επαγωγικό Βήµα: Αποδ/µε τον ισχυρισµό για τον v. 

� Αν µια διεργασία εκτελεί εντολές π.χ., της Node(v,0), 
βρίσκεται στο κρίσιµο τµήµα για τον κόµβο που είναι το 
αριστερό παιδί του v. 

� Από επαγωγική υπόθεση και αφού ο συµµετρικός αλγόριθµος 
για 2 διεργασίες εγγυάται αµοιβαίο αποκλεισµό, συνεπάγεται 
ότι µόνο µια διεργασία σε κάθε χρονική στιγµή βρίσκεται 
στο κρίσιµο τµήµα για το αριστερό παιδί του v. 

� Αντίστοιχα είναι τα επιχειρήµατα για την Node(v,1). 

Θεώρηµα: Ο αλγόριθµος Tournament επιτυγχάνει αµοιβαίο 
αποκλεισµό.  
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Ο Αλγόριθµος Tournament για n διεργασίες 

Λήµµα 

Για κάθε v, αν η a είναι επιτρεπτή εκτέλεση, τότε και η av είναι επιτρεπτή εκτέλεση. 

Α
όδειξη 

 Αποδεικνύουµε ότι στην av δεν υπάρχει κάποια διεργασία που να µένει στο κρίσιµο 
τµήµα για πάντα.  

 Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή στο επίπεδο του v, ξεκινώντας από τη ρίζα.  
 

Θεώρηµα 

Ο αλγόριθµος Tournament επιτυγχάνει αµοιβαίο αποκλεισµό.  

Α
όδειξη 

 Η προβολή κάθε εκτέλεσης στη ρίζα του δένδρου είναι επιτρεπτή εκτέλεση του 
συµµετρικού αλγορίθµου για 2 διεργασίες.  

 Αφού ο αλγόριθµος αυτός εγγυάται αµοιβαίο αποκλεισµό, και ο αλγόριθµος 
Tournament εγγυάται αµοιβαίο αποκλεισµό.  
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Ένας γρήγορος αλγόριθµος για αµοιβαίο α
οκλεισµό 

Ανιχνευτής Συµφόρησης 

Αρχικά, door = open, race = -1; 

race = id;       
  
if (door == closed) then return lose;   
else { 

door = closed;     
 if (race == id) then return win; 
 else return lose;     
}  
 
Θεώρηµα  

Σε κάθε επιτρεπτή εκτέλεση του αλγορίθµου: 

1. Το πολύ µια διεργασία επιστρέφει win από τον ανιχνευτή συµφόρησης. 

2. Αν µια διεργασία pi εκτελέσει τον ανιχνευτή συµφόρησης µόνη της, δηλαδή καµιά άλλη 
διεργασία δεν ξεκινά την εκτέλεση του ανιχνευτή συµφόρησης πριν η pi τερµατίσει τη δική της 
εκτέλεση, τότε η pi επιστρέφει win. 
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Κάτω Φράγµα στον Αριθµό των Read/Write Καταχωρητών 

Όλοι οι αλγόριθµοι που επιλύουν το πρόβληµα του αµοιβαίου αποκλεισµού 
χρησιµοποιώντας µόνο read/write καταχωρητές απαιτούν n τέτοιους καταχωρητές.  

Αυτό δεν συµβαίνει κατά τύχη!!! Μπορεί να αποδειχθεί ότι το πρόβληµα δεν επιλύεται 
µε λιγότερους από n καταχωρητές. Αυτό ισχύει ακόµη και αν:  

1. απαιτείται να ισχύουν µόνο οι ιδιότητες του αµοιβαίου αποκλεισµού και της αποφυγής 
αδιεξόδου 

2. οι καταχωρητές έχουν µη-πεπερασµένο µέγεθος.  

 

Χρήσιµοι Ορισµοί 

Μια καθολική κατάσταση λέγεται ανενεργή αν όλες οι διεργασίες βρίσκονται στη µη-
κρίσιµο τµήµα τους.  

 

Λέµε ότι µια διεργασία j καλύ�τει µια µεταβλητή x σε µια καθολική κατάσταση C αν στο 
πρώτο βήµα που θα εκτελέσει η j µετά τη C θα γράψει στη µεταβλητή x. 
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Για κάθε k, 0 ≤ k ≤ n, µια καθολική κατάσταση είναι k-�ροσβάσιµη από κάποια άλλη 
καθολική κατάσταση C’ αν υπάρχει τµήµα εκτέλεσης που να ξεκινά από τη C και να 
καταλήγει στη C’ το οποίο περιλαµβάνει βήµατα µόνο των διεργασιών p0, …, pk-1.  
 

Ένα τµήµα εκτέλεσης ονοµάζεται p-µόνο, αν µόνο η διεργασία p εκτελεί βήµατα σε 
αυτό. Ονοµάζεται S-µόνο αν µόνο διεργασίες στο σύνολο S εκτελούν βήµατα σε αυτό.  
 

Ένα τµήµα εκτέλεσης a είναι p-only αν µόνο η διεργασία p εκτελεί βήµατα στο a. Το a 
είναι S-only (όπου S είναι ένα σύνολο διεργασιών) αν µόνο οι διεργασίες που ανήκουν 
στο S εκτελούν βήµατα στο a. 
 

Το χρονοδιάγραµµα µιας εκτέλεσης a είναι η ακολουθία από δείκτες διεργασιών που 
εκτελούν βήµατα στην a (µε τη σειρά που τα βήµατα αυτά συναντώνται στην a).  

Ένα χρονοδιάγραµµα καθορίζει µια ακολουθία γεγονότων. Μια καθολική κατάσταση C 
και ένα χρονοδιάγραµµα σ καθορίζουν µε µοναδικό τρόπο ένα τµήµα εκτέλεσης το 
οποίο συµβολίζουµε µε exec(C,σ). 
 

Συµβολίζουµε µε mem(C) = (r0, …, rm-1): διάνυσµα τιµών των καταχωρητών στη C 
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Μια καθολική κατάσταση C είναι �αρόµοια (similar ή indistinguishable) µε µια άλλη 
καθολική κατάσταση C’ ως προς κάποιο σύνολο διεργασιών S αν κάθε διεργασία του S 
είναι στην ίδια κατάσταση στη C και τη C’ και mem(C) = mem(C’). Το γεγονός αυτό το 

συµβολίσουµε C ∼S C’. 

 

Προφανείς Ισχυρισµοί 

Μια διεργασία που εκτελείται µόνη ξεκινώντας από µια ανενεργή καθολική κατάσταση 
εισέρχεται στο κρίσιµο τµήµα της.  

 

Μια διεργασία που εκτελείται µόνη ξεκινώντας από µια καθολική κατάσταση που είναι 
παρόµοια µιας ανενεργής εισέρχεται στο κρίσιµο τµήµα της.  
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Λήµµα 1: Έστω µια καθολική κατάσταση C που είναι παρόµοια µιας ανενεργής 
καθολικής κατάστασης για κάποια διεργασία j. Έστω ότι a1 είναι ένα j-only τµήµα 
εκτέλεσης που ξεκινά από τη C στο οποίο η j εισέρχεται στο κρίσιµο τµήµα της. Τότε, 
στο a1, η j πρέπει να εκτελέσει τουλάχιστον µια write εντολή σε κάποιο καταχωρητή. 

Α
όδειξη:  

C’: η τελική καθολική κατάσταση του a1. Τότε: 

αν C = (q0, …, qj, …, qn-1, mem(C)) ⇒ C’ = (q0, …, q’j, …, qn-1, mem(C)) 

 

Αν mem(C) = mem(C’) ⇒ C ∼k C’, ∀k ≠ j. 

 

Υπάρχει ένα τµήµα εκτέλεσης a2 (µε χρονοδιάγραµµα s2) που ξεκινά από τη C στο 

οποίο η διεργασία k εισέρχεται στο κρίσιµο τµήµα της. Ωστόσο, C ∼k C’. 

 

C’’: η τελική καθολική κατάσταση της εκτέλεσης a1 ⋅ a2. 

⇒ και ο pj και ο pk είναι στο κρίσιµο τµήµα στη C’’. Άτοπο!!! 
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Κάτω Φράγµα στον Αριθµό των Read/Write Καταχωρητών 

Single-Writer Read/Write Καταχωρητές 

Θεώρηµα 

Έστω ότι ο Α είναι αλγόριθµος που επιλύει το πρόβληµα του αµοιβαίου αποκλεισµού 
για n ≥ 2 διεργασίες, χρησιµοποιώντας µόνο single-writer/multe-reader καταχωρητές 
ανάγνωσης/εγγραφής. Τότε, ο Α χρησιµοποιεί τουλάχιστον n τέτοιους καταχωρητές.  

 

Γενικευµένο Λήµµα (Λήµµα 2) 

Έστω µια καθολική κατάσταση C που είναι παρόµοια µιας ανενεργής καθολικής 
κατάστασης για κάποια διεργασία j. Έστω ότι a1 είναι ένα j-only τµήµα εκτέλεσης που 
ξεκινά από τη C στο οποίο η j εισέρχεται στο κρίσιµο τµήµα της. Τότε, στο a1, η j 
πρέπει να εκτελέσει τουλάχιστον µια write εντολή σε κάποιο καταχωρητή που δεν 
καλύπτεται από καµία (άλλη) διεργασία στη C. 
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Κάτω όριο: 2 διεργασίες και 1 MW καταχωρητής 

Θεώρηµα 1  

∆εν υπάρχει αλγόριθµος που να επιλύει το πρόβληµα του αµοιβαίου αποκλεισµού για 
δύο διεργασίες χρησιµοποιώντας µόνο έναν διαµοιραζόµενο RW καταχωρητή. 

 

Α
όδειξη  

Με εις άτοπο απαγωγή. 

 

Α: αλγόριθµος 

 

x: ο διαµοιραζόµενος καταχωρητής που χρησιµοποιεί 

 

C0: αρχική κατάσταση 
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Κάτω όριο: 3 διεργασίες και 2 MW καταχωρητές 

Θεώρηµα 2: ∆εν υπάρχει αλγόριθµος που να επιλύει το 
πρόβληµα του αµοιβαίου αποκλεισµού για τρεις 
διεργασίες χρησιµοποιώντας µόνο δύο διαµοιραζόµενες 
RW καταχωρητές. 

Α
όδειξη: Με εις άτοπο απαγωγή. 

Α: αλγόριθµος 

x,y: διαµοιραζόµενοι καταχωρητές 

Στρατηγική 

1. ∆ηµιουργούµε σενάριο στο οποίο οι διεργασίες p0 και p1 
εκτελούνται µέχρι που η κάθε µια καλύπτει έναν διαφορετικό 
καταχωρητή και η καθολική κατάσταση C’ που προκύπτει 
είναι παρόµοια µε µια προσβάσιµη ανενεργή καθολική 
κατάσταση για την p2. Στη C’ και οι δύο καταχωρητές x και  
y καλύπτονται.  

2. Επιτρέπουµε στη p2 να τρέξει µόνη από τη C’ µέχρι να 
εισέλθει στο κρίσιµο τµήµα.  

3. Βάζουµε τις p0 και p1 να κάνουν από ένα βήµα ώστε να 
πανωγράψουν τους καταχωρητές x και y. Αυτό καταστρέφει 
κάθε ίχνος της εκτέλεσης της p2. 

4. Επιτρέπουµε στις p0 και p1 να συνεχίσουν να κάνουν βήµατα 
µέχρι κάποια από αυτές να εισέλθει στο κρίσιµο τµήµα. 

5. Τότε, δύο διεργασίες βρίσκονται ταυτόχρονα στο κρίσιµο 
τµήµα. Άτοπο!!!! 
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Κάτω όριο: 3 διεργασίες και 2 MW καταχωρητές 

Α
όδειξη (συνέχεια): Πως µπορούµε να εξαναγκάσουµε 
τις διεργασίες p0 και p1 να καλύπτουν τους καταχωρητές x 
και y ενώ η διεργασία p2 νοµίζει ότι βρίσκονται στο µη-
κρίσιµο τµήµα τους.  

Α
άντηση 

 
Σε 2 από τις 3 καθολικές καταστάσεις S1, S2, S3, η p0 
καλύπτει τον ίδιο καταχωρητή, π.χ., τον x. 

S1’ = C0, S2’ και S3’: ανενεργές καταστάσεις 

Έστω ότι C1 = S2, C1’ = S2’, C2 = S3, C2’ = S3’. 

Αν εκτελέσουµε την p1 µόνη ξεκινώντας από την S2 θα 

εισέλθει στο κρίσιµο τµήµα αφού S2 ∼
1 S2’.  

Στην εκτέλεση αυτή η p1 γράφει στον y. 
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Κάτω όριο: 3 διεργασίες και 2 MW καταχωρητές 

 
 

Από την C’ η p2 µπορεί να εκτελεστεί µόνη µέχρι να 
εισέλθει στο κρίσιµο τµήµα.  

 

Τότε, οι p0 και p1 εκτελούν ένα βήµα η κάθε µια και όλα 
τα ίχνη της εκτέλεσης της p2 χάνονται.  

 

Οι p0, p1 στη συνέχεια συνεχίζουν µέχρι µια από τις δυο 
να εισέλθει στο κρίσιµο τµήµα.  
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Κάτω όριο: Γενική Περί
τωση 

Φυσική επέκταση των αποδείξεων των δύο ειδικών 
περιπτώσεων που µελετήθηκαν παραπάνω.  
 

Θεώρηµα 3: ∆εν υπάρχει αλγόριθµος που να επιλύει το 
πρόβληµα του αµοιβαίου αποκλεισµού για n ≥ 2 
διεργασίες χρησιµοποιώντας n-1 ή λιγότερους 
διαµοιραζόµενες RW καταχωρητές. 

Α
όδειξη 

C0: αρχική καθολική κατάσταση 

 υπάρχουν 2 καθολικές καταστάσεις, C’ και C’’, η κάθε 
µια (n-1)-προσβάσιµη από την C0, τ.ω.: 

o όλοι οι n-1 διαµοιραζόµενοι καταχωρητές 
καλύπτονται από τις διεργασίες 0, ..., n-2 στη C’ 

o C’’ είναι µια ανενεργή κατάσταση 

o C’ ∼n-1 C’’. 

 υπάρχει ένα (n-1)-only τµήµα εκτέλεσης από τη C’ 
στο οποίο η διεργασία pn-1 εισέρχεται στο κρίσιµο 
τµήµα 

 στο τµήµα εκτέλεσης αυτό, η pn-1 πρέπει να γράψει σε 
κάποιο καταχωρητή που δεν καλύπτεται στη C’ 

 Όλοι οι n-1 καταχωρητές καλύπτονται στη C’. Άτοπο. 
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Κάτω όριο: Γενική Περί
τωση 

Λήµµα 3: Έστω ότι υπάρχουν n-1 διαµοιραζόµενοι καταχωρητές. Έστω ότι C είναι 
οποιαδήποτε ανενεργή καθολική κατάσταση. Για κάθε k, 1 ≤ k ≤ n, υπάρχουν 
καθολικές καταστάσεις C’ και C’’ τ.ω., οι C’, C’’ είναι k-προσβάσιµες από τη C και 
ικανοποιούν τις ακόλουθες ιδιότητες: 

 k διαφορετικοί καταχωρητές καλύπτονται από τις διεργασίες p0, …, pk-1 στη C’, 

 η C’’ είναι µια ανενεργή κατάσταση, 
 C’ C’’, για όλα τα j, k ≤ j ≤ n-1. 

 

Α
όδειξη: Με επαγωγή στο k. 

Βάση Ε
αγωγής: k=1. Εκτελούµε τη διεργασία p0 µόνη µέχρι να καλύπτει κάποιο 
καταχωρητή για πρώτη φορά. 

C’: η καθολική κατάσταση που προκύπτει, C’’ = C. 

Ε
αγωγική Υ
όθεση: Ας υποθέσουµε ότι το λήµµα ισχύει για k, 1 ≤ k < n. 
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Α
όδειξη Λήµµατος 3 (συνέχεια) 

 

Ε
αγωγικό Βήµα  

Θα δείξουµε ότι ισχύει για k+1. 

 Από επαγωγική υπόθεση:  

• S1: k-προσβάσιµη από C τ.ω., οι p0, …, pk-1 καλύπτουν k διαφορετικές 
µεταβλητές και S1 παρόµοια µε ανενεργή κατάσταση για τις pk, …, pn-1 

 

 Έστω ότι οι p0, …, pk-1 εκτελούν ένα βήµα η κάθε µια πανωγράφοντας τους 
καταχωρητές που καλύπτουν.  

 

 Έστω ότι οι p0, …, pk-1 συνεχίζουν µέχρι να φθάσουν στο µη-κρίσιµο τµήµα. Έστω 
S1’ είναι η ανενεργή κατάσταση που προκύπτει. 
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Κάτω όριο: Γενική Περί
τωση 

Α
όδειξη του Λήµµατος 3 (συνέχεια) 

Εφαρµόζουµε την επαγωγική υπόθεση και την παραπάνω διαδικασία ξανά και ξανά, 
συνολικά m = (n-1k)+1 φορές. 

S1, … Sm: καθολικές καταστάσεις στις οποίες k καταχωρητές καλύπτονται 

πρέπει να υπάρχουν 2 καθολικές καταστάσεις στις οποίες οι p0, …, pk-1 καλύπτουν το 
ίδιο σύνολο X k καταχωρητών: 

C1, C2: οι δύο αυτές καταστάσεις 

C1’, C2’: ανενεργές καταστάσεις που αντιστοιχούν στις C1, C2 

C1 ∼
j C1’ και C2 ∼

j C2’, k ≤j ≤ n-1 

Αν εκτελέσουµε την pk µόνη ξεκινώντας από τη C1, η pk θα εισέλθει στο κρίσιµο τµήµα. 

Πριν συµβεί αυτό θα πρέπει να γράψει σε µια µεταβλητή x ∉ Χ. 
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Κάτω όριο: Γενική Περί
τωση 

Ορισµός C’ 

Εκτελούµε την pk µόνη µέχρι να καλύπτει τον x 

Εκτελούµε τις p0, …, pk-1 µέχρι να φθάσουν σε µια καθολική κατάσταση αντίστοιχη της 
C2 όπου καλύπτουν όλους τους καταχωρητές στο X ξανά. 

C’ = η καθολική κατάσταση που προκύπτει 

C’’ = C2 

 

Γιατί είναι σωστή η ε�ιλογή αυτών των καθολικών καταστάσεων; 

Μόνο οι διεργασίες p0, …, pk εκτελούν βήµατα στη εκτέλεση που κατασκευάστηκε. 

k+1 µεταβλητές καλύπτονται στη C’ 

C’’: ανενεργή κατάσταση 

C’ ∼j C2 και C’’ = C2’ ∼
j C2 ⇒ C’ ∼j C’’, ∀ k+1 ≤ j ≤ n 
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Κάτω όριο: Γενική Περί
τωση 

 


