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Οµοφωνία σε σύστηµα µε α�οτυχίες διεργασιών 
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Το Πρόβληµα Οµοφωνίας – Σύγχρονα Συστήµατα Μεταβίβασης 
Μηνύµατος 

Μοντέλο Κατάρρευσης (crash model) 

Οι διεργασίες µπορούν να σταµατούν να εκτελούνται σε αυθαίρετα σηµεία της  
εκτέλεσης. Μια διεργασία που έχει καταρρεύσει λέγεται εσφαλµένη (fault). 

Ε�ιτρε�τές Εκτελέσεις 

 Όλες οι µη-εσφαλµένες διεργασίες εκτελούν απεριόριστο αριθµό βηµάτων. 

 Αν µια διεργασία αποτύχει σε κάποιο βήµα, δεν εκτελεί ξανά βήµατα. 

 Στο τελευταίο βήµα µιας εσφαλµένης διεργασίας, αποστέλλεται µόνο ένα αυθαίρετο 
υποσύνολο των εξερχόµενων µηνυµάτων της διεργασίας. 

Εφαρµογές 

o Συστήµατα ελέγχου πτήσεων. 
o Οι διεργασίες ενός κατανεµηµένου συστήµατος χρειάζεται συχνά να συµφωνούν στο 
αν κάποιο µήνυµα έχει παραληφθεί. 

o ∆ιάγνωση αποτυχίας διεργασιών. 
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Το Πρόβληµα Οµοφωνίας – Σύγχρονα Συστήµατα Μεταβίβασης 
Μηνύµατος 

Υ�οθέσεις 

Ο αριθµός των αποτυχιών είναι το πολύ f, όπου f είναι κάποιος θετικός ακέραιος. Το f 
ονοµάζεται βαθµός ανθεκτικότητας (resiliency) του συστήµατος.  

Ο γράφος είναι κλίκα µε n κόµβους. 

Οι σύνδεσµοι (κανάλια επικοινωνίας) είναι αξιόπιστοι. 

Περιγραφή Προβλήµατος 

Κάθε διεργασία pi έχει µια µεταβλητή εισόδου xi και µια µεταβλητή εξόδου yi. 

Αρχικά, η xi έχει µια τιµή από ένα σύνολο πιθανών εισόδων, ενώ η yi δεν έχει 
αρχικοποιηθεί.  

Η yi θα πρέπει να εγγραφεί µία µόνο φορά (κάθε εγγραφή στην yi είναι εποµένως µη-
αντιστρέψιµη). 
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Το Πρόβληµα Οµοφωνίας – Σύγχρονα Συστήµατα Μεταβίβασης 
Μηνύµατος 

Ένας αλγόριθµος που επιλύει το πρόβληµα οµοφωνίας  πρέπει να εγγυάται τα εξής: 

Οµοφωνία (agreement)  

Όλες οι µη-εσφαλµένες διεργασίες έχουν ως έξοδο την ίδια τιµή. 

 

Εγκυρότητα (validity)  

Αν όλες οι διεργασίες έχουν την ίδια τιµή εισόδου, η τιµή εξόδου πρέπει να είναι η τιµή 
αυτή.  

 

Τερµατισµός (termination)  

Όλες οι µη-εσφαλµένες διεργασίες πρέπει να τερµατίσουν.  
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Πρόβληµα Οµοφωνίας – Ένας α�λός αλγόριθµος 

 

Κάθε διεργασία p διατηρεί ένα σύνολο µε τιµές που έχει δει µέχρι την τρέχουσα χρονική στιγµή, 
το οποίο αρχικά περιέχει µόνο την τιµή εισόδου της διεργασίας. 

Για f+1 γύρους κάθε διεργασία:  

o ενηµερώνει το σύνολο της εκτελώντας την πράξη της ένωσης µε τα σύνολα που λαµβάνει από 
άλλους καταχωρητές.  

o εκπέµπει (broadcasts) οποιεσδήποτε προσθήκες έγιναν στο σύνολο σε όλες τις υπόλοιπες 
διεργασίες. 

Μετά τους f+1 γύρους, η διεργασία αποφασίζει ως έξοδό της τη µικρότερη τιµή που περιέχεται 
στο σύνολό της. 



Παναγιώτα Φατούρου – Κατανεµηµένα Συστήµατα                6 

Πρόβληµα Οµοφωνίας – Ένας α�λός αλγόριθµος 

Γιατί (f+1) γύροι; 

 

 

f = 3, n = 4 
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Πρόβληµα Οµοφωνίας – Ένας α�λός αλγόριθµος 

Τερµατισµός; 

Εγκυρότητα; 

Οµοφωνία: 

o Ας υποθέσουµε ότι µια διεργασία pi αποφασίζει µια µικρότερη τιµή, x, από κάποια 
άλλη pj. 

o Τότε, η x έχει παραµείνει «κρυφή» στην pj για (f+1) γύρους. 

o Έχουµε το πολύ f µη-εσφαλµένες διεργασίες. Άτοπο!!! 

Αριθµός διεργασιών;   n > f 

Χρονική Πολυ�λοκότητα;  (f+1) γύρους 

Πολυ�λοκότητα Ε�ικοινωνίας; 

n2 * |V| µηνύµατα, όπου V είναι το σύνολο τιµών εισόδου. 
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Κάτω Φράγµα στον Αριθµό των Γύρων – Η �ερί�τωση f = 1 

Θεώρηµα 

∆εν υπάρχει αλγόριθµος που να επιλύει το πρόβληµα οµοφωνίας σε λιγότερο από δύο 
γύρους σε ένα σύστηµα µε n ≥ 3 διεργασίες στο οποίο µια διεργασία µπορεί να 
αποτύχει. 

Α�όδειξη: Με εις άτοπο απαγωγή. Έστω ότι ο Α είναι ένας τέτοιος αλγόριθµος. 

Κατασκευάζουµε µια αλυσίδα από εκτελέσεις: 

o σε κάθε εκτέλεση υπάρχει το πολύ µια εσφαλµένη διεργασία 
o στην πρώτη όλες οι διεργασίες έχουν τιµή εισόδου 0 
o στην τελευταία όλες οι διεργασίες έχουν τιµή εισόδου 1 
o κάθε δυο διαδοχικές εκτελέσεις της αλυσίδας είναι παρόµοιες για κάποια µη-
εσφαλµένη διεργασία 

⇒ Σε όλες τις εκτελέσεις θα πρέπει οι διεργασίες να αποφασίζουν την ίδια τιµή. 
Άτοπο!!!! 
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Παράδειγµα 

n = 3 
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Κάτω Φράγµα στον Αριθµό των Γύρων – Η �ερί�τωση f = 2 

Θεώρηµα 

∆εν υπάρχει αλγόριθµος που να επιλύει το πρόβληµα οµοφωνίας σε λιγότερο από τρεις 
γύρους σε ένα σύστηµα µε n ≥ 4 διεργασίες στο οποίο δύο διεργασίες µπορούν να 
αποτύχουν. 

Α�όδειξη: Με εις άτοπο απαγωγή. Έστω ότι ο Α είναι ένας τέτοιος αλγόριθµος. 

Ακολουθούµε αντίστοιχα επιχειρήµατα µε την περίπτωση f=1. Ωστόσο: 

Τώρα έχουµε δύο γύρους!!! Τι �ρόβληµα δηµιουργεί αυτό; 

Πως θα σκοτώσουµε ένα µήνυµα από την p1 στην pj; 

o θα αφαιρέσουµε τα µηνύµατα 2ου γύρου της pj ένα-προς-ένα 

o στη συνέχεια θα αφαιρέσουµε το µήνυµα από την p1 στην pj 

o θα επαναφέρουµε τα µηνύµατα 2ου γύρου της pj ένα-προς-ένα 
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Στο σηµείο αυτό µόνο η p0 είναι εσφαλµένη.  
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Κάτω Φράγµα στον Αριθµό των Γύρων – Η �ερί�τωση f = 2 

 

 Επαναλαµβάνω µε την p2, προκειµένου να αφαιρέσω το µήνυµα από την p0 στην 
p2. Στη συνέχεια, επαναλαµβάνω άλλη µια φορά µε την p2.  

 

 Στη συνέχεια: 

o Αλλάζω την τιµή εισόδου της p0 σε 1. 

o Επιτελώ την αντίστροφη από την πιο πάνω διαδικασία για να επαναφέρω τα 2 
µηνύµατα της p0 στο 1ο γύρο 

 

 Επαναλαµβάνω όλα τα παραπάνω για p1, p2 και p3 (στο ρόλο της p0)! 
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Κάτω Φράγµα στον Αριθµό των Γύρων – Η γενική �ερί�τωση 

Θεώρηµα 

∆εν υπάρχει αλγόριθµος που να επιλύει το πρόβληµα οµοφωνίας σε λιγότερο από f+1 
γύρους σε ένα σύστηµα µε n ≥ f+2 διεργασίες στο οποίο f διεργασίες µπορούν να 
αποτύχουν. 

 

Σκιαγράφηση Α�όδειξης  

Οι κύριες ιδέες έχουν ήδη παρουσιαστεί! 

Η αλυσίδα εκτελέσεων που δηµιουργείται είναι πολύ µακρύτερη και χρησιµοποιεί f 
αποτυχίες διεργασιών. 
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Ε�ίτευξη Οµοφωνίας σε σύστηµα µε Βυζαντινές Α�οτυχίες ∆ιεργασιών 
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 Αλγόριθµοι Συλλογής Εκθετικά Μεγάλης Πληροφορίας (Exponential 
Information Gathering Algorithms) 

Βασική Ιδέα 

◊ Οι διεργασίες στέλνουν και αναµεταδίδουν αρχικές τιµές για αρκετούς γύρους, 
καταγράφοντας τις τιµές που λαµβάνουν κατά µήκος διαφορετικών «µονοπατιών» 
επικοινωνίας (communication paths) σε µια δενδρική δοµή δεδοµένων που 
ονοµάζεται δένδρο EIG (Exponential Information Gathering). 

◊ Τελικά, ακολουθούν έναν καθορισµένο (ίδιο για όλες) κανόνα για να αποφασίσουν 
ποια από τις τιµές που καταγράφονται στο δένδρο τους θα επιλέξουν ως έξοδο.  

∆οµή ∆εδοµένων 

Κάθε διεργασία χειρίζεται ένα δένδρο EIG (Τ = Τn,f), κάθε κόµβος του οποίου έχει µια 
ετικέτα.  

Κάθε µονοπάτι του δένδρου αναπαριστά µια αλυσίδα από διεργασίες κατά µήκος των 
οποίων κάποια αρχική τιµή έχει µεταδοθεί.  

Το δένδρο έχει f+2 επίπεδα, 0, ..., f+1. 

Κάθε κόµβος επιπέδου k έχει ακριβώς n-k παιδιά, όπου 0 ≤ k ≤ f. 
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Αλγόριθµοι Συλλογής Εκθετικά Μεγάλης 
Πληροφορίας 

 
Ονοµασία Κόµβων 

Χρησιµοποιούνται αλφαριθµητικά που αποτελούν 
ακολουθίες από δείκτες διεργασιών. Η ετικέτα της ρίζας 
είναι το κενό αλφαριθµητικό λ. Κάθε κόµβος µε ετικέτα 

i1...ik έχει ακριβώς n-k παιδιά µε ετικέτες i1...ikj, όπου j ∈ 
{1, ..., n} – {i1, ..., ik}. 
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Αλγόριθµοι Συλλογής Εκθετικά Μεγάλης Πληροφορίας 

Ο υπολογισµός διαρκεί για f+1 γύρους ακριβώς. Κατά τη διάρκεια του, κάθε διεργασία 
διανθίζει τους κόµβους του δένδρου της µε τιµές στο V ή µε το null. Όλοι οι κόµβοι σε 
επίπεδο k, έχουν διανθιστεί µέχρι και το τέλος του k-οστού γύρου. 

 

Τρό�ος ∆ιάνθισης του δένδρου µιας διεργασίας pi 

Η ρίζα του δένδρου της διεργασίας pi διανθίζεται µε την τιµή εισόδου της. 

Σε κάθε γύρο, αν ο κόµβος µε ετικέτα i1...ik, 1 ≤ k ≤ f+1, διανθιστεί µε κάποια τιµή v ∈ 

V, ⇒ η ik είπε στην i στο γύρο k ότι η ik-1 είπε στην ik στο γύρο k-1 ότι ... ότι η i1  είπε 
στην i2 στον γύρο 1 ότι η αρχική τιµή της i1 είναι v.  

Αν ο κόµβος µε ετικέτα i1...ik, διανθιστεί µε null ⇒  η αλυσίδα επικοινωνίας i1, ..., ik, i 
έχει «σπάσει» λόγω κάποιας αποτυχίας. 

 

Υ�όθεση 

Κάθε διεργασία µπορεί να στέλνει µηνύµατα στον εαυτό της.  
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Περιγραφή του Αλγορίθµου EIGStop – διεργασία pi 

Για κάθε κόµβο µε ετικέτα x του δένδρου της, η pi διατηρεί µια µεταβλητή val(x) όπου 
αποθηκεύεται η τιµή µε την οποία διανθίζεται ο κόµβος. Αρχικά, val(λ) = αρχική τιµή pi. 

Γύρος 1: Η pi εκπέµπει την val(λ) σε όλες τις διεργασίες (καθώς και στον εαυτό της). 

Στη συνέχεια, η pi καταγράφει τις εισερχόµενες πληροφορίες: 

1. Αν ένα µήνυµα µε τιµή v φθάσει στην pi από την pj ⇒ val(j) = v. 

2. Αν η pi δεν λάβει µήνυµα από την pj ⇒ val(j) = null. 

Γύρος k, 2 ≤≤≤≤ k ≤≤≤≤ f+1: H pi εκπέµπει τα ζευγάρια (x,val(x)), για κάθε ετικέτα x ενός κόµβου στο 
επίπεδο k-1 του Τ, τ.ω. η ακολουθία που αναπαριστά η x δεν περιέχει τον δείκτη i. 

Στη συνέχεια, η pi καταγράφει τις εισερχόµενες πληροφορίες: 

1. Αν xj είναι ετικέτα ενός κόµβου επιπέδου k στο Τ, όπου x είναι ένα αλφαριθµητικό που 
αναπαριστά µια ακολουθία από δείκτες διεργασιών και j είναι ένας ακόµη δείκτης διεργασίας, 
και η pi λάβει µήνυµα µε τιµή val(x) = v από την pj,  τότε η pi θέτει την val(xj) = v. 

2. Αν η pi δεν λάβει τέτοιο µήνυµα, τότε val(xj) = null. 

Μετά από f+1 γύρους έστω Wi το σύνολο των τιµών που έχουν διανθίσει το δένδρο της pi. Η pi 
αποφασίζει την έξοδό της να είναι π.χ., το µικρότερο στοιχείο του Wi. 
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Περιγραφή του Αλγορίθµου EIGStop – διεργασία 
pi 

Παράδειγµα 

 

 

 

 

 

n=3, f = 1, 2 γύροι, 3 επίπεδα στο δένδρο 

αρχικές τιµές των p1, p2, p3, 0, 0, και 1, αντίστοιχα. 
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Αλγόριθµος EIGStop – Ορθότητα 

Λήµµα 1: Μετά από f+1 γύρους εκτέλεσης του EIGStop ισχύουν τα ακόλουθα: 

1. val(λ)i = αρχική τιµή της pi 

2. Αν xj είναι ετικέτα ενός κόµβου και val(xj)i = v, τότε val(x)j = v. 

3. Αν xj είναι η ετικέτα ενός κόµβου και val(xj)i = null, τότε είτε val(x)j = null ή η pj 
αποτυγχάνει να στείλει µήνυµα στην pi στο γύρο |x|+1. 

Λήµµα 2: Μετά από f+1 γύρους εκτέλεσης του EIGStop ισχύουν τα ακόλουθα: 

1. Αν y είναι η ετικέτα ενός κόµβου, val(y)i = v και xj είναι πρόθεµα της y, τότε val(x)j = v. 

2. Αν η τιµή v εµφανίζεται στο W οποιασδήποτε διεργασίας, τότε v = val(λ)i, για κάποιο 
δείκτη i. 

3. Αν η τιµή v εµφανίζεται στο Wi, τότε υπάρχει κάποια ετικέτα y που δεν περιέχει το i τ.ω. 
v = val(y)i. 

Α�όδειξη: Το 1 συνεπάγεται από Λήµµα 1 (µέρος 2, επαναληπτική εφαρµογή). Το 2 
συνεπάγεται από 1. Για το 3, έστω ότι η v εµφανίζεται ως η val µόνο σε κόµβους µε ετικέτες 
που περιέχουν το i. Έστω y η µικρότερη ετικέτα µε v = val(y)i. Τότε η y έχει πρόθεµα της 

µορφής xi. Από 1 ⇒ val(x)i = v, που αντιτίθεται στην επιλογή του y. 
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Αλγόριθµος EIGStop – Ορθότητα 

Λήµµα 3: Αν οι pi, pj είναι µη-εσφαλµένες διεργασίες, τότε Wi = Wj. 

1. Α�όδειξη: Έστω ότι i ≠ j. Αποδεικνύουµε ότι Wi ⊆ Wj  και Wj ⊆ Wi. 

2. Wi ⊆ Wj 

Έστω v ∈ Wi. Τότε το Λήµµα 2 συνεπάγεται ότι v = val(x)i, για κάποιο x που δεν 
περιέχει το i.  

i. |x| < f+1 ⇒ |xi| ≤ f+1. Αφού η x δεν περιέχει το i, η (µη-εσφαλµένη) pi  θα 

στείλει την τιµή v στην pj στο γύρο |xi| ⇒ val(xi)j = v ⇒ v ∈ Wj. 

ii. |x| = f+1. Αφού υπάρχουν το πολύ f εσφαλµένες διεργασίες και όλοι οι δείκτες 
στην x είναι µοναδικοί, υπάρχει κάποια µη-εσφαλµένη διεργασία pl τ.ω. το l 
εµφανίζεται στην x 

⇒ η x έχει πρόθεµα της µορφής yl. Το Λήµµα 2 συνεπάγεται ότι val(y)l = v. Αφού 

η l είναι µη εσφαλµένη, µεταδίδει την v στην pj στο γύρο |yl|. ⇒ val(yl)j = v ⇒ v 

∈ Wj. 

3. Wj ⊆ Wi. Η απόδειξη είναι συµµετρική. 
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Αλγόριθµος EIGStop – Ορθότητα 

Θεώρηµα 

Ο αλγόριθµος EIGStop επιλύει το πρόβληµα οµοφωνίας σε σύστηµα στο οποίο 
διεργασίες µπορούν να καταρρέουν.  

Α�όδειξη 

Ο τερµατισµός είναι προφανής. Επίσης, αν όλες οι αρχικές τιµές είναι v τότε κάθε Wi 
περιέχει ακριβώς την τιµή v. Έτσι όλες έχουν έξοδο την v. 

Έστω ότι pi,pj είναι δύο διεργασίες που τερµατίζουν ⇒ οι pi, pj είναι µη-εσφαλµένες. Το 
Λήµµα 3 συνεπάγεται ότι Wi = Wj. Άρα οι pi, pj αποφασίζουν την ίδια τιµή εξόδου. 

 

Πολυ�λοκότητες 

Χρονική �ολυ�λοκότητα; 

Πολυ�λοκότητα ε�ικοινωνίας; 
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Αλγόριθµοι για Βυζαντινές Α�οτυχίες 

Ο Αλγόριθµος EIGByz – Κώδικας για διεργασία pi 

Οι διεργασίες (υποθέτουµε n > 3f) µεταδίδουν τιµές για f+1 γύρους µε τον ίδιο τρόπο 
όπως στον αλγόριθµο EIGStop  µε τις εξής διαφορές: 

◊ Αν η pi λάβει µήνυµα από την pj που δεν έχει τη σωστή µορφή, το αγνοεί.  

◊ Στο τέλος του γύρου f+1, η pi, ξεκινώντας από τα φύλλα, διανθίζει όλους τους 
κόµβους του δένδρου της µε µια ακόµη µεταβλητή newval, την οποία ενηµερώνει 
ως εξής: 

o Για κάθε κόµβο-φύλλο µε ετικέτα x, newval(x) = val(x). 

o Για κάθε εσωτερικό κόµβο µε ετικέτα x, η newval(x) παίρνει την τιµή που έχει η 
µεταβλητή newval σε µια αυστηρή πλειοψηφία των παιδιών της x (δηλαδή παίνρει 
µια τιµή v, τ.ω., newval(xj) = v για την πλειοψηφία των κόµβων µε ετικέτες της 
µορφής xj, αν φυσικά υπάρχει τέτοια πλειοψηφία). Αν τέτοια πλειοψηφία δεν 
υπάρχει, newval(x) = null. 

◊ Η τιµή εξόδου της pi είναι η newval(λ). 
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Ο Αλγόριθµος EIGByz –Ορθότητα 

Λήµµα 1: Μετά από f+1 γύρους εκτέλεσης του αλγορίθµου EIGByz ισχύει το εξής. Αν 
pi, pj και pk είναι µη-εσφαλµένες διεργασίες, µε i ≠ j, τότε val(x)i = val(x)j = val(y)k για 
κάθε ετικέτα x = yk. 

Απόδειξη:  Aφού η k είναι µη-εσφαλµένη στέλνει το ίδιο µήνυµα µε την τιµή val(y)k και 
στην pi και στην pj στο γύρο |x|. 

 

Λήµµα 2: Μετά από f+1 γύρους εκτέλεσης του αλγορίθµου EIGByz ισχύει το εξής. 
Έστω ότι x = yk είναι µια ετικέτα τ.ω. η pk είναι µη-εσφαλµένη διεργασία. Τότε, 
newval(x)i = val(x)i = val(y)k για όλες τις µη-εσφαλµένες διεργασίες i. 

Α�όδειξη: Με επαγωγή στο µήκος των ετικετών του δένδρου, ξεκινώντας από τα φύλλα.  

Βάση Ε�αγωγής: Έστω x η ετικέτα ενός κόµβου-φύλλου (|x| = f+1).  

Λόγω του τρόπου ανάθεσης τιµών στις newval κόµβων-φύλλων ⇒ newval(x)i = val(x)i 

Λήµµα 1 ⇒ όλες οι µη-εσφαλµένες διεργασίες pi έχουν την ίδια val(x)i = val(y)k.  
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Ο Αλγόριθµος EIGByz –Ορθότητα 

Ε�αγωγική Υ�όθεση: Έστω ότι 1 ≤ r ≤ f και έστω ότι ο ισχυρισµός ισχύει για όλες τις ετικέτες 
x’ = y’k’ τ.ω. |x’| = r+1 (και η pk’ είναι µη εσφαλµένη διεργασία). 

Ε�αγωγικό Βήµα: Θα αποδειχθεί ότι ο ισχυρισµός ισχύει για όλες τις ετικέτες x = yk µε |x|=r 
(για τις οποίες ισχύει ότι η pk είναι µη-εσφαλµένη διεργασία).  

Λήµµα 1 ⇒ όλες οι µη-εσφαλµένες διεργασίες pi έχουν val(x)i = val(y)k = v ⇒ 

Κάθε µη-εσφαλµένη διεργασία j εκπέµπει την ίδια τιµή v για την ετικέτα x στον γύρο r+1 ⇒ 
val(xj)i = v για όλες τις µη-εσφαλµένες διεργασίες pi και pj. 

Από επαγωγική υπόθεση ⇒ newval(xj)i = val(xj)i = v, για όλες τις µη-εσφαλµένες pi και pj. 

Η πλειοψηφία των ετικετών των παιδιών του κόµβου x τελειώνει σε δείκτες µη-εσφαλµένων 
διεργασιών: 

# παιδιών x = n-r ≥ n-f > 3f –f = 2f ⇒ η πλειοψηφία είναι εγγυηµένη από το ότι το πολύ f από 
τα παιδιά έχουν ετικέτες των οποίων οι τελευταίοι δείκτες αντιστοιχούν σε εσφαλµένες διεργασίες.  

⇒ για κάθε µη-εσφαλµένη διεργασία pi, newval(xj)i = v για την πλειοψηφία των παιδιών xj του x. 

⇒ newval(x)i = v. 
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Ο Αλγόριθµος EIGByz –Ορθότητα 

Λήµµα 3: Αν όλες οι µη-εσφαλµένες διεργασίες έχουν την ίδια τιµή εισόδου v, τότε η v 
είναι η µοναδική τιµή εξόδου για κάθε µη-εσφαλµένη διεργασία. 

Α�όδειξη: Όλες οι µη-εσφαλµένες διεργασίες εκπέµπουν v στον 1ο γύρο ⇒ val(j)i = v 
για όλες τις µη-εσφαλµένες διεργασίες pi και pj. 

Λήµµα 2 ⇒ newval(j)i = val(j)i = v. 

Aπό τον κανόνα πλειοψηφίας: newval(λ)i = v.  

 

Ορισµοί 

◊ Ένας κόµβος µε ετικέτα x ονοµάζεται κοινός αν για κάθε µη-εσφαλµένη διεργασία 
pi, το newval(x)i έχει την ίδια τιµή. 

◊ Ένα υποδένδρο λέµε ότι έχει ένα κοινό µέτω�ο αν υπάρχει ένας κοινός κόµβος σε 
κάθε µονοπάτι από τη ρίζα του υποδένδρου προς τα φύλλα.  
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Ο Αλγόριθµος EIGByz –Ορθότητα 

Λήµµα 4: Έστω ένας οποιοσδήποτε κόµβος µε ετικέτα x. Αν υπάρχει ένα κοινό µέτωπο 
για το υποδένδρο µε ρίζα τον x, τότε ο x είναι κοινός.  

Α�όδειξη: Με επαγωγή στο µήκος των ετικετών του δένδρου, ξεκινώντας από τα φύλλα. 

Βάση Ε�αγωγής: O x είναι φύλλο. Αν υπάρχει κοινό µέτωπο για το υποδένδρο µε ρίζα 
τον x, αυτό θα αποτελείται µόνο από τον x. Έτσι, ο x είναι κοινός όπως απαιτείται. 

Ε�αγωγική Υ�όθεση: Έστω ότι 1 ≤ r ≤ f και έστω ότι ο ισχυρισµός ισχύει για κάθε 
κόµβο x’ τ.ω. |x’| = r+1. 

Ε�αγωγικό Βήµα: Θα αποδειχθεί ότι ο ισχυρισµός ισχύει για όλες τις ετικέτες x τ.ω. 
|x|=r. 

Έστω ότι υπάρχει ένα κοινό µέτωπο του υποδένδρου µε ρίζα τον x. Αν ο x ανήκει σε 
αυτό, τότε είναι κοινός, όπως απαιτείται.  Ας υποθέσουµε ότι αυτό δεν ισχύει. 

Τότε, για κάθε παιδί xl του x, υπάρχει κοινό µέτωπο για το υποδένδρο µε ρίζα τον xl. 

Από επαγωγική υπόθεση ⇒ ο xl είναι κοινός. Άρα, όλες οι διεργασίες έχουν το ίδιο 
newval(xl). Αυτό ισχύει για κάθε ένα από τα παιδιά του x. Άρα, το newval(x) είναι το 
ίδιο για όλες τις διεργασίες και εποµένως ο x είναι κοινός.  
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Ο Αλγόριθµος EIGByz –Ορθότητα 

Λήµµα 5: Μετά από f+1 γύρους εκτέλεσης του αλγορίθµου EIGByz, ο κόµβος ρίζα λ 
του δένδρου κάθε µη-εσφαλµένης διεργασίας είναι κοινός.  

Α�όδειξη: Η ετικέτα οποιουδήποτε φύλλου αντιστοιχεί σε µια ακολουθία από f+1 
διαφορετικούς δείκτες διεργασιών.  

Μόνο f από αυτούς µπορούν να αντιστοιχούν σε εσφαλµένες διεργασίες.  

Η ετικέτα ενός από τους κόµβους του µονοπατιού από τη ρίζα στο φύλλο τελειώνει µε 
τον δείκτη αυτής της µη-εσφαλµένης διεργασίας. Ο κόµβος αυτός είναι κοινός.  

Άρα, όλο το δένδρο έχει ένα κοινό µέτωπο.  

Από Λήµµα 4, η ρίζα είναι επίσης κοινός  κόµβος.  

  

Θεώρηµα: Ο αλγόριθµος EIGByz επιλύει το πρόβληµα της Βυζαντινής οµοφωνίας για 
n διεργασίες µε f αποτυχίες αν n > 3f. 

 

 

 


