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5η Σειρά Ασκήσεων

Ασκηση 1. ΄Εστω G = (V,E) ένα κατευθυνόμενο γράφημα και έστω G1 = (V1, E1), G2 =
(V2, E2), . . . , Gk = (Vk, Ek) οι ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες του G. Κατασκευάζουμε το κα-
τευθυνόμενο γράφημα H = (U, F ) όπου

U = {u1, u2, . . . , uk}

(η κορυφή ui αντιστοιχεί στη συνιστώσα Gi) και

F = {(ui, uj) | υπάρχουν κορυφές vi ∈ Vi, vj ∈ Vj τέτοιες ώστε (vi, vj) ∈ E}

(υπάρχει ακμή στο H από την κορυφή του που αντιστοιχεί στη συνιστώσα Gi προς την κορυφή

που αντιστοιχεί στη συνιστώσα Gj, αν υπάρχει κάποια ακμή στο G που συνδέει μία κορυφή της
Gi με μία κορυφή της Gj).

(α) Σχεδιάστε το γράφημα H που αντιστοιχεί στο παρακάτω κατευθυνόμενο γράφημα G.
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(β) Αποδείξτε ότι για κάθε κατευθυνόμενο γράφημα G το αντίστοιχο γράφημα H που κατα-
σκευάζεται με την παραπάνω διαδικασία είναι ένα ακυκλικό κατευθυνόμενο γράφημα.

Ασκηση 2.

(α) Βρείτε ένα γράφημα το οποίο να έχει κύκλωμα Euler και κύκλο Hamilton.

(β) Βρείτε ένα γράφημα το οποίο να μην έχει κύκλωμα Euler ούτε κύκλο Hamilton.

(γ) Βρείτε ένα γράφημα το οποίο να έχει κύκλωμα Euler αλλά να μην έχει κύκλο Hamilton.

(δ) Βρείτε ένα γράφημα το οποίο να έχει κύκλο Hamilton αλλά να μην έχει κύκλωμα Euler.



Ασκηση 3.

(α) Ονομάστε τις κορυφές του γραφήματος του Petersen έτσι ώστε τα ονοματα να είναι οι

αριθμοι 12,13,14,15,23,24,25,34,35,45 και γειτονικές κορυφές να έχουν ονόματα που δεν έχουν

κοινά ψηφία.

(β) Αποδείξτε ότι το γράφημα του Petersen δεν έχει κύκλο μήκους 3. Η απόδειξη δεν θα πρέπει
να είναι εξαντλητική (βασιστείτε στη σχέση που έχουν οι αριθμοί σε γειτονικές ή μη γειτονικές

κορυφές).

(γ) Ομοίως, αποδείξτε ότι το γράφημα του Petersen δεν έχει κύκλο μήκους 4.

(δ) ΄Εχει το γράφημα του Petersen μονοπάτι Hamilton; ΄Εχει ίχνος Euler;

Ασκηση 4.

(α) Δείξτε ότι αν ένα διμερές γράφημα G = (V, U,E) έχει κύκλο Hamilton, τότε ισχύει
|V | = |U |.

(β) Δείξτε ότι αν ένα διμερές γράφημα G = (V, U,E) έχει μονοπάτι Hamilton, τότε ισχύει
||V | − |U || ≤ 1.

Ασκηση 5.

Συμβολίζουμε με Lm,n, m,n ≥ 1 , το γράφημα (U ∪ V,E) όπου U = {u1, u2, . . . , um},
V = {v1, v2, . . . , vn} (U ∩ V = ∅) και E = {{ui, vj} | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} ∪ {{ui, uj} | 1 ≤
i < j ≤ m}. Το Lm,n προκύπτει αν συνδέσουμε ανά δύο τις m κορυφές που ανήκουν στο πρώτο
σύνολο της διαμέρισης των κορυφών του Km,n.

(α) Ποιά είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε το Lm,n να έχει κύκλωμα Euler;

(β) Ποιά είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε το Lm,n να έχει κύκλο Hamilton;


